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Uppgift 1

a) Eftersom Poissonfordelningens vintevirde ér lika med parameterna sa

har vi att E[X|Y = y] =y, dvs E[X|Y] =Y, och far alltsa
E[X]=E[E[X|Y]|=E[Y]=1/A.

b) Vi far
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Uppgift 2

a) Kedjans klasser ar {1}, {0,4}, {2,3,5,6}.

b) Tillstand 1 dr transient och bestks dérfor bara ett #ndligt antal ganger.
Alltsa géller att lim P(X,, = 1| X = 1) = 0. Grénsvérdet lim P(X,, = 2| Xy =
6) existerar inte, eftersom klassen {2,3,5,6} &r periodisk med period 2.
Startar man i tillstand 0 sa utgor klassen {0,4} en separat irreducibel kedja
06 04
0.4 0.6
(o, m4) bestdms av m = 7P och 7y + m4 = 1, vilket ger my = 0.5.

dar man ror sig enligt matrisen P = < ) Gréansfordelningen m =

Uppgift 3

a) Tiden T tills den forsta bilen passerar dr Exp(0.5)-férdelad.
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b) Antalet bilar under de forsta 10 min &dr Po(10 - 0.5)=Po(5)-fordelat.

¢) De bilar som stannar beskrivs av en uttunning av den underliggande
Poissonprocessen och utgor alltsa en Poissonprocess med intensitet 0.5-0.2 =
0.1 bilar per minut. Tiden tills nagon bil stannar dr alltsa Exp(0.1)-fordelad.

d) Lat T vara tiden tills nagon bil stannar. Eftersom exponentialférdelningen
Ar minneslos sa giller att P(T > 20|T > 10) = P(T > 10) = e 1001 = ¢~L,

Uppgift 4

Spelet kan representeras av en Markovkedja i diskret tid med fyra tillstand
0,1,2,3, dér tillstand 0 representerar forlust, tillstand 3 vinst, och tillstanden
1-2 de mellanliggande rutorna. Tillstanden 0 och 3 &r absorberande och
tillstanden 1 och 2 #r transienta, och overgangsmatrisen (med tillstanden
ordnade i nummerordning) ges av

1 0 0 0
1/3 0 2/3 0
1/3 1/3 0 1/3
0o 0 0 1

Ordnar vi om tillstanden sa att de transienta kommer forsta kan matrisen

skrivas som
Pr R
0o 1)’

2 . . .
0 / 3) svarar mot Overgangar mellan de transienta till-

1/3 0
standen 1 och 2 och R = (

dar Pp = (

0 1/3
1/3 1/3
sienta till de absorberande tillstanden.

) svarar mot 6vergangar fran de tran-

a) Det forvintade antalet besok i de transienta tillstanden ges av matrisen

S:u_Pﬂ4:2<J32?>

Den forsta raden svarar mot starttillstand 1 och det sammanlagda antalet
besok i de transienta tillstanden innan absorption i nagot av de absorberande
tillstanden ges da av % (1 + %) = 1—75 Detta blir da ocksa tiden tills spelet
avgors.

b) Sannolikheten att kedjan absorberas i tillstand 3 (dvs att spelaren vinner)
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om man startar i tillstand 1 ges av [SR]; 3. Vi far

w= (37 )

och den sokta sannolikheten &r alltsa 2/7.

Uppgift 5

Lat X (t) beteckna antalet peroner i systemet vid tid ¢. Da &r X () en fodelse-

dodsprocess med fodelseintensiteter A\, = A/(n + 1) (n = 0,1,2,...) och

dodsintensiteter pu, = p (n = 1,2,3,...). Lat r, = (Mo A1)/ (pe1 -+ pin)

for n > 1 och sétt 7o = 1. En asymptotisk fordelning existerar om » >y, <

oo. Detta ar uppfyllt for alla véirden pa A och pu, eftersom r, = \"/(n!u").
Den asymptotiska fordelningen ges av
n

n (\/w) e Mt for n=0,1,.

Pn = 9] - |
Dok n!

dvs en Poissonfordelning med parameter \/pu.

c ey

Uppgift 6

a) Lat Y;,; beteckna antalet barn till individ ¢ i generation n. Vi vet att
E[Y,:] = p for alla i och n, och har dessutom att X,, = Z%}iﬂfl Y1,
eftersom generation n bestar av barnen till individerna i generation n — 1.
Vi kan nu visa pastadet med hjilp av induktion. For det forsta giller att
Xo =1 = u¥ och basen #r klar. Antag nu att E[X,,_1] = 4"~ !. Genom att
betinga pa X, far vi att

E[Xn]

I
=
(]
A
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=
=
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n

b) Vi noterar att P(X, > 1) = Y 22 P(X,, = k) < > 2 kP(X,, = k) =
E[X,,]. Det foljer att

lim P(X,, > 1) < lim E[X,,] = lim " =0o0om u < 1.
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