STOCKHOLMS UNIVERSITET MT5018
MATEMATISKA INSTITUTIONEN TENTAMEN
Avd. Matematisk statistik 15 augusti 2024

Tentamen 1 Sannolikhetsteori 11,
15 augusti 2024

Examinator: Mia Deijfen.
Tillatna hjdlpmedel: Tabell 6ver sannolikhetsfordelningar som delas ut vid
tentamenstillfillet. Minirdknare ar ej tillatna.

Varje korrekt 16st uppgift ger 10 poéng. Tentamen &r indelad i en basdel
och en betygsgrundande del, som bestar av 30 podng vardera. Vid godként
resultat pa basdelen rittas dven den betygsgrundande delen. Nedanstaen-
de granser giller for de olika betygsstegen. Resonemang ska vara klara och
tydliga.

Betyg
A B C D E
Basdel 20 20 20 20 20

Betygsgrundande del 25 19 13 7 0

Basdel

Uppgift 1

Den tvadimensionella stokastiska variabeln (X,Y') har simultan tdthetsfunk-
tion
fley)=ce, ©20,y=0zr+y<1,

dar ¢ ar en konstant.
a) Bestam c.

b) Bestdm den betingade tatheten for X givet att Y = y, och den betingade
tiatheten for Y givet att X = x.

c¢) Bestim E[X|Y = y| och E[Y|X = z].
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Uppgift 2

Lat X vara en icke-negativ heltalsvird stokastisk variabel vars sannolikhets-
genererande funktion ges av gx (t) = (4t + 6¢°).
a) Bestam sannolikhetsfunktionen for X.

b) Lat Y vara en stokastisk variabel som dr oberoende av X och har samma
fordelning som X. Bestdm den sannolikhetsgenererande funktionen for X+VY'.

c¢) Bestdm sannolikhetsfunktionen for X + Y.

Uppgift 3

Den stokastiska vektorn (X,Y")" 4r multivariat normalférdelad med E[X] = 2,
E[Y] = 3, Var(X) = 2, Var(Y) = 4 och Cov(X,Y) = a, dir a &r ett reellt
tal.

a) Vilken fordelning har vektorn (X +2Y,2X —Y)’?
b) For vilka virden pa a géller att X + 2Y och 2X — Y &r oberoende?

Betygsgrundande del

Uppgift 4

Lat X ~ Exp(f) och Y ~ I'(2,4), och antag att X och Y &r oberoende.
a) Bestdm den simultana tathetsfunktionen for X +Y och X/Y.
b) Ar X +Y och X/Y oberoende?

Uppgift 5

En sammanhingande regnperiod i ett visst tropiskt land varar i X dagar,
dar X &dr Fs-fordelad ('First success’) med véntevirde d dagar. Under dag
nr ¢ i en regnperiod faller det Y; mm regn, dir alla Y; dr exponentialfordela-
de med vintevirde p mm. Alla variabler XY],Y5, ... 4r oberoende. Bestdm
fordelningen for den totala regnmingden under en regnperiod.
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Uppgift 6

Lat X vara en Poissonférdelad stokastisk variabel med stokastisk parameter
M, dvs X|M = m ~ Po(m). Parametern M har vintevirde 1 och &ndlig
varians o2 > 0. Lat X;,Xs, ... vara oberoende observationer av X.

a) Bestdm E[X] och Var(X).
b) Antag att 02 = 1 och definiera

" V2n '

Visa att Y,, konvergerar i fordelning da n — oo och ange gréansférdelningen.

b) Antag att o? dr okind, men kan skattas ur observationerna X,... X,
med hjilp av en funktion 62 = f(X1,...,X,) pa ett sadant sitt att 62 5 o2

da n — oco. Lat .
v, = 2aion
V(1 +62)n

Visa att 37” konvergerar i férdelning da n — oo och bestdm gransfordelningen.

Lycka till!



