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Uppgift 1

a) Konstanten ¢ bestims ut villkoret [*° [ f(z,y)dedy = 1. Vi har

/_Z /_Z f(zy)dzdy = /01 (/Oly cxdx) dy = ¢/6

och far alltsd ¢ = 6.

b) Enligt definitionen av betingad tathetsfunktion géller att

_ fxy(ay)
Pv=(@) = =52

Vihar fy(y) = folfy 6zdr = 3(1—y)? for y € (0,1) och far alltsa for y € (0,1)
att

Fxy=y(2) = { 0 for z & (0,y).

Den betingade tdtheten fyx—,(y) bestims pa analogt sitt. Vi har fx(z) =

fol_x 6xdy = 62(1 — x) for x € (0,1) och far for x € (0,1) att

[ & forye(0,1-uz);
Tyix=(y) = { 6 for y & (0,1 — ).

c¢) Vi har

E|X|Y =y| = o 72962 dx = 72 — fi
T 1 or y € (0,1),
[ | y] /0 (1 y)2 3( Y) y € (0,1)

och

11—z
Y 1—z
ElY|X =z| = dy = fi 0,1).
¥ 7 /0 (1_$)y 2 ore e 01)
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Uppgift 2

a) Vi har att gx(¢t) = E[t*] = Y., P(X = n)t" och alltsa giller att P(X =
1) = 0.4 och P(X = 3) = 0.6.

b)
_ b

1
=00 (4t+6t%)% = — (16t24+-48t*+3615).

gx+y (t) = B = ERXE[Y] ~ 100

¢) P& samma sétt som i a) ldser vi av sannolikhetsfunktionen som koefficien-
terna i den sannolikhetsgenererande funktionen och far P(X +Y = 2) = 0.16,
P(X+Y =4)=048 och P(X +Y =6) = 0.36.

Uppgift 3

Vektorn (X,Y)" & multivariat normalférdelad med véntevirdesvektor p =

2 och kovariansmatris A = 2 a )
3 a 4

a) Vi har att
X42v\ (X .o (1 2

och alltsa géller att (X +2Y,2X —Y')’ & multivariat normalfordelad med vén-

8> och kovariansmatris BAB' = (4a +18 3a—4 )

tevirdesvektor By = <1 30—4 19 —da)

b) Eftersom (X 4 2Y,2X —Y)" ar multivariat normalférdelad s& géller att
komponenterna dr oberoende omm de &r okorrelerade. Enligt b) har vi att
Cov(X +2Y2X —Y) = 3a — 4 och komponenterna ar alltsd okorrelerade
omm a = 4/3.

Uppgift 4

a) Eftersom X och Y &r oberoende har vi att

fxy(xy) = fx (@) fr(y) = Blgye_(”y)/ﬁ.

Lat U = X +Y och V = X/Y, sa att X = &5 och Y = I, Enligt
transformationssatsen giller att

foy(uw) = fxy(uo/(140v)u/(1+0))-|J]
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dar
J = det du dv ) = det v Z = — .
i se= i Gren (1+wv)?
Vi far
1 w2 1 2
- —u/Bf _ _~ 2,~u/f
fov () = g opt 253" Ao

b) Enligt a) har vi att fyv(u,v) = g(u)h(v) dér g(u) och h(v) &r téthets-
funktioner som beskriver marginalférdelningen for U respektive V. Alltsa ar
U och V oberoende.

Uppgift 5

Den totala regnméngden under en regnperiod ges av Z = Zfil Y;, dvs en
summa av ett stokastiskt antal oberoende lika férdelade variabler. Enligt sats
i boken ges den momentgenererande funktionen for Z av ¥z (t) = gx (Vy (¢)).
Vi har att X ~ Fs(1/d) och alltsa (enligt formelsamlingen)

t-1
fy=— 4
Vidare har vi att Y ~ Exp(u) och
1
Uy (t) = .
v (t) T
Alltsa géller att
11
1 -t d 1
Wz (t =gx< ): £ = .
(t) 1— put 1—(1—5)-1%& 1 — pdt

Detta &r den momentgenererande funktionen for en Exp(ud)-variabel och ef-
tersom fordelningen bestdms entydigt av den momentgenererande funktionen
drar vi slutsatsen att Z ~Exp(ud).

Uppgift 6

a) Vi har att
E[X] = E[E[X|M]] = E[M]

I
[
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och
Var(X) = E[Var(X|M)] 4+ Var(E[X|M]) = E[M] + Var(M) = 1 4 ¢

b) For 0? = 1 giller att Var(X) = 2 och det foljer direkt fran Centrala
gransvirdessatsen att Y;, konvergerar i fordelning mot en N (0,1)-fordelning.

c) For vintevirdet géller fortfarande att E[X] = 1 och for variansen har vi
enligt ovan att Var(X) = 1+ Var(M). Om Var(M) skattas av 2 si skattas
Var(X) alltsa naturligen av 1 + 62 och eftersom 62 % Var(M) sa foljer att

1462 5 Var(X). Skriv

v STXi—n Var(X)
" Var(X) - n 1+62°

Enligt Centrala gransvirdessatsen géller att (>_7 X; —n)/+/Var(X) - n kon-

vergerar i fordelning mot en N (0,1)-variabel. Eftersom 1462 % Var(X) och
funktionen g(x) = /Var(X)/z &dr kontinuerlig for alla positiva x sa har vi

att v/Var(X)/(1 + 62) konvergerar i sannolikhet mot 1. Alltsa géller att Yo
konvergerar i férdelning mot N(0,1).




