MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i

STOCKHOLMS UNIVERSITET Linjar algebra, MM5012
Avd. Matematik 7.5 hp
Examinator: Olof Sisask 29 augusti 2024

Motivera alla l6sningar noggrant. Obevisade deluppgifter kan anviandas. Tillatna
hjalpmedel &r skrivdon. Max antal podng pa tentan ar 30, och 15 skrivningspoédng ger betyg
atminstone E.

Paminnelse.
e Om inget annat anges sa anvands standard inre produkterna pa vektorrummen R"™ och C".
o P, (F) star for F-vektorrummet av polynom av grad hogst n med koefficienter i kroppen F.

o M, xn(F) star for F-vektorrummet av m x n-matriser med element i kroppen F.

Uppgifter.
1. (a) Lat vy, ve,...,v, vara vektorer i ett vektorrum V 6ver en kropp F. Ange definitionen (1p)
av att (vi,ve,...,vy) ar en (ordnad) bas for V. (Du behover inte ange definitionen
av "ordnad”.)
(b) Visa, utifran definitionen, att B = ((1, 0,0), (1,1,0), (1,1, 1)) ir en bas for R3. (2p)
(c) En linjir avbildning T : R?® — R? uppfyller att (2p)

T(1,0,0) = (1,2)
T(1,1,0) = (—1,1)
T(1,1,1) = (0,1).

Beriikna T(4,2,3). Finns det nigon vektor v € R3 forutom (4,2,3) sddan att
T(v)=T(4,2,3)7

2. (a) Lat T: V — V vara en linjir operator pa ett F-vektorrum V. Ange definitionerna av (1p)
begreppen egenvektor och egenvdrde for T.

(b) I resten av fragan tar vi R som kropp. Lat (3p)
01 00
1 0 00
A= 000 1 € M4X4(R).
00 10

Finn fyra linjirt oberoende egenvektorer for A, och bestdm samtliga A:s egenvirden.

(c) Ar matrisen A fran foregdende del diagonaliserbar? Kom ihag att samtliga svar ska (1p)
motiveras.

Var god vénd!



3. Betrakta polynomrummet Py(R) med inre produkten

(.0 = [ p@lat@)de  (or p.g € PaR)

L&t V vara delrummet till Po(R) som spénns upp av p; = 522 — 3 och py = 522 + 162 — 6.

(a) Bestdm en ortogonal bas fér V' (dvs. en bas som bestar av parvis ortogonala vektorer). (3p)

(b) Bestédm dimensionen av det ortogonala komplementet V1 och finn en bas for detta (2p)

delrum.
4. (a) Ange definitionen av att en matris A € M,,»,(C) ar normal. (1p)
(b) For ett komplext tal ¢ € C, 1at (4p)
5 . .
==(141) 3+4
c

Finn alla virden pa c sidana att det finns en ON-bas fér C? bestédende av egenvektorer
for A. (Det &ar inte nédvéndigt att specificera ON-basen.)

5. (a) Lat A € My,xn(C). Vad ar definitionen av en singuldrvirdesuppdelning av A? (2p)

(b) Berikna en singularvirdesuppdelning av matrisen (3p)

3 1
A= <0 4> € May2(C).

6. Lat V vara ett 2-dimensionellt vektorrum 6ver R, och 1at T': V' — V vara en linjér operator
som inte &r noll-avbildningen (dvs. T avbildar inte alla vektorer pa O-vektorn).

(a) Ange definitionerna av nollrummet N(7') och bildrummet R(T). (1p)

Antag for resten av fragan att nollrummet N(T') innehaller bildrummet R(T), dvs. att
R(T) C N(T).

(b) Visa att den sammansatta avbildningen 7" o T uppfyller (T'oT)(v) =0 for alla v € V. (1p)
(¢) Lat u € V vara en vektor som inte ligger i N(T'). Visa att {u,T(u)} &r en bas for V. (2p)
(d) For vilka n > 1 finns det en linjér avbildning S : R™ — R” sddan att R(S) = N(S)? (1p)

Réttningen av tentan kommer att vara firdig ungefér 2 veckor efter tentamensskrivning. Dérefter
kan en kopia av tentan bestéllas fran studentexpeditionen:

https://www.math.su.se/tentadterlamning



