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1. (a) Att (vi,v2,...,v,) ar en ordnad bas betyder att vy, ..., v, ar linjirt oberoende och

att {vi,...,v,} spanner upp V. Det vill siga, att den enda l6sningen till
aivy+ -+ apv, =0

med a; € F &r a; = --- = a, = 0, och att det for varje v € V finns skaldrer a; € F
sadana att v = aqv1 + -+ + a,vp.

Vi behover visa att vektorerna ér linjért oberoende, och att de spianner upp R3.

‘Linjéirt oberoende: ‘ Om aq, a9, a3 € R ar skaldrer sidana att

al(l, 0, 0) + ag(l, 1, 0) + a3(1, 1, 1) = (0, 0, 0),

da kan vi se att ag = 0 genom att titta pa den sista koordinaten, och sedan att ao = 0
genom att titta pa den andra koordinaten, och slutligen att a; = 0 genom att titta
pa den forsta.

Spénner upp: | Om (a, b, c) € R? s4 vill vi visa att det finns skaldrer a; € R sidana

att
CLl(l,0,0) + a2(17 170) + a3(17 17 1) = (a7b7 C)'

Likt ovan kan vi se att detta ar ekvivalent med att ag = ¢, och att as + ag = b, och
att a1 + ao + az = a, eller

az = C
ag=b—rc
a1 =a— b,

vilket visar att sadana skalarer finns.

Vi bérjar med att uttrycka (4,2, 3) som en linjairkombination av de givna vektorerna,
enligt uttrycken for a;, as, as ovan kan vi skriva

(4,2,3) = 2(1,0,0) — (1,1,0) + 3(1,1,1).
Eftersom T &r linjér kan vi ddrmed skriva
T(4,2,3) = 27(1,0,0) — T(1,1,0) + 37(1,1,1) = 2(1,2) — (—1,1) + 3(0, 1) = (3,6).
Angaende om det finns andra v med T'(v) = T'(4, 2, 3): ja, det finns det, da
T(v) =T(4,2,3) <= T(v—(4,2,3) =0 <> v—(4,2,3) € N(T),

och dimensionssatsen ger att dim N(7') = dimV — dim R(T) =3 — 2 = 1. T.ex. har
v = (3,0,0) egenskapen att T'(v) = (3,6) = 17'(4,2,3).

Svar: T'(4,2,3) = (3,6) och ja: det finns sddana vektorer v.



2.

(a)
(b)

En vektor v € V kallas en egenvektor for T med egenviarde A € F om v # Oy och
T(v) = Av.

Multiplikation med A har effekten att byta plats pa de forsta tva koordinaterna, samt
pa de sista tva koordinaterna. Darmed kan vi se att vektorerna

(1,1,0,0) och (0,0,1,1)

avbildas pa sig sjélva, och dessa ar darfor egenvektorer med egenvarde 1. Liknande
avbildas
(1,-1,0,0) och (0,0,1,-1)

pa minus sig sjilva, och dessa ar ddrmed egenvektorer med egenvirde —1. Eftersom
dessa fyra vektorer dr uppenbarligen linjart oberoende, sa har vi hittat fyra linjart
oberoende egenvektorer for A. Eftersom vi har hittat tva 2-dimensionella egenrum
(med egenvérden 1 resp. —1) i ett 4-dimensionellt vektorrum sé har vi enligt kurssats
hittat alla egenvérden.

Svar: (1,1,0,0), (0,0,1,1), (1,—1,0,0) och (0,0,1,—1), och egenvérden +1.

Matrisen dr diagonaliserbar, eftersom vi fran kurssats vet att en n x n-matris M
over F &r diagonaliserbar om och endast om det finns en bas for F" bestdende
av egenvektorer for M. I vart fall har vi 4 linjart oberoende egenvektorer i det
4-dimensionella vektorrummet R*, si dessa ér (enligt kurssats) automatiskt en bas.

Svar: Ja.

Vi anvinder Gram—Schmidt algoritmen pa basen (pi,p2) for V. Lat
U] =pp = 522 — 3

och 14t sedan

For att rdkna ut detta berdknar vi:
1 1
Jug || = / (522 — 3)% dx = / 2521 — 3022 + 9dx = [52° — 1023 + 9z)} = 4,
0 0
och

1 1
(p2,u1) = / (522 + 162 — 6)(5x* — 3) dx = / 2524 + 802 — 4522 — 48z + 18 dx
0 0

= [52® + 202* — 152° — 242% + 18z]}
=4

Alltsa ar

4
U2:P2—ZU1=(5$2+16x—6)—(5x2—3):1655—3.

Enligt satsen om Gram—Schmidt &r uy, us ortogonala mot varandra samt spanner
upp V, och &r ddrmed en ortogonal bas for V.

Svar: Ortogonal bas {5z% — 3, 162 — 3}.



(b)

Enligt kurssats ar
dim V + dim V+ = dim Po(R) = 3,
s&
dimV+t=3-2=1.
Vi kan forldnga basen up, ug fran forra delen till en ortogonal bas uy, ug, us for Po(R),

och enligt kurssats utgér da ug en bas for V+. Vi anvinder Gram-Schmidt igen, med
u1, u2 och p3 = 1 som uppenbarligen ar linjart oberoende fran wy, uo: vi later

Uz = p3 — (p3,u1) uy — (p3; u2)
lua? luz]?

U9.

For att berdkna detta behover vi veta

1 1 256 139
\mﬁQ:/(Mx—a%mz/‘%m?-%x+mmz4§-48+9=7;,
0 0

1 4
(p3,u1) = / 522 — 3dx = — =,
0 3

och X
<p3,u2):/ 16z — 3dx = 5.
0
Alltsa ar
4/3 . o o 1,_, 15

=1+-"‘—0Bz*—3)— —(16c—-3)=1+—=(bz* —3) — —(162x — 3
us + 4($ ) 139/3( x —3) +3(fc ) 139( z —3)
_§2 240 45

37 1397 T 130°

Svar: dim V1 = 1 och vektorn uz = g:ﬁQ — %l’ + % utgor en bas for V.

En sddan matris A kallas normal om A*A = A A*, dar A* ar konjugat-transponatet
av A.

Enligt den komplexa spektralsatsen finns det en ON-bas for C? bestdende av egen-
vektorer for A om och endast om A &r normal. Fér var matris

A 5;1+@ 3441
N c 0

har vi .
3—41 0
Alltsa ar
25+25 S (1+i)e
. V2
AdT= 5 (1 2
S(-ic |
A 25 + |c| ﬁ(l —1)(3+ 49)
§a1+n@—4n 25



Dessa tva matriser ar lika om och endast om |¢| = 5 och (1 —i)c = (1 +)(3 — 44)
(kravet for det 6vre-hogra elementet ar komplexkonjugatet av detta). Med andra ord
dr A normal omm |c| =5 och

1+ (1+14)?
1

C

(3 — 4i) = (3 — 4i) = i(3 — 4i) = 4 + 3i.

Eftersom detta c¢ uppfyller att |c| = 5, sa har vi hittat det unika virdet pa ¢ som
gor att A ar normal och, ekvivalent, att det finns en ON-bas for C? bestdende av
egenvektorer for A.

Svar: Det enda sadana vardet pa c ar ¢ = 4 + 3i.

En singuldrvirdesuppdelning av en sadan matris A ar en faktorisering
A=UXV" med U € Mpuxm(C), £ € Mpxn(C), V € M;xn(C)

dar

e U och V &r unitédra matriser,

oo 0 ... O
0 o2 ... 010
« M= o for reella 01 > 09 > -+ > 0, > 0, dér r = rang(A).
0O 0 ... o
0 0

Vi soker, per definition, en faktorisering A = UXV™* dér U och V &r unitéra matriser

och
(o1 O

dar o1 > 09 > 0 ar A:s singularvérden.
Vi vet att de nollskilda singulérvirdena for A precis motsvarar kvadratrétterna ur de
nollskilda egenvérdena till A*A, s vi berdknar denna matris.

Vi har att
w40 (3 0 (3 1) (9 3
wa= (P60 8)

For att hitta egenviardena beraknar vi det karaktéristiska polynomet
det(A*A —t-1) = (9 —t)(17 —t) — 9 = t> — 26t + 144 = (t — 18)(t — 8).

Alltsa ér egenvérdena for A* A talen 18 och 8, och déarmed &r singuldrviardena for A
talen o1 = v/18 = 3v/2 och 09 = V8 = 2/2. Alltsa ges matrisen ¥ av

32 0
s (3 0)

For att hitta matrisen V' berdknar vi egenvektorerna for A* A motsvarande egenvirdena
pa sedvanligt séitt, och far

F18 = span (é) , FEs = span <_31> .

4



Vi véljer normerade vektorer vi, v ur respektive egenrum och sétter

LM h _ L (3
’Ul—\/E 3 ocC UQ—\/E 1)

Nu later vi V' vara den ortogonala matrisen med dessa vektorer som kolonner:

1 (1 3
V=— .
V10 (3 —1)
Det sista steget ar att hitta en ortogonal 2 x 2-matris U som uppfyller villkoren, vilket

vi gor genom att bestdmma dess (ortogonala) kolonner uy, uy. For detta anvinder vi
att Av; = oju;, dvs att u; = G%A’UZ' (eftersom samtliga o; &r nollskilda):

o L (6\_1 (1
MTeatM T g s \12) T A 2

och

Déarmed har vi:

Svar: En singularvirdesuppdelning ges av A = U X V*, déar

1 (1 2 3v2 0 1 (1 3
U:\/5<2 —1> ZZ(O 2ﬁ> V:m<3 —1>'

Definitionerna ar att N(T) ={v €V : T(v) =0y} och R(T) = {T'(v) :v € V}.

Lat v € V. Da &r (T o T)(v) = T(T(v)), och eftersom T(v) € R(T) C N(T), dvs.
T (v) ligger i nollrummet till 7', s& dr T'(T'(v)) = Oy'.

Eftersom V' ar 2-dimensionellt racker det enligt kurssats att visa att u och T'(u) ar
linjart oberoende. For att se detta, lat a,b € R vara skaldrer med

au+bT(u) = Oy. (1)

Vi vill visa att bade a och b maste vara 0. Genom att applicera T pa bada led ser vi
att
aT(u)+bT(T(u)) =T(0y) = Oy.

Eftersom (7' o T')(v) = Oy for alla v enligt (b) sa dr T'(T'(u)) = Oy, s ekvationen ar
ekvivalent med att
aT(u) = Oy.

Eftersom T'(u) # Oy, da u inte ligger i N(T'), sa ar a = 0. Alltsa ser vi fran att
bT (u) = Oy,
vilket igen medfor att b = 0. Alltsa géller
au+bT(u) =0y = a=b=0,

dvs. u och T'(u) &r linjart oberoende.



(d) Enligt dimensionssatsen sa &r
dim N(S) + dim R(S) = dimR" = n,

sa om R(S) = N(S) sa maste n vara ett jamnt tal. Vidare, om n &r ett jimnt tal,
sag n = 2m med m € N, da finns det en avbildning S med R(S) = N(95), t.ex.
avbildningen

S(al,ag,... ,agm) = (0,...,0,&1,&2,.. .,am).

Svar: For jamna heltal n.



