Losningar till tentamen

Matematik for Naturvetenskaper I,
200116.

l.a) Vi forlanger med bada konjugatut-

trycken
Vida? -1
Vi—zZ-1
VI+22+ 1D)(VI+22-1)(VT—22+1)
WVI+22+1D)(V1—22 - 1)(VI—a2+1)
(1+2*—-1)(V1I—-22+1)

V1+az24+1)(1—22-1)
VI-F41 | VI-041
Vi+zZ+1 v1I4+0+1
b) Vi vet att ' = 1+t + Bi(t)t?, vilket
ger (med t = z°) att e —1 = 2 +
Bi(z®)z'°. P& liknande sitt ser vi att
eftersom sinz = = — éx?’ + Bg(m)xS, sa
foljer att z*(z — sinz) = 12° — By(z)2".

Vi ser darfor att

2 .
lim & (955 sin x) _
z—0 ez’ — 1]

12° — Ba(z)a” _

250 25 1 By (x5)x10

) % — Bz(x):c2 % +0 1
lim = = —.
z—0 1—|—Bl($5)$5 1+0 6

2. Det gar utméarkt att 16sa problemet
genom att berdkna systemets determinant,
men det ar enklare att observera att sys-
temet kan delas upp i tva separata system:

{ ar och {
T

Det forsta systemet har determinanten a®—
1 med nollstallena a = +1 och det andra
har determinanten a? —4 med nollstéllena
a = £2. Vi ser att om a # £1,+2 sa har
bada systemen, och darfor dven det ur-
sprungliga, en entydig l6sning. Vi tittar
nu pa undantagsfallen.

+2w =1
+aw = 2"

+y=1
+ay =1

az
2z

a = 1. Det forsta systemet blir

i

som har odndligt manga 16sningar, medan
z,w ar entydigt bestdmda eftersom deter-
minanten ar skild fran noll. Sammantaget
finns det alltsa odndligt manga 16sningar.

+y=1
+y=1

a = —1. Det forsta systemet blir

—x

x

som saknar l6sning. Sammantaget finns
det alltsa inga 16sningar.

+y=1
—y=1

a = 2. Det forsta systemet ar entydigt
I6sbart, medan det andra blir

2x
2x

som saknar 16sning. Sammantaget finns
det alltsa inga 16sningar.

+2y =1
+2y =2

a = —2. Det forsta systemet ar entydigt
Iésbart, medan det andra blir

—2x
2x

som saknar 16sning. Sammantaget finns
det alltsa inga l6sningar.

+2y =1
—2y =2

Sammanfattningsvis ser vi att det finns
oandligt manga lésningar da a = 1, inga
16sningar da a = —1,2, —2 och en entydig
16sning for 6vriga virden pa a.

3. Om f(z) = x* — 22% — 22% s4 blir
f'(z) = 4a® 62> —4x. Ekvationen f'(z) =
0 har uppenbarligen 16sningen x = 0, och
efter att ha brutit ut faktorn 4z for vi
andragradsekvationen z? — %I -1 =0
med l6sningarna —% och 2 for de ovriga
rotterna. Vi far foljande teckentabell:

z|-2 -1 0 2 3
f - 0 +0- 0 +
7 -3 -

Fl3s 6 /0N 879

Det framgar nu att (0, 0) &r en lokal max-
punkt medan (—3,—-3) dr en lokal min-
punkt och (2, —8) ar en global minpunkt.
Dessutom ér (—2, £7) en lokal max-punkt
och (3,9) en global maxpunkt.

Vi berdknar andraderivatan:
f(x) =122 — 12z — 4.

Nollstillen till f” &r alltsd losningar till
ekvationen m2—m—% =0, dvs é (3 — \/ﬁ)
~ —0,3 och é (3+ \/ﬁ) ~ 1,3 som bada
ligger i intervallet. Vi far foljande tecken-
tabell:

3 3—21 3421 3
T |—3 Y
- 2 6 6
f + — +
e 9v21-43 _ —9v21-43 _ g
16 18 18



Vi konstaterar att f dr konvex pa in-
—3 3=V ocp [3+g/ﬁ,3], samt

2' 7 6
konkav pé intervallet [%, ”T‘/ﬁ]

tervallen |

4.a) Vi vet att AD = —2AB + 3AC och
dessutom ser vi att BC = —AB + AC.
Detta kan uttryckas som att

{ fi= —2e
fo= —e
Ur detta system kan vi losa ut e1, ez, vilket
ger
(s
€y — 12f1 —8f2 .

Den vektor som i basen e, ez har koordi-
naterna (3,2) kan skrivas 3e; + 2e2 =

3
+Ze2’

12f1  —9fa,

3(12f1 —9f2)+2(12f1 —ng) = 60f1 —43f2.
De sokta koordinaterna ar alltsa (60, —43).

5. Funktionen &r partiellt deriverbar 6ver-
allt, sa mojliga punkter ddr max och min
kan antas ar I. stationadra punkter lédngs
kanterna inklusive hérnen och II. stationér
punkter i det inre.

I. Langs kanterna antar funktionen samma
véarden som funktionerna h (¢) = f(¢,0) =
sint, ho(t) = f(m,t) =sint, hs(t) = f(t,7)
= sint, ha(t) = f(0,t) = sint, ddr 0 <
t < w. For alla fyra funktionerna galler
att min = 0 och max = 1, s4 0 och 1 &r
mojliga extremvarden.

II. For att hitta stationdra punkter i det
inre beréknar vi f, = cosz och f, = cosy.
Den enda punkt i mdngden déar bada dessa
derivator &r noll ar (%, ) med funktions-
virdet f(5,5) =sinf +sin§ = 2.
Mojliga extremvérden ar alltsa 0,1,2, av
vilket foljer att globalt min &r 0 och glob-
alt max ar 2.

6.a) Differentialkvationen gy (1+z2) = 1+
y ar linjar och kan skrivas som

/ 1 1

VoA T T

T 1 .
En primitiv till g ar — arctan z, sa

2
vi far den integrerande faktorn e~ 2retan e,
Efter multiplikation med denna kan ekva-

tionen skrivas

— arctan
i (6_ arctan x ) _ €
dx 14 22
e arctan x —e” arctan x + C

o y= -1 + Cearctanz.

Bivillkoret y(0) = 0 ger nu att C' = 1,
vilket alltsa ger 16sningen

arctan x
e —1.

Yy =

b) Den karakteristiska ekvationen ar r* —
2r +1 = 0, med dubbelroten r = 1, vilket
ger den homogena l6sningen

yrn = (Cz + D)e”.

Vi noterar att detta &ar ett resonansfall,
eftersom samma exponentialfunktion upp-
tréader bade i hogerledet och i den homoge-
na lésningen. Vi kan da transformera hela
ekvationen y” — 2y’ +y = €” genom att
gora variabelbytet y = ze®. Derivation
ger vy = (2 + 2)e” och ¢y = (2" + 22" +
z)e®. Insatt i ekvationen far vi

(2" + 22"+ 2)e"— 2(2' + 2)e"+ ze”=¢"

(' +22 +2) -2 +2)+z2=1
a2 =1
Denna ekvation kan 16sas genom att inte-
grera tva ganger. Vi far

=1ed=s4+Cz= %x2+Cx+D.

Atergéng till den ursprungliga variabeln y
ger alltsa den allménna 16sningen

y=(Cz+ D)e” + %xQez.
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