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Resonemang skall vara tydliga och latta att folja. Eventuella regularitetsvillkor
kan antas vara uppfyllda och behéver ej specificeras nirmare. Varje korrekt och
fullstéindigt 16st uppgift ger 10 poédng. For betyg A-E krévs 25 podng pa Del 1
sammanriknat med eventuella bonuspodng, samt att foljande grinser uppnas
pa Del 2:
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Del 1

Om en stokastisk variabel Z dr normalférdelad med vintevirde 0, N(0,02), s&
har dess absolutbelopp |Z| en s.k. Halv-normalférdelning, HN (o) (se formel-
samling).

Lat ¢ = (x1,...,x,) vara en realisering av X = (Xy,...,X,,), en vektor av
n oberoende H N (o)-férdelade stokastiska variabler.

Uppgift 1

a) Visa att familjen av fordelningar for X, o > 0, utgor en exponentialfamilj.
Losning: Da X &r en vektor oberoende stokastiska variabler ges titheten

pla:) =[] o expl i) = (o) exbl 5 D9
’ i=1 V2ro 202 2mo 202 =1 ’
= A(0) exp(((0)T(x)),

med ((0) = —1/(20?) och T(z) = Y ;" , 2. En familj som kan skrivas pa
denna form utgér en Exponentialfamilj.

b) Bestidm moment- (baserat pa forsta momentet z) och maximum-likelihood
skattarna av o.
Losning: Momentskattaren &y, ges av 16sningen till

T=E,(X)=0\2/1m= 6pm =T\/7/2.



Maximum likelihood skattaren 6,7 ges av l6sningen till

0= V(0:2) = - log(p(a; 0)) = - (~nlog(0) ~ 55 > a?)
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Avgor om skattarna i b) &r tillrickliga (sufficient) for o.

Losning: Enligt faktoriseringssatsen ar T tillrécklig om och endast om
p(x; o) kan skrivas som p(x;0) = A(o)h(z)g(T(x), o). I det aktuella fallet
géller att exp(— Y1, 27/(20?)) kan bestimmas givet (6p/1,0) men inte
(6, 0) da > 2?2 ej kan bestéimmas ur > x; (undantaget fallet n = 1).

Uppgift 2

En sa kallad naturlig parametrisering av férdelningen ges av n = 1/(202)
med téthet p(z;;n) = 2/n/7exp(—na?).

a) Bestdm en konjungerande familj av aprioriférdelningar i den natur-
liga parametriseringen.
Loésning: Tétheten p(x, n) skrivs pa exponentialfamiljform som p(x;n) =

A(n)h(x) exp(¢(n)T(x)) med ((n) = —n och A(n) = /1. En konjun-
gerande familj ges da av p(n; a, b) o< A(1)® exp(C(n)b) = n®? exp(—nb),
vilket kéinns igen som en Gamma(a/2 + 1,b) férdelning.

b) Bestdm aposterioriférdelningen p(n|z) givet en “improper” apriorifor-
delning p(n) x 1, n > 0.
Losning: Aposterioriférdelningen ges av

p(nlz) o< p(zln)p(n) o< n™/* exp(—n Y _ 2?),
=1
vilket kiinns igen som en Gamma(n/2 + 1,1 | x?)-fordelning.

Uppgift 3

a) Visa att momentskattaren &r vintevirdesriktig. Antar dess varians
Cramér-Raos undre gréns 1/1(0)?
Losning: Momentskattaren dr vintevirdesriktig ty

E(6yy) = E(X)\/7/2 =0+/2/m\/7/2 = 0.

Fisher-informationen ges av
I(0) = —E(V"(0,X)) = —E(n/o® = 3> _X?/o*) =2n/0,

och da Var(6yn) = (7/2)Var(X) = o?(n/2 —1)/n > 02/(2n) &r
likhet ej uppfylld.



b) Givet att 6, = 1.2 och n = 100, vilket kan antas stort nog for
att asymptotiska resultat skall gilla med god noggrannhet, utfor ett
likelihood-kvot test av hypotesen Hy : 0 = 1 mot H; : 0 # 1 pa nivan
5%.

Losning: Likelihood-kvotstatistikan ges av

T(o) = L2 exp(— 3 i 77/2) _ exp(—12%/2)

Loy, ) exp(— Z?:l xzz/(Qa-szL))/&rj\L/[L exp(—100/2)/1.2100°

For stora n géller att —2log(T) = —2(—12%/2+100/241001og(1.2)) =
7.53 ... kan betraktas som en dragning fran x?(1) under Hy. D& detta
dr storre dn 3.84 kan vi forkasta hypotesen.

Del 2

Uppgift 4

Antalet bakterier i en odling dag ¢ kan beskrivas av en stokastisk varia-
bel X ~Poisson(Ai). Ett laboratorium férbereder fem odlingar. Varje dag
raknar man antalet bakterier i en av skalarna varefter den forstors. Experi-
mentet utfaller sdledes med ett virde per dag under fem dagar, =1, ..., s,
dér z; kan ses som en realisering av X oberoende av 6vriga.

a) Bestdm maximum-likelihood skattaren av A och visa att den har ligs-
ta variansen bland alla vintevirdesriktiga skattare.
Losning: Loglikelihoodfunktionen ges av

5
Z =i + z; log(A) + x; log(i) + log(z;!))

och maximeras for A\ = > x;/15. Den &r véntevirdesriktig, ty
E(Ayz) = S2Ai/15 = X och har varians 3 Ai/152 = \/15. Den
lagsta mojliga variansen ges vidare av 1/I()\) enligt Cramér-Raos
olikhet, dar

IO = —BQ"(: X)) = —E(= S(X:/A2) = S /A = 15/A,
Eftersom Var(Ayr) = A/15 = 1/I()\) har den minst varians bland
alla vintevardesriktiga skattare.

b) En alternativ skattare ges av

5
- 1 ;
Ma)y=-5" 4
51,:1 7

bestdm medelkvadratfelet (mean squared error) for denna.
Losning: Medelkvadratfelet ges av

MSE = E((MX) — \)?) = Var(\(X)) + Bias(\)?,
dér Bias =0 da E(\(X)) = (3. E(X;)/i)/5 = X och
Var(\ = Var(X;)/(25%) =Y A/(25i) = A(1.95 + 1/3)/25



0

Antag att vi borjar med n odlingar och utfér motsvarande experiment
over n dagar. Visa att

1 g

ar konsistent da n — co.

Losning: Skattaren ar konsistent om den konvergerar i sannolik-
het mot det sanna virdet, eftersom konvergens i kvadratiskt medel
implicerar konvergens i sannolikhet réicker det att visa att MSE kon-
vergerar mot 0. Som ovan har vi

- 1 & A=l A
MSE = Var(A(X)) = — > Var(X:)/i? = 5 7S =0
i=1 i

dd n — 0. Alltsd ar skattaren konsistent.

Uppgift 5

Antag en modell for linjir regression, dir vi for enkelhetens skull later
residualerna vara normalférdelade med varians 1. Vi observerar saledes
par (y;,x;),i = 1,...,n, dir x; antas fixa och y; observationer av Y; =
a + Bx; + ¢; for oberoende residualer ¢; ~ N(0,1),i=1,...,n.

a)

Bestdm scorefunktionen (vektorn) V(e«, 8;y) och Fishers informa-
tionsmatris I(«, 3).
Lo6sning: Scorevektorn ges av

Vi, 5i9) = (4 log(Lla, 5:9). 5 log(L(a 5:1)

= (Wi —a—Bm:), Y zilyi — o — Buy))
och Fishers informationsmatris

B - nVar(Y) Cov(>]Y:, Y x;Y;)
(e, B) =Var(V) = ( Cov(3 Y, > x;Y5) Var(> z;Y;) )

Vi vill testa Hy : 8 = 0 med hjilp av ett score-test, d.v.s. test-
statistikan T'(y) = V(&,0;9)71(&,0)" 1V (&, 0;%). Visa att denna &r
(exakt) y2-férdelad med en frihetsgrad under H.

Hjilp med matrisinvertering: For reella tal a, b, c sdidana att ac # b?

géller
(5 ) =l 50

L6sning: Under Hy : 8 =0 dr Y; ~ N(q,1) vilket ger a = g, vidare



dir W = Y 2;(Y; — Y) ér normalférdelad med véntevirde 0 och
varians > (z; — #)2. Med beteckningar som ovan for informationsma-
trisens invers blir

Tﬁjztw_bZE:aiﬁ Y))? =

nZ%—%Z%)
- 72

W2

:an - x) ZZ

dar Z = W/\/ xl —Z)2 ~ N(0,1). Alltsa &r T(Y) ~ x?(1) (givet
att > (z; — )% >

Uppgift 6

Antag att vi har en observation x fran en likformig fordelning pa [—6, 6],
0 > 0. Vi vill testa hypotesen Hy : § = 1 mot H; : 0 > 1 och viljer mellan
tva test; det som forkastar Hy dd ¢ € Ry = {x;2 > 0.8} och det som
forkastar da x € Ry = {x;|x| > 0.9}.

a)

Visa att bada testen har signifikansniva 0.1.
Losning: Signifikansnivan ges av P(X € R|Hp). Under Hp &r X
likformig pa [—1,1], varfor P(X € Ri|Hy) = P(X > 0.8|Hp) =
fol'g 1/2dx = 0.1 och pa motsvarande sétt P(X € Ry|Hy) = 2P(X >
0.9/ Ho) = 0.1.
Bestam styrkefunktionerna fér bada testen for 6 > 1. Vilket dr star-
kast?
Lésning: Styrkefunktionen dr 5(0) = Pyp(X € R), vi far

0

PoX € Ry) = Po(X > 08) = [ 1/(26)de = (6 - 08)/(20)

for & > 1 och

9
Py(X € Ry) = 2Py(X > 0.9) = 2/ 1/(20) dz = (6 — 0.9)/0
0.9
6 > 1. Eftersom Py(X € Ry) > Py(X € Ry) ar det andra testet
starkast.

Antag vi observerar x = —1.2, bestdm P-virden for bada testen.
Lésning: P-viarden ges av P(X > z|Hy) = P(X > —1.2|Hy) =1 for
test 1 och P(|X| > |z||Hp) = P(|X| > 1.2|Hy) = 0.

Lycka till!



Anvindbara fordelningar

Normalfsrdelningen X ~ N(u,0%), —o0o<pu<00,0<0 < o0.
Tathetsfunktion:
(x — p)?
p(x;p,0) = — exp(—T), —00 < < 00.

E(X)=p, V(X) =%
Nagra approximativa kvantiler fér N(0,1):
P(X > 2.58) = 0.005, P(X > 2.33) = 0.01, P(X > 1.96) = 0.025, P(X > 1.64) = 0.05.

Halv-normalférdelningen X ~ HN(0), 0< o0 < 0.

Tathetsfunktion:
2 z?
p(x;o) = Wexp(—ﬁ), x > 0.

E(X)=o02/m, V(X)=02(1-2/7).

Gammafordelningen X ~ Gamma(a,8), a>0,8>0.
Téathetsfunktion:

B(Jt
I(a)

p(z;a, ) = z* texp(—Bx), x>0.

E(X) =a/B, V(X) = a/p

x2-férdelningen X ~ x2(k), k=1,2,3,....
Tathetsfunktion:

L) — 1 k/2—1
p(x, k) = WCE exp(—f), xX 2 0.
E(X) =k, V(X) = 2k.
Néagra approximativa kvantiler:
k=1; P(X >3.84) =0.05
k = 10; P(X > 18.3) = 0.05
k=100; P(X >124)=0.05

Binomialférdelningen X ~ Binomial(n,p), 0<p<1l,n=1,2,...
Sannolikhetsfunktion:

n —T
p(w;n,p)—<x>pm(l—p)" ., z=0,1,...,n.

E(X) =np, V(X) = np(1 —p).




