Facit till Linjar analys, 19 augusti 2005.

1. A) (2 POANG) BESTAM FOURIERCOSINUSUTVECKLINGEN FOR f(x) = cos® x

pa intervallet [0,7]. Tips. Framstill cos® z som en linjir kombination av cosz,
cos 2x och cos 3x.

Lésning. cos® z = coszcos®z = cos p(1H9E2L) =

cosx + cosxcos2x __ 3cosx 4

2 2 4
cos 3x
=1 -

Svar. Enlight Fouriersats blir svaret cos® z = ?’C‘f% + %.

B) (2 POANG) BESTAM FOURIERSINUSUTVECKLINGEN FOR f(z) = sin® z pa intervallet
[0, 7].

Losning. f(z) = >.7° ansinna dar

2 (7 2 (7 2 [M(1- 2z) si d
Qn = */ f(z)sinnzdr = —/ sin? z sin nadr = / (1 = cos2z) sinnads _
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1. /™. T . 1,—cosnz ., 1,7 . T
=—[[| sinnzdr— [ cos2zsinnzdr] = —[— |§ —=([ sin(n+2)zdz+ [ sin(n—2)zdr)] =
T Jo 0 ™ n 2°Jo 0
73[14*1)”71(1*(*1)”” 1f(f1)"*2) _ 1] 0, dérn=2k
Svar. sin®z = _78 ZEO ( RuCLAs

IR2T—1)(2k+3) "
2. (3 POANG) A) BESTAM DEN ALLMANNA LOSNINGEN TILL EKVATIONEN
Ugy + uy = 0.
Tips. Satt v = u,.

Losning. Man far v, +v = 0 som &r ekvivalent med %= = —1 eller (Inv), = —1
som medfor Inv = —z + C(y) dér C(y) ar en godtycklig funktion av y. Alltsa v =
e "K(y) dér K(y) &r en godtycklig funktion. Vidare, v = u, = e "K(y) = u =
e *M(y) + N(x) ddr M(y) och N(z) ar godtyckliga.

Svar. u=e"*M(y) + N(x).

B) (2 POANG) BESTAM SPECIELLT EN LOSNINGEN SOM UPPFYLLER u(z,0) = x
ocH u(0,y) = y.

Losning. Man far

vilket ger M (y) =y, N(z) = z.



Svar. u = ye " + .
3. (4 POANG) BESTAM LOSNINGEN TILL SYSTEMET

Uy = Uz, 0 ST <
w(z,0) = u(0,t) = ux(m,t) =0

uy(x,0) = sin £ + 2sin 22

Losning. Med variabelseparation fas

{X”+)\X_O ){T”~|—)\T—O
X0)=X'(m)=0 T(0) =0.

Egenviirdena till a) &r A, = (221)2,n = 0, ...,. och egenfunktionerna &r X,, =
sin 22z Mostsvarande egenfunktioner till b) ar T, (t) = sin 255 ¢,

Alltsd u(z,t) = > By sin 25 g sin 2254, Man far w(z,t) = Y o 2% B, sin 2% g sin 258 ¢ =

in & in 2%
51n2—|—251n R

Detta betyder att By = 2 och %BQ = 2 och alla andra B; = 0.

Svar. u(z,t) = 2sin £ sin £ 4 2 sin 22 sin 2.

apr +a1 dal<x<b

4. A) (2 POANG) FRAMSTALL SOM FOURIERCOSINUSINTEGRAL f(z) = { 0 ds 5
ax > 0.

Losning. f(z) = [;° A(a) cos aadz dér

sinax

b
lo —/ (@ sin ax+a; cos ax)dx} =
0 (e

2 [° 2
Ala) = 7/ (apx+aq) cosaxdr = —{apz
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2 2
= f{@bsin ab+22 cos az 15 + % Sinag 15} = f{%bsin ab—i—a—g(cos Ozb—l)—i—ﬂ sin ab}.
T« a et T o a a

Svar. A(a) = (absinab + cosab — 1) + ajasin ab}.

am

B) (2 POANG) h = fxg = [Z_ flx—y)g(y)dy = [~ g(z—y)f(y)dy KALLAS FOR

. .. . e x>0
konvolutionen AV f OCH g . BERAKNA h = f g dir f(x) = g(z) = { 0. ¢ <0,
x
Losning. h = (fx*g)(z f flz—y)f( y)dy:fox Flz—y)f(y )dy—f (@Y e~ydy =
{ re ®dax >0
0daz <0 ’

0daz <0
ze @ daz >0

Svar. f*g(z) = {

5. (4 POANG) BESTAM LOSNINGEN TILL SYSTEMET

Ugg +Uyy =0, 0 <z <7, 0 <y <27

u(0,y) =0, u(m,y) = siny
u(z,0) =0, u(z,27) = 2sinz.



Lésning. Man ska dela problemet i a) och b).

Vg + Vyy = 0
a)q v(0,y) = v(m,y) =0
v(z,0) = 0,v(x,27) = 2sinz.
Med separation av variablerna v = XY fas
X"4+AX =0
{ X(0) = X(m) =0

= A\ = n2, X (z) = si YN_”ZY:O;»Y() inh
n =N ,Ap(T) = SIMNT n = sinh ny.
Y(0) =0 Y Y

Alltsé; v(z,y) = D7 Ay sinna sinhny och v(z, 27) = 2sin . Slutligen, v(z,y) =
2sinz sinh y
sinh 27

Wy + Wyy =0
b)< w(0,y) =0,w(m,y) =siny
w(z,0) = w(zx,27) = 0.
Med separation av variablerna w = XY fas
{Y”+)\Y:O n ny {X”—(Z)QX:O

Y(0) = Y (2r) = 0 = A\, = (5)2%, Yo (y) = sin = X(0) = 0 = X, (y) = sinh 5%

Alltsa w(z,y) = 7% oy sinh % sin %2 och w(rw,y) = siny. Slutligen, w(z,y) =
sin y sinh «

sinh
__ 2sinzsinhy sin y sinh @
Svar. U(Q?,y) - sinh 27 + sinh 7
6. (4 POANG) AVGOR OM DET FINNS TAL ag, dn, b, FORn = 1,2,3,... SADANA
ATT

a) & =ag/2+ Y .o aycos (nmx) + by sin (nmz)  for 1 <z < 4,
b) z =ap/2+ Y., ~, an cos (nrx/2) + by sin (nrx/2)  for 1 <z < 4.

I vart och ett av fallen a) och b) ska man antingen visa att framstéllningen &r
omdjlig eller bestdmma ag, a,, och b, sa att likheten géller (vilket ska motiveras).

Losning. a) Svaret dr nej ty H.L. har period 2 vilket inte V.L. har.

b) T detta fall har de ing. cos- och sinus-termerna perioden 4 och funktionen
f(z) = 2,1 < x < 4 kan (pa olika sétt) utvidgas till en funktion F(z) med period
4 och som &r styckvis glatt t.ex kan vi vélja F sa att F(xz) = x for 0 < x < 4 och

sedan utvidga till en fkn med period 4. Vi far da ag = % f(;l xdx = 4. 1 fallet n # 0

1t ™I 1 2 . mnx 4 TN 14
an:f/o xcosTdm:f[x(—sm )+ 3 €08 — lo=0.

2 2" 2 w2
Samtidigt
I 1, -2 4 8
by, = 7/ xsinwdx:f[x(—cos 7m:v)+ sin an]é:f—.
2 Jo 2 2" ' 2 m2n? 2 ™m

Svar. Vi har F(z) =2 — 23" 1sin 2% f5r 0 < 2 < 4 och alltsiz = 2 —

n 2
80 1 mna g
71'21 —sin 5 for 1l <z < 4.



