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1. a) (2 poäng) Bestäm Fouriercosinusutvecklingen för f(x) = cos3 x
p̊a intervallet [0, π]. Tips. Framställ cos3 x som en linjär kombination av cos x,
cos 2x och cos 3x.

Lösning. cos3 x = cos x cos2 x = cos x( 1+cos 2x
2 ) = cos x

2 + cos x cos 2x
2 = 3cosx

4 +
cos 3x

4 .

Svar. Enlight Fouriersats blir svaret cos3 x = 3cosx
4 + cos 3x

4 .

b) (2 poäng) Bestäm Fouriersinusutvecklingen för f(x) = sin2 x p̊a intervallet
[0, π].

Lösning. f(x) =
∑∞

1 an sinnx där

an =
2
π

∫ π

0

f(x) sinnxdx =
2
π

∫ π

0

sin2 x sinnxdx =
2
π

∫ π

0

(1− cos 2x) sinnxdx

2
=

=
1
π

[
∫ π

0

sinnxdx−
∫ π

0

cos 2x sinnxdx] =
1
π

[
− cos nx

n
|π0 −

1
2
(
∫ π

0

sin(n+2)xdx+
∫ π

0

sin(n−2)xdx)] =

=
1
π

[
1− (−1)n

n
−1

2
(
1− (−1)n+2

n + 2
+

1− (−1)n−2

n− 2
)]n 6=2 =

1
π

{
0, där n = 2k

−8
(4k2−1)(2k+3) , där n = 2k + 1

Svar. sin2 x = −8
π

∑∞
0

sin(2k+1)x
(4k2−1)(2k+3) .

2. (3 poäng) a) Bestäm den allmänna lösningen till ekvationen

uxy + uy = 0.

Tips. Sätt v = uy.

Lösning. Man f̊ar vx + v = 0 som är ekvivalent med vx

v = −1 eller (ln v)x = −1
som medför ln v = −x + C(y) där C(y) är en godtycklig funktion av y. Allts̊a v =
e−xK(y) där K(y) är en godtycklig funktion. Vidare, v = uy = e−xK(y) ⇒ u =
e−xM(y) + N(x) där M(y) och N(x) är godtyckliga.

Svar. u = e−xM(y) + N(x).

b) (2 poäng) Bestäm speciellt en lösningen som uppfyller u(x, 0) = x
och u(0, y) = y.

Lösning. Man f̊ar {
u(0, y) = M(y) + N(0) = y

u(x, 0) = M(0)e−x + N(x) = x.

vilket ger M(y) = y, N(x) = x.
1



2

Svar. u = ye−x + x.

3. (4 poäng) Bestäm lösningen till systemet
utt = uxx, 0 ≤ x ≤ π

u(x, 0) = u(0, t) = ux(π, t) = 0
ut(x, 0) = sin x

2 + 2 sin 5x
2

Lösning. Med variabelseparation f̊as

a)
{

X ′′ + λX = 0
X(0) = X ′(π) = 0

b)
{

T ′′ + λT = 0
T (0) = 0.

Egenvärdena till a) är λn = ( 2n+1
2 )2, n = 0, ...,. och egenfunktionerna är Xn =

sin 2n+1
2 x. Mostsvarande egenfunktioner till b) är Tn(t) = sin 2n+1

2 t.

Allts̊a u(x, t) =
∑∞

0 Bn sin 2n+1
2 x sin 2n+1

2 t. Man f̊ar ut(x, t) =
∑∞

0
2n+1

2 Bn sin 2n+1
2 x sin 2n+1

2 t =
sin x

2 + 2 sin 5x
2 .

Detta betyder att B0 = 2 och 5
2B2 = 2 och alla andra Bi = 0.

Svar. u(x, t) = 2 sin x
2 sin t

2 + 4
5 sin 5x

2 sin 5t
2 .

4. a) (2 poäng) Framställ som Fouriercosinusintegral f(x) =
{

α0x + α1 d̊a 0 < x < b

0 d̊a x > b.

Lösning. f(x) =
∫∞
0

A(α) cos αxdx där

A(α) =
2
π

∫ b

0

(α0x+α1) cos αxdx =
2
π
{α0x

sinαx

α
|b0 −

∫ b

0

(
α0

α
sinαx+α1 cos αx)dx} =

=
2
π
{α0

α
b sinαb+

α0

α
cos αx |b0 +

α1

α
sinαx |b0} =

2
π
{α0

α
b sinαb+

α0

α2
(cos αb−1)+

α1

α
sinαb}.

Svar. A(α) = 2
α2π{α0(αb sinαb + cos αb− 1) + α1a sinαb}.

b) (2 poäng) h = f∗g =
∫∞
−∞ f(x−y)g(y)dy =

∫∞
−∞ g(x−y)f(y)dy kallas för

konvolutionen av f och g . Beräkna h = f ∗ g där f(x) = g(x) =
{

e−x, x > 0
0, x < 0.

Lösning. h = (f∗g)(x) =
∫∞
−∞ f(x−y)f(y)dy =

∫ x

0
f(x−y)f(y)dy =

∫ x

0
e−(x−y)e−ydy ={

xe−x d̊a x > 0
0 d̊a x ≤ 0

.

Svar. f ∗ g(x) =
{

0 d̊a x ≤ 0
xe−x d̊a x > 0

.

5. (4 poäng) Bestäm lösningen till systemet
uxx + uyy = 0, 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ 2π

u(0, y) = 0, u(π, y) = sin y

u(x, 0) = 0, u(x, 2π) = 2 sinx.
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Lösning. Man ska dela problemet i a) och b).

a)


vxx + vyy = 0
v(0, y) = v(π, y) = 0
v(x, 0) = 0, v(x, 2π) = 2 sinx.

Med separation av variablerna v = XY f̊as{
X ′′ + λX = 0
X(0) = X(π) = 0

⇒ λn = n2, Xn(x) = sin nx

{
Y ′′ − n2Y = 0
Y (0) = 0

⇒ Yn(y) = sinhny.

Allts̊a; v(x, y) =
∑∞

1 An sinnx sinhny och v(x, 2π) = 2 sinx. Slutligen, v(x, y) =
2 sin x sinh y

sinh 2π .

b)


wxx + wyy = 0
w(0, y) = 0, w(π, y) = sin y

w(x, 0) = w(x, 2π) = 0.

Med separation av variablerna w = XY f̊as{
Y ′′ + λY = 0
Y (0) = Y (2π) = 0

⇒ λn = (
n

2
)2, Yn(y) = sin

ny

2

{
X ′′ − (n

2 )2X = 0
X(0) = 0

⇒ Xn(y) = sinh
n

2
x.

Allts̊a w(x, y) =
∑∞

1 αn sinh nx
2 sin ny

2 och w(π, y) = sin y. Slutligen, w(x, y) =
sin y sinh x

sinh π .

Svar. u(x, y) = 2 sin x sinh y
sinh 2π + sin y sinh x

sinh π .

6. (4 poäng) Avgör om det finns tal a0, an, bn för n = 1, 2, 3, . . . s̊adana
att

a) x = a0/2 +
∑∞

n=1 an cos (nπx) + bn sin (nπx) för 1 < x < 4,
b) x = a0/2 +

∑∞
n=1 an cos (nπx/2) + bn sin (nπx/2) för 1 < x < 4.

I vart och ett av fallen a) och b) ska man antingen visa att framställningen är
omöjlig eller bestämma a0, an och bn s̊a att likheten gäller (vilket ska motiveras).

Lösning. a) Svaret är nej ty H.L. har period 2 vilket inte V.L. har.
b) I detta fall har de ing. cos- och sinus-termerna perioden 4 och funktionen

f(x) = x, 1 < x < 4 kan (p̊a olika sätt) utvidgas till en funktion F (x) med period
4 och som är styckvis glatt t.ex kan vi välja F s̊a att F (x) = x för 0 < x < 4 och
sedan utvidga till en fkn med period 4. Vi f̊ar d̊a a0 = 1

2

∫ 4

0
xdx = 4. I fallet n 6= 0

an =
1
2

∫ 4

0

x cos
πnx

2
dx =

1
2
[x(

2
πn

sin
πnx

2
) +

4
π2n2

cos
πnx

2
]40 = 0.

Samtidigt

bn =
1
2

∫ 4

0

x sin
πnx

2
dx =

1
2
[x(

−2
πn

cos
πnx

2
) +

4
π2n2

sin
πnx

2
]40 = − 8

πn
.

Svar. Vi har F (x) = 2 − 8
π

∑∞
1

1
n sin πnx

2 för 0 < x < 4 och allts̊a x = 2 −
8
π

∑∞
1

1
n sin πnx

2 för 1 < x < 4.


