Losningsforslag till tentamensskrivning i Matematisk analys 4 den 19 augusti 2004

1. For varje yo € [—1, 1] utgors skirningen mellan planet y = yo och kroppen K av kvadratskivan

{(yy,2)| —V/1—-y3 <2< 1—-9,y =y, —/1—92 <z<./1—y3} Dennas kantlingd ar 2,/1 — 2
och area 4(1 — y2).

Enligt skivmetoden for berdkning av volym ar volymen av K
1 1
f_l 4(1—y?)dy = 4[y — y?’/3]_1 =16/3.

1 1
2. Satt P(z,y) = < In g, Q(z,y) = ——. Kurvan T ligger helt i forsta kvadranten. Déar géller
x x

x2 Yy
1 oP 0,1 1 11 0 oP
oq =—och —=—(5hy— shz)=—-—-0,dvs oq = — i forsta kvadranten. Det finns da en
ox 2%y oy Oy z2 2 2y ox Oy

potentialfunktion U dér.

oUu 1 1
—=—— = U=——Iny+g(x).
oy Ty T
1y oUu 1 1 1 1 1 1
Fln; =5 = Plny—i—g'(x) = ¢'(v)= —Plnx = g(r)= Elnx—/ﬁdxz Elnx—i— . +C.
1 1
U=—-Iny+ —Inx + — ar da en potentialfunktion i forsta kvadranten.
x x x
1. 3 2
Den givna kurvintegralens vérde ar U(3,2) —U(1,1) = 3 In 373

3. Ytan Y ar formad som en kupa.
Lat Yy beteckna kupans lock, dvs Yy = {(z,y, 2) € R3| 2?2+ y? <4, 2 =4},
Y UY, ér da randen till den solida kroppen K = {(z,y, 2)|z2 +y? < 2 <4, 22 + 4> < 4}.

Det géller (den andra likheten enligt divergenssatsen)

//F-ndS’+//F-ndS’=// F-ndSz///dideV.
Y Yo YUYy K

diVF(xa Y, Z) = (2$22 + yZ) + (—2x22 - yz) + 63;2+y2 = 63’2"1‘?}2.

4
/// e’ v drdydz = // (/ ety dz) drdy = // (4— (2> +y%))e” T dody =
K a2 4y2<d N a2 4y? z?4y? <4

2 2 2 5 — 7“2 272
= // (4r —r3)e” drdg = 27r/ (4r —r3)e” dr = 2#[( Je" } =n(e* —5).
(r,$)€[0,2]x[0,27] 0

0
Den utétriktade enhetsnormalvektorn fran Yy ar (0,0, 1), s&

// F-ndS = // 4" dpdy = // dre™ drdg = 47r[e’“2]3 =A4n(e* —1).
Yo 224y2<4 (r,¢)€[0,2]x[0,27]

//YF.ndS:ﬂ(e‘l—E))_zm(&_1):M.

4. Vg ar ett Cl-vektorfalt pa Q och det ar d& dven fVg.

Enligt Stokes’ sats géller
/ (fVg)-dr= // rot(fVg) - ndS.
o Y



Kan vi verifiera att rot(fVg) = Vf x Vg sa ar den givna formeln visad.

rot(fVg) =V x (fVg)=| 2 f5% e, |=
9 99

0z oz €:
0fog 9% Ofdg . 0%, 0fdg . 0%, O0fdg .0, Ofdg . 0%\ Of0d . 0% \\ _
((ayé)z f@yaz)_<828y f@zay)’<828x f@zax)_(8x82+f8x82)’<8x8y f@x@y) <8y8x f@yax))_

- (ﬁ@_ﬁ@ 9f 99 _ 9f 99 ﬁ@_ﬁ@) (1)
OyOdz 0z0y 0z0xr 0Oxdz dxdy Oydx/’

0%g 0%g
A = olj 2(Q).
tt 990: ~ D20y osv foljer av att g € C#(9)
aon e of 9
Fo% 0fdg 0fdg 9f0g 0fdg Of dg g
—| 9f 99 (2= _ === =2 =22 IS
VIxVg= % % zy (ay 0z 020y 0z0r 0x0z 0xdy Oy 830)' 2)
Oz Oz Z

Jamfor vi (1) och (2) finner vi att rot(fVg) = Vf x Vg. Den givna formeln ar alltsa giltig.

5. a) [k22*|VE = (KY9)? || — 12]2] = ||, d& k — .
Enligt Cauchys rotkriterium &r serien konvergent da |z| < 1 och divergent da |z| > 1. Da |z| = 1 gar inte
allménna termen mot 0, da k — oo, varfor serien i detta fall 4r divergent.

Serien ar alltsa konvergent precis da |z| < 1.

(o)
1
b) For |z| < 1 géller Zxk =1
—x
k=0

termvis i det inre av konvergensintervallet som hér ar lika med hela konvergensintervallet, sa

(summan av en konvergent geometrisk serie). Potensserier far deriveras

(oo} (oo}
1
E kakt = (1_730)2, vilket efter multiplikation med x ger E kz* = (1_#)2
k=1 k=1
Derivering ger
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kg_lkzx -2 =) vilket medfor I;:l T e

6. och 7. Se exempelvis kurslitteraturen.



