Losningar till tentamensskrivning i Matematisk analys 4
den 24 augusti 2006

1. Konen och sfiren skir varandra da z = /22 +y2 = /1 — 22 —y2. Vi far 22 + ¢y?> = 1 — 22 — 32 och
2% + y? = 1/2. En parametrisering av den 6vre ytan &r darfor r(s,t) = (s,t,vV/1— s> —12), s +t* < 1/2.
Sar. xr, = (1,0, —s/\/1- 82 42) x (0,1,4/\/1 2 42) - (s/\/l T2 2, t)y/1— &2 42,1),

vl x rj| = 1/v/1 — s%2 — 12 och arean av den &vre ytan ar

1
v, x r}| dsdt = // —————dsdt = [poléra koordinater
//32+t2§1/2| | s22<1/2 V1 — 82 — 12 | ]
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Att en primitiv funktion till r/v/1 —r2 & —+/1 — r2 inses direkt eller genom substitution 1 — 72 = u.
7)
v2)
2. Sitt F = (P,Q, R), 1at Y7 vara ytan z = 1, 22 4+ y? < 3, orienterad nedat och K den kropp som begriinsas
av Y UY7. Enligt Gauss sats ar

// F-NdS:/// didea:dydzzQ/// dxdydz,
YuY; K K
//F~Nd5:2/// d:cdydzf// F-Nds.
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En parametrisering av Yy ér r(s,t) = (s,t,1), s +#2 < 3. Sar, x r, = (0,0,1) och

Eftersom hela sfarens area ar 47, ar arean av den nedre ytan 2w <1 +

vilket ger

// F - N dS = [eftersom Y7 orienterad nedat] = // (P,Q,s* +t*+1)-(0,0,—1) dsdt
v 2+t2<3

V3
1
= _//52+t2<3(8 + 2+ 1) dsdt = //<r<\f r° 4+ r)drde = —277/ (r® +7r)dr = —?577.
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Det aterstar att berédkna trippelintegralen.

2///d:z:dydz:2/ <// dzdy)dsz/(llz)dzmﬂ
K 224y2<d—22 3
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(dubbelintegralen ar lika med arean av cirkelskiva med radien /4 — 22). Alltsa ar // F-NdS = 37 +
Y
15 65
? = —T.
[Det gar dven att berdkna trippelintegralen genom att integrera m.a.p. z forst.]
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3. Forst soker vi en potentialfunktion till F, dvs. en funktion U sadan att — = i, A S
or 22+y? Jy 224 y?
yts Lin(a? 4 y2).
1 oUu 1 2
Vi far U(z,y) = /xfi_i/deo: = §yln(;p2 + y2) + p(y) och vidare 87y = 5111(952 + y2) + sz{l—yQ +



1
—— +y+ -In(2® +3*). Sa ¢'(y) =y, o(y) = 3y (integrationskonstanten &r satt till 0) och
1 1
Ulz,y) = iyln(xz +y?) + 5y?. Det foljer att /F ~dr =U(0,2) — U(1,0) = In4 + 2.
gl
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(P, Q). Hér ar 0Q/0x = OP/9dy, men en potentialfunktion till B som &r definierad i en omgivning av +y &r inte

Eftersom G = F + B, diar B = 2), racker det att berdkna integralen av B. Satt B =

sa enkel att bestamma. I stéllet byter vi v mot 1+, dér v ar kvartscirkeln r(t) = (cost,sint), 0 < ¢t < /2
/2
och s r strickan r(t) = (0,¢), 1 <t < 2. Eftersom B.dr = / (—sint, cost) - (—sint,cost) dt = g
71 0
T

21
och B-dr:/ (—;,0)-(0,1)dt:0,ér/G-dr:ln4+2+2.
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4. Enligt Stokes sats ar /
.
z =z, dir 202 + 3% — 22 = 22 + 9% < 1 (planet skall vara orienterat uppat). En parametrisering av Y &r

r(s,t) = (s,t,5), 82 +t> < 1. Sar, xr, = (—1,0,1) och

/F'dr = // (3t2,45°,0) - (—1,0,1) dsdt = —3 // t? dsdt = [symmetri]
107 s24+12<1 s24+12<1

F.dr= // rotF-NdS = // (3y?,42%2%,0) - N dS, dir Y ar den del av planet
Y Y

3 3 , . 3
=—= // (5% + t?) dsdt = [polira koordinater] = — = // r3drdyp = 737r/ r3dr = —Z.
2 JJs22<1 2 ) Josrsl 0 4
s 0<p<27
[Det gar &ven att berikna [[,, ., t? dsdt direkt, utan att utnyttja symmetri.]
. (2z — 1)* . k11 |22 — 11 Ink Ink R
5. Lat =-—7—77D = = 2x — 1| och 1 =
a) Lat a Ink aar ag In(k+1) [2z—1F  In(k+ l)l z—1f oc e ag
Ink Ink Ink
|2z — 1] eftersom 1 > - > 00 - — 1. Sa serien konvergerar om |2z — 1] < 1, dvs.

In(k+1) ~ In2k In2+Ink
0 < z < 1, och divergerar om [2z — 1| > 1, dvs. z < 0 eller z > 1. For « = 1 far vi serien y ;- ,1/Ink

som divergerar enl. jaimforelsekriterium I eftersom 1/Ink > 1/k, och for z = 0 far vi > o ,(—1)¥/Ink som
konvergerar enl. Leibniz kriterium eftersom 1/Ink avtar mot 0. Alltsa konvergerar Y p- , aj om och endast

om0 <x<1.

k)2 b k+1)D)2 a1 (2k)! kD2 (k +1)2 2k)! k+1
Lit by = B0 || _ (G D @R DAk @R kel
(2k)! b, (2k +2)! (kD2)z)* (2 4+ 2)(2k + 1)(2k)! (k!)? 202k +1)
b
% da k — oco. Alltsa konvergerar serien da |z| < 4 och divergerar da |z| > 4. For |z| = 4 &ar % =
k
2k + 2
5% 1 1> 1. Eftersom |by| dr véixande, kan inte by ga mot 0, si serien divergerar. Det foljer att > - bk

konvergerar om och endast om —4 < x < 4.

b) Eftersom 0 < |zsin(1/2%)] <2 — 0 da z — 0T, ar integralen generaliserad enbart i oandligheten. Efter-
in(1/z“ < d
som sin(l/a%) — 1 da o — oo, jamfor vi integranden med x/x% = 1/x*1. / <
1/xe 1zt

o0
1
och endast om a > 2. Da zsin(1/x2®) > 0 for = > 1, foljer det ur jamforelsekriterium IT att / rsin — dz,
1 X

dx konvergerar om

oo
. . o1
och dérmed &ven / zsin — dz, konvergerar om och endast om o > 2.
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For svaren till fragorna 6 och 7 hénvisas till kurslitteraturen.



