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Abstract

Being able to approximate infinite series have been of great impor-
tance for the development of calculation. In this essay we will work
towards an efficient way of approximating infinite series numerically
with good accuracy. We will introduce and define the Bernoulli poly-
nomials that will have a large part in our work, and it will all result
in a proof of the Euler-Maclaurin formula, that is partly named after
one of the greatest mathematicians in history Leonhard Euler.
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1 Inledning

I denna uppsats kommer vi att arbeta oss fram till ett effektivt sétt att
approximera odndliga serier numeriskt med god noggrannhet. Vi kommer
att introducera och definiera Bernoullipolynomen och dess egenskaper, vilka
kommer vara av stor betydelse i vart arbete mot en formel for detta.

Vi har utgatt fran Lars Hormanders kapitel Euler-Maclaurins summations-
formel och Bernoulliska polynom sida 146-150 i boken Valj specialarbete i
matematik: idéer till specialarbeten i matematik for gymnasister: samlade
som en del av FRN-projektet Information om hdogskolan 1 gymnasiet av re-
daktér Dan Laksov, om inga andra kéllor angivs.

1.1 Historia

Genom historien har en stor drivkraft till att utveckla kalkylering funnits i
en stravan efter att kunna losa olika fysikaliska problem, vilka i matemati-
ken exempelvis kan oversittas till differentialekvationer (Katz, 2009, s.584 ).
Potensserier och oéndliga summor har darfor varit av stort intresse for flera
matematiker da de bland annat varit anvindbara for berdkning av just dessa
(Katz, 2009, s.572).

Isaac Newton och Gottfried Wilhelm von Leibnitz var tva matematiker som
oberoende av varandra under den senare delen av 1600-talet, behandlade
bland annat just potensserier i sina skilda arbeten inom analytisk matema-
tik (Katz 16, 2009, s.544-572).

I slutet av 1600-talet kom, savél broderna som matematikerna, Jakob och
Johann Bernoulli att tillsammans borja arbeta med Leibnitz verk for att se-
dan sjdlva komma med egna bidrag inom omradet (Katz, 2009, s.585). Jakob
Bernoulli arbetade bland annat med potensserier av heltal med samma expo-
nent ¢, och i arbetet med dessa summor uppkom en talserie som senare kom
att bendmnas Bernoullitalen, men som dven uppticktes av andra matemati-
ker i andra arbeten oberoende av varandra (Katz, 2009, s.644)(Bernoullital,
2017, 28 oktober).

Under 1700 talet blev Leonhard Euler verksam med bland annat Johann
Bernoulli som larare, och skulle komma att bli den ledande matematikern
inom den analytiska matematiken under 1700-talet (Katz, 2009, s.584-594).
I ett av hans verk Introductio utvecklade han de omraden som han ansag
vara absolut ndédvéndiga inom analysen, vilket resulterade i ett stort fokus
pa funktioner och oéndligheten, dar han behandlade begreppen oéndliga se-
rier, odndliga produkter samt odndliga kvoter (Katz, 2009, s.617-618). En
viktig del om funktioner var hans 6vertygelse om att alla funktioner kunde



uttryckas som en potensserie, med eventuellt ndgot undantag (Katz, 2009,
5.618). I sitt arbete med oandliga serier lyckades han bland annat med att
16sa Baselproblemet, det vill sdga berdkna den odndliga serien

1

2

(Baselproblemet, 2017, 28 oktober). Han beriknade den med hjélp av en for-
mel som senare kom att kallas Euler-Maclaurins summationsformel, vilken
gav ett samband mellan summor och integraler och dir Bernoullitalen som
namnts tidigare ér en viktig del (Euler-Maclaurins formel, 2017, 1 oktober).
Formeln jobbades fram av de bada matematikerna som gett den namnet,

dock oberoende av varandra och for att 16sa olika slags problem (Euler-
Maclaurins formel, 2017, 1 oktober).

Att framstélla en funktion som en potensserie samt att kunna berdkna dessa
odndliga serier har alltsd varit viktigt i den analytiska matematiken, dar flera
matematiker har varit inblandade och vi har redogjort for négra av dem.



2 Approximation av oandliga serier

2.1 Enskilt fall

Vi vill kunna approximera den odndliga serien
1
S:;;M
effektivt och med god noggrannhet.

Vi borjar darfér med att dela upp summan

N1 > 1

S:S = J— -
N Ry =D Y

n=1 n=N+1

och vill nu uppskatta storleken av Ry, da det dr forst da som vi kommer att
kunna approximera summans virde.

Foéljande olikhet géller for funktionen n—12,

11 1 _1 1 1
n n+l  nn+1l) n? nin—1)  n-1 n’

som vi omvandlar till ett uttryck for Ry genom att summera alla led fran
n =N+ 1till co

e}

1 1 1 1 1
2 Gy < 2w = o< ) Gy

n=N+1 n=N+1 n=N+1

Summorna i héger- och vinsterledet &r teleskoperande, det vill sdga att nés-
tan alla termer tar ut varandra, vilket resulterar i att
1 1

Ry < — .
Nyl WSy

Summan S kan dérmed approximeras som

1

Vi ville dock ha ett effektivt sitt att gora detta pa samt & god noggrannhet
i vart resultat, det vill sdga fa Ry sa liten som mdjligt, men da N kan va-
riera stort kan det bli mer eller mindre omsténdliga berdkningar samt stor



variation p& noggrannheten i approximationen ovan. Vi ska déarfor jobba oss
fram mot en just mer effektiv metod.

2.2 Effektiv metod

Vad vi gjorde ovan for att approximera virdet av Ry var alltsa att stdnga
in summan mellan tvi virden. Detta kan liknas med ett sétt att berdkna
integraler dar man approximerar en integral med tva Riemannsummor, en
undersumma och en éversumma. Vi ska nu visa just detta men &ven det mot-
satta, att integraler kan approximera summor, i vart arbete mot en effektiv
metod for att approximera odndliga serier.

Vi anvénder oss av samma funktion som tidigare f(z) = %2 vilken &r avta-
gande och konvergerar mot noll, det vill siga

lim f(k) =0

k—00

och
flE+1) < f(x) < f(k) d&a k<z<Ek+1

Vi integrerar nu alla led i den forsta olikheten ovan mellan k och k£ + 1 och
far att

k+1

fl+1) < / f@ydr < f(k)

k

for att sedan summera alla led fran k = N + 1 till co (summationsgrianserna
for Ry ), vilket ger oss

S < [ fwde < S fh)
k=N-+2 N+1 k=N-+1

Nu skriver vi in var funktion f(z) = m% i olikheten sa

o o0

1 > d 1
S Sy s
k=N+2 N+l k=N+1

och vi har alltsd approximerat integralen med tvi summor.

En omskrivning av olikheten ger oss

1 ® dx
Ry — —— < 2 < R
NTNF12 < /N+1:c2 = W



s& vi har foljande approximation av Ry

/°° dx < R < /°° dx n 1
T N X .y —_ s -
N+1 x? N+1 x? (N + 1)2

Vi har alltsd visat att summan Ry kan approximeras bra med integraler,
vilka &r betydligt mer effektiva att berdkna.

I det fortsatta arbetet mot en effektiv metod kommer vi darfor att jobba
med integraler och bérjar med att berikna integralen av en funktion f(x)
pé det valda intervallet [0, 1], dér vi partialintegrerar f(z) enligt formeln

/ g(x)f(x)de = G(z)f(x)— / G(z)f (z)dx .

Déa g(z) = 1 och G(z) bestims till (z — 1) far vi foljande uttryck

. _ OO Y g
[ v swae = TR [ 0

Den primitiva funktionen G(x) bestdmde vi sjélva och ar ett Bernoullipoly-
nom, mer specifikt det forsta Bernoullipolynomet

Bernoullipolynomen kommer att vara viktiga i vart fortsatta arbete med (1),
sa innan vi fortsdtter maste vi introducera och definiera Bernoullipolynomen
samt redogora for dess egenskaper.

3 Bernoullipolynom och Bernoullital

3.1 Definition av Bernoullipolynomen

Bernoullipolynomen har uppkommit i arbetet med olika speciella funktioner
inom matematiken (Bernoulli polynomials, 2018, 15 januari) och de definieras
enligt foljande

Bi(x) =x — % (2)
Bl (z) =nBn_1(z), Bn(0)= B,(1), n>1 (3)
/1 B, 1(z)der =0, n>1 (4)

0



Villkor (4) foljer av villkor (3) da

/Oan_l(a?)da: = /01 de = [B"(x)]l _ 5=50 _

n no g n
och vi ser att B, (0) = B,(1) fran (3) &r ekvivalent med (4), det vill sdga

Bn(()): n <:>/Bn1 =0 s
givet att By (z) = nBp_1(z) och n > 1.

Enligt B, () = nBy—1(z) fran (3) berdknas By, rekursivt, da B,, bestdms av
By, —1 s& nédr som pa en konstant som adderas och bestams av (4). Av det-
ta foljer att det finns en unik f61jd av polynom som uppfyller (2), (3) och (4).

D& vi har Bj(z) given kan vi alltsd berikna alla 6vriga Bernoullipolynom
och vi réknar nu fram de sex forsta, dar vi gor berdkningen av By () utfor-
ligt och sedan presenterar de fyra efterféljande fardiga da de rdknas fram pa
samma satt.

Vi sétter n = 21 (3) och far att By(z) = 2By(x) , dér Bi(z) finns given
enligt (2) s&

By(z) = 2Bi(z) = 2(37—%) = 2r—1

och
By(z) = /(236—1) =a2l-z+c.

Nu vill vi bestimma integrationskonstanten c, vilken berdknas genom att
satta n = 31 (4) och som ger oss att

/01 By(z) =0

S

och

Slutligen har vi alltsa att



och alla de sex polynomen nedan

1
Bi(z) = z— 3
By(z) = 2? —a:+é
Bs3(x) = 2°— 35622 g
By(z) = a*—22342% - %
Bg(x) = x6—3x5~|—52x4—x22-|—412

3.2 Bernoullital

Det finns flera olika sétt att rdkna fram Bernoullipolynomen pa, bland annat
med hjilp av féljande formel

Ba(a) = ;) (3) et nz1 ®)

dér vi finner faktorn 3, . B, 1 representerar Bernoullitalen vilka &r en f6ljd
av rationella tal som férekommer pa flera olika stéllen i matematiken (Ber-
noullital, 2017, 28 oktober).

Enligt formel (5) beror Bernoullitalen p& bade n och k, men nér vi be-
raknar de tva forsta Bernoullipolynomen nedan med hjéilp av formeln och
sedan jamfor resultatet med vara tidigare berdkningar, ser de ut att endast

bero pa k.

Vi satter n =1 och n =21 (5) och far att

) = (o) (7)o

= Bz + B

By(z) = <(2)> Ba0z? + G) Baz + @) B2,2

= Boor® + 26217 + Poso .



Nér vi jamfor resultatet med de tidigare berdkningarna av Bi(x) och Ba(x)

ser vi att

51,0 =1 )

Bii =

1

) 52,2 =z

1
’ 52,1__5 6

1
—_— f 1
2 ) /82,0

och att Bernoullitalen endast verkar bero pa k.

Denna observation stdmmer och vi ska nu ska bevisa detta. Vi borjar med

att derivera formel (5)

B(z) =

k=0
n—1 nl
k—1
D k(n — k)! (n = k) - B
k=0
n—1
n-(n—1) k—1
Elln —k—1) b
k=0
n—1
(n—1)! k—1
" El(n —k— 1) Pp
k=0
n—1
-1
n <n N >Bn,k$n_k_1
k=0

for att sedan skriva om derivatan forst enligt (3) och sedan (5)

By (x)

Hér ser vi nu att B,—11 = Bk

n—1
-1

= nB,_1(z)

n—1 n—1

sa Bpr = Box for alla n, det vill séga

Bernoullitalen beror inte pa n.

Vi skriver darfor om (5) till



och de tre forsta Bernoullitalen ar
1 1
Bo , B 5 B2 5

Vi ska nu arbeta oss fram till ett uttryck for att kunna berikna Bernoulli-
talen rekursivt.

En utveckling av formel (6) ger

Bn(z) = <g>ﬁom” + <T> Pzt + L+ <n " 1) Br—1z + (Z)ﬁn

B0 = (7)o =

n

gy = (§)a+ (D) (s (D)

Enligt (3) ar da

(g)ﬁ()‘i‘ <711>61+--.+ <n7_ll>6n—1+ <Z>/Bn = Bn
(’3)50 + (T)Bl +ot <n’i 1>6n_1 =0

n—1
O(Z)ﬁkZO , n>2 .

k=

S

S

det vill sidga

En enkel omskrivning ger oss
n
1
S("F a0 L nz
k=0

och bryter vi nu ut 3, far vi féljande uttryck for att berdkna det n:te Ber-
noullitalet rekursivt

Ly |
kZ:O< i >5k

P = n—+1

, n>1 .

10



3.3 Egenskaper hos Bernoullipolynomen och Bernoullitalen
Symmetri och antisymmetri

En viktig egenskap hos Bernoullipolynomen &r att de dr symmetriska respek-
tive antisymmetriska med avseende pa x = %, det vill sédga

B,(1—2)=(-1)"Bp(x) , n>1 (7)

For att bevisa denna egenskap skriver vi om (7) till

(=1)"Bn(l —z) = Bn(z)

och definierar ett nytt polynom C),(x) av vénsterledet

Cn(x) = (=1)"Bn(1 — x)

som vi ska visa att uppfyller (3) likt B, (x), hogerledet.

Vi bérjar med att sdtta o = 0 och x = 1 vilket ger oss att
Cn(0) = (=1)"Bx(1)

och
Cn(1) = (=1)"Bn(0)

och d& B, (1) = B,(0) enligt (3) s& ar d&ven Cy(1) = Cp(0).

Nu aterstar att visa egenskapen for derivatan i (3). Vi deriverar dérfor Cy,(x)
och far att

Co(x) = (=1)"(-1)B,(1—x)
= (-1)"'nB, (1 —x)

och jamfor nu Cy,(z) med dess derivata

Cu(x) = (=1)"Bn(1—=z)
Cl(z) = n(-1)"'B,_1(1—2x).

Om vi nu studerar hogerledet i CJ (x) ser vi att det kan skrivas om till

11



nCp—1(z) enligt definitionen av Cy(z), s&

Cl(x) = nCph_1(z)

och C,(z) uppfyller alltsé alla egenskaper i (3) .

Bernoullital med udda index

For Bernoullitalen med udda index géller att

Bor+1 =0 , k>1

Denna egenskap foljer av (3) och (7), da om vi sétter att x =01 (7) far

Bn(1) = (=1)"Bn(0)

vilket enligt (3) &r ekvivalent med

for alla n > 2 . Ett udda n ger da att
Bak11(0) = (—=1)*** Bay 11 (0)

och det enda som uppfyller denna likhet &r att Bogy1(0) = 0. Vi har fran (6)
att B, (0) = 3, vilket betyder att Bernoullitalet &r noll for alla n = 2k + 1
dar k£ > 1.

Bernoullipolynom med udda index

For Bernoullipolynomen med udda index Bgy1(x) géller att

Bog+1(z) =0

for k > 1 pa intervallet [0,1] i punkterna 0, %, 1 och inga andra. Detta ska

vi bevisa genom att forst visa att de ar noll i punkterna 0, % och 1, for att
sedan skissa upp graferna till de férsta Bernoullipolynomen och med hjélp
av dem och induktion visa att de &ven dr de enda punkterna.

Frén (6) ar
Bok+1(0) = Bogy1 =0 , k>1

12



och enligt (3) &r da
BQk+1(1) - B2k+1(0) - 0 5 k' 2 1 .

Antisymmetrin fran egenskap (7) ger att

1

1
sz+1(§) = —32k+1(§)

S 1
sz+1(§) =0

Nu aterstar att visa att de udda polynomen &r noll i endast de tre punkter-
na och inga andra pa intervallet. Vi kommer att borja med att skissa upp
graferna till By, Bs, B4 och Bs pa intervallet vilket vi gor utifran att vi har
By given

Bg(x):xz—x—ké

051

N
0 —e5— 1

Figur 1: By(x).
Vid skissning av Bs vet vi att Bs(z) = 0 i punkterna 0, % och 1 och att

Bi(x) = 3Ba(x)

enligt (3), s& var graf 6ver By ger oss information om derivatan till Bs. Bs
skir ju x-axeln i samma punkter som derivatan 3B och det dr det vi &r in-
tresserade av for att kunna skissa Bj, var derivatan dr positiv, negativ samt
byter tecken.

Extrempunkterna hos Bs &r dir By = 0, alltsd i de tva punkterna

1

2—\/3?0]7

1
[5—2—\/5,0] och [§+

13



dér vi ser att den forsta dr en maximipunkt och den andra en minimipunkt
av att studera grafen. By dr alltsi viixande pa intervallet [0, (3 — ﬁ)[ , av-

tagande pa intervallet |(5 — ﬁ), 3+ ﬁ)[ och vixande igen pa intervallet
13+ 321

0.5

0 0.5 1

Figur 2: Bs(x)

Nar vi nu ska skissa B4 studerar vi istéllet teckenvéxlingen hos Bs. Vi ser
direkt att B4 har en maximipunkt nir z = % samt tvad minimipunkter nar
x = 0 och x = 1 d& derivatan &ar negativ for = < 0, positiv pa intervallet

10, 1], negativ igen pa intervallet |3, 1[ och slutligen positiv igen for = > 1.

Vi behover nu veta var i forhallande till x-axeln som kurvan till By lig-
ger. Ar den endast ovanfér x-axeln och bara antar positiva virden, endast
under x-axeln och bara antar negativa virden, eller korsar den x-axeln och
antar bade negativa och positiva virden? For att ta reda pa detta anvinder
vi nu att By i sin tur ger teckenvixlingen hos derivatan till Bs.

Da vi vet att Bs ér noll i minst de tre punkterna 0, % och 1 pé intervallet [0,1]
maste kurvan alltsd ha minst tva extrempunkter diar. Extrempunkterna kan
inte kan vara terrasspunkter da kurvan ju maste tillbaka till x-axeln i varje
nollstélle, s& den &r varken stringt vixande eller avtagande och By maste
dérfor korsa x-axeln for att kunna anta bade positiva och negativa virden.
I och med symmetrin enligt (7) korsar By x-axeln i punkterna z = « och
x = (1 — a), och vi har nu tillrickligt med information for att skissa upp
grafen.

14



0.5

Figur 3: By(x)

For att till sist kunna skissa upp Bs maste vi veta exakt hur méanga ex-
trempunkter Bs har pa intervallet [0,1], och d& B4 endast har tva nollstéllen
medfor det att Bs endast kan ha tva stycken extrempunkter.

0.5

0 0.5

=1

Figur 4: Bs(x)

Av att nu ha analyserat och skissat upp graferna for nagra av de forsta Ber-
noullipolynomen, har vi visat foér Bs och By specifikt att de enda nollstéllena
for dem pa intervallet [0,1] &r just 0, % och 1, att de dven korsar x-axeln i
dessa punkter, samt har tva extrempunkter vardera uppdelade pa delinter-

vallen )0, [ och |3, 1.

Vi ska nu med induktion visa att detta géller for alla Bernoullipolynom med
udda index storre &n 1, dir vi precis gjort bassteget i skissandet av Bs och Bs.

Bassteget f6ljs nu upp av induktionsantagandet att
Bop_1(z) = 0 <— x:(),i,l 0<z<1 for k>1,

15



att Bog_1 korsar och inte tangerar x-axeln i dessa tre punkter, samt att
Boi—1 endast har ett extremvirde i vardera delintervallen ]0, [ och |1, 1[.
For att fortydliga speglar grafen nedan induktionsantagandet pa ett av tva
mojliga sitt

0.5

0 05 1

Figur 5: Bog_1(z)

Enligt (3) &r BY, = (2k)Baiy—1 s& Baj_1 speglar derivatans teckenvixling
hos Bsj. Induktionsantagandet ger dédrmed att Bsgg har tre extremvirden
i punkterna 0, % och 1 pa intervallet som antingen &r maximi- eller mini-
mipunkter, samt tva nollstillen uppdelade pa varsitt delintervall ]0, %[ och
]%, 1] dér kurvan korsar x-axeln, se figur 6 som bygger pa hur vi valde att
skissa Bgj_1. Av att endast studera By ritar vi nu upp Bag11 enligt (3) och
nér vi sedan jamfor Bogy; med Bsi_; som den foljer av, ser vi att de har
likadana egenskaper och beviset &r klart.

05 05
D T —1

L 05 1 [o 0.5 1
Figur 6: Bog(z) Figur 7: Bogi1(z)

16



Egenskap (8)
For Bernoullipolynomen géller féljande
1
B, (2z) = 2" (B, (z) + Bu(x + 3) (8)

och vi ska visa denna identitet med induktion 6ver indexet n.

Bassteget Vi sdtter n = 1 och berdknar att (8) stdmmer i detta enskilda
fall

Bi(2x) = Bi(x)+ Bi(x+ %)
2:6—5 = (55_%)"‘(55_%"_7)
1
= 2;10—5.

Induktionsantagande och induktionssteg Vi definierar nu tva nya po-
lynom C),(z) och D, (z) av hoger- och vénsterledet i (8)
Cn(x) = By(2z)
1
Dn(z) = 2"} (Bu(2) + Bu(x + 3))
dér vi alltsd ska visa att Cp(z) = D, () och gor induktionsantagandet att

Cp-1(x) = Dp—1(x) for ndgot visst n.

Vi bérjar med att derivera Cp(z) och D,(z) enligt kedjeregeln och skri-
ver sedan om derivatorna enligt egenskap (3)

Cl(z) = 2B,(2x) = 2nB,_1(2x)
Di(r) = 27 (By(e) + Byl + 5))
— 9" By 1 (2) + nBas(z+ 1)

2
1
= 22" %(B,_1(x) + By_1(x + 5))

Av att studera derivatorna ser vi att

Cl(z) = 2nC,_1(x)
Dl (z) = 2nD,_1(x)

17



och induktionsantagandet medfor alltsé att C,(x) = DJ,(z). Vid integrering
far vi da att

Col) = Dula) + k (9)

och om vi nu kan visa att £ = 0 s& ar beviset klart.

For att gora detta kommer vi nu att vilja integrera (9) pa ett sitt sd att
vi kan tillimpa egenskap (4), det vill séga att

1
/ By_1(z)dz =0 n>1
0

i vara berdkningar.

Vi borjar dérfor med att skriva om (9) till

By(22) = 2" Y(Bu(x) — Bulx + %)) k

for att sedan studera vénsterledet, dér vi alltsd vill integrera B, (2x) och
samtidigt fa det omskrivet till By, (z) for att ga mot att likna (4). Vi testar
dérfor att integrera over intervallet 0 < x < %

1

2 2r =t 1 [t
VI ;/ By (22)dz — ’ _ / Bu(t)dt = 0

dér vi med ett variabelbyte lyckas skriva om B, (2z) till B, (t) samt fa det
onskade integrationsintervallet 0 < ¢ < 1.

Nu testar vi att integrera 6ver samma intervall i hogerledet och ser om be-
rakningarna forenklas dven hér

1 1
1 , 1
HL - 2”—1/2 ( Bulw)+ Bulx + 5 ))do + /Zk:d:c
0 0

L 3 1 k
= 2" By (x)dx + By(x+=)de | + =
0 0 2 2

dér vi gor foljande variabelbyte i den senare integralen

1
2 1 x+5=t 1
B, —)dx = = By, (t)dt
[ Bute+ s {dmdt } J, B0
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och alltsé skriver om termen B, (z + 3) till By(t) och dven hér efterliknar
(4). Detta ger att

HL: 21 </ Bp(z)dx +/1 Bn(t)dt> +§
0 1

2

[SIE

n—1 ! k
= 2 By (z)dz + -
0 2

k
= 0+

Med integration over 0 < x < % har vi alltsa lyckats skriva om VL och HL i
(9) till

1
VL = /QCn(x)d:c:O
01
3 k
HL = /(Dn(x)+k)dx—0+2
0
sa i
0=04"2
3

det vill sdga k = 0 och beviset ar klart.

Egenskap (10) och (11)

Vi ska nu visa att for k£ > 1 pé intervallet 0 < x <1 s& géller

Bus(@)] <[5 (10)
och ok 1 1
Ban (@) < EEF DI (11)

for Bernoullipolynomen.
Hogerleden representerar alltsd antingen maximivirdet for polynomen pé
intervallet, alternativt ett hogre virde &n maximivéardet som polynomen ald-

rig kommer att kunna anta. Det vi ska visa &r ddrmed att

|Bok ()] < |Bak(om)| < |Bakl
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och
(2k + 1)|Bor|

|ng+1(I)‘ < |B2k+1(’7n)| < 4

dér «ay, och 7, ar extrem- och dndpunkterna fér varje polynom. Vi maste
kontrollera alla dessa punkter da polynomen dr givna som absolutbelopp i
(10) och (11) och eventuella negativa minimivirden eller &ndpunkter darfor
kommer att bli positiva.

Vi borjar med att visa (10), det vill séga att

|Bok ()] < |Bak(an)| < |Bokl

for extrempunkterna och dndpunkterna o,. Andpunkterna #r 0 och 1 och
extrempunkten pa intervallet finns dar z = % for polynomen med jimna
index enligt (7) d& Bag41(3) =0 .

Vi har att

| B2k (0)| = | Bax(1)[ = |Bax|
enligt (3) och (6) vilket uppfyller (10), s& kan vi nu &ven visa att

1
B2k(§) < | Bkl
s& ar beviset klart.

Genom att sitta x = 01 (8) och sedan gora en enkel omskrivning har vi
att
1 ~(2k-1)
Baw(5) = B2k (0)(2 —-1)
det vill sidga
1 _(2%k—
B3l = [Bu(@)ll2 D 1)

dar
(271 _ 1) < 1

vilket gor att
1
|Ba(5) < [B2x(0)] = |Bax] -

Alltsa ar )
|BQk(§)| < | Bax|
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och beviset ar nu klart.

Nu ska vi visa (11), det vill séga att

2k + 1)| 8ok
Botr1(2)] < [Bagrr(m)| < (4>||
for extrem- och d&ndpunkterna ~,, pa intervallet.

Vi bérjar med att titta pa dndpunkterna 0 och 1 dir vi har att

@k + 1)|Box|

|Boi4+1(0)] = |Bax41(1)] = [0] < 1

vilket alltsd uppfyller (11).
Géllande extrempunkterna vet vi att det finns tvi extrempunkter pa inter-
vallet hos Bag41 och att de ligger i varsitt delintervall ]0,3[ och |3,1[. Av anti-

symmetrin enligt (7) ger de tva extrempunkterna 1 och 7y, dér vo = (1—71),
likadana funktionsvirden fast med olika tecken

Boky1(71) = —Bag+1(72)

och da vii (11) endast behandlar absolutbelopp, kommer de bada punkterna
att ge samma virde och vi behover dérfor endast studera en av punkterna
och se att den stdmmer. Vi véljer att undersoka x = ;.

Vi skriver om extremvérdet |Bagyi1(71)| med hjilp av (3), triangelolikhe-
ten for integraler, samt att Bogy1(0) = 0 till

Y1
Boca(w) = |Baa(n) = Bun(0) < @2k+1) [ |Bu(a)lds
0
och d& vi enligt (10) har att [Bog(x)| < |Box| s far vi att

Y1
Bopir(m)| < (2k+1) / \Box|da
0

Vi berdknar nu integralen

(2% + 1) /0% Borlde = (2k+1) [2lBal ) = (2k+1)y1|Gos

21



och vi har da foljande uttryck for extremvérdet

|Bok+1(71)] < (2k + 1)71| B2kl (12)

Detta uttryck liknar nu (11), men det kvarstar att visa att v; < i.

71 ligger alltsd nagonstans pa delintervallet |0,%] av [0,3] enligt (11). Om
vi darfor berdknar derivatan nir x = i och z = % och jamfor dess tecken
i bada punkterna ser vi var extrempunkten maste ligga da en extrempunkt
alltid resulterar i en teckenvixling hos derivatan. Har den da samma tecken i

% och % maéste 71 ligga utanfor dessa punkter och ddrmed pa intervallet ]0,%[.

Enligt (3) ar derivatan (2k + 1)Bagk och d& den har samma tecken som Boy
gor vi vara berdkningarna for Bgy. Vi har redan ett uttryck for ng(%) fran

®
Bul(y) = (2% — 1)

s det aterstar endast att berfikna Boy(%).

Vi siitter diirmed in z = § och n = 2k i (8) och far att

BQk(%) = 2%_1(3%(%) + BQk(Z)) :

Hogerledet kan nu skrivas om d& Bgy dr symmetriska enligt (7) till

1 1
Bop(=) = 22k1opo, (=
2k(2) 2k(4)
1
= 2%3%(1)

och med négra enkla omskrivningar far vi att

1

_ 1
Ba(y) = 2 2k Bor (=

5)
= 27%B,,(0)(2" V) 1)

Nu har vi alltsi uttryck fér bade Boy(3) och Boy(3)
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BQk(%) = Bop (271 1)

1
B%(i) = Bok2 2R (27D 1)

dér vi ser att bada ar negativa da
(273D _1) < 0

Polynomet By; har alltsa samma tecken i de tva punkterna och derivatan
(2k + 1) By, kommer dérmed dven den att ha samma tecken dir. Detta gor

att extrempunkten inte kan finnas pa intervallet [i, %] utan maste befinna
sig ndgonstans pa intervallet |0, [. Vi har alltsa visat att v < % sa (12),

|Bok1(m)| < (2k + D)yi|Bak|
uppfyller alltsa (11),

(2k +1)|Bax|

Baa(o)] £ S ,

dven for v, och beviset ar klart.

Egenskap (13) och tillimpning av den

Nu ska vi visa att

Bp(z+1) — Bu(z) = na™ ! (13)

och sedan anvinda uttrycket for att berdkna summan

N
> ogn (14)
§=0

dir n och N ar positiva heltal.

Vi kommer att bevisa (13) med induktion och vi bérjar med att definie-
ra tva nya polynom f,(x) och gy (z) for hoger- och vinsterledet i (13)

fn(x) = Bn(x +1) — Bu()

och

gn(x) = na" !
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Bassteget Vi berdknar nu f,,(z) och g,(x) for n =1

fl(x> = Bl(x‘f‘l)—Bl(w) = (,1'4—1)_7_(.%-_,) - 1

och vi far att f1(z) = g1(x) sa (13) &r alltsd sant for n = 1.

Induktionsantagandet och induktionssteget Nu gor vi induktionsan-
tagandet att (13) ar sant for ndgot n, det vill sdga

och vill visa att likheten &ven géller for indexet n + 1.

Vi borjar med att derivera fy,+1 och g,41 och far enligt egenskap (3) att
fop1(@) = B (a+1)=Bpy(z) = (n+1)(Bu(z+1)—Ba(x)) = (n+1)fu(z)
och att

Ins1(@) = n(n+1)z""" = (n+1)ga(z) .
Enligt induktionsantagandet ser vi da att

f7,z+1<37) = Q;H-l(m)
vilket om vi integrerar ger oss att
for1(x) = gnyr(z) +C .
Det som aterstar nu ar d& att bestdmma vardet av C. Vi sdtter x = 0 och

far att

Jn+1(0) = Bnyi(1) = Bny1(0) =0
gn—i—l(o) = 0

sa

och



Detta ger oss att fr+1(x) = gnt1(z) och vi har bevisat att (13) ar sant for
alla n.

Beridkning av (14) Med hjilp av (13) ska vi nu ta fram ett alternativt
uttryck for att berdkna (14)

N

27"

3=0
Vi har enligt (13) att

Bp(x+1) — Bu(z) = na™!

och det vi kommer gora ar att skriva om uttrycket med syfte att f& hogerle-
det att likna (14). Det forsta vi gor dr att dndra index till n + 1 s&

Bn_t,_l(flf + 1) — Bn+1(flf) = (n + ].).I‘n

vilket gor att hogerledet far samma exponent som i (14). Vi summerar sedan
alla led enligt summationsgrianserna fran (14) sa

N
(Bng1(j +1) = Bpy1(j)) = (n+1) Z]n
7=0 7=0

Mz

och vi borjar nu att berdkna vinsterledet.

Mz

Bnp1(G+1) = Bna(h)) = (Brgi(1) = Bata(0)) + (Bry1(2) = Brya(1))
j:0

+ et (Bunt(N) = Byt (N = 1) + (Busa (N +1)

dar vi ser att summan &r teleskoperande och néstan alla termer tar ut varand-
ra. Resultatet blir att

Mz

Bry1(j +1) = Baya(j)) = Bnta(N +1) — Bpya(0)
]:0

s

N
Bppi(N +1) = Bpy1(0) = (n+1)> j"
7=0

25
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och

Bni(N+1) = Buy1(0) Z n
n+1 7o

Nu har vi alltsd jobbat fram ett uttryck for att kunna berdkna (14) in-
nehéllande Bernoullipolynomen. Vi kan &ven precisera med hjalp av deras
egenskaper den specifika formeln fér udda och jamna n

. Bnii(N+1)
=2k : oo el T
" ]z(:)] n+1
al Bpi1(N+1)—b
— 9k 1 : n n+1 — Un+1 )
n + jz_(:)j n 1

4 Approximation av oindliga serier - Fortsattning

4.1 Effektiv metod - Fortsittning

Nu atergar vi till identitet (1) som vi ska jobba vidare med i vart arbete mot
en effektiv metod for att approximera en o#ndlig serie. D& vi nu bekantat
oss med Bernoullipolynomen bérjar vi med att direkt skriva om (1) till

O (R (O L
| t@ar = HEEE - [pi@)p @

Med hjalp av Bernoullipolynomens egenskaper ska vi nu utveckla detta ut-
tryck genom partialintegration av den sista termen i hogerledet, dar vi kon-
sekvent kommer att berdkna och anvénda den primitiva funktion till Ber-
noullipolynomet dér C' = 0, och derivera den andra faktorn.

Enligt egenskap (3) ar

dar vi satter att C = 0 sa

' ) f (x)]! 1 z) f"(z)dx
/ By(2) /' (2)de = [Bz(;f()] _ [ Beo)f(z)dw
0
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och sétter vi in detta i formel (1) har vi att

)+ f(0)  ([Ba(@)f'(2)]' ! By() f" (x)dx
f )dx = —
2 2 0 0 2
Nu fortsétter vi pa detta vis och partialintegrerar
/1 By(x) f"(x)da
0 2

dar vi far att

] /Ole(m)f"(m)dz::;<[ f'(s ] /B e )

och vi satter in detta i formeln ovan

[ e ([B”;f’ ] é({f”] [ e
([ - [pgrea) oy )

_ f<1>;f<0>_{32<x2>{'< >]0+[ 0 ] /33 0y

Nu borjar vi se ett monster som vid vidare partialintegrering av den sista
termen i hogerledet kommer att leda oss fram till formeln

1 n k k-1 1
/ flx)dz = f(l)—;f(()) _ lz( 1) Bk;')f (z )] (15)
0 k=2 0
! x) f™(x)dx
¢ Cap [ B

vilken vi nu ska bevisa med induktion.
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Bassteget Vi borjar med att visa (15) for n =1,

1 1 T 1 xT)ax
(15)n1 /0 fla)de = f(l);f(o) ~ 0+ (—1)1/O Bw)f (z)de ){!( )d
1

vilket stdmmer enligt (1).

Induktionsantagandet Nu gor vi induktionsantagandet att (15) &r sann
for nagot n = p, det vill sdga

1
(15)n=p /Of(x)dw = 5 k!

k=2 0

p 1
F) +£0) [Z(_l)’“Bk(iv)f’“‘l(a:)

1 xz)fP(x)dx
+ (_1)1)/0 BP( ){)'( )d

Induktionssteget Vi ska nu visa att om (15) &r sann for n = p, &r den
dven sann for n = p 4 1, det vill séga

1 T
(15)nept1 /Of(x)dﬂf = 2_[ k!

Om vi d& utgar fran vart induktionsantagande (15),—, och partialintegrerar
den sista termen i hogerledet med hjalp av egenskap (3), s& far vi att

p! (p+1)! 0 (p+1)!
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och

15y | J)+10) [Z (~1)*By(@)f*(a >]
0

| J@de = 2 k!

o [ [Bosr(@)f?@)]" [ Bpaa ()7 ()
ey ([ | }0_/0 (p+1)! dm)

2 P k!

Byi1fP(2)]! Bpi1(z) fP*1(2)
e [(ptl)']o - p+1/ +1p+1 du
~_ f()+ £(0) " (1) By () fF (@ )
- 2 B Lz:; k! ,

it [BparfP(2)]" pi1 [ Bppa () 7 (2)
- (_”H[ >]0+(_”H/o prol

O+ FO) [E B o))
B [Z kk. L

1 x) Ptz
+ (—1)1’“/0 B”l(;ifl)! () g (15)n=p+1 -

Av att partialintegrera den sista termen i induktionsantagandet (15,—,) far
vi alltsa uttrycket for (15),—p4+1. S& om (15) stdmmer for (15),—, stdmmer
det dven for (15)p=p+1 och beviset ar klart.

Med hjalp av Bernoullipolynomens egenskaper ska vi nu skriva om (15) och
vi utgar fran att vi ska summera (15) upp till ett udda tal. Vi kommer ha fo-
kus pa den andra termen i hogerledet, som vi direkt skriver om enligt f6ljande

S . k—lw 1 no \k
S Bk;!)f ( >] = 3! k}!) [Bk(x)fk_l(@];
0

k=2 k=2
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Vi fortsdtter denna omskrivning dé&

B @] = B = B0 0

dar
Bk(l) = Bk(O) = B, for k>1
S&

B @) = (4 - )
Anvéander vi nu detta i (15) sd har vi att

/f ();‘f() _ zn:(—kl')ﬁ (fk 1()_fk—1<0)>

k=2

1 (e)dx
_1)n/0 Bn(m)il( )d '

D& vi vet sedan tidigare att S = 0 for alla udda k > 1 , s gar alla termer
i summan med udda k bort. Om vi darfér viljer att summera upp till ett
udda tal n = 2p 4+ 1, kan vi formulera om uttrycket till

1 p
[ e = LEIE oy iy - i)

4.2 Euler-Maclaurins summationsformel

Vi har hittills jobbat med uttryck (1) dér vi berdknar fo x)dzx och ska nu

fortsétta mot en formel for att berdkna f ~ f(z)dz. Egenskapen nedan

/acg(w)dx = /abg(a;)dx + /bcg(x)dx

ger oss foljande uttryck for integralen

/NMf(x)d:L" = /N+1f(fn)d:n—|—/N+2 f(z)dz + ... +/M f(z)dx

N N+1 M-1

(15)’



dar vi skriver om

/:H f(z)dz till /01 f(x +n)dx
/NMf(a:)dm = :/12:/01 f(z+n)dx

Vi anvénder oss nu av detta for att skriva om (15)" fran att berdkna
fo z)dz till att berikna [ v f(z)dz , genom att forst skriva om f(x) till
flx+ n) och sedan summera bada Ieden fran n = N till M — 1.

och far att

Forst gor vi omskrivningen av f(z) till f(z + n) si

p
[ frmar = LOEHEI) S B i gy gt

k 1

! Bopi1(2) f2P T (x + n)da
/0 (2p+1)!

och nu ska vi alltsd summera bada leden fran n = N till M — 1. Vi borjar

med vénsterledet
Z / f(x+n)d / f(x

och sedan hogerledet

M—-1 p
f(?’L + 1) + f(n) _ BQk 2k—1 n _ r2k—1 n . ! BQp+1(Q7)f2p+1(l' + ’I’L)dl’
> ( > o (P ey = ) - ' )

n=N
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s& omskrivningen resulterar i féljande uttryck

M =
[ s = 5 Y (fms 1+ f0)
N n=N
& Bk i k
2k—1 2k—1
- M;(%)!(f (n+1) = /*7 ()
1 M-1 .1
- (2p+1)|2/ Bop 1 () fPH (@ 4 n)d (16)

Vi har nu kommit en bit pa vig i att f& fram ett tillfredsstéllande uttryck
for integralen [ ]3/[ f(z)dz, men ska jobba vidare med hogerledet i (16) och
da uttrycket &r langt gar vi igenom de tre olika summorna var for sig.

Den forsta summan

M-1
S (F(n+1) + £(n))
n=N

N | =

delar vi direkt upp i tvad summor for att sedan utveckla och skriva om dem
enligt nedan

1M—l 1M—l 1M—l
3 2 D)+ fm) = S fla+1) + 5> f(n)
n=N n=N n=N
_ WD+ (M) () SN+ + o+ f(M 1))
2 2

Den andra summan

M-1

Z [23213' <f2k Ln 4 1) _fzk—1(n))

=N k=

3
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kan vi skriva om till

M-1

Z (gik)' <f2k 1 (n+1)— f2k71(n))

k=1 n=N

och utvecklar vi nu den inre summan ser vi att den &r teleskoperande enligt

M—-1

S (A A1) = A m) = ST 1) = ST + AN 4 2) - NN )

n=N
+ L+ f2k—1(M_ 1) +f2k—1(M) _f2k—1(M_ 1)

sa

g M-1 "B

> (2?51 (P =) = Y (2?:)! (710 = 71w
k=1 n=N k=1

Omskrivningarna av de tva forsta summorna i (16) har resulterat i foljande
uttryck

M
[ war = Y g+ HEEIED

2
N<n<M

_ 2(521; (ka LM )_ka—l(N))
k=1

1 M-—1 1
T ) > /0 Bopy1(z) [ (@ + n)dz
"n=N

Vi ser nu att vi har termen
> fn)
N<n<M

i hogerledet och det dr just den typen av summa som vi strévar efter att
kunna berékna och vill approximera med integralen [ ]]\}/[ f(z)dz. En enkel
omskrivning ger oss d& det exakta uttrycket for summan
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M
> s = [ e - LTI

N<n<M N
+ é é;’;! (72 a) = 21 ()
1 M=l
+ w;}:v/o Bopy1(2) [ (2 + n)da (17)

Den sista summan i hogerledet i (17) &r fortfarande oféréndrad fran (16)

1 M-1 .1
@i ), Ben@f et s)
"n=N

och kan betraktas som felet d& de 6vriga termerna i (17) kommer att ge en
bra approximation och beroende pa storleken av n och p &ven vara enkla att
berdkna. Vi jobbar darfor vidare med (18) och vill f& det s& litet som majligt
samt mojligt att uppskatta.

Innan vi bérjar var omskrivning maste vi definiera nya funktioner

déar
By(x) =By(z) da 0<z<1

Vi utvidgar nu si att B, () blir periodiska med period 1 och uttrycker detta
pa foljande sétt

By(r+n)=DBy(z) d& 0<zx<1l,ne”

Funktionerna B,(z + n) #r pa grund av periodiciteten inte polynom likt
By(z). Nér = gar mot oandligheten i ett polynom divergerar ju polynomet
mot den positiva- eller negativa oéndligheten, medan en periodisk funktion
varken divergerar eller konvergerar vid hogre viarden pa x utan de funktions-
viarden som antas pa intervallet/perioden upprepas om och om igen.

Vi ska nu bevisa att B,(z + n) ér deriverbara v — 2 ganger. Da B, (z + n)

beter sig som polynom pa intervallen |n,n 4 1] vet vi att de ar kontinuerligt
deriverbara dér, men vi vet inte vad som hénder i heltalspunkterna. Beviset
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delas darfor upp i tva steg, da vi forst maste bevisa att funktionerna ar de-
riverbara dven i heltalspunkterna och sedan att de ar deriverbara just v — 2
ganger.

I forsta steget borjar vi med att bevisa foljande sats

Sats 1  Antag att funktionen f dr kontinuerlig pa ett intervall och deriverbar
pd intervallet utom mdajligen i en punkt x = a. Antag vidare att gransvdrdena

. / . !
:cl—lgl— f (CC) och xl—lgl—i- f (113)

existerar och dr lika. Da dr f deriverbar for x = a

(Hyltén-Cavallius & Sandgren, 1964, s.222). Vi anvander oss av medelvér-
dessatsen i beviset

Sats 2 ( Medelvirdessatsen) Antag att funktionen f dr kontinuerlig pa
det slutna intervallet [a,b] och deriverbar pd det 6ppna intervallet (a,b). Om
x € (a,b), sd finns ett tal € € (a,b) sddant att

och underséker sedan om B,(x + n) ér deriverbara i heltalspunkterna, det
vill sdga ndr x = 0 i och med periodiciteten, enligt Sats 1.

Bewvis Sats 1 Lat forst z < a. Enligt medelvirdessatsen finns det da ett
tal € sddant att x < & < a och

Nér x gar mot a, sd gar dven £ mot a och eftersom lim._,,_ f/(¢) existerar,
sd existerar vinsterderivatan

o) — 1 L0 @)

r—a— r — a
P& samma sitt visar vi att hogerderivatan f’(a+) existerar och da

lim f(z) = lim f'(x)

T—a— T—a+

sd ér f'(a—) = f'(a+). Alltsd ar f deriverbar for z = a. O
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D4 vi har bevisat Sats 1 ska vi nu tillimpa den fér att visa att B, (z + n) ér
deriverbara i heltalspunkterna nar x = 0.

Vi gor forst antagandet att v > 2 da det enligt (3) ger att B,(0) = B,(1)
och ddrmed att funktionerna &r kontinuerliga pa hela intervallet [n,n + 1].
Vi berdknar sedan vénster- och hogerderivatan och far att

—1<z<0 B (zx+n) = B\(z+1) = vBy_1(z+1) = vBy_1(2)
och
0<e<l1 B (z+n) = B\(z) = vBy_1(z) = vBy_1(x)

De bada derivatorna vB,_1 () #r dock endast kontinuerliga om v —1 > 2,
sd om v —1 > 2 si existerar de bada gransvirdena

lim E; (x4+mn) och lim E{U (x 4+ n)

r—0— r—0+

samt #r lika, alltsd dr d&a B, (x + n) deriverbara fér = 0 enligt Sats 1.

Nu gor vi det andra steget, dir vi ska visa att B,(z + n) dr deriverbara
v — 2 ganger. Om vi néimligen fortsétter att derivera B, (x + n) enligt ovan
sa vet vi att de dr deriverbara j ganger sa linge v — j > 2. Vi skriver om
olikheten till v —2 > j och séitter att j = v—2 i vB,_j(z) vilket resulterar
i vBo(z) som #r kontinuerlig men inte deriverbar. Alltsa ér B,(z + n) deri-
verbar v — 2 génger.

Vi ska nu anvinda dessa periodiska funktioner B,(z + n) i omskrivning-
en av (18) och substituerar B,(z) mot dem enligt nedan

1 M-1 .1
- B 2p+1 + d
ersvdd | Baa@) 4 s
1 =

1
— P 2p+1
2p+ 1)! nN/o (@ )T @+ m)da

= Bopt1(2) [ (x)dx
| / P+
2p+1)! = Jn

for att sedan tillampa egenskapen



vilket ger att

e Bop 1 () [T (x)da
Cp+ 1! = Jn

1

M*
= (2]94'1)'/1\/ Bapi1 () fPH (x)da

Nu har vi alltsa skrivit om alla tre summor i (16) vilket resulterar i fol-
jande uttryck for integralen i (16)

M
[li@n = ¥ g A0

N<n<M 2
— Z (gz’;[ (f?k—l(M) _ f2k—1(N))

- 2pH/ Bapir(2) 7 (a)da (19)

som #ven kallas for Euler-Maclaurins summationsformel, samt féljande ut-
tryck for summan i (17) som alltsd &r en omskrivning av Euler-Maclaurins
summationsformel

M
> s = [ s - LTI

N<n<M N
+g;530%ﬂMw¢%%m)
by [ Ben @ @ (20)

4.3 Approximering med Euler-Maclaurins summationsformel

Vi har arbetat oss fram till Euler-Maclaurins summationsformel och ska nu
anvanda omskrivningen (20) av den for att approximera summorna

1 =1
Zﬁ och 21:714

1
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for nagra laga N och p.

1
Approximering av E —
n
1

Vi delar forst upp summan sé
00 N 00

1 1 1
D3 = 2mt )
1 n=1 n=N+1
dér den forsta summan berdknas numeriskt (vilket kan bli omsténdligt be-
roende p& hur hogt vi viljer N) medan den andra summan skrivs om och

beréknas enligt (20).

Vi borjar med omskrivningen av den andra summan sa

oo D
n>N
1 o __
och da
f(x) = 22
far vi att
i 12
sa
! 1 f(N) = BN

EJ:VHQ B /N 22 ; 2k(2k)' " 2p+ / Bop1 (@) (@)da

_ 1 1 " Bonf2LH(N) 1 o _

- N  2N2Z ; (2k)! 2+ 1) / Bop1(x) f2 1 (x)dx

Den sista termen &r resttermen, det vill sdga

1 o
ReStp’N == (2p<H_)|/]V B2p+1(.’13)f2p+1(.’13)d$
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och vi har nu féljande uttryck fé6r summan vi ska berékna

00 N p 2k—1

1 1 1 1 Bor f*" 7 (N)

I S N W) ¢ 21
zl:n2 nz::an +N 2N? ; (2k)! + Restyn (21)

dér berdkningarna kommer att goras for smé virden pa p och N.

Berdkning av (21),—1 ny—p2) Vi borjar med att séitta p =1

o0 N
1 1,11 B
2o T Xmty g gt Reshw
1 n=1
© 4Zm? TN 2N? T 6N3 Ly
och gar nu igenom resttermen for sig.
Vi har alltsa att
Restin = = Bs(z) f°(x)dz
6./n
1 [ B (=
_ / 3(z) - ( 24)dx
6 N {L‘5
e
B
= —4/ 3(5x)dx
N T

och sitter nu absolutbelopp kring uttrycket for att sedan anvénda triange-
lolikheten, och far d& att

© B,
|Rest1 n| = ‘—4/ 3(5$)d:c‘
N T
> |B.
< 4/ Bs(o)l g,
N ZT
Av olikhet (11) foljer att
5 3|32 3 1
B < e —_— = -
Byl < 02 = 2= o
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s

<1
|Rest n| < 4/N @dx

1 [*1
= / —dzx
2 N 275

= 3|a],
2| dzt]y

1 1

2 4N4
1

8N4 -

Vad vi ser nu &r att resttermen &r mycket liten redan vid ett litet p. Vi har
alltsa att

00 N

1 11 1 1
2 =Xty ~ane T ogw tResh 2
1 n=1

och ska nu &ven sétta in ett lagt virde pa N. Vi sétter att N = 2 och
berdknar (22) numeriskt

Zi T
—n? 472 8 " 629 b2
48412424 —6+1
- + + + + Rest1 2
48 ’
79
- @ + R68t172

for att sedan anvinda minirdknare och fa virdet i decimalform

1
2

Q

1, 64583 + R68t172

dar 1 1
t < — = — = 125 .
|Rest1 ] < g o 198 0,0078125

Berédkning av (21),—1 y—19) Det kommer snabbt att bli mer omsténdligt

att approximera
oo

1
2.

1
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numeriskt vid hogre virden pa IV, men vi vill gora en till approxmiering. Vi
satter N = 10 1 (22) och behaller p = 1, for att sedan ta hjélp av en
minirdknare i berdkningen for enkelhetens skull. Vi far da att

10
! 111 1

- = —_— - — = Y t
Zl n? ;rﬂ 10~ 200 * goop T st
~ 1.64493 + Resty 10

dar

1
Rest < —— = 0,0000125 .
|Rest110] < 2000 ,

Nu har vi alltsa tva stycken approximeringar for laga p och N

oo
1
=1,N=2 — =~ 1.64583 Rest
(p ) ) Zl: n2 + €511,2
=1
=1,N=10 — =~ 1.64493 Rest .
(p ) ) ; 2 + Resty o
Leonhard Euler har bevisat att
2T e
=n 6

och vi berdknar kvoten pa en minirdknare for att kunna jamféra med vara
virden sa

Yo =5~ 1.64493
=n 6

(Katz, 2009, s.621). Vi ser d& att vara approximationer ér bra redan vid laga
N och p, samt har god nogggrannhet da resttermerna ar mycket sma.

o0
1
Approximering av g .
n

1

Nu gor vi pd samma sétt for att berdkna 3 ° 7714 och borjar med att dela

upp summan

> N <
doi = gt X
1 n=1 n=N+1
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Den senare summan utvecklar vi enligt (20) till

Z% = /001_ lim W + lim i Bok <f2k:—1(M)_f2k—1(N))

SN N xt M—o0 M—o0 1 (Qk)'
1 F= 2p+1
S [, @) @)
Resty N
och da )
f(z) = s
har vi att
() =0
sa »
11 1 Bor S H(N)
Dot T v oot 2 Qi T st
n>N k=1
Vi har nu uttrycket
> 1 S| 1 1 o (N)
— = — + == - = - —=_——~~ + Rest 23
lerﬁ ;rﬁ T 3Ns T o ; @i festey (23)

for summan som vi vill berdkna fér sma virden pa p och N.

Berdkning av (23),—o ny—3) Vi séitter p =2 sa

00 N
I 1 1 1 Baf'(N)  Buf*(N)
N
B 1 1 1 By —4 By —120
- nzln4 T3NE T aNd ((2 N5>+<24 NT )) + Resta,y
Syl E AT A B A N A
a nt T3N3 2N4 12 N5 720 N7 2N

N
1 1 1 1 1
= 27 + 3N3  oN4 + 3N5  GN7 + Resty n (24)
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Vi berdknar nu resttermen

1 [
Resto y = 5,/ Bs(2) f°(z)dx
YN
1 *_ —6720
_ 120/N Bs(r)
Bs(z)

= —56/oo 2 (@)da

N

(x)dx

och sétter absolutbelopp kring uttrycket samt anvénder oss av triangelolik-
heten likt tidigare, och far att

|Resta n| = ’—56/;0 ;E)x) (z)dx
< 56 /NOO wt)c(gzﬂdx
Av olikhet (11) foljer att
|Bs(z)] < 5|f4| = (i‘;&) = 17;0 = i

S

-
B

|Resta n| < 56/ @dw
N T

>~ 1
= 56 ——d
/N 249"
7T (1
— / L
3 N .’Eg

_ 7[—1]00
3828y

Vi har darmed att

0o N

1 11 1 1 1
2oa = 2o YaNs T and Tans gwr T Resty (29)
1 n=1

dér vi nu vill vélja ett lagt varde pa N. Vi sitter att N = 3 och berdknar
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sedan summan med hjilp av minirdknare for enkelhetens skull

1 1 1 1 1 1
— = - - - Rest
Z;n4 nzln4 36 T 23 Ta@) o@n s
I I R S
- 16 ' 81 ' 81 162 ' 729 13122 23
~ 1.08231 + R€St273
dar .
< — 0.000044454
[Restaal < 5 G 0.0000444546

Berékning av (23)(,—2 y—10) Vi berdknar dven (25) fér N = 10 och gor
dven detta med hjilp av minirdknare da berdkningarna snabbt blir mer om-
standliga vid hogre N sa

Zi - Zi + L + Lo 1 + Rest

1 nt B o n4 3(103) 2(104) 3(105) 6(107) 2,10
~ 1.08232 + R65t2,10

dar

|Resto 10| ~ 2.916666...- 1079 .

Leonhard Euler bevisade &ven resultatet for denna summa
Lo
— nt 90
och beradknar vi denna kvot med minirdknare far vi att
1 4
o= T~ 1.08232

4
= n 90

(Katz, 2009, s.622). Vi ser att vara approximationer

1
=2.N = — =~ 1.08231 t
(p =2, 3) 21:”4 08231 + Restys
=1
=2 N=1 — =~ 1.08232 t
(p y 0) 21:714 0823 +R€S 2,10

dven hér har god noggrannhet vid laga N och p d& resttermerna ar mycket
sma.



4.4 Slutsats

I denna uppsats ville vi arbeta fram en effektiv metod for att approximera
odndliga serier vilken &ven skulle ge god noggrannhet, det vill siga ha en
mycket liten rest. Med hjilp av Bernoullipolynomen arbetade vi oss fram till
Euler-Maclaurins summationsformel (19) vilken vi anvinde for att approxi-
mera de tva odndliga serierna

=1 =1
;n? och ;714

Formeln gav god noggrannhet redan vid sma viarden pa N och p, da restter-
merna var mycket sma, vilket var positivt da effektiviteten snabbt blev lagre
vid hogre N i och med omsténdligare berdkningar.

45



5 Referenslista

Baselproblemet. (2017, 28 oktober). I Wikipedia. Haimtad 2018-01-14,
fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Baselproblemet .

Bernoullital. (2017, 28 oktober). T Wikipedia. Himtad 2018-01-14,
fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Bernoullital .

Bernoulli polynomials. (2018, 15 januari). I Wikipedia. Himtad 2018-01-31,
fran https://en.wikipedia.org/wiki/Bernoulli polynomials .

Euler-Maclaurins formel. (2017, 1 oktober). I Wikipedia. Haimtad 2018-01-14,
fran https://sv.wikipedia.org/wiki/Euler-Maclaurins _formel .

Hyltén-Cavallius, C., & Sandgren, L. (1964). Matematisk analys 1: For ny-
borjarstadiet vid universitet och hogskolor (5. uppl.). Lund: Studentlitteratur.

Hormander, L. (1989). Vilj specialarbete i matematik: idéer till specialar-
beten i matematik fér gymnasister : samlade som en del av FRN-projektet
Information om hogskolan i gymnasiet. I D. Laksov (Red.), Euler-Maclaurins
summationsformel och Bernoulliska polynom (s. 146-150). Djursholm: Insti-
tut Mittag-Leffler.

Ireland, K.F. & Rosen, M.I. (1990). A classical introduction to modern num-
ber theory. (2. ed.) Berlin: Springer-Vlg.

Katz, V.J. (2009). A history of mathematics: an introduction. (3rd ed.) Bo-
ston: Addison-Wesley.

46



