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En studie av iterationsmetoder



Sammanfattning

I det hir arbetet har vi forsokt att forsta de olika iterati-
va metoderna som finns for att 16sa de icke-linjéara ekvatio-
nerna samt deras konvergens och konvergenshastighet. Vi
undersoker dven fragan om hur snabba konvergensmetoder
kan konstrueras och tillimpningar i egenvirdeproblem och
linjara ekvationssystem samt matrisinvers.



Abstract

The aim of this project work is to understand different ite-
rative methods to solve the nonlinear equations and their
convergence and convergence speed. We also study how high
order convergent methods can be constructed. Furthermore,
we apply iterative methods to eigenvalue problems of a type
of matrices, and systems of linear equations and computa-
tion of matrix inverse.
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1. INLEDNING

Rotter till en icke-linjir ekvation f(xz) = 0 kan i allménhet inte uttryckas i sluten form.
Aven om detta &r mojligt #r uttrycket ofta sa komplicerat att det #r opraktiskt att
anvanda. For att 16sa icke-linjara ekvationer &ar vi darfor hénvisade till approximativa
metoder, vanligen grundade pa idén om successiv approximation eller linearisering. Des-
sa metoder ger, utgaende fran ett eller flera ndrmevéirden en talfoljd xg,x1,x2,... som
forutsétts konvergera mot det s6kande nollstéllet. Vid vissa metoder ar det for alla reella
nollstéllen tillréckligt for konvergens att kénna ett intervall [a, b], som innehaller nollstéllet.
Andra metoder kriver en startapproximation, som ligger néra det sokta nollstéllet, men
har i gengéld snabbare konvergens. Ofta &r det dérfor lampligt att i borjan av rékningarna
anvianda en grov metod samt i slutskedet byta till en snabbare konvergent metod.

I den har studien skall vi besvara foljande fragor:

(1) Hur konstrueras en iteration?
(2) Under vilka villkor &r talféljden xg, z1, z2, ... genererad av iterationen konvergent?
(3) Hur snabbt konvergerar talféljden xg, z1, z2, ...7

Grundliggande problem. Det grundliggande problemet dr att soka en losning (rot)
till f(z) = 0, x € [a,b] C R dér f : R — R och R & méngden av alla reella tal.
Lite mer generellt behovs det ofta hitta 16sning av ett kvadratiskt system F(z) = 0 <
filx1,.yxy) = 0,0 = 1,2,....,n. Hiar & F = (f1,..., fn) och z; € R;i = 1,2, ...,n samt
n ett positivt heltal. Ofta finns det inte sluten 16sning, sa vi behdver approximera och
ritt ofta med iterativa metoder. Allmént borjar vi for heltal m > 0 initiala gissningar
:t(o), W z(m=1) jtererar vi vidare med formeln

2D = (8 1) (hme)y
dir ¢ ar en lamplig avbildning R™ — R och kallas iterationsfunktion. Forsta tva av de
ovanstaende fragorna kan formuleras pa foljande satt: Hur konstrueras iterationsfunktio-

nen ¢? Under vilka virden pa 2@,z .. 2 & talfsliden xo,x1, z9, ... genererad av
iterationsfunktionen ¢ konvergent?

Grundliggande begrepp. For var studie behovs det foljande definitioner och begrepp.

Definition. (konvergensordning) Antag att f(z) = 0 har en rot p och att foljden {2(®)}
konvergerar mot «.. Vi séger att konvergens &r ordning v > 1 om

|e(k+1”
@]

dér C # 0 kallas asymptotisk felkonstant.

— C da k — oo, ) = (k) _ o

Notera att en metod atminstone skall konvergera linjirt dvs felet maste atminstone re-
duceras med en konstant faktor efter en iteration, t ex antalet korrekta siffror okar med
en iteration. Vi behover ocksa komma ihag att en bra metod for rotsékning konvergerar
kvadratiskt dvs antalet korrekta siffror férdubblas med en iteration. Vi exemplifierar detta
med beriikning av /2. Det #r det samma som att 16sa ekvationen f(x) := 22 —2 = 0. Med
intervallhalvering far vi efter 20 steg

2., 1., 1.5, 1.25, 1.375, 1.4375,
1.40625, 1.42188, 1.41406, 1.41797,
1.41602, 1.41504, 1.41455, 1.41431,
1.41418, 1.41425, 1.41422, 1.4142,
1.4

1421, 1.41421
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da a = 0,b = 4. Men med Newton-Raphsons metod far vi efter 5 steg med startvirdet 1
1, 1.5, 1.41667, 1.41422, 1.41421, 1.41421.

Definition. (Lokal vs global konvergens)

En metod har lokal konvergens om den konvergerar till en given rot « for alla initiala
gissningar tillriackligt ndra o (omgivningen av ).

En metod har global konvergens om den konvergerar mot roten for alla initiala gissningar.

En god initialgissning ar extremt viktigt for icke-linjdra problemlosningar. Om « ligger
i ett givet intervall [a,b] sa ska initialgissning z(°) ligga mellan a och b. Allmiint kan vi
siiga att global konvergens kriver langsammare (noggrannare) metod men sikrare. Bésta
strategin dr att kombinera globalt konvergent metod med en snabb konvergent metod som
ofta dr lokalt konvergent; dvs. vi far en bra initialgissning genom en globalt konvergent
metod.

Vi fokuserar i denna rapport pa iterationsmetoder for enkelrotstkning till ekvationen
f(x) = 0. Vi bérjar med att undersoka Newton-Raphsons metod, sekantmetoden, och
intervallhalvering for att fa idéer och insikt pa begrepp om konvergens och snabb kon-
vergens. En allmén teori for konvergens av iterationsmetoder kommer att presenteras. Vi
skall &ven underscka hur konvergens kan accelereras genom extrapolation och genom kom-
bination av olika snabba metoder. Dérefter studerar vi, i detalj, en del resultat for att
16sa polynomekvationer, egenvérdeproblem och uppskattning av rétter till polynomekva-
tioner. I detta sammanhang demonstrerar anvéindning av Sturms polynomféljder. Till sist
visar vi att iterationsmetoder kan anvédndas for 16sandet av linjéra ekvationssystem och
matrisinvers. Observera att vi inte kommer att undersoka fel som paverkas av numeriska
berékningar i denna studie. Vi diskuterar inte heller komplexitet av metoderna. De flesta
dmnen i denna studie dr tagna ur boken [7] kompletterad med [9]. Men vi anvinder oss
av matematik pa nivan motsvarande Matematik I och Matematik II. Vi har syfte till att
en lararstudent kan folja resonemang och bevis presenterade i denna rapport. I rapporten
anvédnds decimalpunkten i férekommande fall med hé&nsyn till datorprograms standard .

2. TRE KLASSISKA ITERATIONSMETODER

Detta avsnitt beskriver tre klassiska iterationsmetoder och dess konvergensegenskaper.
Mer precis skall vi svara pa de tre fragorna i Inledningen.

2.1. Intervallhalvering. Idén bakom intervallhalverings metoden &r att lokalisera en rot
genom tecken. Antag att f(z) dr kontinuerlig pa [a,b]. Da vet vi att om f(a)f(b) < 0
maste roten p ligga mellan a och b. Metoden kan sammanfattas sa hir: Lat a; = a, by = b.

(1) Bestam tecken av f(a1) och f(b1). Antag, utan att gora inskrdnkning, att f(a1) <
0.
2) Halvera [aq1,bq1]. Satt p1 = 21401 Bilda ett nytt intervall
2 Yy

[a2 bg] — {pl’bl} om f(pl) <0
7 la1,p1]  om f(p1) >0

Antag nu f(p1) # 0 (annars dr p; en rot).
6



(3) Fortsétt pa samma sétt att halvera intervallen:
P = a’“—‘;”“ Bilda nytt intervall

(i1, ] = [Pk, bx]  om f(pr) <0
T lak,pk] om f(pg) >0

Bilden till hoger illustrerar metoden. Obser-
vera att varje halvering behover tecken till

f(pk), men bara tecken som géller. Konstruk- 7
tionen ger f®) +
b — aj, = L M W S
2 2k
Konvergensen hos intervallhalveringsmeto-
den &r langsam. For varje steg vinner vi en e 1 >
bindr siffra i noggrannhet. Eftersom 107! ~ !
2733 vinner vi alltsa i genomsnitt en decimal f}fgg T
siffra pa 3, 3 steg. Diaremot &r konvergenshas-
tigheten helt oberoende av funktionen f(z). @ il i
Dessutom har vi a P2 b,
a; p; by

b—a
|pk_p|§|bk_ak|ﬁw—>0

da k — oo. Alltsa &r konvergens global.

2.2. Newton-Raphsons metod. Idén bakom Newton-Raphsons metod foér 16sning av
en ekvation f(z) = 0, dr att approximera kurvan y = f(z) med tangenten i punkten
(po, f(po)). Lat p; vara abskissan for skdrningspunkten mellan z-axeln och tangenten. Se
bilden till hoger. Fortsétter vi pa sa sétt kan vi fa en talfoljd po, p1, po, ...

Att approximera kurvan y = f(x) med tangenten i (pg, f(px)) dr detsamma som att erséitta
funktionen med forstaordningstermerna i dess Taylorutveckling omkring x = py:

71

f(x) ~ f(pk) + f/(pk)(l' i pk) Lutningskoefficient f'(p1) y =f(x)
Vi bestdmmer pgy1 genom, for ett lampligt
val av (),
{(p1.f(py)
fox) + ' (pr) (P41 —pr) = 0 | ne
f(pk) i Lutningskoefficient
= Dhp1 =Dk — o) (NR) L s

Po P
T
I
|

vilket &r Newton-Raphsonsmetod, dér vi an- [B—P x
/ 1
tar att f'(px) # 0. o fow)

Normalt kommer p; att bli ett mycket battre ndrmevérde till roten p &n pg. Det &r vanligt
att p; far nistan dubbelt sa manga riktiga siffror som py, men om pg ar ett mycket daligt
nirmevarde, sa kan det hdnda att p; blir simre &n pg.

Nu skall konvergensegenskaperna hos Newton-Raphsons metod studeras. Vi antar att funk-
tionen f(z) dr tva ganger kontinuerligt deriverbar samt att den sokta roten p r en enkelrot.
Da dr f/(p) # 0 och saledes f’'(x) # 0 for alla z i en viss omgivning av roten p.

7



Taylorutveckling med resttermen ger
1
0= f(p) = flpr) + (p = pi) f'(pr) + 5(p = )’ 1(€),
for nagot £ mellan pg och p. Skriv om ekvationen under forutséittningen att f/(pg) # 0
( f(m)) =l 2 /"(€)

P iy ) TP 2P TP

Lat e := pr — p. Da
1, ()

€k+1 = Pk+1 — P = §6k F(on)
vl 11O 11" )
el 2170l 2 1P m) @

da k — oco. Antag nu att Newton-Raphsons metod ger en talf6ljd sadan att klim Pk = D.
—00

=

Da enligt ovan

i 1 _ o 117)

koo [eg|? 211 (p)]
och C # 0 om f"(p) # 0. Per definition &r Newton-Raphsons metod kvadratiskt konver-
gent. Detta visar att Newton-Raphsons metod for enkelrotter i allménhet ger en andra
ordningens talfoljd.

Antag nu att I 4r en omgivning av roten p sadan att

11 f"(y)
2| f(z)
Om py, € I, sa foljer det da av (Q) att

leri1l < Mej, <= [Megia| < (Mey)®

<M, forallaxel,yel.

Antag att |Meg| < 1 och att intervallet [p — |eg|,p + |eo|] 4r en delmingd av I. Genom
induktion kan vi visa att
k
[Mepi1| < [Mey|* < (Mleo|)?
Harav foljer att Newton-Raphsons metod konvergerar under forutséttning att pg véljes

tillréckligt néra roten p, dvs om
|Meo| = M|po —p| < 1.

Foljande kommentar illustrerar den snabba konvergensen.

Kommentar. Aven om M|eq| endast ligger ndgot under 1 far vi efter nagra steg ett mycket
snabbt avtagande av felet. Om t ex M|eg| = 0,9 och M = 1 blir |ex| for k = 1,2,3, ...
begransad av

0,81;0,656;0,44;0.19; 0, 036; 0,0013; 0, 000016, ...
For k > 6 fordubblas approximativt antal signifikanta decimaler for varje iteration. Saledes
ar Newton-Raphsons metod en snabbt konvergent metod.

For att fa en klarare bild av konvergensegenskaper hos Newton-Raphsons metod réknar
vi nagra konkreta exempel.

Exempel. (i) Vi skall studera konvergens av Newton-Raphsons metod for att losa ekva-
tionen 2 = ¢ > 0, dvs f(z) =22 —c=0.

2
Py —¢C 1
o 2(pk+6/pk)

8
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Vi kan dessutom bevisa att den konvergerar for alla pg > 0. Forst notera att

1 1 1
Prt1 — Ve = =(pe + ¢/pk) — Ve = —(Pz —2ppve+c¢) = =—(pr — Ve)2 >0
2 2pp 2pk

dvs pr41 > /e for alla k > 0 och
Lo 9
Pet1 =Pk = —5— (P —¢) <0
s 0 =)
Sa foljden {py} &r stringt avtagande och nedat begrinsad, p; > --- > y/c. Dérfor konver-
gerar iterationen for alla py > 0.

Notera att om py < y/c sa kommer p; > +/c efter en direkt utridkning.

(i) Lat f(z) = arctanz. Da p = 0 &r en 16sning till f(z) = 0. Newton-Raphsons interation

ar
Prt1 = pi — (1 4 pi) arctan py.

Om vi viljer py sadant att

2|po|

14 p}

arctan |pg| >
da divergerar talféljden {|px|}: lm [pg| = oo.
k—o0
(iii) Det kan kanske ge intryck att Newton-Raphsons metod konvergerar om man har goda
startvirden. Det &r tyvérr inte alltid sa.

Om vi anviinder Newton-Raphsons metod for 16sandet av roten till /z = 0 blir vi ganska
besvikna. Har dr iterationen

1
P = PE = ¥Pk(3 \/P7) = Dk — 3Pk = —2p

Det &r en linjar iteration och vi inser direkt att talféljden genererad av denna iteration
oscillerar och divigerar for alla pg # 0.

2.3. Sekantmetoden. Newton-Raphsons metod behover derivatan f/(py) i varje steg. Vi

kan i stéllet approximera
y A

y:f(X)V
_ fok) = f(pr—1)

() =~
Pk — Pk-1
vilket ger
Pret = i — f(pry) 5!
" F k) — F(r) ”
med tva initiala gissningar pg och p; och P P (o

=Y

f(or) # f(pr-1)- Wm 2

For enkelhets skull infor vi notationen fi := f(pg). Nu skall vi hiirleda ett samband mellan
fel i konsekutiva ndrmevirden genom Newtons interpolationsformel med resttermen (se en
godtycklig litteratur om approximation eller numerisk analys t ex [7])

F(@) = fit (@ = o) ok 6] + (@~ pio) (o — pi) 5 1) (N1)
dér
f[pk—lapk] = Ma
Dk — Pk—1
9



och ¢ tillhor det minsta intervall som innehaller x, pi_1, pr. Forsummas hér resttermen,
erhalles sekantens ekvation och py1 uppfyller dérfor ekvationen
0= fr + (prt1 — 2&) flPr—1, P]-

Sétt nu x = p i Newtons interpolationsformel (NI) och subtrahera ekvationen for pg,1. Da
f(p) = 0 erhaller vi

(0~ prs) flpi1oma] + 5 (0~ pi)(p = PR (€)= 0

Genom att applicera medelvardessatsen far vi

flpe—1,p6) = f'(€)

dér ¢ ligger i det minsta intervall som innehaller py, pr_1. Varav foljer sambandet
"
€k+1 = 557 o CRCE—1-
21'(¢')
Av detta samband foljer att sekantmetoden konvergerar for tillrickligt goda startvirden
po och py, om f'(p) # 0 och f(x) dr tva ganger kontinuerligt deriverbar. Observera att om

vi later pr_1 — pr Overgar formeln for ett steg med sekantmetoden i formeln for ett steg
med Newton-Raphsons metod och vi aterfinner formeln (Q) i féregaende avsnittet.

Antag nu att sekantmetoden konvergerar. Nir k dr stort giller det att & ~ p, & =~ p, och

lek+1] = Cleg| - lex—1],

da C = % ‘lj}/,/((g ))|‘ . Nu forsoker vi bestdamma ordningen for sekantmetoden med en heuristisk
betraktelse utan ett strikt bevis med syfte pa att ge insikt. Vi ansétter pa forsok

lens1] ~ Klex|”,  [ex| = Kleg—1|”.
Inséttning av detta i foregaende ekvationen ger
Klex]” = Cley| K1Y |eg| '/

Detta giller endast om v = 1+ 1/v, dvs, v = 1(1£+/5), och C = K'*1/¥ = K¥. Man kan
visa att det till beloppet mindre roten %(1 —+/5) kan limnas utan avseende, och att

1
et = CYlerl, v = 5(1 +V5) (k> 1).

3. FIXPUNKTS ITERATION OCH ALLMAN TEORI FOR ITERATIONSMETODER

Newton-Raphsons metod och sekantmetoden kan uppfattas som specialfall av féljande
mycket allménna iterationsmetoder som ndmndes i forsta avsnittet. Alltsa dr pgy1 bestdmd
av

Pk+1 = ¢(pk7pk:717 "'7pk7m+1)

givet de forsta m start gissningarna po, ., ,, .pm—_1. Det kallas &ven m-punkts iterationsme-
tod.

Exempel. (i) Newton-Raphsons metod dr en-punkts iterationsmetod da
AC))
A
(ii) Sekantmetoden &r en tva-punkts iterationsmetod da
¢s(x1,22) =21 — f(21)

10
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Den allménna teorin for iterationsmetoder dr enklaste for m = 1. I detta fall har vi

Prt1 = O(Pr).-

Anmdérkning. Vi podngterar hér att synsitt pa en- eller flerpunkts iterationer &r relativt.
Alla m-punkts iterationsmetoder kan formuleras som ett system av enpunkts iterationsme-

T
Pk—1 DPk)

tod om vi infor tillstandsvektor pa foljande sitt. Satt () = (pk_m+1

Da giller att

2+ — @(x(k)) —

0
0

0 00
0 00

1
0

o o

1
0

z®)

T ex Sekantmetoden kan iterationen skrivas pa matrisformen

0 1

LD (0

0

) o + (¢s(

)

0

p(z®)

Saledes kan flerpunkts iterationsmetoder betraktas som enpunkts iterationsmetoder for

att 16sa system av icke-linjéra ekvationer.

Enpunkts iterationer kallas i litteratur fixpunkts iteration eftersom vi far p = g(p), vilket
innebér att p &r en fixpunkt av avbildningen g, om talféljden konvergerar mot p. I detta
avsnitt ska vi studera allménna teorin for denna klass av iterationsmetoder:

Pr+1 = 9(Pk)s

med startvirdet pg. Metoden é&r illustrerad nedan.

(F)

YA y=x YA y=x
(P2 P3) y = 8x)
ps = 8(p)

(plvpz) —
P =2(p) (Prs P2 P, = 8(p1) (295
ps=8(p) ) 21 = 200 (Po P1)
Py = 8(py) R (o> P ' 0 (Pr. p1)

y =gx)
P Ps P2 Po " Po P P "

Generellt far vi

(a)

e linjar konvergens ty

e om |¢/(z)| <m < 1 for alla x € [a,b] far vi konvergens

(b)

prt1 — ol = lg(pr) — 9(0)| = |g"()||pr — p| for nagot &

mellan pgoch p.

Vi skall nu bevisa det sista pastaendet. Men innan vi gar vidare for strikt analys av
konvergens visar vi med féljande exempel hur iterationsfunkionen kan konstrueras.



Exempel. (i) Hitta den positiva losningen till ekvationen z?

tal. Vi skriver om ekvationen

= ¢, dédr ¢ > 0 ar ett givet

5 c c 1/¢c
T :c(:x:—@Qx:ijx@x:,(,er)
T T 2 \z

Vi kan vilja

Sa en iterationsmetod ar

Pkr1i=5\ — TPk )-
* 2 \ pk

En snabb berékning visar att det & Newton-Raphons metod for att 16sa ekvationen f(z) =
0 dir f(z) = 22 — c. Derivering av g(r) ger
1 c
J(x) = 5(1 - x—Q) —  |J () <1,Vz:2® <c
Sa iterationen konvergerar och den gar mot /c.

Om vi istéllet sétter g(x) = ¢ eftersom z = g(x) dr precis samma som den givna ekva-

tionen, da ger iterationen en foljd, som studsar fram och tillbaka mellan py (for jamna k)
och 2/py (for udda k). Det vill sidga talfoljden konvergerar inte.

(ii) Ekvationen 23 — x — 5 = 0 kan exempelvis omskrivas som x = g(). Den har en rot i
nérheten av 1.9. Vi gor tre olika forsok.

(a) 2 — 2 —5 =0 <= 2 =23 — 5. Sa vi viljer g1(v) = 2° — 5;
(b) 23 —2 —5=0 <= x = Jz + 5. Vi viljer g2(z) = ¥z + 5;
()3 —z—-5=0+=z= % Vi viljer g3(r) = .
Vi skall bevisa att det &r bara (b) som genererar konvergent talfoljd lite senare.

Dessa exempel visar att det finns manga olika individuella sétt att behandla dem, vissa
ar bra, vissa dr mindre bra eller daliga. Det finns inte en universal metod for alla.

Nu skall vi bevisa foljande sats.

Sats. ([7]) Lat J = {z : |z — p| < p}. Antag att x = g(x) har en rot p. Antag vidare att
g (z) existerar i J och |¢'(z)| < d < 1. Da gdller, for alla po € J att

() pred, k=0,1,2,...
(2) pr. = p di k — oo,
(3) p dr den enda rot i J till x = g(x).

Bewis. (1) Vi har
pr—pP=g9gPr_1) —g(p) medelvirdessatsen
=g (&)(pr—1 —p) for nagot £ € J
= |pr —p| <dlpr—1 —p| < dp < p=z® e J.

(2) Induktivt kan vi upprepa olikheten |px — p| < d|px—1 — p| vidare:

e — pl < dlpr—1 — p| < P|pp— —p| < -+ < d¥|po —p| = 0
tyd<1.= pp —p.
(3) Antag att det fanns en annan rot p’ € J. Da har vi

P —pl=19(p") —9)| = |g'(©)|Ip" — p| medelvirdessatsen

= —pl <dp' —pl <P —pl=p =p
12



Av denna motségelse f6ljer pastaendet (3). O
Anmdrkningar:

(i) Existens av roten p behover egentligen inte antas med lite modifiering av satsen. Vi
kan létt bevisa en mer allmén sats:

Sats. Antag att g(x) dr kontinuerlig pa det slutna intervallet [a,b]. Antag vidare att [a,b]
avbildas i [a,b] av g; dvs, Vz € [a,b] g(z) € [a,b]. Da finns en punkt ¢ € [a,b] sa att
g(c) =c.

Beuvis. Satt f(x) := x — g(x). Sa den &r kontinuerlig pa [a, b]. Eftersom g(x) € [a, b] for alla
x € la, b, g(b) € [a,b]. Da g(b) < b < f(b) > 0. Pa samma sétt f(a) < 0. Enligt satsen
om mellanliggandevirden fér kontinuerliga funktioner pa slutna intervall maste det finnas
c€la,b] saatt f(c) =0 < c=g(c). O

(ii) Om malet &r att approximera p med en tolerans € > 0 dvs |pr — p| < € sa kan vi se
hur stort k£ som behovs for att uppna malet. Vi har sedan tidigare uppskattningen

ok —p| < d¥po—p|, k>1

Eftersom vi inte kénner till p vill vi skriva om |pp — p| sa att vi kan anvénda de kénda
talen i uppskattningen. Detta gors pa foljande (standard) sétt.

Ipo — p| < [po — p1l + [pr — p| = [P0 — 1| + [9(po) — 9(p)| < |Po — p1| + d|po — p|

Ip1 — pol i
1—d 1—d

Slpo —p| < = |pr—p| < Ip1 — pol

For att fa [pr — p| < e kan vi soka K sa att ldfkd|p1 — po| < e, vilket ger

d’“<6(1_d)—s>/c>lln[(l_d>6
lp1 — pol

=: K,
= |p1 — pol ~ Ind ]

Dvs, det behovs K steg for att uppna det dnskade tolerans.

(iii) Pa liknande sétt som gors i beviset av satsen kan vi visa att det finns ett & > 0
sadant att g(px) € J, © # p, om |¢'(p)| > 1. Detta kan enkelt bevisa genom linearisering
av iterationsfuktionen i p eftersom |¢'(p)1| > 1 forokar fel varje steg med faktorn |¢'(p)|.
Det ger oss ett villkor for att avgéra om en fixpunkts iteration divergerar. Nu atergar vi
till Exempel (ii) fore satsen.

Exempel. (aterbesok) Iterationsfunktionen go(x) = +/z + 5 genererar en konvergent
talfoljd eftersom
1

, 1
|ga ()] = gW

Iterationsfunktionen g1 (z) ger en divergent talfsljd eftersom ¢f(1.9) = 3-(1.9)? > 1. Till
sist

< 1,Vx

19 19 19

5(1.9)] = > =—>1
9500 =T =7 > @z = 9

vilket visar att talféljden genererad av g3 divergerar.

(iv) T termer av teori for dynamiska system kallas fixpunkten p med egenskapen |f'(p)| >
1 och |f'(p)] < 1 for hyperboliska fixzpunkter. Den forsta typen kallas fér aysmptotiska
respektive den andra for repellera. Dessa egenskaper kan understkas grafiskt. Vi ritar upp
funktionen f,(x) = (1 — a)z + az® ([5]) for (a) a = 0.7 da fixpunkt 0 éir en attraktion och
0 < f1(0) < 1; (b) a = 3.1 da fixpunkt 0 &r en repellor och —1 < f/(0) < 0;

13
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(v) Vi poéngterar dven att dynamiska beteenden inte &r begrinsad till konvergens, di-
vergens, eller oscillation. Vi kan dven se mer komplicerad beteende som kaos. Vi gor en
sa-kallad bifurkations diagram for iterationsfunktionen i féregaende anmérkning. Bilderna
dr genererad med GraphicalAnalysis.m i Mathematica [6] for a = 3.1.

/]

05

=05

051

Bilden till vénster visar att foljderna ge-
nererad fran 0.1 respektive —0.1 har ett
aterkommande beteende. Om vi gor en gra-
fisk analys for iterationen f2 := f,(fa()) re-
spektive f3 = fo(fu(fa(+))) ser vi att de gar
mot fixpunkterna x = f2(x) (Bild (d)) re-
spektive z = f2(x) (Bild (e)). Dessa punk-
ter kallas for periodiska punkter. For att kun-
na se hur variation av a paverkar dynamis-
ka beteende ritar vi upp ett bifurkations dia-
gram (Bild (f)), vilket illustrerar att iteratio-
nen har en fixpunkt mellan 0 < a < 2 sedan
fordubblas perioden mellan 2 < a < 3 och
perioden fortsatter fordubblas tills a &r néra
3.4 da ar det svart att se hur punkterna ror
sig (Bild (g)). Studier av sadana beteenden

uteldmnas.

I
0.5

14



0.5

-0.5

4. KONVERGENSORDNING

I beviset av konvergensegenskaper hos fixpunktsmetoden har vi

i —p =9 (&) (pr—1 — p), for nagot £ € J,

vilket innebér att de allmdnna iterationsmetoderna har linjir konvergens om inte g &r
speciellt konstruerad. Men vi vet att Newton-Raphsons metod &r ett speciellt fall och den
konvergerar kvadratiskt. Lat oss analysera nirmare denna metod och forscka finna vad

som ligger bakom hoégre konvergensordning, dvs vilka egenskaper hos g = = — % som

paverkar konvergensordning. Forst &r det inte svart att inse att

J(x) = @) ") = ¢'(p) =0 (p &r en rot till f(z)=0)

(f"(x))?
om f’(x) # 0 och f &r tva ganger kontinuerligt deriverbar. Sétt detta villkor i iterationen
pr+1 = g(pr) och Taylorutveckla g(px) i p

9"(&
pher = 0(0) = 90) + 4 )k — ) + L
!
=p+ 9 2(5) (pr. — p)?, ( nagot & i det minsta intervallet som har py, p)
"(£) lpk+1 —pl _ 9" (p)
2 . Pr+1 — P g \p
& —-p= - = 1 = 0
Pr+1 =P = "5 (Pr — p) R ——p 5 7

Alltsa har Newton-Raphsons metod kvadratisk konvergens.

Observera att det &r ¢’(p) = 0 som har hojt konvergensordningen eftersom termen (py, —p)

forsvinner i Taylorutvecklingen. Sa det &r inte svart att bevisa att om %(p) = 0 for alla
j =1,..v—1 ger iterationsmetoden konvergensordning v. Detta betyder att om f”(p) =0

sa dr Newton-Raphsons av minst ordningen tre.

Man kan kanske tro att det &r svart att konstruera iterationsmetoder av godtyckligt hog
ordning for 16sandet av ekvationen f(x) = 0. Det finns faktiskt flera generella metoder for
detta. Nagra forslag for konstruktion av g for hogre ordnings konvergens finns i boken [7].
Har ar ett exempel.

Exempel. (En iterationsmetoder med konvegensordning 18) Vi hirleder metoden utan
strikt analys. Lat f vara en tillréickligt reguljiar funktion och f(z) = 0 ha en enkelrot a.
Vi delar problemet i tre steg

(i) Vi vet att Newton-Raphsons metod &r en forsta ordnings approxmiation for f kring
x = «; dvs vi 16ser ut h ur ekvationen

0= f(z+h) = f(z)+hf (),
15



vilket dr h = —f(x)/f'(x) forutsatt att f'(x) # 0 i roten «. Da har vi
2 = g(a9),

dér ¢(z) = x— f(x)/f'(x). Vi skall hérleda en iterationsmetod som har kubisk konvergens-

ordning med samma idé, dvs bestim funktionen ¢; sa att z(*+1) = (bl(a:(k)) konvergerar
kubiskt.

(ii) Vi ska hirleda en iterationsmetod av kubisk konvergensordning med hjilp av funk-
tionen g(z) = f(x)/\/|f'(z)]: F+D) = ¢o(x*)). Vi ska hitta om det finns nagon relation
mellan de hir tva metoderna.

(iii) Vi bevisar att konvergensordning dr 18 om vi kombinerar Newton-Raphsons metod
med (i) och (ii):

w® =o(@®) y® = ga(w®) 2V =g (V).

Vi demonstrerar hur dessa fungerar i tre steg:

(A) Antag att f dr tva ganger kontinuerligt deriverbar. Newtons iteration kan ses som en
forsta-ordnings metod (eller lineariserings metod). Det #r mojligt att ga ett steg lingre
och skriva en extra term i Taylorutveckling:

2
Flao+h) = F(&) + hf' (@) + o (@) + O(°).
Nu soker vi h sa att
2
Jla+h) = 0% [(a)+ hf'(a) + o (@)

Vi tar den minsta losningen f6r h (vi behdver anta att f'(z) och f”(x) inte &r lika med
noll)

) f'(x)?

Eftersom vi soker ett nollstélle till f sa kan vi betrakta f(z) litet. Det dr dérfor onodigt
att anvianda kvadratroten. I stéllet kan vi Taloyutveckla den till andra-ordningen:

RN 3y qar p = 2 @@
L=VT—n=5+ 5 +00°), dirn= f(x)?

L@ (1_ 1_2f(x)f”(rv)>

1"

W J@) (L f@rw)
f'(x) 2f"(x)?

Forsumma hogre ordningstermer far en iterationsmetod

(&) Fa®) (™)
x(k+1)—m(k)_f,<(g;(k)) 1+ Zf'(x(k);

Satt
o1(z) =2

@ (), 1@
f'(z) 2f'(x)* )

Denna iterationsmetod har kubisk konvergensordning eftersom ¢} (a)) = ¢/ () = 0, vilket

foljer fran foljande berdkningar

16



F(@)? (SO (@) f'(z) — 3f"(x)?)

2f!(x
) — @ (2@ @ 27 D@ @) 4 @ (@)D @) =67 (@)) 9T @) @) @) )
27
(B) Notera att g(z 2)/+/TF@)] = 0 och £(z) = 0 har samma rot. Applicera Newton-

Raphsons metod pa g fas
x(k+1) _ x(k) _ g(:z:(k))
g'(x®))’

Sa ¢o(r) = gg,((?). For att undersoka konvergensordning beriknar vi ¢'(x)
2f’( 2= f(@)f"(=)

TN ]
Inséttningen av detta uttryck av ¢'(x) och g(x) ¢a(x) ger
o) - 2/(2)/'(2)

- 2f(2)? — f(a)f"(x)
Metoden konvergerar kubiskt pa grund av att ¢f(a) = ¢4 (a) = 0, vilka fas av

& (z) = f($)2 (Sf”(x)z _ 2f(3) (ﬂf)f’(x))
2 (F(@) (@) — 2 (@)

dh(@) = 2/(@) (F@2fP @) @) = 4fD@)f @) + £ @) (6 (2)* = 2f (@)D (@)
12 (@) O @) (@2 () + f(2) f @) (-2 @) f O (@) = 120" (@) + f@) D (@) " (@))) /
(2f/(2) = f(2)f"(2)"

For att hitta en relation till (i) kan vi skriva om ¢9(x) till foljande form:

@) (S @
o) = 15 (- 165 57)
Applicera Taylorutvecklingen (1 — 7)™t =1+ 71+ O(n?) pa andra termen i ¢o(x) far
_ . f@) f(@)f"(x)
== gy (1 i)

vilket &r ¢

Kommentar. Metoden som hérleds i (i) dr fran Householder [4] medan den i (ii) &r fran
Halley [8].

Kommentar. Ett annat sétt att konstruera av hogre konvergensordning iteration ar att
skriva

h2
204D =50 gy o TE 4 RO iy

3
diar hy, = —f(z®)/f'(z®)) &r given av Newton-Raphsons metod och (aék),aék), ...) ar

reella parametrar som vi kan estimera for att minimera virdet pa f(z*+1):

h}
faD) = f (a:(’“) L >

17



2 3
Vi antar att f &r tillrackligt reguljar och hy + agk) Z—’f + aék) %’f + - .- &r litet. Taylorutveckla
fizt

h2 h3
P = ) + (a5 ) )

h2 h3 2 eng.(k)
+<hk+a§k)’“+a§,k)’“+---> f(;c .

2 3!
och eftersom f(z(®)) + hy, f/(z*)) = 0 har vi

2 3
F0) = (o 7@ 1 @) B (ol @9) + 308 71) + 719)) T po(a)

Ett bra val for al(k) ar att kancellera sa manga termer som mojligt sa vi kan t ex vélja

w _  f"(@®)

T FE®)
) _ L@ O @D) + 31 (@)

A J ()2

S0 _ = @O E0) 41070 (@ 0) O @0) 1577 ()
) _

G

Slutligen blir iterationen

h h?
g* D) = k) 4 hy (1 + agk)—k + aék)—k + - )

2! 3!
* f(x(k)) . f”(x(k)) f(x(k)) N 3f”(x(k))2 _ f/(x(k))f/"(x(k)) f(m(k)) 2
- f(a®) 2f'(x®)) f'(2(M) BLf! (x (k)2 f'(@®)
Om vi slutar i agk) och sétter aflk) = aék) = ... = 0 har vi fjirdeordningens metod:
e _ o @) [ W) @) spa®) - pa®)ra®) (ra®))’
Fa®) {7 2f(2®) fr(2®) 317 (x (k)2 F/(®)

Om vi dessutom forsummar a:(}k) far vi tillbaka Householders kubiska metod.

Det dr ocksa mojligt att hitta uttryck for (aik), aék), ...) och definiera femte-, sjétte-, sjun-
deordningens iterationsmetoder.
u ska vi kombinera Newton-Raphsons meto 1) och (11) 1 tre steg: givet x or
(C) Nu ska vi kombinera N Raph d, (i) och (ii) i g: givet 20, f
k=0,1,2,3,...
(k)
w® — e FE)
f'(x®))
Y k) _ 2f (w®) f' (w))
2" (k)2 — f(w®) f (w®)

LR (k) f(y(k)) 1+ f(y(k))f”(y(k))
T rem) 21 W7 )
Notera att det dr en ganska vanlig metod i numeriska metoder for att forbattra algoritm.
En sadan kombination kallas predictor-corrector metod. 1 det hér fallet anvinds Newton-

Raphsons metod som en predictor och metoderna (i) och (ii) som en corrector.
18
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Vi underséker konvergensordning av denna iteration. Sitt e = 2(®) — . Vi antar att f r
tillrsickligt reguljir. Taylorutveckla f(z®) och f/(z®) i a

2 3 4
F@®) = f(@) +exf'(a) + L f"(0) + () + FFD(a) +

—
Fa®) = fla)lex + caek + eael + cac + -] (1)
(™)) = f(@)[1 + 2caer, + 3cse} + dege + - - -] (2)
dér ¢, = 7 f}/;((;)V)’ k=2,3,.... Fran (1) och (2) har vi
w®) = o+ cxef +2(cs — 3)ef + - (3)
Inséttningen av W = w®) — /i (3) ger
W = coe2 4+ 2(c3 — c3)e} + - -- (4)
Taylorutveckla f(w®), f/(w®), f(w®) i a:
Fw®) = F(Q)[W + caW? + csW3 + e, W + - -] (5)
Fw®y = F(Q)[1 + 22W + 3esW? 4+ de,W3 + -+ -] (6)
F(w™) = f(@)[2c0 4+ 6e3W +12¢4W?2 + - -] (7)
Kombinera (2)-(7) fas
v = a+ (G —e)W? (8)
Vidare utvecklar vi f(y®), f'(y®), f"(y*) i a
F™) = F(@)(c3 = )W + ea((B — ea)W?)? + ea((c3 — ea)WP)P + -] (9)
F'y™) = f( @)1+ 2¢2((c3 — e3)W?) + 3es (3 — e3)W?)? + dea((c5 — ea)W?)? +- '('1}0)
F(y™) = f'(@)[2e2 + 6es((c3 — ) W?) + 12¢4((5 — ea)W?)* + -] (11)

(8)-(11) tillsammans med (3) ger
o = o+ (G — e)W* — [(65 — cg)W?’ + (=263 + c3) (65 — ea)WP)’ + -]
=a+ (262 — c3)(c3 — e3)’W? +
= a+c3(2¢3 — c3)(ck — c3)%e}® + O(ef?)
—
err1 = 5(2¢5 — e3)(3 — e3)’e’ + O(e).

Det visar att iterationen med tre steg har konvergensordning 18.

5. ATT ACCELERA KONVERGENS: AITKENS A?-METOD

Ett annat sédtt att gora konvergens snabbare &dr extrapolation. Den ger inte nédvéndigt
hogre konvergens ordning. Vi gar tillbaka till beviset for konvergensen. Det foljer att
Pk — P
——— =~ ¢(p)
Pi+1—P
och om ¢/(p) # 0 da p,, — p bildar ungefirligt en geometrisk serie. Dvs {py} konvergerar
mot p liknar

Pkt1 — P = h(pr — p)
19



med faktor h , |[h| < 1. Da kan h och p bestdmmas fran pg, pgi1,Prr1 genom

Pir1 — P =h(pe —p), Pry2 — P = h(Prs1 — D).
Los ut A och p far vi

o Phtl = DPhet _ PRP4L = P
Dit1l — Pk Dtz — 2Dk+1 + P}
Definiera Apy = ppy1 — pr- Da A’pp = Apry1 — App = prya — 2Pkt1 + P}, vilket ger
pzpk—(pr%
AZpy

Aitkens A%-metod fas med denna formel. Talfgljden {py} 6verfors till en ny talfslid {p}}
med Aitken extrapolation.

(Apg)?

Apy

Férdelen med den hér omskrivningen &r att {p}.} konvergerar mot p snabbare &n {py} gor
om {pi} beter sig asymptotiskt som en geometrisk serie. Med detta menas att det finns
ett h, med |h| < 1 sadant att pi # p da giller att

Prt1 — e = (b + o) (pr — ), kli_{glo o, = 0.

Pl =K —

Nu ska vi studera konvergens av {p) }. Lat e, = p; — p. Enligt antagandet ovan géller att
ek+1 = (h + dg)ex. Da foljder att
P2 — 2Dk41 + D = €2 — 26541 + e

=(h+ 0rt1)ent1 — 2(h + dp)er + ex = (h + Opy1)(h + O )er, — 2(h + dp)er + ex

=ex((h+ 0py1)(h+ 6) — 2(h + ) + 1) = ex((h — 1)* + pg) diir p — 0
och

Pht1 — Pk = €kr1 — e = ex((h — 1) + 0)
Darfor
Prt2 — 2Pkt1 + Pp # 0

for tillrickligt stort k eftersom ey # 0, h # 1 och pui — 0. Detta visar att iterationen for
p}, ar véldefinierad och

h— 1) + 5k>2
f e — o M D)+ 00"
O e
for tillrackligt stort k, vilket medfor att
r _ 2
limMZIim 1_M =1—-1=0.
k=0pr —p k=0 (h—1)% + ug
Med andra ord konvergerar {p)} mot p snabbare &n {py} om p, — p &r linjért. Annars

konvergerar {p,} generellt inte for att om {p} konvergerar mer &n linjért sa kommer
nimnaren att ga mot noll snabbare &n téljaren och da gar gransvirdet mot odndligheten.

A andra sidan kan vi utnyttja py for att konstruera foljande snabb iterationsmetod genom
att sitta
p;{: = (rb(pk)a p% = ¢(p;c)a k= Oa ]-7 27
/
Phit = b — P
Py — 20) + P

Den nya metoden &r

_ 2(6(6(x) — B(e)?
o(6(x)) - 20(a) + @

20
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Vi skall bevisa att p dr en fizpunkt till ¢ dr ekvivalent till att p dr en fixpunkt till 1.

Sjalvklart att p ar en fixpunkt fér ¢ om den ar en fixpunkt for 1) eftersom, per definition

¥(p)(3((p)—26(p)+p) = p(d(d(p)—d(p)* & (V(p)—p)(d(d(p))—26(p)+D) = (8(p)—p)*.

Omvént om p = ¢(p) ser vi att 1h(p) ar obestand form av typ 3. For att komma runt detta
problem berdknar vi gransvirdet ¢(z) da x — p under villkoren ¢(x) &r differentierbar i
x = p och ¢/(p) # 0. Med hjilp av L’Hopitals regel
) ) x)) +xd (¢p(x))d () — 2¢(x)d (x +p¢' (p)? — 2p¢’
) = Tim () = 1 A TGN ) 2000 @) _p 90~ 200/ 0) _
z=p 2>p ¢ (o(x))¢' (z) —2¢'(x) + 1 1+¢'(p)* —2¢/(p)
Var nésta uppgift dr att undersoka konvergensegenskap. Vi ngjer oss med fallet dér ¢ ar

tva ganger kontinuerligt deriverbar i en omgivning av p och ¢/(p) # 1. Vi skall bevisa att
-iteration #r kvadratisk genom att bevisa att ¢/ (p) = 0. En direkt beriikning ger

oy = OO~ 9@ (o) o)
¢(6(2)) — 2¢(z) +a d(p(r)) —20(x) +
Infor F(z) := ¢(x) — z, dvs F(z) + 2 = ¢(z), och F(p) =0, da
P(¢(x))=0(x) = F(¢(x))+¢(x)=¢(z) = F(F(x)+1r) = ¢(¢(2))=20(2)+2 = F(o+F(x))-F(z)
Saledes

ey
V@) =T e F ) P
Taylorutveckla F(z + F(z)) i x:
F(z+ F(x)) = F(z) + F'(x)F(z) + %F”(f)F(m)Q, for nagot € mellan z och z + F(x).
AR P+ PO R
o) F(x)
=T R e
_ Y@ - T PR P
T—p T—p

t=p  Flo)+3F(OF @) Fp)
da z — p. I berdkningarna ovan har vi anvint F(p) = 0, F'(p) = ¢'(p) — 1 # 0. Detta
medfor att ¢-iterationen ar kvadratisk.

Vi avslutar detta avsnitt med féljande kommentar: ¢ -iterationen dr kvadratisk konvergent
dven om |¢'(p)| > 1, vilket betyder att ¢-iterationen divergerar.

6. ATT HITTA ROTTER TILL POLYNOMEKVATIONER MED NEWTON-RAPHSONS METOD

Betrakta polynomet 7(x) = agz™ + ayjz" ! + - - + a,. Da ir Newton-Raphsons iteration
for att soka en rot p:
7 (px)
™ (pr)
Med andra ord behéver vi beriikna virdet av polynomet 7 och dess derivata 7’ i pg. De
kan fas pa foljande sétt: For x = &:

m(€) = (- ((ao€ + a1)€ + az2)§ + -+ )§ + an.

21
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Det kan beskrivas rekursivt pa formen

by := ag

b =bi_1{+a;, t=12,...,n
Fran detta

(&) = by
Detta dr Horners regel. Om polynomet m(z) delas med x — £ har vi efter polynomdivision
m(x) = (x = &)m(x) + bn
dar
71 (x) i= box" ' F by 2 -+ by

(Vi kan ocksa visa ovanstaende pastaende genom att jimfora koefficienterna i denna ek-

vation.) Foljaktligen

() =m(x)+(@-mi(x) = 7§ =m(€) = (- (bo€+b1)§+az)é+- - )E+bp1.
Pa samma sétt som for beriikning av m(§) = b, kan vi bestdmma 7/(§) = ¢,,—1 dér
co := by
cG:=c_1E+b;, 1=1,2,...n—1
och nérmevirde till roten p fas av
by (k)

Pk+1 =Pk — — ~-
cn—l(pk)

7. STURM-POLYNOMFOLJDER

Vi har studerat konvergens av iterationsmetoder och tillimpning i 16sandet av polyno-
mekvationer. For att kunna fa en konvergent talféljd behover vi ett startvirde som kravs
néra den sokta roten. Men i allménhet vet vi inte var roten ligger exakt. Detta avsnitt kan
ses som en del forsok att lokalisera reella rétter med hjélp av polynomkoefficenter.

Lat g(x) vara ett polynom av grad n,

q(x) = apx™ + a1zt + -+ apn, ag #0.

Det &r mojligt att bestimma antalet reella rotter av ¢(x) i ett specificerat omrade genom
att undersoka antalet teckenfordndringar for vissa punkter x = a i en f6ljd av polynom
gi(z), i =0,1,...,m, av avtagande grader, t ex [2].

For att béttre formulera problemet infor vi foljande definition.

Definition. (Sturms polynomfiljd) Polynomfsljden
q(z) = qo(2), 1 (@), ..., gm (@)

av reella polynom &r en Sturm polynomfsljd for polynomet q(x) om:

(a) Alla reella rotter av go(x) &r enkla.

(b) signgi(§) = —signg,(€) om £ dr en reell rot av go(x), dér sign star for tecken.
(¢c) Fori=1,2,..,m—1,

qi+1(£)gi-1(§) <0

om & ér en reell rot av ¢;(x).

(d) Det sista polynomet g, (x) har inga reella rétter.
22



Exempel. Lat

qo(x) == 325 + 82% — 32° — 1822 — 62 + 4

q1(x) == —152% — 3223 + 922 + 362 + 6

go(x) == —116/25 + 241 /25 + 24622 /25 + 3462° /75

g3(z) := —179400/29929 — 625950 /29929 — 36315022 /29929
qa(z) 1= 816582836/146531025 + 744633522 /16281225

gs5(x) := —25617603025/17368576854

Lite rikningar med hjilp av Mathematica visar att go(z) har fem enkla reella rétter

51 = _2) 52 =-1 763 = 1/37 54 = _\/57 55 = \/57 och

qo(z) = (=8/75 — 2/5)q1(x) — pa(z)

q1(x) = (—=75/59858 — 11252/346)g2(x) — ¢3(x)

q2(z) = (—342028612/2197965375 — 51777172 /13618125)q3(x) — qa(x)

q3(z) = (—928954191549375/693098848884488 — 2956263429375x/1114306831004)g4(x) — g5(x)

Dérav uppfyller villkor (b) i definitionen. Sjélvklart géller att signg;(§;) = —signg)(&),
for i = 1,...,5 eftersom ¢1(x) = —¢{(x) och det finns inga rétter hos det sista polynomet
gs. Sa polynomfoljden ar en Sturmfsljd.

Forst visar vi att vi kan konstruera en Stums f6ljd for ett polynom med alla enkla reella
rotter w(z) pa foljande sétt.

Exempel. (Euklides algoritm) Definiera
mo(z) = m(z), m(z) = —7)(z) = —7' ().
Bilda nu rester m;4+1(z) rekursivt genom att dela m;—1(x) med m;(z):
mi—1(x) = qi(z)mi(x) — eimipr (), 1 =1,2, ...

dér graden av m;(x) &r storre dn graden av m;+1 () och konstanterna ¢; > 0 men for 6vrigt
godtyckliga. Vi inser omedelbart att denna procedur adr Euklides algoritm. Pa grund av
polynomens grader avtar tar divisionen slut efter m < n steg:

Tm—1(2) = gm(2)7m(2), () Z 0.

Det sista polynomet 7, (x) dr den storta gemensamma delaren till de initiala tva polyno-
men 7(x) och 71 (z) = —7'(x). Om alla reella rétter till 7(z) ér enkla sa har 7(z) och 7/(z)
inte gemensamma, rotter. Alltsa har 7, (x) inga reella rétter och da dr villkor (d) uppfyllt.
Om 7(§) = 0 ger algoritmen m;_1(§) = —¢;mi1(§). Antag motsatsen att § &r en rot till
mit1(z) = 0, dvs, mi41(€) = 0. Da medfor Euklides algoritm mi41(§) = -+ = mn(€) =0, en
motségelse till 7, (£) # 0. Alltsa &r villkor (c) uppfyllt. De dvriga tva villkoren &r triviala.

Sturms f6ljder dyker upp naturligt i manga sammanhang, t ex i moment problem [1] eller
i tillimpningar (se t ex exempel i avsnitt 9.1). Vi betraktar foljande Jacobimatris (en
symmetrisk tridiagonalmatris)

a1 o
B2 g - O
0 - - B

Bn o
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ar B
B2 ag - 0
Beteckna determinanten till delmatriserna J; — zI, m;(x), dar J; = . ,
0 - - B
Bi i
i=1,2,...,n. Det &r sjalvklart att
T () = aq — .

ar—z B
B2 aa—x

Om vi sétter mp(x) := 1. Da erhalls

2

ma(x) = = (ag —)(1 — ) =

ma(x) = (ag — x)mi(x) — B3mo(x)

Nasta polynom blir

] — T ﬁQ 0 a1 — T ﬂ a1 — I 0
) = 502 0425;33 agﬁix = (=) 152 04231' P 152 B3

= (a3 — x)m2(z) — fimi(z)
Gissningsvis borde vi fa
mi(z) = (04 — 2)mi_1(x) — BPmio(x), i=2,..,n

Detta kan bevisas med hjilp av induktion. Vi har redan bevisat att likheten giller for
¢ = 2 och 3. Antag nu den giller for ¢ = k. Da berdknar vi determinanten genom att
utveckla den langst sista raden

ar—z o

Ba  ag—x - 0
0 S Br+1
Bry1 Qpp1— T
ap —x B9 ap —x 1))
B2 ag—x - 0 By  ag—zx - 0
=(at1 — ) : - + (=D)MEB : :
0 I B 0 © Qg1 — X 0
Br o —x B 5k+1
ag—x P
,62 ap — T - 0
= (apq1 — 2)mp(T) — 51%+1 ’ ) )
0 S Br-1

Brk—1 Qk—1—xT
= (41 — 2)mp(2) — ﬁ1%+177k—1($)-
Déarav har vi bevisat:
Proposition. Polynomfsljden m;(x) dr definierade av féljande tre-termer rekursion:
mo(z) =1
m(r) =01 —
mi(z) = (0 — 2)mi_1(x) — BZmi_o(z), =2, ...,n.
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Vidare har vi rekursionen fér derivatorna av polynomen:

mo(z) =0
m(x) = —1
mi(x) = —mi1(2) + (g — 2)7i_1(x) — B27l_o(z), i=2,..,n.

Vart nésta mal dr att bevisa foljande egenskap hos m;(x):

Sats. Polynomfoljden m;(x) dr en Sturms foljd for alla reella tal o, B och B # 0, j =
2,...,m.

Bevis. Det &r uppenbart att det sista polynomet mo(z) = 1 inte har nagra reella rotter,
dvs, villkor (d) i definitionen &r uppfyllt. Det dr dven ganska litt att inse om & &r en reell
rot till m;(x) sa géller att, for i = 1,2,...,n

i1 (§)mi-1(§) <0

om f; # 0 eftersom rekursionen ovan ger

mi1(6) = (i1 — E)mi(€) — Biami-1(€) = —BEmi1(8).
Det visar att villkor (c) i definitionen for Sturms foljd dr uppfyllt.

Nu skall vi bevisa med induktion att alla rotter xgj), k=1,..6tll m(z),i=1,..,n &r
reella och enkla:

2> 2l > s gl
och rotterna till m;_;(x) respektive m;(x) separerar varandra strikt:
2l > g s g s g S s g0 S 0

Pastaendet &r trivialt for ¢ = 1. Antag nu att det &r sant for 4 > 1, dvs att rétterna x,(j)

och ac,(j_l) till 7;(z) respektive m;_1(x) uppfyller

xgi) (4) (i—1)

- . 4
> a2 > 2 5 i s s g 5 0

i

Av ovanstaende Propositionen () ér pa formen 7y (z) = (—1)*zF+- .. Graden av 7 (x)

(i—1)

ar lika med k. Da vet vi att m;_; (x) inte d&ndrar tecken for « > 27 /. Vidare har vi antagit

att alla rotter xfjfl) ar enkla. Sa foregaende olikheterna medfor

signm_l(:cg)) =(-1D)"** k=12, k.
Alltsa erhalles enligt rekursionen i Propositionen

7Ti+1(.’17](€i)) = —ﬂ?ﬂ'i,ﬂxlg)), k= 1, 2, ceey k.
Eftersom 82 > 0 far vi

Signﬂi+1($§j ) = (_1)i+k+17 k= 1727 ”'7i7

sign i1 (4+00) = (—1)"1, signm;yi(—o00) =1,

och 7;41(x) dndrar tecken i alla intervallen

[xgz)7 00)7 (—oo,xl(l)], [xl(clJ)rle(cl)]? k= 1, ey N — 1.

Saledes &r rotterna x,(jﬂ) till polynomet ;41 (x) reella och enkla och de separerar rétterna
wl(;) till 7 (x):
2 > 2 5 2t 5 50 5 s gl s gl

Dérav har vi bevisat att villkor (a) &r uppfyllt.
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Till sist skall vi kontrollera om villkor (b) &r uppfyllt. Vi vet nu att 7, (x) har enkla reella

rotter £ > & > -+ > &,. Fran tecken berikningar ovan och rekursionen for derivatorna
inser vi att

signm,_1(&) = (=1, sign) (&) = (—=1)" ™! = —signm, 1 (&)
for k =1,...,n. Sa &r beviset klart. O

Slutligen skall vi visa foljande sats som kan hjélpa oss att hitta en god initial gissning for
iterationsmetoder.

Sats. Antalet reella rétter till polynom w(x) = mo(x) @ intervallet a < x < b dr lika med
w(b) —w(a), dir w(zx) dr antalet teckendndringar i Sturms foljd mo(xz), m1(x), ..., T (x) 1
x.

Bevis. Beviset bygger pa undersokning av hur storningar av virdet a paverkar antalet
teckendndringar w(a) i foljden

mo(a), m(a), ..., mm(a)

Sa ldnge a inte dr en rot av nagon av polynomen 7;(x),i = 0,1,...,m, dr det sjalvklart
ingen fordndring. Om a dr en rot av m;(x), studerar vi tva fall: ¢ > 0 och ¢ = 0.

I det forsta fallet, ¢ < m enligt villkor (d) i definitionen f6r Sturms f6ljd, och m;41(a) # 0,
mi—1(a) # 0 enligt villkor (c)). Om ;(x) dndrar tecken vid z = a, da {or en tillriackligt liten
storning h > 0, kan vi stélla upp ett av foljande tecken tabeller for tecknen till polynomen
mia), j=i—1,4,i+1:

a—h a a+h a—h a a+h
i-1] - = = i—-1] + + +
1 — 0 + i — 0 +
i+1] + + o+ i+1] - - -

a—h a a+h a—h a a+h
1—1 — — — =1 + + +
7 + 0 — 7 + 0 —
i+1] + + o+ i+1] - - =

I varje situation, w(a—h) = w(a) = w(a+h): antalet teckenforéindringar férblir densamma.
Detta &r ocksa sant om m;(z) inte dndrar tecken vid x = a.

I det andra fallet, drar vi slutsatsen fran villkor (b) att foljande teckenmonster géller:

ila—h a a+h ila—h a a+h
0 — 0 + 0 + 0 —
1 - - - 1+ o+ 4

Vi ser nu att i varje situation w(a — h) = w(a) = w(a + h) — 1: exakt en teckenéindring
nédr vi passerar genom en rot av mo(z)?m(z).

For a < b och tillrackligt liten h > 0,

w(b) —w(a) =w(b—h) —w(a—h)
pekar pa antalet rotter av w(x) i intervallet a — h < x < b — h. Da kan h > 0 viljas
godtycklig liten, ovanstaende skillnad anger antalet rotter &ven i intervallet a < x < b. 0O

Vi avslutar detta avsnitt med en algoritm, intervallhalvering, fér att berdkna ¢ :te roten

till 7, () genererade av den tridiagonala matrisen (&1 > & > -+ > &,).
26



For x = —oo, har Sturms féljden i Propositionen teckenmonstret
+,+, e+

Saledes w(—o00) = 0. Av den foregaende satsen w(p) anger antalet rotter € av my,(z) med
& < p:w(p) >n+1om och endast om & < p.

8. UPPSKATTNINGAR AV ROTTER TILL POLYNOMEKVATIONER
Lat 7(x) = apz™ +a12™ t+- - ap_17 +a, dir ag # 0. Det finns manga sitt att uppskatta
i termer av koefficienterna ag, ..., a,,. Vi studerar tva av dem.

Sats. For alla rétter & till ett godtyckligt polynom m(z) = agx™ +a12™ '+ a,_ 17+ ay,
med ag # 0 gdller att

Qa Ay — a
|§i|§max{ =14+ = ! o1+ 1}

agn an an
|€i|§max 172 =

j=1190

Bevis. Vi overfor problemet till att uppskatta egenvéirden till matris pa formen (kallas
Frobenius companion matrix)

0 0 0 —co

1 0 0 —C1
C= ,

00 -+ 1 —cpo

Med hjilp av induktion kan vi visa att det karakteristiska polynomet till C' &r
X(@) = 2"+ o1z 4+ e + o
Och detsamma for C7.

Gershgorins cirkelsats [3] séger att alla egenvirden till denna matris ligger i union av
foljande diskskivor:
2] < col
2| <14 |¢l, j=1,....,n—2
|Z + Cn—l‘ <1
Den sista diskskivan ligger innanfor
2| <1+ el
Alltsa ligger alla egenvirden i omradet
|z| < max{|co|, 1+ |e1]y-.-y 1+ |en-1]}

Eftersom rétter till polynomet 7(z) dr samma som rétterna till 2" + Lo 4 .-+ 4 22 = 0.

Vi far den férsta uppskattningen med observationen att ¢; = aj/ag, j =1, ..., n.

an
ao
Observera att x(z) #r dven det karakteristiska polynomet till C7. Tillimpning av Gersh-
gorins cirkelsats igen, far vi union av féljande omraden fér egenvirdena

2| <1, |z+cp-1| <leol + |ei| + -+ + |en—2]
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Den sista diskskivan ar delméngd av

n—1
BN
7=0

Tillsammans har vi att egenvirdena ligger i

n—1
2] < max{1, " |c;|}
j=0

vilket visar den andra uppskattningen. O

Exempel. Lat 7(x) = 23 — 223 + » — 1. Rotterna ligger i
|z| < max{l,2,3} =3

eller
|z <max{l,1+1+2} =4

Da den forsta uppskattningen ger en tightare gréns.

9. ITERATIONSMETODER FOR ATT LOSA LINJARA EKVATIONSSYSTEM

Nér vi skall 16sa stora linjara ekvationssystem Ax = b sa dr direkta metoder sa som Gauss
elimination, LU-faktorisering inte lampliga. Lat oss forsoka 16sa ett ekvationssystem med
matrisen A av 20000 x 20000 med 1 pa diagonalen och likformigt slumpade tal mellan 0
och 10~ for de Gvriga element. Vi forscker foljande kod i Matlab

A=0.0005*rand (20000) ;

b=rand (20000,1) ;

for i=1:20000; A(i,i)=1; end;

x=A\Db

Da kan Matlab inte genomfora berdkningen. Det dr for stort! Det storsta problemet ar
kanske skalning vid stort konditionstal. Att bilda och faktorisera stora matriser dr ocksa
mycket kostsamt. Da anvinder vi iterationsmetoder. Om vi kan fa till en bra formulering
ar de ratt effektiva.

9.1. Ett modellproblem. Betrakta differentialekvationen
—u"(z) = f(z) for0<az<1
med randvillkor «(0) = u(1) = 0. Vi approximerar u”(z) med differens

o) = MW 2 b ule =B g

didr h =1/(N +1). D4 delas [0,1] i N sma intervall. Lat u; = u(ih), g; = h?f(ih). Vi har
ett ekvationssystem

—ui—1 +2u; —uiy1 =g;, i=1,...,N

up =un+1 =0
P& matrisformen

Tu=—g
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dar

2 -1 0 0 O

-1 2 -1 0 0

0o -1 2 0 0
T:

o o o - 2 -1

o o o0 - -1 2

Om vi vill 16sa ekvationen iterativt soker vi inte den exakta lsningen. Vi stker en 16sning
uw**1) som #r mer korrekt dn u(®): Men vi méste ha en maskineri for att generera den t ex

—uf®) + 2 - “z@l =95 t=1,..,N

Denna iteration &r Jacobis iteration. Vi kan naturligtvis ta en annan mojligt gammal vérde
—ugﬁtl) + 2u§k+1) - ugi)l =g, t=1,....N

Denna iteration dr Gauss-Seidels iteration.

Nu har vi iterationer. Men hur analyserar vi konvergens och feluppskattning? Det &r ratt
trassligt att angripa problem som ser sa hér ut.

Ett vanligt verktyg &r att skriva dem pa matrisform!

9.2. Splittringsmatris. Som tidigare nidmnt for att hitta 16sning for x = f(z) sa att
skapa en iteration z(*t1) = ¢(z(*¥) forssker vi gora liknande for Az = b.

e Dela matrisen A i tva delar: A = M — N dar M ska vara sa lik A som mojligt
men det ska vara ldttare 16sa ekvationssystem med M som koeflicientmatris (som
kanske inte &r sa med A). Mer precis far vi ett ekvationssystem Mx = Nx + b =
Mz + (b— Azx)

e En "naturlig”Iteration blir:

Mz ) = No® g 4 b eller ekvivalent 2+ = 2 — pr=1(Az®) — b)

Fixpunkten x* till iterationen dr 16sningen till Ax* = b. Det 4r nu ganska ldtt att uppskatta
felet. Lat e®) = z(k) — g*,

kD) — o) _ =1 Ae®) — (1 — pp1A)e®

= (V) < (1 - M7 AW < I - M A M)

Om ||[I — M~'A|| < 1 konvergerar iterationen. Men den omviinda #r inte sant. Ofta kan
vi uppskatta denna norm med spektral radie av matrisen I — M1 A.

Tva speciella uppdelningar.

e Jacobis iteration: M #r diagonalelement av A.
e Gauss-Seidels iteration: M &r triangulér matris med undretriangulira delen av A.

Exempel. Vi ska 16sa ekvationssystemet Az = b med iterationsmetod, dér

2 10 0 -1 30
0 -1 1 5 25
A=15 1 0 o b=11g
-1 0 10 0 70
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Idén &r att hitta ett limpligt sétt att dela matrisen till tva delar. Vi inser att varje rad har
ett dominerande tal och de dessutom ligger inte i samma kolonn. Da kan vi byta raderna
sa att vi loser ekvationen pa formen

) 1 0 O 10 5 0 0 O 0 1 0 O 10
2 10 0 -1 v — 30 N 0 10 0 O n 2 0 0 -1 v = 30
-1 0 10 O |70 0 0 10 O -1 0 0 O |70
o -1 1 5 25 0 0 0 5 0O -1 1 0 25
2 0 —0.2 0 0
a3 02 0 0 o
S o1 0o 0o o"
5 0 02 —-02 O
Gauss-Seidels metod med startvektor (0 = (2,3,7,5)T ger:
2—-0.6 1.4 1.356
m_| 2-02-14v015 | | 322 1 _ | 3150
. 7+0.1-1.4 714 | OB 7.136
5+0.2-322-02-7.14 4.216 4.203

Exempel. (En iterationsmetod for berdkning av matrisinvers) Vi anvénder oss av analog
for att beridkna heltalsdivison x = 1/¢q dér ¢ &r ett positivt heltal. Det &r samma som att
losa ekvationen f(z) :=1/x — ¢ = 0. Genom att tillimpa Newton-Raphsons metod far vi

Pe+1 = P — Pr(qpr — 1).

Nu antar vi att en kvadratisk matris A dr inverterbar. Vi ska 1osa matrisekvationen AX = I
med Newton-Raphsons metod. Da har vi iterationen

X1 = X + Xk;(f — AXk),

med en startmatris Xy sa att matrisfoljden konvergerar mot A~! kvadratiskt. For att
gransmatrisen ska vara inversen till A maste AX, = XA for alla k > 0 om AXy = XpA.

Siitt Ej, = I — AX,. Da
Boi =1 — AXpo1 =1 — A(Xp + Xp(I — AX))) =1 — AXy — AXy(I — AXp)
= (I - AXp)(I - AXy) = (I - AX;)? = B} = B3
Anvind en lamplig matrisnorm (se t ex [3]) kan vi fa en uppskattning
1B < [[Eol®" — 0 dé k — oo
om [ — AXy|| = ||Eo|| < 1, dvs AX) — I. Vi far dessutom

| Eryl

<1
[Pk

Sa konvergensen ar kvadratisk.

Kvarstar att bevisa AXp = XpA om AXy = XgA. Detta kan géras med matematisk
induktion. Vi har redan bassteget klart. Antag nu att AX; = XiA. Vi har

AXpi1 = A(Xg + Xp(I — AXy)) = AXy + AXp (1 — AXy)
= XA+ XpA(I — X3 A) = XiA+ Xp(I — AXp)A = (Xi + Xp(I — AXp)A = X 1A

S4 har vi bevisat att AXj, — I medfor att X, — AL
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