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English abstract

In this thesis Lindemann-Weierstrass theorem will be discussed. The the-
orem, its proof and some of its consequences will be explained.

Lindemann-Weierstrass theorem is in transcendental number theory useful
to determine if some numbers are transcendental. One of the consequences
of this result is that the classical constants pi and e are transcendental.

The purpose with this thesis is to explain the theorem, the proof and the
consequences in such a way that it could be easily understood by a reader
who studied mathematics about one year at a university level.

This will be done by explaining the background knowledge needed to
understand the theorem and go through the lemmas needed for the proof
of the theorem.
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1 Inledning

Denna uppsats kommer att férklara vad ett transcendentalt tal &r, vad det inte
dr samt hur man kan konstruera sadana tal.

Vi kommer dven att behandla Lindemann-Weierstrass sats, da man fran denna
kan bevisa att de mer kiinda transcendentala talen, sa som 7 och e, ér transcen-
dentala.

Sats 1.1 (Lindemann-Weierstrass sats). For olika algebraiska tal oy, ..., ay,
och nollskilda algebraiska tal (1, ..., Bn, har vi att

Bre® + -+ + e # 0.

Sedan grundskolan har vi ldrt oss att dela upp tal i grupper (méngder). Fran
de naturliga talen, N, heltalen, Z, de rationella talen @Q, de reella talen R till
de komplexa talen C. Man kan faktiskt formulera en méngd tal néistan precis
hur man vill, ”"Méngden av alla negativa tal delbara med tre“, "mé#ngden av
alla tal med en tvaa pa andra decimalplatsen i bas 5%, ”Méngden av alla tal
som drogs pa lotto forra veckan“ och sa vidare. Den hir uppsatsen kommer att
behandla en méngd av tal, de transcendentala talen. De transcendentala talen
dr den delméngden till de komplexa talen av de tal som inte &r ett nollstélle till
ett rationellt polynom.

Uttrycket transcendentalt tal kommer fran rot-ordet trans vilket hirstammar
fran det latinska ordet transir vilket betyder “ga over” eller “6verskrida”. Mangden
har fatt detta namn da talen “6verskrider” de algebraiska talen (alltsa de talen
som ér nollstéllen till ett polynom med rationella koefficienter).

Syftat med den hédr uppsatsen ér att forklara Lindemann-Weierstrass sats och
dess bevis sa att den kan forstas av nagon som lést ett ar matematik pa univer-
sitet.

Uppsatsen ér framst baserad pa boken ” Transcendental number theory” av Alan
Baker. Ovriga bocker som uppsatsen baserats pa #r listade i referenserna.



2 Historia

”Léaran om transcendentala tal, som har sitt ursprung i sa varierande kéllor
som den klassiska grekiska fragan angaende cirkelns kvadratur, de elementéra
undersokningarna av Liouville och Cantor, Hermites undersékningar om den
exponentiella funktionen och Hilberts kéinda lista med 23 problem, har nu ut-
vecklats till en fertil och omfattande teori som berikar vitt spridda grenar inom
matematiken.” (Baker, 1975)

Trots att den transcendentala talteorin dr en relativ ung gren inom matemati-
ken dr den spridd 6ver manga av matematikens olika grenar. Det finns dérmed
otroligt mycket handelser som hade platsat i en historisk bakgrund, men vi far
tyvérr avgrinsa oss till de hindelser som star i nagon form av nira anknytning
till uppsatsens dmne.

2.1 Approximering med rationella tal

Det matematiska omradet transcendental talteori utformades forst pa 1900-
talet. Man kan dock spara formuleringar med problem som rorde omradet langt
bakat i tiden och nér relaterade omraden hade fatt mycket uppmérksamhet
arhundrandet innan. Begreppet transcendentala tal, i den bemérkelsen vi har
idag, anvéndes, vad vi vet, forst av Euler da han, 1748, sin bok ” Introductio in
analysin infinitorum” pastod att a®, givet att a, b &r irrationella, algebraiska tal
och a # 0,1, maste vara transcendentalt. Det skulle dock dréja dnda fram tills
1900-talet innan detta kom att bevisas.

Att approximera irrationella tal med rationella tal har linge varit av intresse
inom matematiken och visar sig ha néira anknytning till transcendentala tal.
Joseph Liouville satte, 1844, upp en olikhet som visade hur bra ett icke rationellt,
algebraiskt tal kan approximeras med ett rationellt tal;

c
q°

dér d ar graden for o, med talets grad menas graden péa det minimal polynom
som har « som nollstélle, och ¢ > 0 &r nagon konstant som beror pa a. Det
Liouville egentligen séger dr att det finns en gréns for hur bra en approximation
av ett algebraiskt tal som inte &r ett rationellt tal kan bli. Detta gav tillrackliga
kriterier for att ett tal skulle vara algebraiskt, vilket medforde tillréckliga krav
for att ett tal skulle vara transcendentalt. Liouville blev ddrmed forst med att
visa att transcendentala tal faktiskt existerar och utifran detta kriterium kunde

han dven konstruera en méangd av transcendentala tal, vilka vi idag kalla for
Louivilles tal.

Som en koppling till detta uppkom problemet med att bestimma en konstant

wt



0 = 0(d) sadant att;

P 1
Oé_g‘ < q9+6

endast har dndligt antal losningar for € > 0 och ett oédndligt antal 16sningar
for € < 0. Thue var forst, i borjan av det 1900-talet att minska storleken av
konstanten och fick da exponenten d/2 + 1 + ¢. Detta generaliserades av Siegel
som visade att exponenten kunde tas som 2v/d + ¢, och formodade att 2 + €
dven skulle ga. Det sistndmnda visades senare av Klaus Roth 1955, vilket &r
en del i motiveringen till att han gavs Fieldmedaljen 1958. Dessa resultat gav
upphov till ytterligare en méngd tal som kunde visas vara transcendentala, men
kriteriet rickte inte for att visa transcendentaliteten av exempelvis e och .

2.2 Klassiska konstanter

Fragan angaende huruvida de klassiska konstanterna e och 7 &r algebraiska el-
ler transcendentala fanns langt innan Liouville visade att de transcendentala
talen ens existerade. Framforallt var detta intressant for talet 7 da detta skulle
kunna bevisa huruvida problemet med cirkelns kvadratur hade en 16sning eller
inte, vilket dven de grekiska matematikerna sysselsatte sig med (detta problem
kommer behandlas senare i uppsatsen).

Charles Hermite faststéllde 1873 transcendentaliteten for basen till naturliga lo-
garitmer, e, i sin memoar med titeln ” Sur la Function Exponentielle”. Ferdinand
von Lindemann utvecklade sedan Hermites arbete till att inkludera e® for alge-
braiska «. Vilket mer specifikt gav foljden att &ven 7 var transcendentalt och
dérmed bevisades att det gamla grekiska problemet med cirkelns kvadratur var
omdjligt. Arbetet gjort av Hermite och Lindemann forenklades sedan av Karl
Weierstrass 1885, och vidareférenklades dérefter av David Hilbert, Adolf Hur-
witz och Paul Gordan 1893. Beviset som foljer i den hér uppsatsen &r skriven i
den stil som anvéndes av dessa sistndmnda matematiker.

2.3 Transcendentaliteten fér logaritmer

Problemet med transcendens eller rationaliteten for logaritmer, med rationell
bas, av rationella tal, kan sparas tillbaka till Euler 1748. Hilbert presenterade
ett motsvarande problem i en betydligt mer generell form som nummer 7 i hans
kénda lista med 23 problem pa den Internationella Kongressen fér Matematiker i
Paris 1900. En analog formulering av fragan #r huruvida o ar transcendentalt
for nagot o # 0,1 och nagot irrationellt 8, problemet kallas idag for Euler-
Hilbert problemet.

De forsta framstegen med Euler-Hilbert problemet gjordes av Alexander Gel-
fond 1929, da han bevisade att o #r transcendentalt for nagot algebraiskt tal
a # 0,1 och nagot kvadratiskt irrationellt 8. Detta implicerade specifikt att
e™ = (—1), som idag #r kiind som Gelfond-Schneider-konstanten, fir transcen-
dentalt. Metoden som anvindes i detta beviset var dock inte lampligt for att 16sa



problemet for mer generella exponenter 5. 1934, 16stes problemet fullsténdigt
utav Gelfond och Theodor Schneider, oberoende av varandra.

Alan Baker formodade att en generell analog sats med godtycklig méngd loga-
ritmer av algebraiska tal borde halla. Detta bevisade han 1966, detta bevis hade
kapacitet for en stor méngd applikationer och Baker tilldelades Fieldsmedaljen
1970.

2.4 Ett oppet problem

Ett av de stora och fortfarande 6ppna problemen inom transcendental talteori
ar Stephen Schanuels formodan som lyder:

Om z1,...,x, ir linjirt oberoende 6ver QQ sa &r minst n av de 2n talen
Z1,...,Tn,€7,...,er algebraiskt oberoende.

Schanuels formodan skulle, ifall den visas vara sann, generalisera de flesta kénda
resultaten inom transcendental talteori. Ty, véljer man talen s att aq, ..., a, ir
algebraiska aterfas Lindemanns sats. Véljer man ddremot ef, ..., e" algebraiska
aterfas Bakers sats. Det skulle ocksa kunna visas huruvida kombinationer av
redan kéinda transcendentala tal dr transcendentala eller ej, exempelvis;

e+m, log(m), =", log(log(2))

Vilka ar tal som vi idag tror &r transcendentala, men inte &nnu vet.



3 Algebraiska tal

Det enklaste sittet att beskriva ett transcendentalt tal ar att sdga att det ar
ett tal som inte &r ett algebraiskt tal.

Definition 3.1. Ett tal som inte dr algebraiskt kallas transcendentalt.

Det &r darfor viktigt att forsta vad ett algebraiskt tal &r och vad for egenskaper
de har for att forsta vad ett transcendentalt tal &r. Vi borjar ddrmed med att
titta pa de algebraiska talen. Algebraiska tal definieras enligt féljande:

Definition 3.2. FEit algebraiskt tal, o, dr ett komplext tal som dr en rot till
ett noll-skiljt envariabelspolynom med rationella koefficienter. Med andra ord dr
det en rot till en ekvation pa formen:

apz™ +arz" V- +a, =0
Dir talen ag,aq,- - ,an dr rationella heltal och ag # 0.

En egenskap hos de algebraiska talen &r nagot vi kalla grad.

Om P = P(z) ér ett polynom av grad n och P #r irreducibelt, det vill siga
att P inte dr en produkt av flera polynom med rationella koefficienter, sa dr en
losning till P(z) = 0, vi kallar denna «, ett algebraiskt tal och man séger da att
« har graden n.

Definition 3.3. Givet ett algebraiskt tal, o, sa finns det ett unikt moniskt po-
lynom (med rationella koefficienter) av ligsta grad som har « som rot. Detta
polynom kallas ett minimalpolynom. Om polynomet har grad n, da sdger man
att a dr av grad n.

Definition 3.4. Ett moniskt polynom dr ett polynom vars hdgstagradskoefficient
ar 1.

Exempel 1. Hir foljer nagra exempel pa moniska och icke moniska polynom.

a2t =722 +3 Moniskt
3x2 4+ 2% — 42 + 7 | Moniskt
2+ V247 Moniskt
5x2 +3z+1 Inte moniskt

Ett begrepp kopplat till moniska polynom och algebraiska tal &#r algebraiska
heltal, vilka defineras enligt f6ljande:

Definition 3.5. FEtt algebraiskt heltal dr ett algebraiskt tal som dr en rot till
ett moniskt polynom med heltalskoefficienter.

Sats 3.1. FEtt rationellt algebraiskt heltal dr ett heltal.



Lemma 3.2. Lat

1

P(x) = anxn + an71$n7 +...+tar+ao

vara ett polynom med heltalskoefficienter och lat

a==
q

vara ett rationellt tal skrivet sa att heltalen p och q saknar gemensamma faktorer.

Om « dr en rot till ekvationen f(z) =0 sa maste p vara en faktor i ag och q en

faktor i a,.

Bewvis. Vi antar alltsa att:

n n—1
% + an—1

P(a):an n_1+...+a1]3+a0:0.
q q
Multiplicerar vi nu hela uttrycker med ¢™ och flyttar over sista termen till

hogerledet far vi
anp” + an_1p" g+ ...+ ar1pg” = —aoq"

Eftersom p dr en faktor i alla termer i vinsterledet maste dven p alltsa vara en
faktor i hogerledet. Men da p och ¢ saknar gemensamma faktorer maste alltsa
p vara en faktor i ag.

Pa motsvarande visas att ¢ dr en faktor i a,. O

Beviset for sats (3.1) faller direkt ur ovanstaende bevis. Om ett tal &r ett ratio-
nellt tal, 7/,, som ocksa &r ett algebraiskt heltal s& maste nimnaren i detta tal
vara en faktor i 1, och det foljer alltsa att ett sadant tal &r ett heltal.

Man kan analogt séiga att ett algebraiskt tal, a, &r en rot till ett irreducibelt po-
lynom med heltalskoefficienter unikt upp till tecken. Detta fas av att multipli-
cera hela polynomet med den minsta gemensamma namnaren for ag, ay, ..., ay.
Vi kommer vidare att framst anviéinda polynom med heltalskoefficienter nér vi
pratar om algebraiska tal, om inget annat ndmns.

Exempel 2. Minimalpolynomet till det gyllenesnittet;

14+5
v ="

ar P(z) = 22 — 2 —1, och P har graden 2, och diirmed séger vi att ¢ &r av grad
2. Da koefficienterna till P(z) dr heltal, och hogstagrads koefficienten ér 1 foljer
det att @ dr ett algebraiskt heltal.

Algebraiska tal &r helt enkelt l6sningar pa algebraiska problem. De flesta tal vi
kanner till och dr bekanta med &r ddrmed algebraiska, da de generellt svarar pa



algebraiska fragor sa som “Om jag har 25 SEK hur manga 5 SEK donats kan jag
da kopa?”, eller “Om min triddgard ar kvadratisk med sidlingd 5m, hur manga
meter trad behover jag for att kunna spinna en tvéttlina over diagonalen?”.
Det dr med andra ord latt att forsta principen av algebraiska tal med hjalp av
exempel.

Exempel 3. Ett annat sitt att se pa algebraiska tal, «, &r att om man kan,
genom addition, subtraktion, multiplikation och exponentiering med heltal skil-
da fran 0, reducera « till 0. Genom att gora detta fas dven ett till « tillhérande
polynomet, samt dess grad.

Givet tal | Reducering Polynom Grad
10 10-10=0 P(x) =z — 10 1
s 3.4-3=0 P(z) =4z -3 1
V2 (vV2)2-2=0 P(z) = 2% -2 2
V24+V3 | (V2+V3)2—5)2—-24=0| P(x) =2* — 1022 +1 | 4
i i?+1=0 P(z)=2%+1 2

Dessa tal dr trivialt algebraiska, trots detta &r det svart att bevisa att specifika
tal dr transcendentala (eller algebraiska). Exempelvis; dr 2v2 algebraisk eller
transcendentalt? Det &r ju inte lédtt att bara chansa sig till ett polynom, och om
man inte hittar ett polynom sa betyder ju inte det nédvindigtvis att det inte
finns nagot. Polynomen kan ju i princip bli hur langa som helst. 2V2 visar sig
dock vara transcendentalt.

3.1 Approximation av irrationella tal

Det forsta bevisat transcendentala talet hirleddes ifran ett resultat om hur bra
ett irrationellt tal kan approximeras med ett rationellt tal. Vi kommer déarfor
att ga in pa hur vi approximerar irrationella tal.

Vad é&r irrationella tal egentligen bra for i vardagslivet? Du kan ju omajligt hitta
7 pa en linjal, utan far alltid néja dig med att vara “tillrickligt ndra”. Om du
exempelvis liser fysik #r du sikert van vid att se ™ ~ 3,14 eller 7™ ~ 2%/;. Alltsa
approximationer av ett tal, men vad innebér det egentligen att ett tal dr en “bra
approximation”?

Om vi exempelvis tar det irrationella talet m och forsoker approximera detta
med ett rationellt tal. Ett vanligt tillvigagangssétt &r att bestdmma hur manga
decimaler man vill ha med, alltsa:

3.1=22 314=31 _
10 100 1000

Dir det forsta braket skiljer sig fran m med hogst 1/19, niista med hogst 1/100
och sa vidare. Pa detta sdttet kan vi approximera vilket tal som helst. Trots

10



att det dr vildigt vanligt att vilja approximationer med 10 som ndmnare finns
ingenting som hindrar ndmnaren fran att vara vilket annat tal som helst, och
det &r inget som séger att vi inte kan fa béttre approximationer med andra tal.
Ersétter vi alltsa 10-potensen med ett godtyckligt n kan vi formulera foljande
triviala sats:

Sats 3.3. Om w dr nagot tal och n dr nagot heltal, sa finns det nagot rationellt
tal ™/,, som skiljer sig fran w med mindre dn '/,. Alltsd;

m 1
0<w—-—< —
n o n
Bewvis. Om g ér det storsta heltalet mindre dn w, betraktar vi de rationella talen;

n—1

1 2
9,9+ =g+~ ,9+ ,g+1 (1)
n n
och viljer ut det sista i f6ljden som &r mindre eller lika med w. Detta tal, vi
kallar det g +!/,,, kommer att skilja sig fran w med mindre &n !/,,, vi har alltsa

att;
l 1
0<Sw—|g+—]<-—
n n

vilket bevisar satsen. O

Vi illustrerar nu denna sats med ett exempel.

Exempel 4. Om vi sétter w = v/2 och n = 5, vi vill allts hitta ett brak med
5 i nimnaren som approximerar v/2 och skiljer sig fran /2 med hogst /.

v/2 ligger mellan 1 och 2, vi skriver dédrmed (i likhet med ekvation (1)) ut de

aktuella braken:
6 7 8 9

) 57 57 57 57
For att ldttare kunna jimfora dessa brak multiplicerar vi samtliga med 5 och
kvadrerar direfter dem. Vi jamfor alltsa nu foljande heltal med heltalet (51/2)2 =
50;
25, 36, 49, 64, 81, 100

Och ser nu att 49 < 50 < 64, alltsa #r 7/5 < v/2 < 8/5. Och vi har;

7 1
0<v2-Lt<=
SV2-p<o

Faktumet att det finns rationella tal som ligger ndra de irrationella talen &r
alltsa inget konstigt. Men det enda sats 3.3 egentligen har sagt &r att om ap-
proximationen 7 & 22/7 4r som i (3.3) s& kommer skillnaden mellan 7 och 22/,
vara mindre #n !/, men det visar sig att det egentligen ligger mycket nirmare
an sa. Exempelvis kan vi betrakta;

10

3+E< <3+——§:>
71" 0 7

11



71 70) "7

som gavs av Arkimedes och ger;

02 o (3,10)_(5,10)_10 10 10 1
7" 70 71) 70 71 70-71 497

Vilket #r betydligt mindre &n de !/, som sats 3.3 utlovade. Vi kan visa samma
sak for v/2:

7 17

Z 9« =

5 < V2 < L
och vi har ddrmed att;

71 7T 1
0<va_ Lol _T_ 1
<SV2-c<HE T m

Aven dir betydligt mindre det utlovade /5. Det visar sig alltsa att approxima-
tionerna dr mycket béttre &n vad den tidigare triviala satsen utlovade, och vi
formulerar foljande sats:

Sats 3.4. Om w dr ett irrationellt tal och N dr nagot heltal, sa finns ett ratio-
nellt tal ™/, vars ndmnare inte dverstiger N som skiljer sig fran w med mindre
dn Y ,n. Vidare sd finns det odndligt mdnga brik ™/,, som skiljer sig frin w
med mindre in /2.

Exempel 5. I tva tidigare exemplen ser vi att

7 1 1
Vil <=3

22 < 1 1
— 7| < = = —.
7 7249

Dessa &r fortfarande storre &n den faktiska skillnaden, men trots detta en be-
tydlig forbéttring av den forsta satsen.

Bewvis. For att bevisa sats 3.4 betraktar vi f6ljande serie av tal:
w,2w,3w,...,Nw

och serien av de storsta heltalen mindre &n dessa:
91,92,935- -+, 9N~

Vi har da att:

O<w—g1<1, 0<2w—ga<1, ... 0<Nw—gy<L

12



Dér vi har strikt olikhet eftersom w &ar irrationellt. Beviset &r egentligen ganska
enkelt, men kan latt bli for abstrakt, vi genomfor darmed beviset forst med ett
enskilt exempel for att sedan generalisera. Om vi tar w = /2, N = 13 och vi
far ddrmed denna tabell av alla varden med vilka dessa tal 6verskrider heltalet
precis under det:

V2 = 1,414... = 1+0,414...
22 = 2,828... = 2+0,828...
3V2 = 4,242... = 4+40,242...
4/2 = 5,656... = 540,656...
5/2 = 7,071... = T7+0,071...
6vV2 = 8,485... = 8+40,485...
V2 = 9,899... = 9+40,899...
8/2 = 11,313... = 1140,313...
92 = 12,727... = 1240,727...
10v2 = 14,142... = 14+40,142...
11vV2 = 15,556... = 15+0,556...
122 = 16,970... = 16+0,970...
13v/2 = 18,384... = 18+0,384...

Om vi nu ténker oss att vi tar alla dessa virden med vilka talet 6verskrider helta-
let under dem och sorterar dem efter storleksordning, da har vi 13 tal ordnade
mellan 0 och 1. Dessa formar da 14 intervall med varierande intervallstorlek.
Atminstone ett av dessa intervall maste vara mindre 4n /14 i lingd. Fér hade
de alla varit 1/ 14 sé skulle /2 varit ett rationellt tal, men det vet vi redan att
det inte 4r. Hade alla intervallen varit mer eller lika med !/14 sa hade de inte fa
plats mellan 0 och 1, vilket de enligt konstruktionen gor.

Vi vet alltsa att ett sadant intervall existerar, men vi vet inte vilket av intervallen
det #r. Vi kan déremot kalla den undre delen av det kortaste intervallet av/2 —
ga = ¢ och den Svre delen byv/2 — gy = rp. Vi har da:

0<ry—rq= (b\f—gb) - (a\f—ga) <i
och dérmed

0<VE(—a) = (g~ 9) < 15

Da a och b &r tva heltal mellan 1 och 13 och da de &r olika &r deras differens,
bortsett fran tecken ocksa nagot utav dessa tal, med andra ord

|b—al <13

Dérmed #r |b — a| v/2 nagot av de 13 multiplarna av v/2; vi kallar denna nv/2.
Vidare s skiljer sig nv/2 fran heltalet |g, — ga| precis 6ver eller under sig med
mindre &n !/14. Vi kallar detta heltal m och vi har:

1
‘nﬁfm‘<ﬁ, n<l13=

13



1
‘f—@<
n

14n
Ur tabellen har vi att:
a=1
b=13
ro = 0,414
rp, = 0,384

Detta ger |b —a| = 13 — 1 = 12 och m = 17, vilket ger approximationen

|V2 = 1/12] < Y16s.

Lise vi nu av i tabellen ser vi att et minsta virdet &r det 5:e, 5v/2—7 = 0,071.. .,
och det storsta &r det 12:e, 12¢/2 = 16 + 0,970--- = 17 — 0,030... eller
17 — 12¢/2 = 0,030.. ., vilket stimmer 6verens med den beriknade approxi-
mationen.

Det generella beviset foljer nu pa samma sitt, men /2 ersiitts med w, 13 med
N, N + 1 ersdtter 14 och vi far att for nagot tal n < N giller det att det finns
™/, sé att

m 1
- < 2
‘w n ‘ (N+1)n @
Detta bevisar forsta delen av satsen och da vi har n < N implicerar (2) att
m 1
-—| <= 3
’w n ’ n? ®)

Den andra delen av satsen faststiller att fér nagot irrationellt tal w sa finns det
ett oéindligt antal brak ™/,, som har egenskapen (3). For att visa detta ricker det
att visa att for varje rationellt tal ™/,, som uppfyller (3) kan vi hitta ytterligare
ett rationellt tal ™'/, som ligger nérmare w och ocksa uppfyller (3). D& w &r
irrationellt géller att:

w- 2 #0
n
w — ™/, skiljer sig alltsa fran noll med ndgot specifikt tal. P4 grund av detta
maste det alltsd finnas ett brak /v, for nagot tillrickligt stort N’, som ligger
nidrmare 0 &n w — ™/,. Vi har alltsa

1 m

Anvinder vi nu N’ istéllet for N i det vi redan bevisat kan vi nu hitta ett
rationellt tal " /,,, med n’ < N’ som uppfyller olikheten

I

1
< -
(N + 1)/

m
w - —
nl

Alltsa, w —ml/n/ skiljer sig fran 0 med mindre &n 1/(N/+1). Men enligt (4), skiljer
sig w — ™/, fran 0 med mer #n !/, ddrmed & ™/, nirmare w &n ™/, och

14



konsekvensenligt &r "/, och ™/,./ olika tal.

Dirmed finns alltsa inget “sista” rationella tal ™/, med egenskapen (2), varje
nytt rationellt tal f6ljs av ytterligare ett pa samma vis och méngden brak som
uppfyller (2) dr alltsa oéndlig, vilket skulle visas. O

Den forsta, triviala satsen 3.3, anvénder alla heltal som ndmnare, medan den
andra satsen, sats 3.4, véljer ut specifika tal som ndmnare med egenskapen (2).
Vi kallar dessa ndmnare “bra ndmnare”.

Exempel 6. Fran de senaste approximationerna av v/2 ser vi att 2, 5 och 12
ar “bra ndmnare”. Tittar vi vidare hittar vi att d&ven 29, 70, 160, . .. ocksa &r bra
namnare.

For 7 &r talet 7 en bra ndmnare. Denna nédmnare &r faktiskt mycket battre dn
vad sats 3.4 foreslar, da vi sedan innan visat att ‘22/7 — 71" < Y497 vilket &r bra
mycket mindre &n det utlovade /72 = 1/49. Vilket leder till att man kan fraga
sig om det finns en dnnu battre ndmnare; skulle man kanske kunna hitta en
ndmnare for vilken vi kan formulera en sats enligt vilken det finns tal ™/,, sa

att: 1
m
~ <= 5
’w n n3 (5)

eller liknande olikhet.

Vi ska nu visa att en sadan forbattring generellt sett dr omojlig for alla irratio-
nella tal w. Vi borjar igen med att betrakta ett specifikt tal w = v/2. Kollar vi
pa de tva forsta mojliga talen n, n = 1 och n = 2 ser vi att olikheten haller (for
n = 1 géller olikheten trivialt for alla tal, for n = 2 ses detta av att m = 3 viljs).

Vi bortser fran dessa tva val av n och ska nu visa att olikheten 5 inte haller for
ovriga val av n. Da n nu ér storre dn 2 ricker nu att visa att varje rationellt tal
™/, skiljer sig fran v/2 med mer &n /3,2, alltsa:

LTl

W > =

n 3n?2

Vi kollar nu pa ™/,, inom olika intervall:
e For™/, >1,55:Dadr "/, —v/2 > 0,10, men /3,2 < /3.4 = Y12 (ty n > 2).
e For /2 <™/, < 1,55 Vihar att:

m\ 2 9 m? — 2n? g
A R — I

n

dér g dr nagot heltal. Det foljer att g &r atminstone 1 sa:



Utnyttjandes konjugatregeln, a? — b? = (a + b)(a — b), far vi att:

G-V

n

och da ar

m 1 1
Y Y e —
n \f_nQ m V2

Da ™/,, skulle vara mindre &n 1,55 far vi ""/,, +v/2 < 1,55 + 1,45 = 3, vilket
ir inverst storre dn /3 och

m 1
oS
n \[>3n2

o For0< ™/, <+/2:1likhet med foregaende punkt kan vi séiga att:

m\ 2 g 1
() -5k
n n? — n?

och det foljer att:

m 1 1 1 1 1
0> - s
V2 n — n? %+\/§>n2 2\/§>37127

Vilket bevisar ekvationen (5) inte haller generellt.

Det verkar alltsa som om det finns en évre grians fér hur bra ett irrationellt tal
kan approximeras. Det visar sig, vilket vi kommer se ndrmare pa i nista stycke,
att hur bra en approximation av ett irrationellt algebraiskt tal kan bli &r kopplat
till talets grad.

3.2 Louivilles sats

Liouville sats beskriver med vilken precision man kan approximera ett al-
gebraiskt tal med ett rationellt tal, och ger ddrmed tillrickliga villkor for att
ett tal skall vara algebraiskt, vilket medfor villkoren for att ett tal skall vara
transcendentalt.

Sats 3.5 (Liouvilles sats). Fdor varje algebraiskt tal o av grad m > 1, finns ett
¢ =c(a) >0 sadan att |a —P/4| > %/ ¢n for alla rationella tal /4, (g > 0).

Med andra ord sa finns det en tydlig gréns fér hur bra en approximation av ett
algebraiskt tal till ett rationellt tal kan vara.

Innan vi pabérjar beviset av Liouvilles sats paminner vi oss om medelvérdessatsen.

Sats 3.6. Om en funktion f(x) dr kontinuerlig pa det slutna intervallet [a, b]
och deriverbar pa det dppna intervallet (a,b), sa finns en punkt € i (a,b) sadan
att

f®) = fa) = f1()(b—a)
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Bevis av Liouvilles sats. Satsen foljer néistan direkt fran definitionen av ett al-
gebraiskt tal. Ett reellt eller komplext tal kallas ju for ett algebraiskt tal ifall
det dr en rot till ett polynom med heltalskoefficienter; varje algebraiskt tal «
ar en 16sning till nagot sadant irreducibelt polynom, sig P, unikt upp till en
konstant multipel. Det ricker att bevisa satsen for reella «. For nagot rationellt
tal, /4, (¢ > 0), har vi fran medelvirdessatsen att:

—P("/q) = Pla) = P("/q) = (o =7/g) P'(§) =

1Py
o=l = 1)

for nagot & mellan ?/, och a. Vi kan uppenbarligen anta att |o —#/,| < 1, for
annars skulle resultatet gélla trivialt, da ér |€] < 1+|a| (for att £ ska ligga mellan
a och P/,) och didrmed &r |P'(§)] < M for nagot M = M(«), eftersom P’(x)
dr en kontinuerlig funktion pa det begrinsade intervallet [—(1 + |af), 1+ |«]] ,
sitter vi M =1/, far vi ddrmed:

loo =P/ 4| > c|P (F/g)]-

Men, da P é&r irreducibelt, har vi att P(?/,) # 0, och heltalet |¢"P(?/,)| ar
dérmed atminstone 1 och dérmed géller olikheten &dven for:

e ep s PO €
o=l > el 2 ey )] =

och satsen foljer. O

17



4 Transcendentala tal

Innan vi gar in pa de satser och bevis som kommer att behandlas i det hér
kapitlet gar vi igenom en egenskap for transcendentala och algebraiska tal:

Vi ska nu undersoka vad som hander om man multiplicerar tva algebraiska tal
med varandra, eller om man multiplicerar ett transcendentalt tal med exempel-
vis 1.

Sats 4.1. Summor, differenser, produkter och kvoter av tva algebraiska tal dr
algebraiskt.

Lemma 4.2. r+1 linjira funktioner med r obekanta med rationella koefficienter
ar lingart beroende dver Q.

Detta lemma &r sapass vilkant att jag tar mig friheten att inte bevisa det.

Bewvis for sats 4.1. Lat o och B vara algebraiska tal av grad m respektive n. Da
uppfyller a en algebraisk ekvation pa formen:

-1 -2
A" =G 10" a2+ a1+ ag (6)

Med rationella koeflicienter a;. Dédrmed dr o™ en linjarkombination av
1,a,02,...,a™ ! med rationella koefficienter. Samma giller da for o ty
om man multiplicerar bada sidorna av ekvation (6) med « och sedan ersétter
o™ i termen a,,_1a™ med ligregradstermerna hogerledet i (6). Denna pro-
cess kan goras iterativt och vi ser att a™,a™*! a™*2 ... kan uttryckas som
linjairkombinationer av 1,q,...,a™ ! med rationella koefficienter. P4 samma
sitt kan ", B"T1, ... uttryckas som linjirkombinationer av 1,8, 32,...,5" !
med rationella koefficienter.

m—+1

Betrakta nu de mn + 1 antal talen:
L, a+B, (a+B)? ..., (a+p™ (7)

Utvecklar vi dessa tal och ersétter darefter a:n med exponenter storre eller lika
med m med de ldgre exponenterna fran (6) och pa samma vis fér S:na med
exponenter storre eller lika med n. Och vi ser att dessa mn + 1 tal kan skrivas
som en linjirkombination av de mn talen:

o/pF, j=0,1,....m—1 och k=01,...,n—1

Med rationella koefficienter. Dessa mn tal kan bli substituerade med r fran lem-
ma 4.2 och vi kan dra slutsatsen att talen i ekvation (7) dr linjért beroende. Det
foljer att a + (3 &r ett algebraiskt tal.

Beviset for produkten «f kan visas analogt genom att ersétta talen a + 3 i
ekvation (7) med af.
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Subtraktion och division (bortsett fran division med 0) foljer ocksa ty om «
ar ett algebraiskt tal av grad m och P(z) = 0, ddr P(x) &r ett polynom med
heltalskoefficienter, s& uppfyller —a polynomet diar man fran P &ndrat tecken
pa alla koefficienter av udda grad, och a~! uppfyller ™ P(Y/,) = 0. O

Fran detta kan vi avlisa om « och 3 &r algebraiska sa maste dven o + i ocksa
vara algebraiskt. Man kan till och med dra slutsatsen att « + i3 ar algebraiskt
om och endast om « och [ &r algebraiska.

Lemma 4.3. Om « och B dr reella dar o+ i algebraiskt om och endast om «
och B dr algebraiska.

Bevis. Talet i #r algebraiskt da det #r en rot till 22 + 1 = 0. Dérmed &r a + i3
algebraiskt om « och f &r algebraiska i enighet med sats 4.1.

Omvint giller att om « + i dr algebraiskt, sa finns det ett P(z) sadant att
Pa+ifB) =0,

dér P(x) dr ett polynom med rationella koefficienter. Da dr dven a—i3 ocksa en
rot till P(xz) = 0 (se avsnitt 5.1). Dérmed é&r, i enlighet med sats 4.1, summan,
2, och differensen, 2i83, av a + i och o — i3 ocksa algebraiska. Multiplicerar
vi nu 2a och 2i3 med de algebraiska talen 1/ o respektive _i/ o, aterfar vi nu att
« och B ar algebraiska. O

Later vi alltsa « vara algebraiskt och 7 vara transcendentalt, da géller att dven
foljande tal &r transcendentala:

n+in, o+, n+ia.

Detta gor att man inte forlorar nagon generalitet av att i satser och bevis anta att
alla transcendentala tal ar reella, varfor vi for enkelhetens skull kommer att gora
det i resten av uppsatsen. Virt att notera &r att det inte gar att gora liknande
slutsatser av andra kombinationer av algebraiska tal och transcendentala tal, vi
kan exempelvis inte utan vidare avgora huruvida féljande tal &r transcendentala
eller algebraiska:

(o3

nY, o n?, omAnz, of?, n-n,

Exempel 1. Forutsatt att vi vet att m och e &r transcendentala kan foljande
slutsatser dras av foljande tal:

m+ie &ar ett transcendentalt tal,
m+14 &r ett transcendentalt tal,
7+ e vikan inte direkt dra nagra slutsatser om det hér talet.
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4.1 Liouvilles konstant

Som ndmns i foregdende sektion dr ett transcendentalt tal ett tal som inte &r
algebraiskt. Vi har dven ifran sats 3.5 ett krav som maste uppfyllas fér att ett
tal skall vara algebraiskt. Man kan med andra ord utifran detta konstruera ett
tal som inte uppfyller kraven, och dérmed &r transcendentalt. Ett uppenbart
sadant nummer &r:

n = 0,110001000000000000000001...
~Y w0
n=1

Alltsa ett tal med ettor i decimalutvecklingen som har ett fakultativt ckande
antal nollor mellan sig ju ldngre till hoger i talet vi ror oss. Talet kan inte vara
rationellt da decimalfljden aldrig upprepar sig. Och med hjélp av Liouvilles
sats kan vi dven liatt visa att talet inte heller &r algebraiskt:

Om vi véljer p; och g;:

J
py =10y 107", g =10" (j=1,2,-+)
n=1

sa &r pj;, ¢; relativt prima rationella heltal och vi har da att:

TS 100327 10 >
‘n—p—? = 10*"’——2"1].} = > 10
q; —1 10 —
n= n=j+1
> 10 10 ®
—(j+1)! —n __ — (g5 —j—1 —j c
<107G >§010 =510 (G744 =547 <q g?
n= J

Sammanfattningsvis har vi att:

"

qj J

j

Vilket bryter olikheten i Liouvilles sats, och n &r ddrmed transcendentalt. Detta
specifika tal, n, kallas Liouvilles konstant. Mer generellt géiller att man pa samma
sitt kan fa att;

ar transcendentalt. n &r i bas b ett tal i med en siffra pa var n:te fakultets
decimalplats:
n = [0, a1a2000a300000000000000000a4...],

Decimalféljden upprepas inte i bas b, och kan dérmed inte vara rationellt och
talet bryter olikheten i sats 3.5 och ar dédrmed inte heller algebraiskt.
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4.2 Ar det hir relevant?

Vad vi gjort hittills &r alltsa klargora nagra av kraven som ett tal maste upp-
fylla for att vara ett algebraiskt tal &r for att sedan bryta mot dessa krav for
att konstruera ett transcendentalt tal. Detta kan verka lite forcerat, och det &r
det ocksa, men det visar sig att det finns mycket flera transcendentala tal &n
algebraiska tal. Det géller till och med att det finns odndligt manga fler tran-
scendentala tal &n algebraiska. Detta kanske gar emot ens intuition da i princip
alla tal som anvénds i vardagen och kénner till &r algebraiska.

For att visa detta maste vi forst visa att miangden, R, av reella tal &r ouppriknelig.
Definition 4.1. En mdngd kallas uppriknelig om den:
1 dr dndlig,
eller
ii det finns en bijektion mellan mdngden och Z©
Sats 4.4. De reella talen ar oupprikneliga.

Cantors diagonalbevis. Lat oss anta for detta beviset att mangden R &r upprikneligt.
Vi viljer dven att koncentrera oss pa delméngden (0, 1).

(0,1)CR
Det vi nu har antagit dr allts att det finns en bijektion mellan (0,1) och Z™.

Vi representerar méngden fran 0 till 1 av alla reella tal i foljande tabell:

r1 = 0,dy1di2d13d1y - -
ro = 0,da1d22da3das - -
r3 = 0,d31d32d33d3y - - -
r4 = 0,dg1dsodszday - -

=W N

n Tn = 07 dnlandan'nA co dnn

Dér listan nu innehaller samtliga tal mellan 0 och 1. Varje decimalsiffra har
formen d;; dér i star for raden och j fér kolumnen.

di; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Vi definierar nu talet a, vi later a definieras pa ett liknande sétt som talen i
tabellen ovan:
a=0,a1azasay4 ...
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Och viljer a; sa att a; # dy;. Alltsa:

ar # dnn
az ?é da
a3 # ds3
Qay ?é dyy

Man kan se detta som en diagonal genom decimalsiffrorna (se de fetmarkerade
talen i tabellen ovan), vadan namnet.

Pa detta sitt kommer a skilja sig fran samtliga tal r; pa minst en decimalplats.

Men da vi definierade 7 som méngden av samtliga tal mellan 0 och 1 och nu
hittar ¢ € (0,1) men som inte finns med i denna mingden sa #r detta en
motsiigelse. Méngden (0, 1) dr alltsa inte uppréknelig och da:

(0,1)CR
och det foljer att R inte heller &r uppréikneligt. O

Det kan litt tédnkas att det dr vil bara att ldgga till a i méngden, sa far man
en ny mingd. Men det gar da att hitta ett nytt tal med samma regler som for
a som inte heller passar in.

Sats 4.5. Mdngden av alla algebraiska tal dr upprdikneliga.

Beuvis. Betrakta alla algebraiska ekvationen
P(z)=0 (9)
dar
P(z) = apa™ + a1zt dap_1x 4 an
ar ett irreducibelt och primitivt polynom med heltalskoefficienter a; dér ag > 0.

Varje algebraiskt tal uppfyller exakt en sadan ekvation, minimal ekvation.

For varje heltal N = 2,3, 4 ... sa finns det ett dndligt antal ekvationer (9) sadana
att
n+ag+ a4+ +la,| =N

och ddrmed endast en #ndlig méngd algebraiska tal som &r rotter till dessa
ekvationer.

Exempel 2. Om N =3 har vi ekvationerna x — 1 =0 och z +1 = 0. Dessa

algebraiska tal kan ordnas i en éndlig sekvens Sy i ett bestdmt ordnings system

22



(exempelvis efter magnituden av realdelen och imaginirdelen). Nér man sedan
formar den sammanfogade sekvensen

527337 547 e

innesluter man alla algebraiska tal i uppraknelig inramning, vilket definierar en
bijektion till ZT O

Alla reella tal som inte dr algebraiska dr transcendentala. Da de reella talen
ar oupprakneliga och de algebraiska talen &r upprikneliga géller det alltsa att
de transcendentala talen &r oupprikneliga. Detta betyder alltsa att det finns
odandligt manga fler transcendentala tal &n algebraiska tal. Inte nog med att i
princip alla tal &r transcendentala, det visar sig dven att hogst anvéndbara tal
som 7 och e dr transcendentala.
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5 Hjalpsatser och bakgrundskunskaper

5.1 Konjugat

Ett begrepp som kommer att aterkomma i uppsatsen ér begreppet “konjuga-
tion” eller “konjugat”. Begreppet konjugat kan anvindas inom sammanhang
inom matematiken (exempelvis; komplexa konjugation, konjugatregeln, ratio-
nalisering av téiljare etc.). I detta sammanhang syftar de till rotterna till ett
algebraiskt polynom.

Definition 5.1. Om ett algebraiskt tal a dr en rot till ett irreducibelt polynom
P(z) sa kallas alla P(x):s rétter for konjugat till o.

Exempel 1. Vi aterkopplar till tabellen i exempel 3. Och fokuserar pa talen
V2 och v/2 + /3 och soker nu dessas respektive konjugat.

V2= P(z)=2%-2

961:\@
P(m):():>{ oy = 3

Och dérmed &r —v/2 ett konjugat till v/2.

V24+V3 = Plx)=2*—1022 +1
1 =vV2+3

172:\[*\/5
P(z)=0= s = V23
x4 =—V2-v3

Och dérmed &r v/2 — \/g, V3 - \f, —V2-3 konjugat till V2 + /3.

Vi noterar dven att produkten av en komplett méngd konjugat ar ett rationellt
tal. For att visa detta ténker vi oss ett irreducibelt polynom med heltalskoeffi-
cienter, P(z) = an2™ +an,_12" "' ---+a1x+agp, med de algebraiska l6sningarna
g, - -+, Qp som, da P &r irreducibelt dr en komplett méngd konjugat. Vi kan nu
skriva polynomet pa foljande vis:

n

Ap—1 _
[[z—a)=am+ 2tont g By 20,
i=0 an a’7l a’n

och det foljer att %/, kan skrivas pa formen:
a n
0
9 _TTa

@0/, dr rationellt och det foljer att produkten av en komplett méngd konjugat
ar ett rationellt tal.
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5.2 Elementira symmetriska polynom

Vi kommer senare i uppsatsen att addera och multiplicera algebraiska tal med
varandra och behover dérmed, for att kunna dra slutsatser om summor och
produkter, se 6ver elementéira symmetriska polynom. Forst definierar vi vad ett
symmetriskt polynom é&r:

Definition 5.2. Ett polynom, P men n variabler x1,xo, ..., x, dr ett symmet-
riskt polynom ifall variablerna dr utbytbara med varandra sa att:

P(2o(1), To(2)s -+ Tom)) = P(x1,T2,...,2n)
for varje permutation o av {1,...,n}.
Exempel 2. Ett exempel pa ett symmetriskt polynom med tva variabler ér:
P(z,y) =2 +9? —axy +25 =y*> + 2% —yx + 25 = P(y, x)

Det visar sig att alla symmetriska polynom kan skrivas som summor och pro-

dukter utav elementéira symmetriska polynom (Jean-Pierre Tignol 2001).

Definition 5.3. Elementdra symmetriska polynom med n variabler x1,xs, ..., xy
kan skrivas som ex(x1,x2,...,x,) med k =0,1,...,n defineras som:
60('17171:27 o 7x’ﬂ) =1
e1(r1, oy ..., 2y) = E T
1<i<n
62($17$27«~»1ﬂn) = E Z;Xj
1<i<j<n (10)
es(r1, oy ..., y) = E T Ty
1<i<j<k<n
Gn($1,$27--~,ﬂﬁn) =X1x2 Tn

Exempel 3. Ett exempel pa ett symmetriskt polynom som kan byggas av
elementira symmetriska funktioner #r z2 4 y:

2® +y? = (z+y)? = 2ey = (e1(2,y))® — 2ea(z,y)
Utifran denna definition kan vi dra féljande slutsatser om algebraiska tal som
ar till varandra konjugat:
Sats 5.1.

(i) Elementira symmetriska polynom av en komplett mdingd konjugat av ett
algebraiskt tal dr rationellt.

25



(ii) Varje symmetriskt polynom av en komplett mingd konjugat av ett algebra-
iskt tal dr rationellt.

Beuvisskiss. Foljande resonemang troliggor satsen. Givet ett algebraiskt mini-
malpolynom med rétterna aq, ag, ..., ay,:

P(z) = apz" + a12" ' 4 -+ a, =0,

hér kan vénsterledet skrivas som ett moniskt polynom med rationella koeffici-
enter:

gt Bgn-1 . 4 I, (11)
ag ag
Polynomet kan &ven skrivas pa foljande vis:
(x—a1)(x—ag) ... (. —a,) =0.

Utvecklar man sedan detta polynom fas:
2" (=D D ()42 (=17 ) () + (=) aaage . cap = 0.
0<i<n 0<i<j<n

Dér nu koefficienterna enligt definitionen, bortsett fran tecken, ér de elementéra
symmetriska polynomen eg(aq, g, ... ), ..., en(a1, g, ... a,). Med andra ord
kan polynomet skrivas som:

eo(ar,...,an)z™ + (—1)161(al7 .. .,ozn)x"_l +--+ (=D"ep(aq,...,an) (12)

Eftersom detta &r ett moniskt polynom som &r en omskrivning utav ekvation
(11) maste koefficienterna i (11) vara det samma som koefficienterna i (12). Och
vi far nu att:

60(041,0627...7(171) =1 = %2
|€1((11,C¥2,...,O{n)| = Zlggnai = %
lea(ar,ag,...,a,)| = Zl§i<j§naiaj‘ =|2
les(aq, g, ... ap)| = Zl§i<j<k§naiajak‘ = |2
|en(alaa2a-~705n)| = |a1a2 """ an‘ = %
Da ag, ..., a, ir heltal sa maste dessa kvoter vara rationella. Och det foljer att
en elementar symmetrisk funktion &r rationell. ]

Vi illustrerar nu detta med ett exempel:

2_gr—1.

Exempel 4. Vi tar igen polynomet med det gyllene snittet P(z) = x
Vi vet sedan innan att dess rotter &r 15 + Y5/, respektive /5 — V5/5, dessa r
nu en komplett méngd konjugat. Vi kan nu berékna foljande:

C1+VE 1-v6 2

=21
2 2 2 €Q

€1
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145\ (1-5 1 5
- (57 (533 e

Ytterligare en slutsats vi kan dra utifran elementéra symmetriska polynom

ar att for en mingd algebraiska tal aq,as,...,a, sa finns ett tal [ sadant att
lag,las, . . ., la, blir algebraiska heltal.

Sats 5.2. For en mdangd algebraiska tal ay, s, ..., o, sa finns ett tal | sadant
att lag, lag, . .. lay, blir algebraiska heltal.
Bevis. Om «aq, o, ..., q, ir en godtycklig mingd algebraiska tal sa finns det

ett minimalpolynom sadant att:
agz™ +a1z™ M+ +a,, =0, forr=ay,...,x=ay,

Lat aq,...,qm,, n < m vara alla rotter.
Denna ekvation kan nu skrivas om som ett moniskt polynom med rationella
koefficienter. “ a

2™ 4 Lgm—l g 2m

ao ao

Det vi soker nu ar alltsa ett tal [ att multiplicera rétterna som gor att koeffi-
cienterna i detta polynom blir heltal. Ett annat sdtt att skriva polynomet &r
nu:

eo(ar, .. am)x™ —ep(an, ..., am)z" L4 (=) "em(an, ..., am)

Dér eq, ..., e, ar definierat enligt tidigare. Och precis som i definitionen ovan
kan vi nu skriva att:

|61($1,$27~--7$n)| = Zlggnzi = %
le2(z1, 22,y zn)| = Zl§i<j§nmimj = e
lea(er,@z, o)l = |Crcicjeren mitsme| = |2
len(@r, @2,y 2a)| = |1y -l = e
Vi kan nu lidsa av att med [ = ag uppfylles satsen ty:
Z1§i§n Ao = |a]
Di<i<j<n aoaz‘aoaj‘ = |agas|
Z1§i<j<kgn aoaiaoajaoak‘ = ]a%ag‘
|CL00£16L00¢2 """ aoan‘ = |agilan|
Alltsa uppfyller agay, . . . , agay, en ekvatione med heltalskoefficienter som i sats
5.2. O
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5.3 Gransviarde

Hér presenteras och bevisas ett grinsvéirde som kom att anvédndas i huvudsatsen:
Lemma 5.3.

lim — =0, foraeR

Bewvis. Vi kan, utan att forlora generalitet, anta att a > 0. Vi sétter:

K=a+1
For alla n > K har vi nu att:
0<?
n!
_a a a a
1 27K T on
a a a a
<22 2. 2
-1 2 K K
_a.¢ 2 (g)"*’f
1 2 7 K \K
Produkten %/1 - %/o - ... %k #r ett tal oberoende av n medan
. a\n—K
Jim () =0

Eftersom 0 < %/ < 1. Instédngningsregeln ger nu att:

5.4 Permutationer

En permutation dr for en icke tom &ndlig méngd X en bijektion fran X till X.
Oftast viljs X till N, = {1,2,...,n}.

Exempel 5. En typisk permutation i N,, &r exempelvis en funktion o som
definieras av:

a(l)=2, «a2)=4, aB3)=5 ad)=1, «ob)=3
Antalet mojliga permutationer av N,, &r n! och vi kallar méngden av alla méjliga
permutationer for .S,,.
Exempel 6. For S3 har vi att de mojliga permutationerna &r:

123 123 123 123 123 123

W W W
123 132 213 231 312 321

Antalet permutationer ar 3! = 6.
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55 I(t)

Innan vi paborjar beviset av Lindemann-Weierstrass sats (1.1) definierar vi in-
tegralen I(t). Valet av I(t) kommer ifran “Padé approximanten” av e*, vilket
innebér den bista approximationen av e* med en rationell funktion. Vi intro-
ducerar alltsa I(t), antagandes att f(z) dr ett reellt polynom, av grad m, som

I(t) = /Ot e~ f(x)dx

dér t ar ett godtyckligt reellt tal och integralen &r tagen Gver linjen mellan 0
och t, da. Partiell integrering ger:

I(t) = [~e f(x)] + /0 e~ ! (z)da.

Upprepad partiell integrering, m ganger, ger:
Ity =y f90) =Y fO), (13)
=0 j=0

dir fU)(x) betecknar den j:te derivatan av f.

Om f(z) = Y. a;2%, 1t f(z) = Y |a;|z’; med andra ord det polynom som fas
av att ersiitta f:s koefficienter med deras absolutbelopp. Da 0 < x < [¢| giller
foljande olikheter;

t

et—z S e
{ fl@) < |f (@) < f(l=]) < F(1t])

=

/Ot e f(x)da < /Ot e f(2)|dx < /Ote't'f(ltl)dfv = el f(|t]) /Ot dz < [tlel" F(J¢])

Vi far ddrmed foljande begrénsningar for integralen;
t —
10 < [ 16 falde < e Fe). (14)

5.6 Bevisuppsittning

For att enklare forsta beviset for Lindemann-Weierstrass sats (sats (1.1)) och
hénga med pa vad det ar som forsoks uppnas i varje steg kommer hér en be-
visuppséittning som forklarar vad beviset gar ut pa.

Vi kommer f6lja foljande bevis schema hamtat ur [1].

1. Anta att satsen &r falsk: Vi antar att satsen &r inste stdmmer, och
da finns en ekvation pa exponentialform som visar att talet i fraga &r
algebraiskt.
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. Definiera ett tal J: Definiera ett polynom, eller en méngd polynom
f och ett till dessa associerat tal J (eller en sekvens av tal) som &r en
linjéarkombination av vérdena till 1.

. Harled en undre gréns for J: Analysera J for att visa att det dr ett
noll skiljt heltal och hérled en undre grans for J.

. Hérled en 8vre grins for J: Utnyttja ekvation (14) for att hirleda en
ovre grans for J.

. Notera motsigelse: Notera att den 6vre grinsen &r ligre dn den undre
griansen, vilket motbevisar det forsta antagandet.
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6 Transcendentaliteten av e

Innan vi gar vidare med Lindemann-Weierstrass sats kollar vi pa ett nagot
enklare specialfall, och bevisar denna med samma metodik som fér Lindeman-
Weierstrass sats.

Sats 6.1. Tualet e dr transcendentalt.

6.1 Anta att satsen ar falsk

Vi antar att satsen dr inte stimmer, och da finns en ekvation pa exponentialform
som visar att talet i fraga dr algebraiskt.
Vi antar att e &r algebraiskt och vi har darmed att:

QO+Q1€+---¢1n€n =0 (15)

for nagra heltal ¢1,...,q,, n > 0 och ¢, # 0.

6.2 Definiera ett tal J

Definiera ett polynom, eller en mdngd polynom f och ett till dessa associerat tal
J (eller en sekvens av tal) som dr en linjirkombination av virdena till I.

Vi sétter:
f@) = o= =)

med p som nagot stort primtal, och ska nu utveckla en motségelse for:
J=qol(0) + @ I(1) + -+ + qnl(n),

dér I(t) defineras som i avsnitt 5.5, alltsa:

m

1(t) = / e f(a)de = e S £ (0) — 3 fO),
0 =0

Jj=0
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dér m = (n+ 1)p — 1. Fran ekvation (13) och (15) har vi att:

J = iqkl(k)
k=0
= qu Zf(”( ey

7=0

f(]) _quf(J)

[
™= 1

=

®L‘0-
INgE 2

( ' qk.et) S £ (0) ZZ a9 ()
j=0 k=0 j=0

k=0

= 0 enl. ekv. (15)

m n

- _ ZZQkf(j)(k)

7=0 k=0

6.3 Hairled en undre gréns for J

Analysera J for att visa att det dr ett noll skiljt heltal och hirled en undre grdins
for J.

Vi betraktar nu virdena for fU)(k) och noterar att vi har fyra olika fall:

e For j < p, k > 0; alla termer att innehalla en faktor (x — k) och dédrmed
ar fU) (k) = 0.

e For j < p—1, k= 0; alla termer innehaller en faktor  och fU)(k) = 0.

e For alla 6vriga varden pa j och k, forutom j = p — 1, och k = 0, kommer
alla nollskjilda termer innehalla en faktor p! (som en foljd av upprepad
derivering). Dérmed r da fU) (k) delbart med p!.

e Slutligen har vi j =p— 1, k = 0 {6r vilken vi har att:
10 = (0~ D) Pl
och dr ddrmed ett heltal delbart med (p — 1)

Foljaktligen #r dirmed J ett nollskjilt tal och |J| > (p — 1)!.

6.4 Hairled en 6vre grians for J

Utnyttja ekvation (14) for att héirleda en duvre grins for J.
Dé f(z) #r definierat sadant att om f(z) = Y. a;2' sd ir f(x) = > |a;|z* och
det géller att:
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< pP1 ((273)!>p

<P ((2n)")°
— 2np . nanrpfl

< (2n)™

Utnyttjandes uppskattningen f(k) < (2n)™ tillsammans med ekvation (14) far
vi:

[7] < laalef (1) + -+ + lgnlne™ f(n) < ¢

for nagot ¢ oberoende av p.

6.5 Notera motsigelse

Notera att den ovre grinsen dr ligre dn den undre grdnsen, vilket motbevisar
det forsta antagandet.

Vi har nu att:
(p—DI<|J[ <P

Uppskattningen dr inkonsekvent for stora p. Utnyttjandes lemma 5.3 ser vi att:

cP cP~1
lim —— =c¢- lim ——— =¢-0=0
p=oo (p—1)! p=oo (p—1)!
Denna motségelse bevisar satsen. ]
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7 Lindemann-Weierstrass sats

Vi har nu tillrackligt med forkunskap for att kunna ge oss pa Lindemann-
Weierstrass sats (sats (1.1)).

Vi bevisar satsen med samma bevisuppsittning som tidigare.

7.1 Anta att satsen ar falsk

Anta att satsen dr falsk och da finns en ekvation pa exponentialform som visar
att talet i fraga dr algebraiskt.

Vi borjar med att anta att satsen inte stimmer, sa att:

Br1e“t 4+ -+ Bre® =0 (16)

Vi visar forst att foljande slutsatser kan dras om koefficienterna 3; respektive
exponenterna «; som vi kommer att anvinda oss av senare i beviset:

e Koefficienterna (3; kan antas vara heltal.
e Exponenterna «; kan antas utgér en komplett méngd konjugat.
e Om o och «; ér konjugat sa antas att 3; = §;.

Koefficienterna kan antas vara heltal:

Om de inte redan &r heltal far vi detta genom att ta det givna uttrycket och
systematiskt ersitta en eller flera av koefficienterna med deras konjugat (for
konjugat se avsnitt (5.1)). Tar vi nu alla sadana summor och multiplicerar dem
med ursprungsuttrycket fas nu en summa pa samma form, men dér §;:na dr nu
rationella tal. Och eftersom en av faktorerna &r 0 sa &r hela uttrycket 0.

Exempel 1. Vi illustrerar principen med en kortare summas:
2
£63 + 5¢”
3
Vi noterar att konjugatet till Y2/ ir —V2/5 och vi far:

2 2 . 2
({63 + 5e7> (—\ge3 + 567) = —566 + 25¢1

Multiplikation med minsta gemensamma némnare ger nu en ekvation (16) med

Bi € Z.
Exponenterna «; utgér en komplett méngd konjugat,

Om o; a; dr konjugat sd &ar 3; = f§;:
For att visa detta véljer vi ett polynom med heltalskoefficienter sadant att
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I
o

Qly.eey Qpy Qptd, - .-, 0N ar samtliga rotter. Vi later nu 41 = -+ = BN
och vi kan nu skriva att:

H (Bre®e® + ... 4 Byete)) = 0.

ogESN

Produkten &r noll i enlighet med ursprungsantagandet ekvation (16).
Expanderar man uttrycket far man en summa med termer pa formen

kiehlal+‘”+hNaN

dér k;:na dr heltals koefficienter. Det foljer av konstruktionen att méngden av
alla exponenter pa den formen, hiay + - -+ + hyay, utgoér en komplett miangd
konjugat.

Det foljer ur symmetrin i produkten att for nagot 7 € Sy har ef1@r@m++armx)
samma koefficient som e?1@1+ - +an Detta innebir att om «; och a; ir konjugat

sa ar B; = B;.

Vi notera dven att uttrycket inte &r identiskt noll, alltsa, efter att ha samlat
alla termer med samma exponenter kommer atminstone ett utav 3;:na vara noll-
skilt. Detta kan bekraftats genom att betrakta koefficienten for termen hogst
exponent enligt ordningen for komplexa tal alltsa for z = = + dy dr 21 < 29
om x1 < xy eller 7 = x9 och y; < ys. Da ay:na ar unika, ty polynomet &r
irreducibelt, sa finns det endast en term med denna hogsta koefficient, och dess
koefficient &r enligt denna konstruktionen nollskild.

Hitintills har vi alltsa att:
o Bre®t 4o 4 Bre* =0
e Koefficienterna, (3;, kan antas vara heltal.
e Exponenterna, «;, utgor en komplett méangd konjugat.

e Om q; och «; dr konjugat sa &r 3; = B;.

7.2 Definiera en sekvens av tal J

Definiera ett polynom, eller en mdngd polynom f och ett till dessa associerat tal
J (eller en sekvens av tal) som dr en linjirkombination av virdena till I.

Da ay, B; ar algebraiska kan vi vilja ett positivt heltal [ sadant att laq, ..., lay,
och Ify,...,15, ar algebraiska heltal, lat:

ity = TAEZ ?;)_a(f —e a<icn)
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Dér p ér ett (stort) primtal. Vi vill nu utveckla en motségelse for |J; - - - J,|, dér

Dér I(t) dr definierad som i avsnitt 5.5. Utnyttjandes ekvation (13) och (16),
ser vi att:

Ji = Z BrIi(ow)
=1

3
3

T
-

n np—1 ] }
=> | Bre™ > 200 | - B > 1 (o)
k=1 j=0 k=1

7=0
n np—1 ] n np—1 )
= (Z ﬁk) > f§”<o>) B > ()
k=1 j=0

0 enl. antagandet.

np—1 n

== 3> (8P (aw)

=0 k=1

7.3 Hairled en undre gréns for J
Analysera J for att visa att det dr ett noll skiljt heltal och hirled en undre grdins
for J.

Betrakta vardena for fl-(j )(ozk) och notera att vi har tre olika fall att observera:

e Om j < p— 1; sa forsvinner inte fakorerna (x — ) helt i f; under deri-
veringen och fi(])(ak) =0 for alla k.

e Om j > p; sa ar de termer i fi(j)(ozk) som &r noll-skilda de termer dér
(z — ay)? blivit helt bortderiverade, dessa termer har dirmed en ledande
koefficient som dr en multipel av p!

e Om j = p—1; i detta fallet kan endast (z — ;) termen helt férsvinna (da
den #r av grad p — 1) i nagon term i fi(])(x), och fim(ak) =0fork#:1
fallet j = p — i och k = ¢ har vi att:

fi(p—l)(ai) =1"(p—1)! H(Ozi —ag)? (7)
ki

Detta ir, om p #r tillrickligt stort, ett algebraiskt heltal (enligt sats 5.2)
delbart med (p — 1)! men inte med p!. I mod p! &r alltsa

Ji = =BifP (i) 0  (mod p!)
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Det foljer alltsa att J; &r ett nollskilt algebraiskt heltal delbart med (p — 1)!
men inte med p!.

Eftersom g, ..., q, var en komplett uppséttning konjugat sa kan man ordna
dem sa att det finns heltal 0 = ng < ny < -+ < n, = n sadana att varje miangd
Opy41s--+,0n,,, ar en komplett uppséttning konjugat for varje ¢ och det foljer
dérmed, for de tillhorande koefficienterna, att 8,,+1 = -+ = Bn,,,. Dérmed kan
J; skrivas pa foljande sétt:

mnp—1r—1

Ti== 33 Bun )+ 4 1 ()}
j=0 t=0

Notera att da varje f;(z) fas av att dela ett polynom, med heltalskoefficienter,
med (z — ;) och ténker man igenom divisionsalgoritmen kan f;(x) skrivas pa

formen:
np—1

fil@) =" gm(as)a™

m=0
dér g,, ar ett polynom, med heltalskoefficienter, oberoende av i. Det samma
giller for f’s derivator fi(J ),

Dérmed ér, fi(] >(am+1) +... fi(J )(am +1) ett polynom med heltalskoefficienter.
Detta ser vi genom att gruppera ihop de ap, 41, ..., 0n,,, termerna i uttrycket
som har samma exponenter och direfter utnyttja elementéra symmetriska po-
lynom och faktumet att o, 41,...,Qn,,, ir en komplett méngd konjugat.

Det samma &r sant, pa samma vis, for J;, sig exempelvis, J; = G(a;), dir G ér
ett polynom med heltalskoefficienter oberoende av i.

Slutligen &r da Jy - -+ - Jp = G(aq) - -+ - G(ay,) ett rationellt tal eftersom
produkten ér ett symmetriskt polynom i aj,...,qa,, se sats 5.1. Men da J;
ar ett algebraiskt heltal maste det &ven vara ett heltal, enligt lemma 3.1, och
dédrmed atminstone 1. Och vi har att:

Ji-...-J, €Z och dirmed ett nollskjilt heltal delbart med ((p — 1)!)"
Och darfor géller det att:
[Jieodu = (P =1

7.4 Hairled en 6vre grins for J.
Utnyttja ekvation (14) for att hirleda en dvre grins for J.

Men ekvation (14) ger:

n

[ Til = Bel(ar) < Y lanBele!™ f(lax]) < e
k=1 k

=1
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for nagot tillrickligt stort ¢ oberoende av p. Vi har totalt nu féljande olikhet:

(P > |y d| > ()"

7.5 Notera motsigelse

Notera att den ovre grinsen dr ligre dn den undre grdnsen, vilket motbevisar
det forsta antagandet.

Men for tillrickligt stora p ér (p — 1)! > ¢P oberoende av val av c.

: e et
S e R S TR

Med andra ord den ldgre griansen for produkten over J; storre &n den Gvre
gransen, detta dr en motségelse, vilket bevisar satsen. O
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8 Konsekvenser av Lindemann-Weierstrass sats

Vi kommer nu ga in pa tre enkla sitt att utnyttja Lindemann-Weierstrass sats
for att visa att andra tal &r transcendentala. De tre sdtten ar; att utgar fran
exponenterna «;, att utgar ifran koefficienterna /3; och att skriva om talet sa att
man aterfar ekvationen fran satsen.

8.1 Exponenterna

Vi kan fran exponenterna, «;, i Lindemann-Weierstrass sats visa att ett tal &r
transcendentalt. Fran satsen har vi att «; skall vara ett algebraiskt tal, om vi
ddarmed kan sétta talet som vi vill underséka som en av exponenterna och sedan
visa att uttrycket bryter “skilt fran-tecknet” i satsen sa foljer det att talet maste
vara transcendentalt.

Sats 8.1. 7 dr ett transcendentalt tal.
Bevis. Vi kan latt se detta, via Eulers identitet;
e +1=0
Detta kan skrivas om enligt foljande:
e€m+1=0=1-€e"+1-e2=0

For att detta skall vara konsekvent med Lindemann-Weierstrass sats maste
minst ett av talen 0, 1, 7,4 vara transcendentala. Da talen 0,1, &r trivialt alge-
braiska foljer att m maste vara transcendentalt. O

Sats 8.2. In(a) dr transcendentalt for algebraiska a skiljda fran 0 och 1.

Bevis. Vi antar att In(a) &r algebraisk och observerar uttrycket:
1-e™® _g.e0=0

Och vi ser att detta &r en motségelse, In(a) &r alltsa transcendentalt. O

8.2 Koefficienterna

I likhet med tillvigagangsséittet med exponenterna kan vi visa att ett tal &r
transcendentalt genom att utga ifran koefficienterna i uttrycket fran Lindemann-
Weierstrass sats. Da vi har ifran satsen att 3; r ett algebraiskt tal, kan vi genom
att vilja att sitta det tal som skall undersdkas som en utav koefficienterna. Om
vi dérefter kan konstruera ett uttryck som bryter “skilt fran-tecknet” foljer det
att det undersokta talet dr transcendentalt.

Sats 8.3. sin(a), cos(a),tan(a) dr transcendentala for algebraiska a # 0.
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Bewvis. Fran Eulers formel har vi att:

Vi har dédrmed
(2cos(a))e’® —e % — e’ = (e +e7") e’ —e " —1=0.

Vilket enligt Lindemanns sats dérmed visar att cos(a) dr transcendentalt, viljer
vi @ = 0 ar exponenterna inte olika, vilket de enligt Lindemann-Weierstrass sats
skall vara. tan(a) kan pa liknande vis visas vara transcendentalt da:
sin(a e~ — ela
tan(a) = (@) =i— .
cos(a) e~ 4 ela

Och dérmed far vi att:
(tan(a) — i)e™ + (tan(a) +i)e™ " =0

Vilket visar att tan(a) for alla algebraiska a # 0 dr transcendentalt. sin(a), csc(a), sec(a), cot(a)
kan visas analogt. O

8.3 Cirkelns kvadratur

Cirkelns kvadratur var linge ett av de stora olosta matematiska problemen. Det-
ta problem bevisades vara olosligt i och med beviset for n’s transcendentalitet
1882, vilket &r en foljd av Lindemann-Weierstrass sats.

Sjdlva problemet &r ett geometriskt konstruktionsproblem. Utmaningen &r att,
med hjélp av en passare och en linjal, konstruera en kvadrat med samma area
som en given cirkel. Intresset av att approximera en cirkel med en kvadrat
han funnits med redan sedan den babyloniska matematiken, och i férlangningen
handlar det om att approximera m med ett rationellt tal. Ténker man sig att
radien for cirkeln dr 1, far man att cirkelns area blir 7. Den sokta kvadraten
skall alltsa ha arean 7, vilket ger den sidlingden /7. Problemet kan alltsa kokas
ner till att konstruera en stricka med lingden /7.

Vi kan nu titta lite pa vad for begréansningar som medfors av att alla tal skall
kunna konstrueras med linjal och passare. Vi kalla de tal som gar att konstruera
pa detta vis for “konstruerabara tal”.

Definition 8.1. De konstruerbara talen dr alla de talen ur C som utgaende
fran en given lingd 1 kan skapas med hjilp av en passare och en linjal.

Man kunde med hjélp av passare och linjal addera en lingd till en annan,
subtrahera en lingd fran en annan, multiplicera tva langder med varandra, dela
tva lingder med varandra och ta roten ur en given lingd (samtliga av dessa
rikknesétt dr representerade i figur 2).
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Figur 1: Visuell representation av cirkelns kvadratur

Sammanfattningsvis géiller att om a och b &r konstruerbara sér &r dven a + b,
a—1"b,a-b, %}, och v/a konstruerbara tal.

An s linge har vi alltsa inte nagot problem, vi soker /7 och kvadratrétter gar
att konstruera. Problemet kan alltsa nu kokas ner till att visa om 7 ar konstru-
erbart.

Precis som for de transcendentala kan det vara svart att visa huruvida ett sokt
tal ar konstruerbart eller inte, och bara for att man inte hittar en konstruktion
sa betyder inte det att det inte gar att konstruera. Det har alltsa ldnge varit ett
problem att avgdra huruvida 7 och déirmed /7 ér konstruerbart.

De konstruerbara talen dr dock en delméngd till de algebraiska talen. Lindemann-

Weierstrass sats visar att 7 ar transcendentalt, och ddrmed inte algebraiskt och
dérmed inte heller konstruerbart.
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F—a+b—

a

1 a — b —
(a) Addision

a-b

11—
f b i

(¢) Multiplikation

1 a—1b :
(b) Subtraktion

(d) Division

(e) Kvadratroten

Figur 2: Representation av tillatna riknesdtt



9 Sammanfattning

I uppsatsen har vi undersokt Lindemann-Weierstrass sats. Vi har forklarat
nodvandiga satser och termer for att forsta beviset av satsen och undersokt
nagra konsekvenser utav satsen.

Bland annat har vi uttritt att ett transcendentalt tal dr ett tal som inte &r ett
algebraiskt tal. Ett algebraiskt tal &r en 16sning till het heltalspolynom. Alltsa:

apz™ + a2 P+ +a, =0

dar ag,...,an € Z.

De transcendentala ér en delméngd till de komplexa talen och utgor, da de &r
oupprikneliga, i stort sett alla komplexa tal. Trotts detta &r det svart att visa
huruvida ett tal som, inte &r trivialt algebraiskt, &r algebraiskt eller transcen-
dentalt. Med hjilp av Liouvilles sats har vi visat hur man konstruera transcen-
dentalt tal. Satsen lyder:

Sats 3.5 (Liouvilles sats). For ndgot tal o av gradn > 1, finns ett ¢ = c(a) >0
sadan att |a —P/q| > %/ gn for alla rationella tal /4, (¢ > 0).

Med vilken talet

n= Z 10~™ ~ 0, 110001000000000000000001...

n=1

kunnat konstrueras och visats vara transcendentalt.
Med hjalp av Lindemann-Weierstrass sats har vi visat att en stor del av de mer
kénda transcendentala talen faktiskt ér transcendentala. Satsen lyder:

Sats 1.1 (Lindemann-Weierstrass sats). For olika algebraiska tal o, ..., o,
och nollskilda algebraiska tal 1, ..., Bn, har vi att

Bre®t 4o+ Buen £ 0.

Utifran Lindemann-Weierstrass sats foljer det per automatik att e dr transcen-
dentalt. Men vi kan &ven hérled att foéljande tal dr transcendentala:

e In(a), a € A\{0,1}

e sin(a), cos(a), tan(a), csc(a), sec(a), cot(a), a € A\{0}.
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