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Forord:

Som en blivande gymnasieldrare i matematik och fysik vet jag att en stor del av den matematik
gymnasieelever ldser dr matematisk analys. De tva frimsta delar som elever lir sig inom
matematisk analys dr derivering och integrering. Dessa tva har en tydlig koppling vilket &r
viktigt att inte bortse ifran. Jag har darfor valt att skriva om dessa tva centrala delar i denna
uppsats.

Nir jag sjilv studerade pa gymnasiet var jag av uppfattningen om att derivering och
integrering var alltid en del av matematiken. Jag dr siker pa att jag inte var ensam om att dela
den uppfattningen. Nu nér jag studerat och lart mig hur det ar vill jag skriva detta arbete for att
ge en tydlig bild av hur hidndelserik deriveringens och integreringens historia och utveckling
varit. Elever bor ha kdinnedom om varifran matematiken de studerar harstammar frén samt dess
utveckling. Idag lér sig inte elever historien bakom det som studeras vilket leder till att flera
matematikers harda arbete och upptickter forsummas. Rapporten syftar darfor till att elever,
som ldser mitt arbete, ska minnas och fa en chans att uppskatta matematikernas harda arbete.

For att rapporten ska vara forstdelig for gymnasieelever kommer den endast innehdlla
matematik pa gymnasial niva. De delar som kréver en djupare forstaelse av matematik kommer
déarfor inte behandlas i1 arbetet. For att avgrinsa uppsatsen kommer jag endast behandla det
arbete matematiker utfort som fétt en essentiell del for analysens historia.

Stockholm 8 januari 2016

Samer Ibrahim
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Kapitel 1

Matematisk analys

1.1 Vad ar matematisk analys?

Analysen véxte fram under 1600-talet, vilket var under den tid tekniken och fysiken hade sitt
genombrott. Under den epoken var det stindigt krig och da anvindes tunga skjutvapen. Dessa
skjutvapen intresserade vetenskapsmaén att studera projektilernas banor vilket gjordes med hjilp
av analysen [1]. Matematiska verk spreds mycket snabbare i Europa eftersom tekniken for att
trycka bocker forbéttrades. Med en lattare tillgdng till naturvetenskapliga verk, 6kades intresset
for att 16sa de matematiska och fysikaliska problem som fanns pa den tiden. Ett matematiskt
och fysikaliskt problem pa den tiden var projektilernas banor. Problemen kunde endast l9sas
med hjilp av analysen [1]. I det antika Grekland fanns det flera matematiker som hade stort
intresse for att 16sa problem som hor till analysen. Genom &ren har manga matematiker forsokt
presentera rétta definitioner, satser och metoder for att raikna med derivator och integraler. Det
var dock inte forst pa 1600-talet som en enhetlig och omfattande teori togs fram [2].

Analysen édr den gren i matematik som, 1 stora drag, handlar om processer och dndringar av
olika slag. Exempel pa detta ar att en kanonkulas ldge och hastighet &ndras frén den tid den
skjuts ivég tills det att den traffar sitt mal. Analysen loser problem med fordndringar och de tva
vitala verktygen som anvands for att I16sa dem problemen ar derivering och integrering [3]. Med
hjidlp av analysen gér det att forutse hur ett system kommer att fordndras. Ménga
verklighetsbaserade problem kan 16sas genom odndligt minga sarskilda steg, men med hjdlp av
analysen kan de l0sas pa en gang [4].

Analys ér, utover matematiken, essentiell i andra grenar inom naturvetenskap. Det viktigaste
redskapet som fysiker anvander for att exempelvis beskriva radioaktiva sonderfall, forandringar
1 tryck och temperatur dr analysen. Den moderna fysiken véxte fram tillsammans med analysen.
Biologer kan dven ta hjdlp av analysen for att exempelvis beskriva hur en population fordndras.



1.2 Derivata [3]:

Under 1630-talet fanns det ett antal geometriska verk som bland annat handlade om
bestimmandet av tangenter till kurvor samt det maximala och minimala vérdet for funktioner.
Det fanns dock ingen effektiv metod som kunde anvindas for att [sa problemen [1]. Detta kom
att bli den grundlidggande forutsattningen for att ta fram ett matematiskt verktyg som effektivt
kunde 16sa problem. Det verktyget kallar vi idag for derivata.

De matematiska problemen elever kan mota idag dr exempelvis dessa fragestillningar: Hur
fort faller ett foremal? Hur snabbt okar trycket? Hur mycket 6kar volymen? Verktyget som
anvinds for att mata dessa hastigheter for fordndringarna, fordndringshastigheten, dr derivata.

Derivata dr en funktion som anger fordndringshastigheten for en kdnd funktion. Det &r
trivialt att bestdimma lutningen, riktningskoefficienten, for en rét linje eftersom det inte sker
fordndringar 1 rata linjer. I nésta sektion kommer en fordjupning i riktningskoefficienter
behandlas. Att bestimma lutningen for en funktionskurva dr mer problematiskt eftersom
lutningen forandras med positionen pad kurvan. Nar vi arbetar med en liten sektion pd kurvan
kommer den att se ut som en rét linje. Genom att da vélja ut tvd punkter pa linjen kan lutningen
bestammas. Grundprincipen for derivata handlar om att vélja ut tvd punkter pa en kurva som
nirmar sig varandra s& mycket att den sektionen pa kurvan beter sig som en rit linje [5]. Det
blir i detta fall mer trivialt att bestimma lutningen.

Hur snabbt en funktion fordndras vid en viss punkt (x,, f(x,)) bestims genom att ta en
narliggande punkt (xo+h,f(xo+h))(h dr ett litet tal). Ett medelviarde for

forandringshastigheten ar da: f(xLz—f(xo) ; Eftersom £ gar mot 0 blir resultatet ett precist svar
for vad fordndringshastigheten ar vid punkten (xg , £ (xo)).

Derivatan definieras som grinsvérdet (om det existerar):

f(xo +h) — f(x0)
h

f'(xo) = }ll_f)ftl)

Geometrisk tolkning av derivatan:
Om funktionen f ar deriverbar i punkten x,, det vill sdga om f har en derivata i den punkten, s
har funktionen en rét linje som tangerar punkten (xg,f(xy)). Denna rita linje kallas for
tangenten till funktionskurvan f(x) och den har riktningskoefficienten f’(x). Tangenten i
punkten (x, , f(x,)) har ekvationen:

y — f(xo) = f'(x0)(x — xo)

Riktningskoefficienten f'(x) kan dven ses som lutningen for funktionskurvan i punkten

(%0, f (x0)).



Figur 1. Derivatan av en funktion vid en specifik punkt [F.1]

Figur 1: Linjen i figuren kallas for tangentlinjen och har lutningen f'(x) just vid den
markerade punkten.

Manga fysikaliska storheter kan formuleras som derivator av olika funktioner. En av dem é&r
momentanhastigheten v. Strickan s som ett foremal fardas kan beskrivas som en funktion av
tiden ¢, s(t). Andringen av strickan, med avseende pa tid, & momenthastigheten v. Om

funktionen s(t) deriveras blir resultatet momentanhastigheten v = s’(t). Det kan dven skrivas
ds
E.
avseende pa tid, det vill sidga a dr derivatan av v = s'(t), innebér att a = s"'(t).

Aven stromstyrka I kan uttryckas som forandringen av en elektrisk laddning Q under en viss

som v = —. Analogt &r momentanaccelerationen a dndringen av momentanhastigheten med

tid ¢, det vill séga att [ = Z—f. Det samma giller for den inducerade spanningen e dver en spole

med N antal varv i ett magnetfdlt @ som éndras under en viss tid 7. Inducerade spénningen

formuleras med foljande uttryck: e = N Z—f [6].



1.3 Integraler:

Vid ar 250 f. Kr. gjorde den antika grekiska matematikern Arkimedes ett stort antal
areabestdmningar av olika geometriska figurer. Han anvénde sig av en speciell metod, vilket
kommer redogdras for senare i rapporten, vid sina berdkningar. Han var dock tvungen att
anpassa metoden efter varje aktuellt problem. Det var forst vid 1600-talet som matematiker tog
fram ett matematiskt verktyg som kunde anvéndas for alla areabestimningar. Det verktyget
kallar vi idag for en integral [3].

Med hjilp av integralteorin ges mdjligheten att 16sa ménga geometriska samt fysikaliska
problem som exempelvis areor under funktionskurvor, rotationsvolymer, impuls / och
troghetsmomentet J [3].

Det krévs inte mycket geometrisk kunskap for att rakna ut arean av en parallelltrapets eller
en annan polygon med fler sidor. Detta for att dess sidor &r réta linjer och dess area dr den
sammansatta arean av flera regelbundna geometriska figurer. Det blir diremot mer komplicerat
att rakna ut arean av en figur med krokiga sidor [5]. Om den okénda figurens area delas upp i
kénda figurers areor sd blir summan av dessa areor hela figurens area. Detta dr grundprincipen
for integraler. Exemplet i figur 2 nedan visar en vidxande funktion. Arean under kurvan, vilket
i vart fall & ”den okinda figurens area”, kan delas in i rektanglar vilka ar regelbundna
geometriska figurer med lika breda baser. Arean av de ljusare och morkare rektanglarna utgor
den yttre figurens area och kallas for figurens 6versumma. Arean av de morkare rektanglarna
utgor den inre figurens area och kallas for figurens undersumma. Nér antalet rektanglar gdr mot
odndligheten kan &ver- och undersumman nérma sig samma tal vilket kallas for gransvérde.
Detta gransvarde ar savil den okdnda figurens area som integralen av funktionen [1].

Figur 2. Gransoverging [F.2]

Figur 2: Nar antalet rektanglar gar mot odndligheten, ndrmar sig 6ver- och undersumman ett
gransvarde. Detta gransvirde dr integralen av funktionen.

Integralen av en funktion f(x) i intervallet [a, b] 4r ett tal, ett gransvirde I(f) om det
existerar [3] och skrivs som:

b
1= 1 dx



Manga fysikaliska storheter kan formuleras som integraler. Ett exempel pd detta &r impuls /
som dr dndringen 1 rorelseméngden p. Rorelsemdngen p talar om hur svart det ar att dndra

rorelsetillstandet pé ett objekt, dirmed formuleras impuls pa foljande sitt: [ = fttlz dp =

) :12 F(t) dt [6]. Enligt Newtons andra lag: dp = F(t) dt, déir F dr en kraft och intervallet,

[t1,t,], ar tiden som kraften F' verkar pa ett objekt [6]. Om nagon exempelvis sparkar pa en
fotboll med kraft F(t), under en kort tid [¢4, t,], s& kommer denna kraft att 4ndras under den
tiden. Detta innebdr att rorelsemédngden dndras. For att bestimma impulsen, @ndringen i
rorelsemangden, behover alla virden som kraften har under kollisionen mellan foten och bollen

att summeras. Darfor anvinds integralen I = | ttlz F(t) dt [6].

Figur 3. Impuls

F (N}

t(s)
I h

&~

Figur 3: Kraften F(t) dndras under tiden [t4, t,] enligt grafen och impulsen / dr arean under
grafen.

Observera att rorelsemidngden kommer éndras dé en konstant kraft verkar pa foremalet under
intervallet [tq, t,].

Troghetsmomentet, J, talar om hur massan for en roterande kropp dr distribuerad ldngs sin
rotationsaxel. Den kan skrivas pi foljande sitt: J = [r2 dm, dir r dr avstdndet frdn
rotationsaxeln till kroppens yttre grins och dar dm &r masselementet. Troghetsmomentet, J,
beriknas genom att summera alla m - 72 for varje partikel i en kropp (J = Y, m; - /). Detta ér
dock ingen effektiv metod dé en kropp kan besta av flera miljarder partiklar. Det skulle vara

ineffektivt att rikna m - 2 for varje partikel. J = [ r? dm dr darfor den mest effektiva metoden
for att rikna ut troghetsmomentet [6].



Kapitel 2

Analysens historia

2.1 Inledning:

Historiker har hittat spar av att matematiker, redan i det antika Grekland, diskuterade
gransviarden och infinitesimala (odndligt sma) indelningar. Dessa &r viktiga delar av
differential- och integralkalkylen. Deras verk och slutsatser hade inte kunnat utvecklas till de
vélformulerade definitionerna, satserna, de precisa bevisen och de anvdandbara metoderna som
vi kénner till idag [7]. (Det finns dock vissa undantag som till exempel “uttdomningsmetoden”).
Deras idéer har daremot varit grunden for manga matematiker.

Under det antika Grekland hade matematiker dven utvecklat vissa metoder for att rdkna ut
areor och volymer. Det finns antaganden avseende att de behdrskade integreringen fore
deriveringen eftersom matematikerna var angeldgna att 16sa problem med areor och volymer
for geometriska figurer och kroppar. Idag lar sig elever dock derivering fore integrering.

Efter antiken 1ag matematiken pé is i Europa med anledning av att det inte hinde mycket
med matematiken under den perioden. Den perioden kallas for ”den morka tiden” 1 matematik.
Mellan ar 300-1100 e.Kr. var det matematiker i Mellandstern som hade den dominerande
kunskapen i matematik. I Europa fanns det inte nagot storre intresse kvar for matematik och
omraden som naturvetenskap, filosofi, litteratur och teologi vardesattes mer [8]. Europa tog del
av matematiska kunskaper som fanns i1 st genom handeln. Matematiska verk importerades in
och Oversattes till latin. I samband med att handeln expanderade aterupptogs intresset for
matematik i Europa. Anvindning av aritmetiken blev en del av det vardagliga livet for personer
utan akademisk bakgrund. Pa 1400-talet hade tryckpressen sitt stora genombrott och da trycktes
matematiska bocker over hela Europa [8].

Det var vid 1600-talet som den moderna analysen, vi kénner till idag, tog sin form. Under
den tiden fanns det revolutionerande satser och metoder for att berdkna derivator och integraler.
Manga av tidernas mest influensrika matematiker arbetade under denna epok. Det var
matematiker som bland annat Newton, Leibniz, Fermat, Descartes och Pascal. Det ar vilkéant
att den moderna matematiken har sin grund inom ett forlopp pa 50 ar mellan ar 1637 — 1687.
Det var under ar 1637 som Descartes publicerade sitt verk "Geometri” och under ar 1687 som
Newton publicerade sitt verk ”Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”, daven kallad
”Principia” [9]. De grundldggande huvudsatserna for analysen kom vid den epoken med hjalp
av Newton och Leibnizs verk, deras verk var oberoende av varandra. De moderna
beteckningsformerna som anvénds idag har dven sitt ursprung fran den tiden [10].



2.2 Derivatans historia:

Det var fran det antika Grekland som de forsta tecknen, som visar att derivator anviandes, kom
ifrdn. Matematikern Arkimedes (287 — 212 f.Kr.) forsokte bestimma tangenten for en spiral,
vilket idag kallas for ”Arkimedes spiral” r = af. En f6rdjupning om detta finner ni nedan. r dr
avstandet fran origo, a ar en konstant och © &r vinkeln mellan x-axeln och linjen genom en
punkt pa spiralen och origo. Arkimedes spiral &r den kurva som uppkommer da en punkt ror
sig med konstant hastighet 1dngs en strale som startar vid origo och som roterar med en konstant
vinkelhastighet. Det innebér att varje strdle som startar frin origo skér spiralen i punkter som
har ett konstant avstand mellan sig.

Arkimedes intresse for spiraler vicktes efter det att han ville 16sa problemet med cirkelns
kvadratur. Han ville, med hjdlp av en passare och en linjal, konstruera en kvadrat som har
samma area som en given cirkel [11]. Detta kommer behandlas nedan.

Figur 4. Arkimedes spiral [F.3]

Figur 4: Arkimedes spiral har ekvationen r = af.

Arkimedes [1]:

Arkimedes var en av de matematikerna under den grekiska antiken som tillférde en hel del
genom sina verk. Han var dven fysiker, uppfinnare, astronom, filosof och ingenjor [12]. Han
levde under 200-talet f.Kr. och foddes i staden Syrakusa som ligger vid Siciliens kust. Det var
dar Arkimedes verkade mest, men han studerade dven i den Egyptiska staden Alexandria. Han
dog nér Syrakusa foll och togs av Romarna &r 212 fKr. Arkimedes bestimde ett ndrmevérde
for konstanten 7 med en metod som pdminner om gransvirden. Detta kommer behandlas nedan.

Tangenten for Arkimedes spiral:

Eftersom Arkimedes spiral uppkommer da en punkt ror sig med konstant hastighet lings en
strale som startar vid origo och som roterar med en konstant vinkelhastighet kunde Arkimedes
veta rorelseriktningen for en punkt pa spiralen. Rorelseriktningen for en punkt péd spiralen ér
tangenten for Arkimedes spiral [11].

10



Med hjélp av den moderna differentialkalkylen kan tangenten for spiralen r = a8 bestimmas
pa foljande sétt: r dr avstandet fran origo, a ér konstant och © ér vinkeln mellan x-axeln och
linjen genom en punkt pa spiralen och origo [13].

Vi anvinder poldra koordinater: x = r - cos 8 ; y = r - sin 8 och dessa kan skrivas om till:
x=af -cosf@;y=al -sinf eftersomr = af.

Riktningskoefficienten &, se sida 5-6, for spiralens tangent &r i det hér fallet: k = Z—z = %

Med hjilp av produktregeln for derivering [13] f(x) = u(x) -v(x) = f'(x) = u'(x) -

v(x) + u(x) - v'(x) kan Z—: och % bestimmas:

Y 40 cos0 +a-sin
— = ab - cos a - Ssin
de
o _40-sing + 6
— = —Qau - SIn a - Cos
de
af-cosf+a-sinf _ sinf+6 cosb

Da ar riktningskoefficienten: k = o sinfiacosf =~ cosd—0sing

Genom att skiva tangentens ekvation pa formeln y = k - x + m, som en rét linje, faststiller vi
vad m &r (den punkt dd linjen korsar y-axeln). Detta gor vi genom att anvédnda
riktningskoefficienten k som vi bestdmde:

e kex4m=ad le_sir19+9cos€ p 0+
y=k-x+m=a# -sin _cose—e-sinea cos m

sin6+6 cosf

cos0—6-sin @ ~ab - cos @

mar-m=af -sinf —

Gemensam ndmnare £CT 0SS!

_af-sinf-(cosf — 0 -sinf) — (sinf + 6 - cos ) - ab - cos O
h cosf — 6 -sinf

m

_af - (sinf-cosf — 0 -sin®f —sinf - cosf — 6 - cos? 6)

cosf — 0 -sinf

m

—af? - (sin? 6 + cos? 0)
m=

cos@ — 0 -sinf

Vi vet att: sin? 8 + cos? 8 = 1 [13], vilket ger oss foljande:

11



—af?

m:cosﬁ—e-sine

Detta leder till att tangentens ekvation i punkten (x, y) pa arkimedes spiral &r:

_ sinf +6cos b af?
T c0s0—0-sinf © cosO—06-sind

y

Cirkelns kvadratur [11]:

Arkimedes intresse for spiraler vicktes, vilket tidigare ndmnts, pa grund av hans iver att 16sa
problemet med cirkelns kvadratur. Hans syfte var att konstruera en kvadrat med samma area
som en given cirkel. Det resulterade istéllet i att han lyckades visa att en ritvinklig triangel har
samma area som en given cirkel. Triangeln konstruerade han genom att studera tangenten for
Arkimedes spiral. Figuren nedan illustrerar ett segment av en siddan spiral, OPR.
Konstruktionen av den rétvinkliga triangeln skedde pa foljande sitt.

Figur 5. Cirkelns kvadratur [11]
v

RJ

S X

0

Q

Figur 5: Arkimedes sitt att konstruera en triangel som har samma area som en given cirkel.

Vid punkten P, en punkt pa spiralen, ritar han en tangent PQ for spiralen OPR och léter
tangenten och strackan OQ korsa varandra i punkten Q. Det bildas da en rét vinkel mellan OP
och OQ. Detta bildar en ratvinklig triangel OPQ. Arkimedes lyckades, genom detta, visa att
OQ ir lika lang som PS, vilket illustreras nedan. Detta dr langden pa bagen av cirkelsektorn
OPS. Detta visar i sin tur att den rétvinkliga triangelns area och cirkelsektorns area é&r
densamma. Arkimedes visade, pd samma sétt, att om OQ var lika lang som hela cirkelns
omkrets och OP lika lang som cirkelns radie skulle triangeln OPQ och den givna cirkeln ha
samma area [14].

Berdkning av arean for den réatvinkliga triangeln OPQ:

Den rita linjen OP kallar vi for Ly; Ly = kq - x + my

Den rita linjen OQ kallar vi for Ly; L, =k, - x + my

12



Vi vet att L och L, dr vinkelrdta mot varandra och dérfor blir k, - k, = —1. For att berdkna

k, anvander vi den generella formeln: k = i—z.

Vi kdnner dven till att punkten O har koordinaterna (0,0) och att punkten P har koordinaterna
(a@ - cos ,al - sinf) (Vi anvinder poldra koordinater x =7 -cosf;y =r-sinf dir r =
af).

Detta leder till att: k; = 4y _ 28sinf-0 _ sinf

Ax ~ ab-cos8-0  cos@

1 <4 -1 cos 6
Det vill sdga att: ky = 555 = — ——
cos 6

Vi ser att L, och L, korsar origo, vilket innebér att m; = m, = 0

. . . " .. . in6 6
Detta leder till att ekvationerna for de réta linjerna L, och L, dr: Ly = z:; o X L,=-— =",

sin @

Den réta linjen PQ ér var tangent som nu kallas for L3. Denna har redan faststéllts pd sida 11
och vi har kommit fram till att den uttrycks pa foljande sitt:

sin@ + 6 cos 6 aB?

_COSQ—H'Sing.x cos@ — 0 -sin@

3

For att ta reda pé koordinaterna for punkten Q bestammer vi den punkt dé linjerna L3 och L,
korsar varandra, det vill sdga L, = Lj:

cos @ sin@ + 6 cos 6 af?

sinH'x=c059—0-sin0.x cos@ — 0 -sind

af? [sin9+9cost9 cos 0

cosG—H-sinBz cosH—G-sin9+sin8

Gemensam nimnare £gEer 0SS!

af? _ | (sin6 + 60 cosf) -sinb +c039-(c059—9-sin9)
cosf — 0 -sinf |(cosf — 6 -sinB)-sinf  sin@ - (cosd — O - sinH) x

af? rinze+0c059-sin0+c0529—9~c059-sin9]
x

cosG—H-sin0= cos@ -sinf — 0 -sin? 0

Forkortning samt att sin? 8 + cos? @ = 1 ger oss:

ab? _[ 1 ]
cosf —0 -sinf lcos -sin@ — 6 - sin? 6 x

13



aB? - (cosO -sinf — 6 - sin? 0)
cos@ — 0 -sinf

X =

aB? -sinf (cos® — 6 - sin )
cosf — 6 -sinf

X =

x = ab? - sin#.

Allts3 korsar linjerna varandra da x = af? - sin 6.

y-koordinaten for punkten Q far vi genom att sitta in x-vérdet som faststdlldes i ekvationen L,

(eller Ly): y =1L, = —Z?;Z -x vilket ger oss: y =L, = — Z:’;z -af? -sin@. Vi skriver en
forenkling pa foljande sitt: y = —af? - cos 8. Detta innebir att koordinaterna for punkten Q #r

(aB? - sinf,—ab?- cos B).

For att berdkna arean av triangeln OPQ anvinder vi formeln: A¢rignger = ;bh dédr b ar basen
for triangeln och 4 dr hojden for triangeln. I vart fall &r b langden av L, och & dr ldngden av L;.
Detta leder till att: A¢rignger = %lel - |Lq]

Lingden bestims genom formeln: |L| = {/x? + y2.

Detta ger foljande ekvationer: |L,| = \/(ae -c0s0)? + (ab - sinB)? = ab

|L,| = \/(aB? - sinB)% + (—ab? - cos H)? = ah?

Anvinder vi lingderna |L,| och|L;|, som vi bestimde, kan vi rékna triangelns area: A¢yjgnger =
1 1

~af?-af ==-a?03.

2 2

Arean for en cirkelsektor &r: Acirkeisektor = 57‘2 -0 diar r =af, vilket kan skrivas

2

1 . vy o . .
som: Acirkelsektor = Jas 63. Cirkelsektorn har samma area som den ritvinkliga triangeln.

Ovanstdende visar att den ratvinkliga triangeln och cirkelsektorn har samma area. Observera
dven att den rdtvinkliga triangeln konstruerades genom att anvinda sig av analysen och
bestdmningen av tangenten for spiralen. Om OQ var lika lang som hela cirkelns omkrets och
OP lika lang som cirkelns radie skulle triangeln OPQ och den givna cirkeln ha samma area
[14], vilket ndmnts ovan.

Arkimedes metod for att bestimma viardet for = [15]:

De antika grekiska matematikerna var medvetna om att det fanns ett samband mellan cirkelns
omkrets O och dess diameter d. De visste dven att relationen mellan dem var en konstant k.
Arkimedes var matematikern som lyckades bestimma ett nirmevérde for denna konstant som
idag kallas for = [14]. Metoden grundar sig pa att Arkimedes konstruerade en omskriven
manghorning vilken har en storre omkrets dn cirkeln samt en inskriven manghdrning som har
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en mindre omkrets &n cirkeln, se figur 6 nedan. Da antalet horn p4 manghdrningarna okar
kommer deras omkretsar ndrma sig cirkelns omkrets. Med anledning av att den omskrivna
manghorningens omkrets alltid &r storre dn cirkelns, kommer dess omkrets vara en ovre grans
for cirkelns omkrets. Pa samma sitt kommer den inskrivna manghorningens omkrets alltid vara
mindre dn cirkelns vilket innebédr att dess omkrets kommer vara en nedre gréns for cirkelns
omkrets. Genom detta kunde han bestimma mellan vilka tal 7 méste vara. Om p,, &r omkretsen
for en inskriven manghdrning med n antal sidor och B, dr omkretsen for en omskriven
manghdrning med # antal sidor och O dr omkretsen for cirkeln foljer det att:

Pe <P12 <P2u < <Pp<O<B < <Py <P <P

Arkimedes borjade med en omskriven och inskriven 6-horning. Han bestimde deras omkretsar
och sedan fordubblade han antalet sidor till en 12-hérning och berdknade deras omkretsar.
Arkimedes fortsatte pa det sittet tills det att han hade en omskriven och inskriven 96-hérning.
Han berdknade dérefter deras omkretsar som da var approximativt detsamma som cirkelns
omkrets. Approximationen av cirkelns omkrets blir mer korrekt nér antalet horn pa
manghorningarna gar mot odndligheten. De antika grekiska matematikerna tankte dock att det
aldrig kunde goras odndligt manga steg i en berdkning. Arkimedes stannade dérfor vid 96-
horningar. Vi far da foljande:

Pe < P12 < P2s < Pag < Poe < 0 < Pyg < Pyg < Ppy < P13 < Py

Figur 6. En omskriven och inskriven 6-horning

Omskriven 6-horming

|

< —* Cirkel

Inskriven 6-hérning

Figur 6: Arkimedes borjade med en omskriven och inskriven 6-h6rning som han sedan 6kade
till 12, 24, 48 och 96-hdrning.

Nér vi vet omkretsen av de omskrivna och inskrivna 6-hdrningarna kan vi anvédnda oss av
rekursionsformler p,,, och P,,, for att bestimma de fordubblade ménghdrningarnas omkretsar.
Berdkningen av p,, och P,, med hjilp av p, och B, visar att py, ar det geometriska
medelvérdet av p,, och Py, och dér P, dr det harmoniska medelvardet av p,, och P,.



p2n=\/pn'P2n

2pn'Pn

Pt By
Borjar vi med omkretsarna pg och Pg kan vi anvénda rekusionsformlerna for att bestimma pgg
och Pgg. pe och Pg far vi genom att dela in 6-hdrningen i 6 liksidiga trianglar och berdkna halva

sidan X av en av de 6 sidorna pa 6-horningen for att sedan multiplicera halva sidan med 12 for
att fa hela omkretsen [1].

Figur 7. En omskriven 6-horning

Figur 7: Arkimedes delar in 6-horningen i 6 liksidiga trianglar och berdknade halva
sidan Xg av en av de 6 sidorna pa 6-hérningen.

Vi kan bestdimma halva sidan Xg for en liksidig triangel, som vi far genom en indelad omskriven
6-horning, genom att uttrycka Xy med cirkelns diameter d. Forhallandet mellan halva sidan

V3
X¢ och hojden pé triangeln, som dr desamma som cirkelns radie r, kan skrivas som: XL = 7/2 =
6 2
V3 [1]. Vi far vidare X, = \/% Detta leder till att omkretsarna dr: Pg = 12 - Xg = % = 4/3r =

2v/3d och pa samma sitt bestaims omkretsen pg = 3d.

Nu anvinder Arkimedes, utan att redovisa vilken metod han anvint, en uppskattning av v/3 [1]:

265 1351
ﬁ<‘/§< 780

Utan att visa hur han gjorde, men som vi kan visa med hjdlp av rekursion, kom han fram till att:

10

(3%)d<p%odﬂ%6<(3—)¢

70

Vilket leder till:

10 10
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310<k<310
71 70

k ar den konstanten som vi idag kallar for z. Arkimedes lyckades alltsé berdkna att:

310 3 L0
7175270

Idag vet vi att m = 3,14159 ... Arkimedes hade redan pa sin tid visat att 3,14085 < 7w <
3,14286 vilket stammer vél overens med var kunskap idag. Detta lyckades Arkimedes visa
redan for 2200 ar sedan.

Efter Arkimedes tid fram till 1000-talet skedde ingen utveckling av derivator i Europa med
anledning av att intresset for matematik avtog. Denna period kallas for, vilket nimnts ovan pa
sida 9, f6r ”den morka tiden” 1 matematikens historia. Det var mellan ar 300 — 1100 e.Kr. [8].
Under den morka tiden var det matematiker i Asien som verkade och genom deras verk
utvecklades derivatan. En persisk matematiker vid namn 'Omar al-Khayyam (1048 — 1131
e.Kr.) studerade 16sningar till olika typer av ekvationer och en av dem hade formeln x3 + d =
bx. al-Khayyam l0ste ekvationerna geometriskt och det fanns en annan persisk matematiker
vid namn Sharaf al-Din al-Tusi som studerade al-Khayyams ekvationer och kom fram till
samma resultat. al-Tusi l0ste ekvationerna genom att berdkna deras maximala vérden [1], vilket
kommer behandlas nedan. Idag kan det 16sas genom att anvinda sig av derivator.

Sharaf al-Din al-Tusi [16]:
Sharaf al-Din al-Tusis fulla namn ar Sharaf al-Din al-Muzaffar ibn Muhammad ibn al-Muzaffar
al-Tusi. Historiker har begransad kunskap om al-Tusis liv, men de tror att han foddes ar 1135
e.Kr. och dog 1213 e.Kr.. Eftersom han kallas for al-Tusi finns det skil att anta att han foddes
i staden Tus vilket &r en stad i norddstra Iran. Han verkade till storsta delen av sitt liv 1 stdderna
Damaskus och Aleppo i Syrien, men dven i stiderna Mosul och Bagdad i Irak [1].

al-Tusi var en av de persiska matematiker som var aktiv under den “islamska guldaldern”
600 — 1200 e.Kr.. Han reste runt i arab-varlden for att 14ra ut matematik och ménga som horde
om honom ville bli hans ldrjungar. al-Tusi 4r kind for sina verk inom algebra och ekvationer.
Han hade speciella metoder for att rdkna ut antalet 16sningar, antalet rotter, som olika typer av
ekvationer har.

al-Tusis metod att 16sa al-Khayyams ekvation [16] [1]:

al-Tusis studerade 'Omar al-Khayyams ekvation x3 + d = bx dir d och b ir positiva tal. Han
omvandlade ekvationen till bx — x3 = d och forsdkte direfter bestimma var funktionen bx —
x3 = y(x) har sitt maximala virde.

al-Tusi hade noterat att om x dr en rot till ekvationen ar x < /b for att om d > 0 och x3 <
bx sé leder det till att x < v/b. Hans berékningar visade att funktionen har sitt maximala virde

3/
da x = \/é, det vill sdga d = 2 (g) 2, Idag kan vi visa att detta &r korrekt med hjilp av

derivering.

al-Tusi kom fram till att om det maximala virdet for bx — x3

dr mindre dn d, for d <

3/
b\ /2 o .. . o . .. .o
2 (5) , s& dr bx —x3 < d och ekvationen har siledes inga positiva 16sningar. Om det
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3/
maximala vérdet for bx — x3 dr d = 2 (g) ? s finns en 16sning, 1 dubbel-rot x = + \/é. Om
: »\ /2 :
det maximala vérdet ddremot dr storre &n d, d > 2 (5) finns det tva 16sningar.

Vi far dessa 16sningar om funktionen bx — x3 = y(x) deriveras och derivatan bestims till 0.
Detta gors for att bestimma ekvationens maximala vérde och dérefter kan vi 16sa ut x:

y(x) = bx — x3
y'(x) =b—-3x2=0

3x2 =D

b
2 — _
=3
X=E 3

Den stora utvecklingen i matematisk analys startade omkring 1600-talet. Det var under den
tiden som de nya teorierna och de matematiska verken kunde fé sitt stora genombrott med
anledning av att bocker kunde tryckas [1]. Ménga stora matematiker arbetade under denna epok,
men eftersom méanga av dessa har utvecklat analysen pa ndgot vis dras inte enbart en
matematiker [10]. Matematiker som bland annat Isaac Barrow, René Descartes och Pierre de
Fermat diskuterade derivata som en metod for att rdkna ut tangenter till kurvor och det
maximala, strsta, och det minimala, minsta, vardet for funktioner [7].

Fermat (1601 — 1665 e.Kr.) utvecklade en metod for att kunna faststdlla minimala och
maximala virden [9]. Han utvecklade dven en metod for att bestimma tangenten till olika typer
av kurvor vilket behandlas nedan. Fermat var den forsta som upptickte att det
maximala/minimala virdet for en funktion faststills nir tangenten for en punkt pa
funktionskurvan ér parallell med x-axeln. Detta &r ndr derivatan ér 0, vilket stimmer Overens
med derivatan vi kadnner till idag [10].

Pierre de Fermat [17] [18]:
Pierre de Fermat var en fransk jurist som foddes ar 1601 i kommunen Beaumont-de-Lomagne
i sodra Frankrike och avled ar 1665. Vid sidan av sitt arbete studerade han matematik och
presenterade sina resultat oftast utan bevis [1].

Fermat borjade studera matematik i Bordeaux. Det var dar han presenterade sitt verk
avseende det maximala och minimala virdet av funktioner. Han &r, utover detta, kind for sitt
verk som handlar om geometriska talserier. Det dr serier dédr forhdllandet mellan en term och

. e . . 1,11 . .
nirmast foregdende term ar konstant [19]. Till exempel ar stotgen geometrisk talserier

for att forhallandet mellan en term och nérmast foregidende term &r hela tiden e

Fermats metod for att bestimma maximala och minimala virdet av funktioner [9]:

Idag anvinder vi derivatans definition, se sida 5, for att bestdimma lutningen for tangenten av
en punkt pa en funktionskurva. Nér tangentens lutning dr O kan vi berdkna funktionens
maximala eller minimala varde vilket pdminner om Fermats metod.
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For att forklara Fermats metod kan vi anta att vi har en funktion f(x) som beskriver en
kurva. Fermat ersatte x med x + E 1 vilken E &r ett vdldigt litet tal, infinitesimalt. Han satte
f(x) och f(x + E) lika med varandra och forenklade darefter ekvationen samt dividerade alla
termer som innehaller £ med E. Avslutningsvis satte han E lika med noll.

For att 6ka forstaelsen av Fermats metod ska vi anvinda denna for att faststilla det maximala

eller det minimala virdet for exempelvis funktionen f(x) = x? + 4x + 2. Det maximala eller

minimala vérdet kan faststéllas nir tangenten for funktionen har lutningen 0.

Vi ersétter x med x + E:
fx+E)=(x+E)?+4(x+E)+2=x*+2xE+E*+4x +4E + 2

Direfter later vi f(x) = f(x + E) vilket ger oss foljande:

x2+4x+2=x?+2xE + E? + 4x + 4E + 2
Genom att forenkla ekvationen far vi:

0 = 2xE + E* + 4E

Nu dividerar vi alla termer som innehéller £ med E':

0_2xE+E2+4E

I =2x+E+4

For att faststdlla virdet av variabeln x nér tangentens lutning ar noll sétter vi in E = 0. D& far
vi: 0 = 2x + 4.

For att rakna ut det maximala eller minimala vérdet ska x 16sas ut fran 0 = 2x + 4 vilket ger
oss x-koordinaten for den punkt pa funktionskurvan dé tangenten har lutningen noll. Loser vi
ut x fir vi x = —2 och om vi siitter in virdet for x i f(x) = x? + 4x + 2 far vi det maximala
eller minimala virdet. Fér x = —2 fir vi: f(—2) = (-2)? +4(-2)+2=4—-8+2 = -2,
Om vi observerar funktionskurvan till funktionen f (x) = x? + 4x + 2, se figur 8 nedan, forstér
vi att funktionen enbart har ett minimalt vdrde och inget maximalt vdarde. Detta leder till att —2
4r det minimala virdet for funktionen f(x) = x2 + 4x + 2.
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Figur 8. f(x) = x? + 4x + 2

.

2

Figur 8: Vi ser att en funktion med ekvationen f(x) = x? + 4x + 2 enbart har en punkt d&
derivatan &r noll och det &r vid funktionens minsta vérde dar f(—2) = —2.

Fermats verk har dven préiglat optiken, sannolikhetsldran, koordinatgeometrin (analytisk
geometri) samt integralkalkylen vilket behandlas senare 1 arbetet [17].

Fermat framforde en optisk princip, ”Fermats princip”. Principen handlar om att en ljusstrale
véljer den vdg, mellan tvad punkter, som tar kortast tid. Med hjédlp av den principen samt
derivering kan reflektions- och brytningslagen (Snells lag) harledas [20].

Reflektionslagen [20]:

I figur 9 nedan framstills en ljusstrile som tar sig fran punkten A till B pé tva olika sétt. Den tar
sig raka vigen fran A till B, men dven genom reflektion mot en plan spegel. Enligt Fermats
princip kommer ljusstralen att vilja den snabbaste vigen vilket dr fran A till B (utan reflektion).
Om ljuset infaller mot en spegel med vinkeln 6;, reflekteras med vinkeln 6, och har avstanden
(a, b, x, d) enligt figuren nedan sa kan reflektionslagen hirledas. Den menar att infallsvinkeln
ar lika stor som reflektionsvinkeln, det vill sdga att 8; = 6,..

Figur 9. Tva sitt for en ljusstréle att ta sig fran punkt A till punkt B [F.4]

Figur 9: Om ljus reflekteras mot en plan spegel med infallsvinkeln 8; och reflektionsvinkeln
0, kan reflektionslagen hérledas.

L ar den strackan dér ljuset fardas fran punkt A till punkt B genom reflektion. Strackan L kan
skrivas som ett uttryck med hjilp av Pythagoras sats samt avstanden vi har i figuren ovan:

L=\/az+xz+\/b2+(d—x)2
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Den kortaste tiden det tar for ljuset att fardas fran punkt A till B dr da strackan L &r som kortast
eftersom ljuset har en konstant hastighet. Det vill sdga da L har sitt minimala vérde. Vi far fram
den kortaste strickan nér derivatan av L avseende pé x dr lika med 0:

2x 1 2(d — x) B
Va?+x%2 2 /b2 + (d — x)?

X _ d—x
va?+x? /b2 + (d — x)2

sin§; = sin 6,
Denna likhet géller endast nér 8; = 6,., vilket ér reflektionslagen.

Brytningslagen (Snells lag) [20]:

I figur 10 nedan illustreras en ljusstrale som tar sig fran punkt A till B genom att fardas via tva
olika medier med tva olika brytningsindex n,; och n,. Dessa dr tal som bestimmer ljusets
hastighet 1 ett medium 1 forhdllande till ljusets hastighet i vakuum [21]. Enligt Fermats princip,
vilket forklarats ovan pé sida 20, kommer ljusstralen vilja den vdg som tar kortast tid. Detta far
vi genom att bestimma ett uttryck for den tid 7 det tar for ljuset att firdas genom punkt A till B.
Da derivatan av ¢ ér lika med O far vi fram den kortaste tiden det tar for ljuset att fardas fran A
till B.

Brytningsindex kan framstéllas med foljande ekvation: n = % dér ¢ dr ljusets hastighet i
vakuum och v ar ljusets hastighet i en media. Da ljuset infaller mot det andra mediet med

vinkeln 84, bryts med vinkeln 6, och har avstanden (a, b, x och d), enligt figuren nedan, kan
brytningslagen n, sin 8; = n, sin 6, harledas.

Figur 10. En ljusstrale fardas fran A till B genom tva medier med tva olika brytningsindex
[F.4]

Figur 10: Da ljus bryts genom att firdas genom tva medier med infallsvinkeln 6, och
brytningsvinkeln 6, kan brytningslagen n; sin 8; = n, sin 6, hérledas.
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For att skriva ett uttryck for tiden, #, det tar for ljusstralen att fardas fran punkt A till B anvédnds
formeln for likformig rorelse (s = v - t [22]) samt Pythagoras sats. Detta gors pa samma sitt
som med reflektionslagen, se sida 20. Foljande blir uttrycket for tiden.

VaZz +x2  \[b? + (d — x)?
t= +
U1 U2

Tuttrycket dr v; och v, ljusets hastighet i de tva olika medierna. For att bestimma den minimala
tiden det tar for ljuset att fardas fran punkt A till punkt B deriverar vi uttrycket for tiden r med
avseende pa x och sétter det lika med noll:

dat X d—x _0
dx  viVa?+x% v, [b% + (d — x)?

sinf; sin6,

V1 %)

sinf; sin6,

U1 V2
Eftersom v = % kan vi skriva om uttrycket ovan pa foljande satt:

sin 8, sin 8,
n1 - le
c c

n,sinf; = n,sinb,

Det blir da brytningslagen (Snells lag).

Isaac Barrow (1630 — 1677 e¢.Kr.) var en annan matematiker som var verksam under 1600-talet.
Barrow utvecklade derivatan och han hade en metod for att faststélla riktningskoefficienten for
tangenten av en funktionskurva. Detta gors idag med hjélp av derivering och en férdjupning pa
det tas upp nedan. Han anvénde sig av gransviarden och punkter pa en triangel, vilket han sjilv
konstruera, som gar mot varandra. Den metoden kallas for ”Barrows differentialtriangel” [11].

Isaac Barrow [1] [23]:

Isaac Barrow var en engelsk matematiker som foddes i London ar 1630 och avled ar 1677 i
Cambridge. Han var en professor i grekiska pa Cambridge, men dven professor i geometri pa
Gresham universitet. Mot slutet av sitt liv studerade Barrow teologi och var dven ldrare till den
store matematikern och fysikern Isaac Newton. Information om Newton tas upp i kapitel 3 pa
sida 31.

Barrows verk bestéar av hans egna foreldsningsanteckningar som publicerades. En del av dem
handlade om grekiska matematiker, som till exempel Arkimedes och en del handlade om optik
och geometri. Det var under sina foreldsningar om geometri som Barrow visade sin metod for
att faststélla tangenten av funktionskurvor. Detta gjorde han genom att anvinda sig av sin metod
”Barrows differentialtriangel”. Barrow var en av de forsta som insag att integraler och derivator
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hade en invers relation [10] vilket idag kallas for ”Analysens huvudsats”. Barrow kunde inte
bevisa denna relation, men det kunde daremot hans elev, Isaac Newton.

Barrows differentialtriangel [11]:
Om M iar en punkt pa en kurva, se figur 11 nedan, som har ekvationen f(x,y) = 0 och om T dr

den punkt pa x-axeln som tangenten M7 géar igenom menar Barrow att det finns ett infinitesimalt
litet avstand, MN, pa den kurvan. (N ar pa kurvan, men for att det ska bli en tydlig och stor figur
ser det ut som om att N inte befinner sig pa den.) Dérefter drar Barrow vertikala linjer fran M
och N till x-axeln som korsar tva punkter pa x-axeln. Dessa punkter kallar han for P respektive
Q. Han ritar dven en horisontell linje frdn M till R. Han bestdmde, utan vidare forklaring, att
kalla avstandet MP for m, TP for t, MR for e och NR for a. Han noterade att forhdllandet mellan
a och e dr samma som forhéllandet mellan m och #: % = % déir e och a ar mycket sma tal

(infinitesimala).

Figur 11. Barrows differentialtriangel [11]

N
M R
A T P Q

Figur 11: Barrow anvénde triangeln MNR {0r att faststilla riktningskoefficienten for tangenten
av kurvor genom att anvidnda sig av gransviarden och punkter p en triangel som gir mot
varandra.

Eftersom e och « ér infinitesimala sétter Barrow funktionen f(x,y) likamed f(x + e,y + a).
Darefter forenklar han ekvationen och tar bort alla termer som har a eller e med hogre grad én

1. Slutligen skriver han om ekvationen tills det att forhallandet % ar sjalv pa det hogra- eller

. s - A "
vénstra ledet. I moderna termer skulle forhallandet fa foljande uttryck: %z A—z. Detta ar
riktningskoefficienten for tangenten av kurvan som vi sokte.

For att tydliggora pd viket sitt Barrows differentialtriangel anvinds kan vi bestimma
riktningskoefficienten for tangenten av en funktionskurva, exempelvis: f(x,y) =y — x? —
2x3 = 0:

Visitter f(x,y) = f(x+e,y+ a):

y—x2-2x3=y+a—-(x+e)>—2(x—e)d
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y—x2-2x3=y+a—x*—2ex—e?—2x3— 2ex? — 4ex? — 4e’x — 2e’x — &3
Forenklar vi ekvationen och tar bort termerna som har a eller e med hogre grad én 1 far vi:
a— 2ex — 2ex? — 4ex? =0
a—2ex —6ex? =0
a =e(2x + 6x?)

Skriver vi om ekvationen pa sa sétt att forhallandet % ar ensam det pa vénstra ledet far vi:
a 2
P 2x + 6x

= 2x + 6x? vilket ir riktningskoefficienten for
3

Forhéllandet mellan a och e ér: % = ﬁ
tangenten av kurvan f(x,y) =y — x? — 2x
Detta kan, pa ett enkelt vis, illustreras med hjilp av derivata:
fy)=y—x?—2x° =
y = x?+ 2x3

Anvinder vi deriveringsregler for potenser far vi:

y'(x) = 2x + 6x2

Vi har nu, med hjilp av Barrows metod samt med den moderna anvdndningen av derivering,
visat att riktningskoefficienten for tangenten av kurvan f(x,y) =y —x?—2x3 =10 &r
y'(x) = 2x + 6x2.
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2.3 Integralens historia:

Integralkalkylen handlar till stor del om att berdkna volymer och areor pa olika typer av former
och kroppar. Matematiker i Egypten borjade arbeta med det runt 1890 f.Kr. De antika
egyptierna skrev ned sina verk pé papyrus, vilket dr en typ av papper som anvéndes i forntida
Egypten. Deras berdkningar av areor och volymer, av bl.a. pyramider, finner vi 1 den sa kallade
”Moskva-papyrusen” [7].

Moskva-papyrusen [1] [11]:
Moskva-papyrusen ir ett cirka fem meter langt och en decimeter brett papyrusfynd som har
daterats fran den tolfte dynastin, cirka 1890 f.Kr., i Egypten.

Detta manuskript bestar mestadels av vardagliga matematiska problem inom geometrin.
Exempel pé detta dr utrdkningar av rektangelns sidor, trianglar, ytan pa en sfir samt volymer
pa olika geometriska kroppar. Moskva-papyrusen ar det tidigaste verket som beskriver ett sitt
for att rdkna ut volymen av en s kallad ’stympad” pyramid. En stympad pyramid &r en pyramid
dér toppen har skurits bort i ett horisontellt snitt. Det finns dédremot ingen beskrivning av hur
volymen for en hel pyramid ska berdknas. Manuskriptet dr skriven som en matematikbok for
elever och den innehéller uppgifter och problem som ska I16sas. I manuskriptet finns det 60
uppgifter, men endast 25 av dessa dr bevarade idag.

Berdkningar av areor och volymer utvecklades vidare och i antika Grekland fanns en
matematiker vid namn Eudoxos (citka 400 — 350 fXKr.) som anvdnde sig av en
“uttdmningsmetod” (“method of exhaustion™). Denna metod anvinde han for att rdkna ut areor
och volymer [7] av olika geometriska former. Metoden paminner om anvidndningen av
gransvarden. Eudoxos metod gick ut pa att rita geometriska former inuti den form vars area
skulle berdknas. De inritade formernas areor konvergerade mot den arean som egentligen skulle
rdaknas ut och pa det sittet kunde arean av den sokta formen réknas ut [24].

Nér Arkimedes ville rakna ut virdet for z, vilket tidigare redogjorts for pa sida 15, anvinde
han ovanstdende metod. Detta gjorde han genom att rita ut manghdrningar savél inuti som
utanfor cirkeln, dérefter rdknade han ut omkretsen for manghorningarna. Om
manghorningarnas areor riknas ut, istillet for att rdkna ut deras omkrets, kommer 96-hérningen
approximativt ha samma area som cirkeln [1].

Figur 12. Uttdémningsmetoden [F.5]

Figur 12: For att rdkna ut arean av en cirkel anvindes uttdmningsmetoden. Ménghorningar
ritades inuti cirkeln och i samband med att antalet horn pd manghdrningen 6kade kunde arean
for manghdrningen bli lika stor som arean for cirkeln.
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Eudoxos [17] [1]:

Eudoxos var en grekisk matematiker och astronom som foddes i Knidos, dagens Turkiet, cirka
400 f.Kr. och avled cirka 350 f.Kr. Han dgnade sig at att studera rymdgeometri, vilket &r laran
om geometriska figurer i tre dimensioner [25]. En stor del av Eudoxos satser, likasa
uttomningsmetoden, finns med i det stora matematiska verket fran Grekland sé kallat Elementa
av Euklides cirka 300 ar f.Kr. Eudoxos var den forsta som konstaterade att om en pyramid och
en prisma har samma bas och hojd sé ar pyramidens volym en tredjedel av prismans volym.

Eudoxos metod for att visa att pyramidens volym ér en tredjedel av prismats volym om
pyramiden och prisman har samma bas och hojd [26]:

For att visa att forhallandet mellan dessa tva geometriska kroppars volym ritade Eudoxos tre
pyramider, ABCD, EBDC och EFDC, inuti en prisma.

Figur 13. Prismans volym é&r tre gdnger sd stor 1 forhallande till en pyramid med samma bas
och hojd [26].

E/i\

A

Figur 13: Eudoxos ritade tre pyramider (ABCD, EBDC och EFDC) inuti en prisma.

Eftersom ABED ir en parallellogram och BD ér dess diagonal ar trianglarna ABD och EBD
kongruenta d.v.s. att de dr varandras spegelbilder. Pyramiden ABCD har basen ABD och toppen
i punkten C och pyramiden EBDC har basen EBD, vilket dr kongruent med ABD. Den har ocksa
toppen i punkten C varfor dessa tva pyramider é&r lika stora och har samma volym. Enligt sats
5 1 tolvte boken av Elementa har tvd pyramider samma volym om de har samma hdjd och
trianguléra bas [27].

Pa samma sdtt som FEudoxos gjorde med parallellogram ABED gjorde han med
parallellogram FCBE. Trianglarna CEF och CBE ér kongruenta, varandras spegelbilder,
eftersom CE ir parallellogrammens diagonal. Pyramiden EFDC har basen CEF och toppen i
punkten D. Pyramiden EBDC har basen CBE, vilket dr kongruent med CEF. Den har likasé
toppen 1 punkten D varfor dessa tvd pyramider &r lika stora och har samma volym.

Vi kom tidigare fram till att pyramiderna EBDC och ABCD hade samma volym och nu
forstar vi att &ven EFDC har samma volym som EBDC vilket innebér att ABCD och EFDC har
samma volym. Detta leder i sin tur till slutsatsen att alla tre pyramider, som prisman &r indelad
i, har samma volym. Pyramidens volym é&r dérfor en tredjedel av prismans volym.
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Likt derivatan hidnde det inte mycket inom utvecklingen av integraler efter de grekiska
matematikernas verk, utan det var de arabiska matematikerna som fortsatte med utvecklingen
av integraler [8]. Under 1000-talet var det en arabisk matematiker vid namn Ibn al-Haytham
(965 — 1038 e.Kr.) som beslot sig for att rdkna ut arean och volymen av figurer vilka beskrevs
som polynom av fjarde graden eller mer [17], det vill sdga den hogsta exponenten av variabler
ar fyra eller mer. Ett polynom ar en summa av termer innefattande en kombination av positiva
heltalspotenser av variabler och heltal [28]. al-Haythams sokande efter arean och volymen av
sadana figurer ledde honom till att berékna volymen for en rotationskropp som fas da ett stycke
av en parabel roterar kring symmetrilinjen. Rotationskroppens volym kan beskrivas som ett
polynom av fjarde graden [29].

Figur 14. Rotationskropp
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Figur 14: Rotationskroppen fés da ett stycke av en parabel roterar kring symmetrilinjen.

al-Haythams metod for att beriikna volymen for en rotationskropp som fas da ett stycke
av en parabel roterar kring symmetrilinjen [29] [30]:

Hans metod paminner om Eudoxos "uttémningsmetod”, se sida 24, som han kéande till. T detta
fall anvinde han dock inskrivna cylindriska skivor och 14t dem bli tunnare. I samband med att
de cylindriska skivorna blir tunnare ndrmar sig summan av de inskrivna cylindrarnas volym ett
vérde vilket dr rotationskroppens volym. I och med sin metod lyckades al-Haytham konstatera

att volymen for en parabel som roterar kring sin symmetrilinje &r % sa stor som volymen for en
omskriven cylinder med samma hgjd som parabeln.
Volymen for en cylinder kan beriknas med hjilp av formeln: V¢yjinger = 7 - h - r2 dar r ir

radien for cylinderns basyta och 4 ar cylinderns hojd. Radien for de inskrivna cylindrarnas
basyta #r parabelns funktion, det 4r alltsd en kvadratisk funktion, for att uttrycket f(x) = ax? +
bx + c¢ ér en generell funktion for en parabel. For att faststilla volymen for de cylindriska
skivorna behover vi kvadraten av radien. Eftersom radien &r en kvadratisk funktion resulterar
det 1 att summan av de cylindriska skivornas volym blir ett polynom av fjarde graden.
al-Haytham anviinde sig av en parabel med ekvationen x = ky? som roterar kring linjen
x = kb?, enligt figur 15 nedan, dir k &r en konstant och b dr hojden for parabeln. Han delade
in rotationskroppen 1 n lika stora cylindriska skivor dér varje inskriven cylinder hade hdjden
h = %. Den i:te cylindern har radien kb? — k(ih)? och hojden h, varfor volymen for den i:te

cylindern blir:
V = nh(kb? — ki?h?)? = wh(kn?h? — ki%h?)?

(notera att b = nh)
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V = nk2hS(n? — i2)?

Summan av alla inskrivna cylindrar, som approximerar volymen for rotationskroppen, kan
skrivas som:

n-1
T[kzhs Z(nZ _ l-2)2
i=1

Figur 15. Al-Haythams metod for att berdkna volymen av en rotationskropp [30]

) [ ——

————————— —

|
|
kb? - k(ih)? :

=g R S

thfr=—f e e o= ym——————
(D) ) ude/ adadeladed Lo LoLo Lo T ————————
|
I
|
0 x=kb?

Figur 15: Ett stycke av en parabel med ekvationen x = ky? som roterar kring linjen x = kb?.
al-Haytham kénde till formeln for summan Y?-}(n? — i?)? och beriiknade att:
n-1
i(n - Dn*< Z:(n2 —-i?)? < En -n*
15 - 15
1=

En cylindrisk skiva, av den omskrivna cylindern med samma hojd som parabeln, har volymen
wh(kb?)? = mk?h5n*, notera att b = nh. Hela volymen for den omskrivna cylindern r
k?h®n - n*. Om den &versta skivan inte riknas sé blir volymen for den omskrivna cylindern
wk?h®(n — 1) - n*. Detta visar att volymen for rotationskroppens volym #r begriinsad mellan

% av den omskrivna cylinderns volym dé den Oversta skivan inte &r inrdknad och % av hela
den omskrivna cylinderns volym. Genom att vélja ett stort virde for n sa kommer den Gversta
skivans volym att approximativt bli 0. Darfor forstér vi att rotationskroppens volym &r exakt %
av volymen for en omskriven cylinder med samma hdjd som parabeln.

Ibn al-Haytham [17] [29] [31]:

Ibn al-Haythams fulla namn &r Abu Ali al-Hassan Ibn al-Haytham, dven kallad Alhazen. Han
foddes i staden Basra, i sodra Irak, ar 965 och dog i Kairo, Egypten, ar 1038. Han var en arabisk
vetenskapsman, matematiker, fysiker, astronom och filosof. Han &r kénd for att ha skrivit
manga betydelsefulla verk, frimst inom optiken och oftalmologin vilket ar ldran om 6gat och
dess sjukdomar [32]. al-Haythams verk inom optik bestar av hans avhandling pé sju volymer,
Kitab al-Manazir vilket betyder ”boken om optik™. Han skrev sin avhandling mellan aren 1011
och 1021. I sin avhandling forklarade han att ett objekt blir synligt pa grund av att objektet i
fraga reflekterar ljus. Dessa ljusstralar nar i sin tur 6gat vilket resulterar i att vi kan se objektet.
Al-Haytham menade att varje punkt péd objektet reflekterar en ljusstrale som tréaffar varje punkt
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pa dgat, men att enbart de stralar som traffar 6gat vinkelratt blir de stralar som 6gat fangar upp.
Detta stammer dock inte med den kunskapen om optiken som vi kinner till idag.

Al-Haythams verk dr ménga och alla kan inte ndmnas i denna uppsats. Eftersom jag har
avgridnsat min uppsats blir hans arbete avseende analys och geometri mest vdsentligt. Hans
matematiska verk grundade sig péd arbetet som utvecklats fran det antika Grekland. Han markte
dock att de antika grekiska matematikerna aldrig arbetade med polynom av hogre grad én tre
vilket ledde till att han ville vara den som skulle upptidcka nagot nytt. I analysen arbetade han
med en metod, vilket ndmnts ovan, for att bestimma arean och volymen av geometriska figurer.
Dessa kan uttryckas med hjdlp av polynom av fjarde graden eller mer.

Al-Haytham utvecklade ett nytt sdtt att rdkna pd inom geometrin. Han var den som inforde
algebran i geometrin vilket dr ett raknesdtt vi dn idag anvdnder oss mycket av. Sidorna pa
geometriska figurer kan anges med variabler. Vi skriver exempelvis Pythagoras sats algebraiskt
enligt foljande formel: ¢ = a? + b? [22]. I denna formel ir ¢ hypotenusan och a respektive b
ar kateterna 1 en ratvinklig triangel.

Figur 16. Pythagoras sats

b

Figur 16: al-Haytham inforde algebran i geometrin och dn idag skriver vi Pythagoras sats
enligt foljande formel: ¢? = a? + b2.

Vilket tidigare ndmnts pd sida 18 framtogs den moderna integralkalkylen, som vi idag kdnner
till, pa 1600-talet. En verksam matematiker under den epoken och som bidrog till utvecklingen
av berdkning med integraler var Bonaventura Cavalieri (1598 — 1647 e.Kr.) [7]. Cavalieri
utvecklade en modern metod for att rakna ut arean och volymen for olika former och kroppar.
Den metoden paminner om den uttémningsmetod som anvéndes i det antika Grekland. Metoden
han utvecklade kallas idag for Cavalieris princip och den metoden kommer behandlas senare i
uppsatsen. I och med Cavalieris princip har vi idag en mer utvecklad metod for att rdkna ut det
som de grekiska matematikerna anvinde uttomningsmetoden till for att rakna ut [7]. Cavalieri
ansag att integralen for funktioner med formeln x™ var arean under en funktionskurva [11].

Bonaventura Cavalieri [17]:

Cavalieri foddes i Milano ar 1598 och dog i staden Bologna, norra Italien, ar 1647. Han var en
italiensk matematiker samt fysiker som valt inriktning inom optik och kinematik. Kinematik ar
den del av mekaniken som beskriver kroppars rorelse, oberoende av orsaken till rorelsen [33].
Euklides var den som fick upp Cavalieris intresse av matematiken. Han var en ldrjunge till den
stora astronomen Galileo Galilei (1564 — 1642 e.Kr.) och blev dven professor i matematik i
Bologna. I sitt arbete som matematiker utvecklade han en princip for att rikna ut arean och
volymen for kroppar. Detta gjorde han genom att dela in dem i segment for att sedan summera
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deras area/volym. Det var till stor del Cavalieri som introducerade anvandningen av logaritmer
i Italien genom sin bok Directorium Generale Uranometricum.

Cavalieris princip [11]:
Cavalieris princip gar att anvianda nér vi arbetar med savél areor som volymer. Cavalieri kom
fram till slutsatsen att tvé lika hoga figurer/kroppar har samma area/volym mot forutsittning att
de kan delas in i snitt vilka dr parallella med figurens/kroppens bas, om det &r lika stort antal
segment samt om dessa segment har samma hojd. Det finns alltsd tre krav som behdver
uppfyllas for att tvd figurer/kroppar ska ha samma area/volym. Kraven &r dessa:

1. Figurerna/kropparna maste vara lika hoga.

2. Figurerna/kropparna ska kunna delas in i1 lika manga snitt parallella med

figurens/kroppens bas.
3. Segmenten ska vara lika hoga.

Tva hogar mynt, se figur 17 nedan, har samma volym eftersom hdgarna har lika manga mynt
av samma sort dven om de inte ser identiska ut. Varje mynt kan ses som ett segment som delar
mynthdgen. D4 mynten &r lika ménga och av samma sort resulterar det 1 att hgarna ér lika hoga
(krav 1), de har lika ménga segment parallella till kroppens bas (krav 2) samt lika hga segment
(krav 3). Eftersom hdgarna med mynten uppfyller de tre uppstéllda kravet innebar det att de,
trots deras icke identiska utseende, har samma volym enligt Cavalieris princip.

Figur 17. Cavalieris princip [F.6]

Figur 17: Tva hogar mynt har samma volym eftersom hdgarna har lika manga mynt av samma
sort dven om de inte ser identiska ut.

Cavalieris princip har banat vigen for matematikerna Isaac Newton (1642 — 1727 e.Kr.) och
Gottfried Leibniz (1646 — 1716 e.Kr.) vilket underldttat for dem att vidareutveckla
integralkalkylen [17]. Deras verk och upptéckter dr av stor betydelse for den moderna analysen
som vi anvédnder idag. Jag har darfor tilldgnat ett helt kapitel &t Isaac Newton och Gottfried
Leibniz.
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Kapitel 3

Den moderna Analysens framvixt

3.1 Newton och Leibniz

De tva mest omtalade matematikerna niar det kommer till analysens historia &r Isaac Newton
och Gottfried Wilhelm von Leibniz. Dessa tva var med och revolutionerade séttet att se pa
derivering och integrering. De verkade under samma tid, men arbetade dock helt separat och
lyckades, trots det, komma fram till ndstan samma resultat vad géller berdkningar med oéndligt
sma (infinitesimala) storheter. Deras verk mojliggjorde for termen “analys™ att forknippas med
bland annat derivata, integrering och serier. Innan forknippades analys med all typ av
matematik [7].

Newton och Leibniz lyckades forklara, vildigt noggrant, och bevisa att det fanns en relation
mellan integrering och derivering. Isaac Barrow forsokte pavisa just detta, men misslyckades
vilket ndmnts pa sida 22. Relationen mellan derivata och integraler &r att de &r varandras
inverser vilket innebér att det finns en invers relation mellan lutningen av en kurva samt arean
under denna kurva. Denna relation kallas for ”Analysens huvudsats™ [2]. Fram tills mitten av
1600-talet var matematiker av den meningen att derivata och integrering var tvd helt skilda
grenar inom matematiken, men detta kom att dndras efter Newtons och Leibnizs bevis [7].

Utdver att de bevisade analysens huvudsats framtog de d4ven nya definitioner for derivering
och integrering. De arbeta likasd med att uppfinna en standardbeteckning for sina berdkningar
1 derivering och integrering. De arbetade huvudsakligen inom samma omraden, men kom dock
fram till lite olika resultat. Newton och Leibniz definierade derivata och integraler pa olika sétt
och deras standardbeteckningar inom derivatan och integraler var dven lite olika [1].

Eftersom Newton och Leibniz presenterade samma resultat i stora drag uppstod en dispyt
mellan dem. Dispyten grundade sig i vem som var forst med att presentera sina resultat vilket
kommer behandlas mer nedan [10].

Isaac Newton [9] [34]:

Isaac Newton dr en av tidernas mest framgangsrika vetenskapsmin pa grund av sin inflytande
i olika vetenskapliga grenar. Hans tva storsta grenar var matematik och fysik, men han
studerade dven kemi, astronomi, alkemi och religion. Han foddes i England, i nirheten av
Grantham, i en bondefamilj och levde under aren 1642 — 1727 e.Kr.. Nar han var 19 ar gammal
paborjade han sina studier vid Cambridge universitet ar 1661. Han blev senare en professor dar
fram till ar 1696. Innan Newton bdrjade studera vid Cambridge universitet samt under den tid
han vil studerade var det Euklides verk Elementa som fick honom att begrunda sig i
matematiken dnnu mer.

Newton var mest produktiv under ren 1665-1666 under sin tid pa Cambridge eftersom det
pagick en stor pest vilket resulterade i att skolan stangdes ner. V&l nir skolan var stdngd akte
han tillbaka till sitt hem pa landet och spenderade mycket av sin tid med att arbeta med
matematik. Han kunde arbeta vildigt intensivt under vintern da det inte fanns mycket lantarbete
som behovde goras.

Newton har ménga verk avseende fysik och de flesta skrevs ned i hans stora verk
”Philosophiae Naturalis Principia Mathematica™. 1 sitt verk presenterade Newton sina tre
rorelselagar som har lagt en grund for den klassiska mekaniken. Dessa tre lagar handlar om
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relationen mellan en kropp och krafterna som har verkan pé kroppen i fraga. Enheten for krafter
ar kallade efter Newton [6].

Gottfried Wilhelm von Leibniz [9] [35]:
Gottfried Wilhelm von Leibniz var en tysk filosof, jurist och friherre som foddes ar 1646 i
staden Leipzig och dog 1716 1 Hannover, Tyskland. P& grund av sin framgéng inom juridiken
fick han i uppdrag av drkebiskopen av Mainz att resa runt i Europa for att diskutera politik med
andra ledare. Under sina resor triffade han vetenskapsmén inom olika grenar. Deras verk fick
upp hans intresse for att fordjupa sig inom naturvetenskap. Leibniz fordjupade sig bland annat
inom matematik, kemi, fysik, etymologi vilket dr ldran om ords sprakhistoriska ursprung [36],
arkeologi vilket dr ldran om ménniskans forhistoria [37] samt geologi vilket dr ldran om
uppkomst, ssmmansittning och forédndring av berg och jordarter [38]. Leibniz dr mest kénd for
sin filosofi, men vilket tidigare namnts har hans verk inom matematiken fatt stor betydelse.
Leibniz publicerade sina verk om derivator och integraler &r 1684 och &r 1686 i tidskriften
”Acta Eruditorum”. Hans verk inom analys har mojliggjort att 16sa ménga problem inom den
moderna analysen som till exempel Tautokron- och Brachistokron-problemet. Tautokron- och
Brachistokron kurvan dr en cykloid och den kurvan uppstér da en fix punkt pa en cirkel rullar
langs en rit linje [39].

Figur 18. Cykloid [F.7]

- [ |
Figur 18: Med hjélp av Leibniz verk blev det lattare att 16sa Tautokron- och Brachistokron-
problemet.

Tautokron-problemet [40]:

Tautokron-problemet handlar om sdkandet efter en viss kurva. Kurvans egenskap ar att tiden
det tar for en partikel att glida friktionsfritt till kurvans lagsta punkt dr oberoende av
startpunkten. Det spelar alltsa ingen roll var pa kurvan partikeln borjar utan det kommer alltid
att ta en viss bestdmd tid for partikeln att hamna pa kurvans lagsta punkt, se figur 19 nedan.
Kurvan som eftersoks dr den sa kallade tautokron-kurvan. Tautokron-kurvan ér egentligen ar
en cykloid.

Figur 19. Tautokron-problemet [F.8]
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Figur 19: Fyra lika partiklar med olika startpunkter glider friktionsfritt ned for en cykloid och
traffar cykloidens lagsta punkt samtidigt.
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Tiden T det tar fran startpunkten till kurvans ldgsta punkt ar: T = 7 - \E dér r ar radien for den

cirkel som utgdr en cykloid (se sida 32) och g #r tyngkraftsaccelerationen, g = 9,81 m/s?
[22].

Bevis [41]:

Eftersom det dr en cykloid vi jobbar med ska vi anvdnda cykloidiska koordinaterna for x och y
vilket [13] &r:

x=1-(0—-sinf)
y=—-r-(1—-cosB)

dér r dr radien for den cirkel som utgdr en cykloid och 6 ér vridningsvinkeln.

Derivatan av koordinaterna med avseende pa vinkeln 6 ar:

xl

~

r-(1—cosf)
y' = —r-sinf
Med det kan vi skriva:

12

x +y’2

=7r2.|(1 —-2cos8 + cos?8) + sin? 4|
Om uttrycket ovan forenklas med hjilp av sin? 8 + cos? 8 = 1 [13] far vi:
x>+ 7y =2r%.(1— cosh)

Enligt [6] dr den totala mekaniska energin E;, bevarad. Det vill siga att Ei; fore =
2
Etot efter dar Eroy = Ey + E,. Ej dr den kinetiska energin Ej = %; diar m ar massan, v ir

hastigheten, och E, &r den potentiella energin E,, = mgh; dér g dr tyngdkraftsaccelerationen
och & dr hojden.

Detta leder till:

Etotf('jre = Etor efter

Ekft')re + Ep fore = Ey efter T Ep efter

I vart fall ér Ey g5 = 0] eftersom hastigheten v for partikeln dr 0 m/s fore starten samt att
Ey, efter = 0] eftersom hojden h for partikeln dr O m efter den har glidit ner till cykloidens
lagsta punkt. Detta ger oss uttrycket.

mv?

mgh =
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Bryter vi ut hastigheten v fran ekvationen ovan far vi: v = % = ,/2gh (se sida 6). dt kan skrivas
som dt = —=— och ds &risin tur: ds = |x'% + y'%d@
o : y .

Vi studerar problemet da partikeln startar pa en punkt utefter kurvan och glider ner till kurvans
lagsta punkt, det vill sigada h = yy — y.

Anvéander vi allt vi har kommit fram till far vi:

ds \/2r2 (1—c059)d9_ \/Zrz-(l—cose)

= de
V2gh V2gh \/Zgr-(coseo—cose)

—cos @ _L—cos® .,
cosBo — cos6

Den totala tiden det tar for en partikel att rora sig fran en punkt pa cykloiden till cykloidens
lagsta punkt berdknas genom integralen:

f gt = f 1—cos@ _L—cosb .,
o cos, — cosf
0

Om uttrycket ovan forenklas med hjélp av 1 — cos 8 = 2 - sin? g samt cos§ = 2 - cos? g -

1 [13] far vi:
szn
f deo
90 052 —cos?=5 0

2

dt =

cosg . si g o1 1.
-ardu = — o5- Da blir uttrycket ovan:
COS—0 oS

2 2-c
=-2- ff — \]g[arcsin(u)]g = n\/g

Vi ser att tiden ¢ det tar for en partikel att glida friktionsfritt ner for kurvan till kurvans ldgsta
punkt dr oberoende av startpunkten. Detta innebdr att cykloiden har tautokron-egenskaper
vilket skulle bevisas.

Omu =
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Brachistokron-problemet [40]:

Brachistokron-problemet liknar Tautokron-problemet, men syftet nu dr dock att soka efter de
sa kallade Brachistokron-kurvan. Brachistokron-kurvan dr den kurva dér en partikel pd minsta
mojliga tid startar fran en punk A pa kurvan och glider friktionsfritt till en annan punkt B pa
kurvan. Efter langa och komplicerade matematiska berdkningar visar det sig, precis som
tautokron-problemet, att den sokta kurvan ar en cykloid.

Figur 20. Brachistokron-problemet [F.9]

N

Figur 20: Den kurva dér en partikel pd minsta mojliga tid startar frén en punkt A och glider
friktionsfritt till punkt B ar en cykloid.

3.2 Newtons och Leibnizs verk och dispyt

Analysens huvudsats:

Denna sats talar om att de tvd viktigaste grenarna i analysen, derivering och integrering, ar
varandras inverser. Detta betyder att en funktion som integrerats atergar till funktionens
ursprung innan integreringen genom att derivera den integrerade funktionen. Konsekvensen av
denna sats blir att integralen kan berdknas med hjélp av en primitiv funktion till den funktion
som ska integreras.

Satsen formuleras som [3]:

Antag att en funktion f dr kontinuerlig det vill sédga utan avbrott i intervallet a < x < b. Detta
innebdr att funktionens viarde genomgar sma forandringar nar variablernas viarde genomgar sma
fordndringar [42]. Satt
x o
F(x)= [, f(t)dt dia<x<b

Den primitiva funktionen F &r deriverbar och dess derivata &r F'(x) = f(x). I detta fall tillhor
x intervallet a < x < b.

Newtons och Leibnizs olika definitioner av derivata och integraler [1] [9] [10]:

Newtons definitioner av derivata och integraler aterfinns i de tva forsta bockerna av hans verk
”Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”. 1 den forsta boken beskriver han att om
kurvan till en kontinuerlig funktion i intervallet [a, b] ritas ut kan rektanglar med lika langa
baser, som tdcker hela arean under kurvan (se figuren 21 nedan), ritas ut. Summan av arean for
rektanglar med en hojd dver kurvan kallas for 6versumman och summan av arean for rektanglar
med en hdjd under kurvan kallas for undersumman. Newton forklarar att summan av dessa
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areor gar mot ett och samma tal da antalet rektanglar gar mot oandligheten. Talet dr arean under
kurvan. Newton definierar alltsa integralen for en funktion som arean under funktionens kurva.

Figur 21. Newtons definition av integral [F.10]
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Figur 21: Da antalet rektanglar gar mot odndligheten kommer 6versumman och undersumman
gé mot ett tal. Arean under kurvan dr integralen av funktionen.

I ”Philosophiae Naturalis Principia Mathematica” andra bok definierar Newton begreppet
differential som fordndringen, Okning eller minskning, i ett Ogonblick. Newton kallar
ogonblicket for "moment” och en funktion har under ett visst moment en viss hastighet, en
fordndringshastighet, vilket han kallar for “fluxtioner”. Fluxtioner dr det vi idag kallar for
derivatan. Newton definierade alltsa derivata som forandringshastigheten vid ett 6gonblick.

Leibniz forklarar ddremot derivator med hjélp av forstaeclsen av tangenter. Han har alltsa en
mer geometrisk tolkning av derivatan. Genom att bestimma lutningen for tangenten bestdms
derivatan. Tangenten dr den rita linjen som forenar tvd punkter pd en kurva som har ett oéindligt
litet avstand frin varandra.

Leibniz hade en metod som han anvidnde for att bestimma en funktionskurva utifran dess
tangent. Samma metod anvénde han for att rakna ut arean under en funktionskurva. For Leibniz
var det inte frimmande att derivatan av areafunktionen (integralen) var den givna funktionen
till kurvan. For Leibniz var integralen den funktion som han hade innan han deriverade for att
faststélla funktionen till kurvan. Forhallandet mellan derivatan och integralen dr den sa kallade
analysens huvudsats, se sida 35.

Newtons och Leibnizs olika beteckningar for derivata och integraler [1] [9] [10]:
Newtons notation till “fluxtioner”, vilket vi idag skulle kalla for derivata, anvédnds inte ofta. Det

anvinds dock nir exempelvis mekanik studeras [43]. Det kan dé se ut pa foljande sitt: x,y,z
och motsvarar i sin tur foljande uttryck: Z—:, %,% , vilket dr Leibniz notationer for derivator.
Leibniz notationer dr det som oftast anvdnds, men det dr dock Newtons notationer som
dominerar nar mekanik studeras. Antalet prickar 6ver funktionen x talar om hur manga ganger
funktionen har deriverats med avseende pa tiden. Detta for att derivator for Newton var

fordndringshastigheten av funktionen. Tva prickar, X, kan skrivas med Leibniz notationer

d?x

som —— och innebir att x har deriverats tvd gadnger med avseende pa tiden ¢. Det samma géller

. . we d3x 0 .
for tre prickar X = ey och sa vidare.
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Eftersom integraler anvdnds nédr areor summeras anvinde Leibniz ett ”avlangt S for sin
notation av integraler. Integralen for en funktion y(x) kan se ut pa foljande sitt: [y dx enligt
Leibniz notationer. Nidr vi idag arbetar med integraler dr det enbart Leibniz notationer som
anvinds eftersom Newtons notationer for integrering inte var praktiska nér hans verk skulle
tryckas. Newtons notationer for integralen av en funktion var en ruta, i rutan skrev han

funktionen som ska integreras. Han skrev exempelvis [ % dx som [44]:

a

2x

Dispyten mellan Newton och Leibniz [10] [17]:

Det som foranledde Leibniz och Newtons dispyt baserades pd ryktet att Leibniz fatt tag pé
Barrows och Newtons verk och direfter gjort justeringar vilka han i sin tur presenterade som
sina egna. Det dr riktigt att Leibniz hade sett nagra av Newtons verk nir han besokte London ar
1673 samt att han mottagit brev fran Newton. Det visade sig att det inte var tillrackligt for att
Leibniz kunde publicera sitt verk ar 1684 varfor han maste ha gjort den storsta delen sjélv.

Newton var den av dem som forst fardigstéllde sitt verk och innan Leibniz hade borjat
fordjupa sig inom matematik var Newton redan fardig. Trots detta var det Leibniz som
publicerade sina verk innan Newton. Ovanstaende var grunden till deras dispyt och de kunde
inte enas om vem av dem som upptéckte resultaten forst. Dispyten startade dr 1700 och varade
i flera &r. Den fortsatte fram till 1720-talet det vill siga ndgra ar efter Leibniz dod &r 1716. Idag
ar vi dock Overens om att Newton och Leibniz arbetade separat, men kom fram till liknande
resultat vid ungefar samma tid [11].

Newton var inte alltid villig att publicera sina verk med anledning av att han varje gdng var
tvungen att forsvara sin nya upptéckt under en lang period. Detta fick Newton att kdnna sig som
en “slav till forsvarandet”. Vid &r 1676 fick han nog och publicerade ingenting fram tills ar
1704. Aven fast han gjorde sina upptickter fore Leibniz kiinde han en motvilja att presentera
dessa pa grund av allt som hént i hans forflutna. En del av Newtons verk publicerades inte
forrdn han avlidit.

37



Reflektioner:

Det har varit en sdvil intressant som spannande resa genom tiden for att se hur en sddan viktig
del av matematiken utvecklats frén det antika Grekland fram till 1600-talet. Véldigt mycket har
hint och ménga matematiker har varit delaktiga i utvecklingen av analysen.

Analysen har utvecklats under flera generationer samt med manga matematiker och déarfor
ar det inte riktigt att pasta att analysen framtagits av Newton och Leibniz trots att dessa tva har
format analysen vi idag kénner till. Newton och Leibniz utvecklade vidare vad andra
matematiker arbetat fram innan dem [7]. Analysen vi kédnner till idag har déarfor fatt genomgé
en lang process. Utvecklingen har skett med hjélp av manga matematiker fran olika delar av
varlden samt att dessa, pa olika sitt, tillfort nagot till analysen som vi idag kénner till. Det vi
ddremot kan konstatera dr att Newton och Leibniz har lagt grunden for den moderna analysen
vi idag anvédnder oss av. Notationerna och definitionerna vi anvédnder &r frn deras verk.

Det jag tycker har varit intressant dr att derivator och integraler i borjan av analysens historia
betraktades som tva skilda grenar inom matematiken och att dessa, inom sin tid, sammanflétats
till en matematisk sats. Det dr mer @n forstaeligt att tro att dessa ar skilda for nér vi arbetar med
derivator s behandlas bland annat fordndringshastigheter och lutningar av tangenter och nér vi
arbetar med integraler sa behandlas arean under kurvan. Det dr svért att se kopplingen mellan
lutningen for en kurva och arean under den, men idag &r det ddremot svart att nimna den ena
utan att nimna den andra.

I dagens matematikundervisningar far gymnasielever ldra sig om derivering innan de far lara
sig om integrering. Detta for att det blir léttare for elever att forsta integraler om de forst lér sig
derivering, men om vi ser till analysens historia ser vi att integrering behdrskades forst av dem
tva. Det kan ha varit pd detta sétt eftersom integralkalkylen behandlar berdkningar av areor och
volymer for geometriska figurer och kroppar. Det var just det som manga tidiga matematiker
arbetade med, exempel pé detta var Eudoxos. En annan orsak till varfor integralkalkylen
behandlades forst under analysens historia kan ha sin grund 1 att geometriska kroppar &r ldttare
att arbeta med jaimfort med kurvor och tangenter till kurvor. Det senare kan vara mer abstrakt
att arbeta med.

Jag hoppas att denna rapport har varit givande och vickt nagot intresse for matematikens
historia 1 synnerhet analysen, men dven andra grenar inom matematik.
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