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2 Introduktion

" Egypten dr Nilens gava”

Det ska Herodotos, historiens fader, ha sagt. Man skulle ocksa kunna séga att geo-
metrin dr Nilens gava. [1]

Vi ska titta pa hur man berdknat areor och volymer genom artusenden fram till 1700-
talet och integralkalkylen. Vi kommer stota pa nagra av de storsta matematikerna,
de vars axlar Newton sa berémt stod pa. !

Det verkar som att vi manniskor alltid har varit intresserade av praktisk matematik.
Att rakna boskap och sddeslager, rikna dagar till ndsta skord eller plantering, folja
himlavalvet for religiosa seder. Vi har rdknat matematik ldngre &n vad vi har haft ett
skriftsprak. [1,5]

Néar man dock pratar om matematisk teori sa dr ursprunget nagot modernare och
preciserbart. I larobockerna tycks néstan all matematik, framforallt geometri, borja
i antiken. Vi ldr oss i skolan om Pythagoras och Thales satser, den forstndmnda &r
nog en bra kandidat till det mest vilkdnda matematiska sambandet i vérlden.

Vi vet idag att till exempel Pythagoras sats har betydligt dldre grunder &n savél Pyt-
hagoreerna som den grekiska vérlden i helhet men det var grekerna val medvetna om
ocksa. Aristoteles skrev att: 7 Den matematiska vetenskapen uppstod i omradet kring
Egypten; ddrfor att det ddar fanns en klass av prister som hade fritid”; de arbetade
inte 1 jordbruket. Det ma vara sant; den matematiska teorin uppstod ungefiar samti-
digt som klasser med fritid uppstod; men med dagens mer kritiska, eller cyniska, syn
pa historien séger vi hellre att det uppstod for att 16sa praktiska problem. [1]
Geometrin tros ha uppstatt i Egypten. Déar tog man fram instruktioner for berédkning
av olika figurer: trianglar, rektanglar, cirklar, pyramider, réitblock, cylindrar med fle-
ra. Som med mycket av den vildigt tidiga historien sa &r det sannolikt att flera av
dessa samband var kinda av andra civilisationer runt om i vérlden. [1,5]

Sa varfor uppstod geometrin, varfor rdkna ut dessa problem?

Vi kan faktiskt lata de forna egyptierna sjélva illustrera detta. Vi bérjar med ett pro-

blem fran Rhind-papyrusen, ett av tva dokument; det andra &r Moskva-papyrusen;

Citatet lyder: ”If I have seen further, it is by standing upon the shoulders of giants” och kommer
fran en brevvixling mellan Isaac Newton och Robert Hooke. Om Newton i sjilva verket var sa 6dmjuk

som citatet antyder later vi vara osagt.



som det mesta av var forstaelse av egyptisk matematik kommer ifran. [1]

Om vi tittar pa problem 41: Bestdm volymen av ett cylindriskt spannmalsmagasin
vars diameter #r 9 och hojd ar 10 kubit”. 2 Det &r ett klassiskt matematiskt problem.
Vi kan enkelt se varféor man skulle vilja veta hur mycket mat som finns for att foda
ménniskorna eller planera hogtider.

Andra problem bertr exempelvis att rdkna ut arean av ett filt och dérifran far vi
savil ordet geometri, grekiska for geo-jord och metri- méta, som kanske var tidigaste
systematiska matematik.

Den kanske framsta anledningen till varfor vi tillskriver Egypten med upptéickten av
geometrin, savil som mycket annat, har ingenting med méanniskorna eller kulturerna
som levde déar. Det ar tyvérr sa att det allra mesta materialet forsvunnit genom histo-
rien, fran alla kulturer. Egypten ar dock speciellt gynnsamt for att bevara material
och dokument i och med sin torra luft. Déarfér har vi osedvanligt mycket material
dérifran som saknas fran andra tidiga kulturer, framforallt med tidigare indiska och
kinesiska civilisationer.[1]

Det finns dock en bra motivering till varfor Egypten &nda &r speciell, Nilen. Nilen
svammade Over varje ar, en forutsiattning for att civilisationen skulle uppsta dar.
Det ledde till att marken runt floden var exceptionellt bérdig och bra for jordbruk.
Det orsakade dock problem nér man skulle taxera bonderna. Varje ar skulle bonderna
ge en viss del av skorden i skatt men eftersom Nilen svidmmade &ver olika mycket
pa olika platser sa varierade bondernas mark fran ar till ar och dédrmed hur mycket
de skulle beskattas. Déarfor behévde man metoder for att enkelt kunna rédkna ut hur
mycket varje bonde skulle betala in varje ar. [1,5]

Vi vet inte vad de allra tidigaste matematiska skrifterna kan ha innehallit. Moskva-
papyrusen, den dldre av de tva berémda matematiska skrifterna, innehaller en del
problem av den hér typen men &ven problem av helt annan natur; manga av dem

skulle inte se fraimmande ut i en larobok idag.

2Kubit &r ungefir detsamma som aln, ett gammalt matt som ungefir motsvarar en halvmeter

och dr avstandet fran armbagen till toppen av pekfingret.



3 Geometriska metoder

3.1 Parallellogram

Elementa dr ett av matematikens absolut framsta verk. Som forfattare star Euklides
som levde i Alexandria runt 300 ar f.v.t. men det ar i sjélva verket en sammanstéllning
av matematiken genom den antika perioden. Det dr den dldsta bevarade kompletta
matematiska text som finns bevarad fran den grekiska vérlden.

Elementa bestar av 13 bocker som beror olika omraden sasom primtal, vinklar och
konstruktioner. Exakt vad som &r Euklides egna bevis och vad som &r nedskrivet fran
tidigare matematiker &r i de flesta fall svart att avgora. [1,5]

Fran Elementa kan vi finna ett antal geometriska metoder for areaberikning. Eller,
mer precist, hur vi skapar en enklare figur fran en mer komplicerad. Via ett antal
propositioner kan vi visa hur vi kan skapa en parallellogram fran en mer komplicerad
figur. [3]

Proposition 37: Utan nagot bevis introducerar vi propositon 37 fran Elementas forsta
bok. ” Twa trianglar med samma bas och mellan samma parallella linjer dr lika stora”.
Proposition 41: ”En parallellogram dr dubbelt sa stort som en triangel da de delar bas

och ligger mellan samma parallella linjer”.

D
Ae .

Vi har triangeln BC'E och parallellogrammen ABCD. 1 parallellogrammen drar vi
en diagonal. Vi far da tva lika trianglar ABD samt BCD.

Vi noterar att de dr lika da parallellogrammen ger AB = C'D, AD = BC. De tva
trianglarna har alltsa, tillsammans med diagonalen, tre lika stora sidor varfor de har
samma area. Vi kan alltsa skriva parallellogrammen som 2BC'D och da BCD = BCE
enligt prop. 37 sa far vi att ABC'D = 2BCEFE vsv.
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Proposition 42: visar hur vi kan skapa en parallellogram med samma area som en
given triangel, AABC'. Euklides visar oss ocksa hur man far parallellogrammen att
ha en given vinkel, D. For att enkelt berdkna dess area sa sitts denna gérna rit sa
vi far en rektangel.

Vi sétter £ som mittpunkt pa strickan BC och drar strickan AE. EF dras med
given vinkel, D, och mots av AG som dras parallell med BC. Vi avslutar med att
rita C'G parallell med EF'.

Lo

Vi har BE = EC vilket medfor AABE = AAEC enligt prop 37 vilket ger AABC =
2AAEC. Prop 41 ger 2AAEC = CEFG sa vi ser att AABC = CEFG vsv.

Proposition 45 bygger vidare pa metoden i prop 42 for att visa hur vi kan skapa en

parallellogram lika med en godtycklig polygon. For detta behover vi dock de mellan-
liggande propositionerna 43 och 44.

Proposition 43: sidger att ” Arean av tva parallellogrammer, med ett horn i motsat-
ta dndar av en storre parallellogram, och det motsatta hornet i en gemensam punkt
pa diagonalen mellan den storre parallellogrammens dvriga tva horn, ar lika”.

Vi illustrerar:




Vi soker alltsa visa att parallellogrammerna HDF K och EKGB, har samma area.
Resultatet fas enkelt da vi noterar att parallellogrammen ABCD delas upp i de tva
kongruenta trianglarna ABC samt ADC'. Pa samma sétt delas parallellogrammerna
AHKE samt KFCG upp i kongruenta trianglar, AEFK och AHK samt KGC och
KFC.

AABC bestar av parallellogrammen EKGB, AKGC och AAEK.

AADC bestar av parallellogrammen HDFK, AKFC och AAHK.

Da AABC = AADC, AKGC = AKFC och AAEFK = AAHK sa foljer att:
parallellogrammen EFKGB = parallellogrammen HDF K

Proposition 44: visar hur vi kan fiasta en parallellogram, i en given vinkel, till en

stracka.

C
® L M K
5 " < h
A
B /E
H « . o
G F

Vi vill fasta pa stricka AB en parallellogram, ABM L. Parallellogrammen ska ha
samma area som en triangel, C' och ha en given vinkel, D.

Uppgiften ar saledes att skapa en parallellogram lika med en triangel i en given vinkel,
precis som i proposition 42, men med det extra villkoret att en av sidorna i parallel-
logrammen redan ar given, AB.

Vi skapar parallellogrammen BEF'G lika med triangeln C' pa samma sétt som i

proposition 42 med vinkeln £ BG lika som den givna vinkeln D. Vi placerar parallel-



logrammen sa att BE ligger med en rak vinkel med striackan AB.

Vi drar AH parallellt med BG och later den mota HG, som dras som forlangning
pa GF, i punkten H. Sedan drar vi strickan HB och forlanger den tills den méter
den forlangda strickan FK, som forlangs fran EF'F, i punkten K. Dérefter drar vi
strickan M K parallellt med BE tills den moter den forlangda strickan BM, som
forlangs fran GB, i punkten M. Och slutligen sa forlanger vi M K och AH tills dessa
mots i punkten L.

De tva parallellogrammerna LM BA och BEFG ar lika enligt proposition 43.
Vinkeln D finner vi som vinkel M BA ty den &r alternatvinkel till £EBG som konstru-
erades lika med vinkeln D.

Saledes har vi konstruerat en parallellogram med en given sida, en given vinkel och
med samma area som en given triangel, v.s.v.

Proposition 45: 7 Att, givet ett godtyckligt polynom, skapa en parallellogram med lika

area och med en given vinkel”.

Vi har en godtycklig figur bestaende av rata stréckor, i vart fall figuren ABC'D.

F G L

A
B
K H M
LE
C
D

Vi kan da dela upp denna figur i trianglar sasom figuren illustrerar. Fér en annan

figur kan metoden visas helt analogt.

Viinleder med att konstruera parallellogrammerna K HGF = AABD, samt HM LG =
ABCD. Vi skapar forst parallellogrammen K HGF och faster dérefter parallellogram-

men HM LG pa strickan GH, allt enligt proposition 42 och 44.

Vi skall alltsa visa att dessa tva parallellogram kan slas ihop och bilda parallellogram-

men KFLM = ABCD med en given vinkel.

Fran var konstruktion sa far vi att vinklarna H K F och M HG &r lika da de bada &r



konstruerade efter den givna vinkeln F. Vi ldgger vinkeln K HG till bada de andra
vinklarna. Summorna kommer da vara lika stora och kommer motsvara en rak vinkel
da FKH+ K HG bildar en rak vinkel. Ddrmed kommer K HG och M HG ocksa bilda
en rak vinkel. En rak striacka GH kommer alltsa dela i punkten H en rak stricka
K M. Dérfor ligger KH och HM pa samma raka stricka.

Da HG éar transversal till KM och FG sa kommer vinklarna M HG och FGH vara
lika da de &r alternatvinklar. Vi adderar vinkeln LG H till bada och far en rak vinkel
som summa da M HG och LG H bildar en rak vinkel. Ddarmed bildar &ven FGH och
LGH en rak vinkel och vi far pa samma sétt att F'L &ar en rak stricka och F'G och GL
ligger pa samma raka stricka. Da KF och LM &r parallella och lika langa och KM
och FL slutar i dess édndar sa kommer KM och FL vara lika langa och parallella.
Dérfor ar KF LM en parallellogram v.s.v.

For areaberidkning sétts vinkeln E lampligen som rét for att skapa en rektangel.



3.2 Hippokrates manskéira

Ett av de stora problemen inom den antika geometrin, ett av de sa kallade tre kon-
struktionsproblemen, var cirkelns kvadratur. Hur skapar vi en kvadrat med samma
area som en given cirkel, med endast passare och linjal?

I moderna termer kan vi alltsa 6versitta problemet som att 16sa: 7 - 7% = s%, dér s &r
sidan i var kvadrat. Detta ger oss att s = ++/7 - r. Varfor detta problem &r oméjligt
att 16sa skulle droja dnda fram tills 1882 innan det bevisades da Lindemann fann att
7 &ar ett sa kallat transcendent tal.

Hippokrates gjorde dock en spannande upptéckt i sitt sokande efter cirkelns kvadra-
tur. Han fann en annan figur, som begrinsas endast av cirkelbagar, vars area kunde
bestammas. Nagot som vi skall visa nedan. [1,5]

Hippokrates av Chios, inte att misstas for den kanske &nnu mer berémda och samtida
Hippokrates av Kos som brukar kallas ” Likekonstens fader”, var en ledande mate-
matiker under slutet av 400-talet f.v.t. Hippokrates levde ett hogst intressant liv, han
var en handelsman tills han blev bestulen pa sin férmogenhet. Déarefter kom han att
bli en av de forsta att forsorja sig helt pa undervisning av matematik. Aristoteles sade
om honom att ” Det dr vl kint att personer korkade i ett omrade inte alls behéver
vara det i alla andra dmnen, ddrav Hippokrates, en kompetent geometriker, tycks vara
i alla andra fragor korkad och berévad fornuft. ” [1]

Sa om Aristoteles i alla fall godkdnner hans matematikkunskaper sa skall vi ocksa se

over vad han kom fram till[1]:




Vi ser i figuren langst upp till véinster en manskéira, omradet I. Vad Hippokrates
fann var att detta omrade, som &r begransat endast av cirkelbagar som vi tidigare
ndmnt, ar lika stort som triangeln I71. Det &r viktigt att notera att det samband
Hippokrates fann &r beroende av en speciell typ av manskéra. Den maste vara sadan
att den begrénsas av tva cirkelbagar och att om AB och AC &r diametrar i respektive
cirkel och, givet att mittpunkten pa den storre cirkeln ges av D, ADB samt ABC
ar ratvinkliga. Saledes géller det inte for alla manskédror men da var figur uppfyller
dessa krav sa studerar vi den nédrmre.

Da tva cirklar ar till varandra som kvadraten pa dess diameter, nagot vi skall visa i

ett senare kapitel, sa kan vi stélla upp forhallandet:

(AB)?: (AC)? = Cirkel AB : Cirkel AC

Da AB ar hypotenusa pa triangeln 111 sa géller att:

(AB)*> = (AD)* + (DB)* = 2(AD)?

Vidare giller att AC = 2AD, sa vi kan stélla upp forhallandet:

2(AD)?: (2AD)* = Cirkel AB : Cirkel AC
2(AD)?: 4(AD)* = Cirkel AB : Cirkel AC
1:2 = Cirkel AB : Cirkel AC

Vi ser alltsa att cirkeln AC' &r dubbelt sa stor som cirkeln AB. Detta innebér att
kvartscirkeln (/7+111) &r lika stor som halvcirkeln (I+11). Da kvartscirkeln (I7+111)
och halvcirkeln (I 4 IT) bada innehaller omradet /7 sa géller alltsa, (I = I11), vilket
ar manskéran och triangeln.

Vi ser alltsa att manskédran, som endast begrinsas av cirkelsegment, dr lika stor som
en given triangel. Att det kunde ses som ett lovande resultat mot cirkelns kvadratur

ar fullt forstaeligt men dessvérre sa skulle det problemet aldrig 16sas.



4 Uttomningsmetoden

En av de framsta metoderna for berdkning av areor och volymer inom den tidiga ma-
tematiken var med Eudoxus uttémningsmetod som, sa mycket annat, finns bevarad
via Euklides Elementa.

Eudoxus fortjanar kanske dran som den mest framstaende grekiska matematikern fore
Arkimedes. Han lamnade sitt hem som 23-aring for att studera och kom sedermera att
grunda en skola som till och med konkurrerade med Platons Akademi, dir Eudoxus
sjalv studerat en tid. Eudoxus framsta bedrifter &r delvis hans s.k. teori om propor-
tioner som beror realla tal. Teorin dr sa pass komplett att den inte skulle ersiattas pa
over tva millennier. Den andra stora bedriften dr uttémningsmetoden. [1]

I Elementa bok 10 sa introduceras metoden och i bok 12 anviéinds den flertalet ganger

for bestdmning av savél areor som volymer. [3]

Sats X.1 (bok 10, sats 1) sdger:
7 Om tva storheter dr givna och fran den storre subtraheras en storhet storre dn hdlften
och fran differensen subtraheras en storhet storre dn hdlften och detta upprepas sa

erhalls en aterstod mindre an den minsta av de tva storheterna.”

Om vi ténker utifran moderna metoder kan vi utga ifran storheterna A och B dér
A > B. Om vi ska avldgsna mer én halva A sa kan vi avlisa differensen som A —Fk- A
dér k > 0.5. Detta kan vi skriva om som (1 — k)A, k > 0.5.

Om vi sedan upprepar processen n ganger far vi (H( 1—k;))A déar k; > 0.5 dr andelen
i=1
som figuren reduceras med i steg i. Gransvérdet nér n gar mot det odndliga blir da 0

och, eftersom vara storheter ar positiva, sa kommer vi fa en aterstod som &r mindre
in B.

Det ar inte nodvandigtvis helt enkelt att se hur denna metod kan anvéndas for

berdkningar av volymer och areor sa vi illustrerar med nagra exempel.
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4.1 Arean av en cirkel

Fran Arkimedes har vi en text som beror berdkning av cirklar. Texten har inte beva-
rats i sin orginalform utan har, som sa manga andra historiska dokument, Gversatts
och tolkats vidare. Troligen sa harror texten fran en ldngre text Om cirkelns omkrets
men endast en mindre del av det har bevarats.

Den forsta satsen ér den vi ar intresserade av. Sats 2 och 3 berér numeriska berdkningar
av cirkelns omkrets i forhallande till dess diameter, det vill sdga berdkningar av talet
7. [2,6]

Sats 1:
7 Arean av en cirkel dr lika med arean av en rdtvinklig triangel ddr sidorna dr radien

respektive omkretsen av cirkeln.”

I modern notation far vi alltsa att cirkelns area A, = 7r? dr lika med triangelns

r-0 r2rm

area A; = —— déar O é&r cirkelns omkrets. O = 2rm ger oss A; = = mr?. Vi ser

ddrmed enkelt att satsen stdimmer. Vi illustrerar dock hur samma resultat kan fas via
uttomningsprincipen.

Vi borjar med att definiera nagra variabler. Cirkelns area kallar vi A, triangelns area
Ay och vi definierar dven I, och O, som den inskrivna respektive omskrivna regel-
bundna polygonen till cirkeln med n sidor. Vi stker visa att A. = A; och vi kommer
att gora det genom att motbevisa motsatsen, det vill sdga ett indirekt bevis.

Vi séger darfor att A, > Ay:

Utifran uttéomningsprincipen sa vill vi visa att vi kommer att kunna reducera A, — I,
sa att A, — I, < A, — A, vilket ger oss i): 1, > A;.

Vi utgar fran de tva storheterna, (A, — I,,) samt (A. — A;). Da I, varierar beroende
pa hur vi skapar polygonen sa dr det uppenbart sa att (A. — [,,) &r den storre stor-
heten for nagot n. Da vi i varje steg, varje 6kning av n, kommer mer &n halvera den
kvarvarande arean, nagot som aterstar att bevisa, sa kommer den aterstaende arean,

(A. — I,,), till slut att vara mindre &n (A. — A;) enligt uttomningsmetoden.

11



Vi maste konstatera att vi kan skapa en sadan polygon som uppfyller att vi i varje
steg reducerar arean mellan cirkel och polygon med minst hélften.

Vi borjar med att infora en liksidig polygon med 4 sidor, mer kidnt som en kvadrat.

Att denna har en area mer &n halva cirkeln kanske ses som givet men vi bevisar
det énda. Vi inleder med att sdtta ut kvadratens diagonal, AB. Vi sétter dérefter
ut rektangeln ACFFE dar EF ligger i linje med punkten D. Vi far da en rektang-
el ACFFE storre én halvcirkeln ADC'. Eftersom triangeln AC'D &r halva rektangeln
ACFE foljer att triangeln AC'D maste vara storre dn halva halvcirkeln AC'D.

Med samma metod pa den andra halvcirkeln sa far vi resultatet att kvadraten ar
storre dn halva cirkeln.

Vi kan nu anvédnda precis samma metod for att skapa en regelbunden oktogon som

ocksa kommer reducera med mer dn halva arean.

12



Vi drar da parallellla tangenter till kvadraten pa cirkeln. Den punkten som tangerar
cirkeln kommer da bilda ett hérn, G, i en ny triangel som har en av kvadratens sidor
som bas.

Med precis samma resonemang far vi att denna ocksa kommer vara storre dn halva
det omrade som aterstar efter att vi tagit bort kvadraten.

Denna process kan sedan upprepas for att skapa en hexadecagon (16-horning) som
kan anvéndas for att skapa en 32-hérning och sa vidare som alla reducerar den kvar-
varande arean med mer &dn hélften.

Dérmed sa uppfyller var reducering kraven pa att vi i varje steg tar bort minst halva
arean. Darmed kan vi enligt uttémningsprincipen stélla upp: A. — I,, < A. — A; vilket

som ovan ger oss att i) I,, > Ay.

Om vi studerar den inskrivna polygonen sa ser vi att den bestar av liksidiga trianglar.

Varje triangel har en bas som é&r en korda pa cirkeln och en héjd som &r striackan fran

mittpunkten pa en av kordorna till cirkelns mittpunkt.

Varje triangel kan vi alltsa berékna tradiggellt med dess bas och hojd. Sumrréerar vi
n- T,

. Om vi jamfor detta med A; = sa

dessa for en n-horning sa far vi I, =
ser vi att A < r och att n-b < O. Detta medfor att I,, < A; vilket strider mot vart
tidigare antagande, i): I, > A;.

Vi ser alltsa att pastaendet A. > A; ar omojligt.

13



Vi antar da istéllet att det motsatta ar sant, : A, < A;:

Vi vill da stalla upp fran uttomningsprincipen att O, — A, < A; — A, vilket ger oss
ii) O, < A,.
For att kunna gora denna uppstéllning sa maste vi forst konstatera att vi i varje steg

reducerar figuren med minst hélften. Vi kan anvénda precis samma bild som férut:

F

Vi soker nu istéllet visa att cirkeln kommer reducera den omskrivna polygonen med
minst hélften i varje steg. Vi ser att den inskrivna triangeln &r halva rektangeln och
att cirkelsegmentet ar storre én triangeln. Déarfor kommer cirkelsegmentet, eller halv-
cirkeln i figuren, att reducera den omskrivna polygonen med mer &n hélften i varje

steg.

Pa precis samma sitt som forut sa kan vi nu stélla upp och jamfor A, = samt

On:n-bh

. Viser nu att h = r medan n-b > O varfor O,, > A, vilket motséger ii):
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O, < A;. Vi ser alltsa att A, < A; ar omojligt.

Kombinerat med vart tidigare resultat att A. > A; dr omdojligt sa ar den enda slut-
satsen att A. = A; vilket var precis det vi ville na fram till.

I beviset for satsen sa anvdander vi omskrivningen och inskrivningen av cirkeln och
visar att dessa uppfyller kravet for uttomningsprincipen. Detta resultat kommer vi

ateranvanda 1 senare satser.

4.2 Twva cirklars forhallande

Vi ttitar nu pa det forsta exemplet av uttomningsprincipen som tas upp i elementa.
Proposition 1 och 2 fran bok 12. [3]

Proposition 2 séger att arean av tva cirklar har forhallande som deras diametrar i
kvadrat, det vill sidga: C; : Cy = (AB)*: (CD)?

8

For att bevisa detta behéver vi dock propositon 1 som séger att: ” Likformiga inskriv-
na polygoner dr till varandra som kvadraterna pa deras diametrar.”

I moderna termer sa handlar beviset alltsa i princip om att visa att areaskalan &r
kvadraten av ldngdskalan. Vi lamnar beviset av det till lasaren.

Proposition 2 pastar alltsa: ” Cirklar dr till varandra som kvadraten pa deras diamet-
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2

rar.

Vi visar detta genom ett indirekt bevis.

Om C; : Cy # (AB)? : (CD)? sd maste C; : X = (AB)? : (CD)? for nagot X.

Vi borjar vart bevis med anta att X < Cy:

Vi stéller da utifran uttémningsprincipen upp Co — P, < Cy — X dér P, &r nagon
polygon som vi anvinder for att reducera.

Vi kan anvénda uttéomningsprincipen da vi vet fran tidigare hur vi kan konstruera en
polygon som reducerar arean av en cirkel med mer &n hélften i varje reduktion.

Cy — Py, < Oy — X medfor att i) P, > X.

Vi inskriver nu en polygon likformig med P, i C; som vi kallar P;.

Fran proposition 1 giller: P, : P, = (AB)?: (CD)? vilket kombinerat med C; : X =
(AB)? : (CD)?* ger oss:

P P=C0C"X.

Da P, &r inskriven i C sa foljer att Py < C men da maste P, < X. Detta motséger
i) varfor X < Cy inte &r mojligt.

Vi undersoker da X > Cs:

Vi stiller upp X : C; = (OD)?: (AB)? som forut, fast inverterat.

Da X > (5 sa far vi ett forhallande: X : C; = C5 : Y déar Y ar en storhet mindre an
Ch.

Om vi kombinerar detta med ovanstaende sa far vi:

(CD)?: (AB)* = Cy: Y déir Y < C) vilket vi redan visat ej ar mojligt. Vi slog ju ti-
digare fast att det inte var mojligt att X < Cy i férhallandet C; : X = (AB)*: (CD)?
Saledes kan X varken vara storre eller mindre d&n C5 och maste déarfor vara precis lika
med Cy vilket var vart sokta resultat.

Vi noterar hér att i det andra fallet, X > (5 sa anviander sig Euklides inte av
uttomningsmetoden. Han utnyttjar resultatet i det forsta fallet och refererar till det
i det andra fallet.
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4.3 Volymen av en kon

Att volymen av en kon ar en tredjedel av motsvarande cylinder bor vara ett kint sam-
band. Ur Elementa sa finner vi ett stiligt bevis som baseras pa uttémningsprincipen
pa ett vildigt liknande séatt som beviset av sambandet mellan cirkelns area och dess
diameter. [3] Innan vi kan studera beviset behover vi dock ett annat samband for
konens tvilling, pyramiden. Proposition 7 ur bok 10 sédger att: ” Volymen av en py-
ramid dr en tredjedel av volymen av dess motsvarande figur, prisman.” Propositionen
behandlar endast fallet nér basen ar trianguldr men vi kan enkelt utoka dess omfang
till att ha en godtycklig polygon som bas.

Men innan vi kan tackla proposition 7 maste vi diskutera proposition 5.

Proposition 5 pastar ” pyramider med trianguldira baser och lika hojd dr till varandra
som deras baser” . Det kan lata som en sjalvklarhet men visar sig faktiskt vara svarare
att bevisa, vi 6verlater det till den intresserade ldsaren. Vad som dock &ar viktigt att
notera ar att det baseras pa uttomningsprincipen. Att det inte gar att bevisa propo-
sition 5, och i forlangningen flera andra propositioner som bygger pa dess resultat,
utan en metod som uttémningsprincipen #r ett fascinerande problem i sig. *

Vi tittar igen pa proposition 7: Om vi studerar ett prisma som har en trianguldr bas:

A

3Det faktum att det saknas ett sadant bevis dr kopplat till vad som kallas Hilberts tredje problem,
ett av de 23 problem som matematikern David Hilbert presenterade 1900.[1]



Da ABED &r en parallellogram foljer att trianglarna ABD och EBD éar lika. Da
dessa &r lika foljer att pyramiderna ABDC och EBDC' ar lika enligt proposition 5.
Pa precis samma sétt far vi fran parallellogrammen FBC'F' att trianglarna £ BC och
ECF ér lika. Da de éar lika sa foljer att pyramiderna BCED och ECFD ér lika.
Da pyramiderna EBDC och BCED &r samma figur sa har vi alltsa att ABCD =
BCED = ECFD.

Dessa tre pyramider fyller ut hela prismat och &r alla lika. Vi har saledes visat att
ett givet prisma med triangulédr bas kan delas upp i tre lika pyramider. Darifran far
vi enkelt att en av dessa pyramider motsvarar en tredjedel av prismat.

Vidare kan vi mer allmént séga att detta samband giller d&ven fér andra polygoner
som prismats bas. Da varje sadan polygon kan delas in i trianglar som alla uppfyller
sambandet sa foljer att hela figuren uppfyller att volymen av pyramiden &r en tred-

jedel av volymen av prismat for ett godtyckligt prisma.

Tillbaka till konen, i proposition 10 stker vi visa att konen &r en tredjedel av dess
motsvarande cylinder.

Vi omformulerar detta som att cylindern &r tredubbla dess motsvarande kon.

For om cylindern inte &r det tredubbla av motsvarande kon sa maste den antingen
vara storre eller mindre.

Vi undersoker forst om cylindern kan vara storre én tredubbla konen:

Vi inskriver i cirkeln, som utgér cylinderns bas, en polygon och later denna bilda ett

prisma med samma héjd som cylindern.




Vi ateranvander var tidigare figur som vi redan visade uppfyllde villkoren for uttomni-
ngsprincipen, att vi i varje steg kan reducera med minst halva arean.

Om vi nu istéllet studerar var cylinder och prismat sa kommer de bete sig pa samma
sitt, bara multiplicerat med deras héjd. Vi kommer vid upprepad reducering fa ett
segment kvar av cylindern som &r mindre &n skillnaden mellan cylindern och konen
multiplicerad med 3.

Prismat som vi skapat kan vi dela i tre lika delar sa vi har alltsa att prismat ar tre-
dubbla pyramiden med samma bas som prismat.

Saledes far vi att det kvarvarande segmentet da vi reducerar cylindern med tredubbla
pyramiden adr mindre &n skillnaden mellan cylindern och tredubbla konen.

Detta ger att tredubbla pyramiden &r storre én tredubbla konen och alltsa att pyra-
miden ar storre dn konen. Men den &r ocksa mindre dn konen da den &r inskriven i
konen. Darfér kan inte cylindern vara stérre é&n tredubbla konen.

Vi sammanfattar med lite notation vad vi gjort:

Cylinderns volym = C, Inskriven prismas volym = I, Pyramidens volym = P, Konens
volym = K.

C—-1<(C-3K

vilket medf{or att:
C-3P<(C—-3K

vilket ger oss:
P>K

som ar uppenbart omojligt da pyramiden ar inskriven i konen.

Vi undersoker da istéllet om cylindern kan vara mindre dn tredubbla konen:

Detta ar detsamma som att konen dr storre dn tredjedelen av cylindern.

Vi utgar fran precis samma figur med en inskriven polygon i en cirkel. Cirkeln later
vi utgora konens bas. Vi kan i den inskriva en pyramid med basen som utgors av den
inskrivna polygonen.

Vi kan da reducera konen sadant att skillnaden mellan konen och pyramiden &r mind-
re dn skillnaden mellan konen och tredjedelen av cylindern.

Detta medfor att pyramiden ar storre dn tredjedelen av cylindern. Men da pyramiden

ar tredjedelen av prismat sa foljer att prismat ar storre én cylindern men detta &r
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inte mojligt da det ocksa ar inskrivet. Saledes foljer att cylindern inte dr mindre &n
tredubbla konen.

Med notation far vi igen:

Cylinderns volym = C, Pyramidens volym = F,, Konens volym = K,

Prismats volym = P,.

1

vilket ger oss att:

1
P,>-C
Y73
fran vilket foljer att:
1 1
-P.>-C
3 3
Det medfor att:
P.>C

vilket &r uppenbart omdjligt da prismat &r inskrivet i cylindern.
Da cylindern varken dr mindre eller storre &n tredubbla konen sa far vi att den maste

vara precis tredubbla konen. Déarav féljer att konen &ar en tredjedel av cylindern v.s.v.
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4.4 Cylinderns mantelarea

BES

0

Arkimedes visar i proposition 13 av sitt verk Om sfiren och cylindern I hur vi kan fin-
na mantelarean av en cylinder. For att visa detta behover vi &ven proposition 5.[2,6]
Proposition 5 sdger att vi, givet en cirkel och tva olika storheter, kan skapa en om-
skriven och inskriven polygon till cirkeln sadana att vi far foérhallandet:

Omskriven : Inskriven < Storre storheten : Mindre Storheten.

Vi kallar cylinderns mantelarea, utan dess baser, for S. Vi soker visa att arean av
cirkel B = 5.

Cirkel B é&r skapad sadan att dess radie, H, &r medelproportionalen av C'D och EF.
Det vill siga H = /(CD - EF).

Cirkel A utgor cylinderns bas, dess diameter ges av C'D och héjden &r EF. EF och
C'D anvénds édven i de andra tva figurerna.

Arkimedes anvinder sig aterigen av ett motsigelsebevis. Vi undersoker de tva olik-
heterna, B < S samt B > S och visar att dessa ej dr mojliga.

Vi borjar med att prova om B < S:

Enligt proposition 5 kan vi skapa en omskriven och en inskriven polygon till cirkel B,
Op respektive Ig, sadana att:

Op:Ig<S:B.

Vi infor polygonen O 4, omskrivna polygonen till cirkel A, sadan att den &r likformig
med Op. Vi skapar sedan ett prisma med O4 som bas och med samma héjd som
cylindern. Da vi kommer behéva denna senare sa infor vi ocksa Py som mantelarean
av prismat utan dess baser.

KD och FL &r lika med omkretsen av O4, vi kallar denna O(04), och satta med rét
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vinkel mot sina baser, DC respektive NF. M sétts som mittpunkt pa C'D och NE
ar satt lika med EF'.

Vi kan nu se att AKDM = Oy, hir syftar vi givetvis pa arean av O4.

. , O(04) -
Bada uttrycken kan skrivas som: ————=—

Vi ser ocksa att arean av rektangeln FL = Py. Detta foljer uppenbart da

FEL = EF - FL dar FF &r cylinderns, och diarmed &ven prismats, hojd och F'L &r
omkretsen av Oy.

Vi kommer nu ateranvinda proposition 1 fran bok 12 av elementa, samma hjilpsats
som vi anvande i avsnitt 4.2.

AKDM : Op = (MD)*: H?,

vilket foljer av att AKDM = Oy4 och tva polygoner ér till varandra som dess dia-
meter, eller radie, i kvadrat, proposition 1. Radien av cirkel A &r halva C'D vilket ar
MD.

(MD)*: H* = (MD)*: (CD - EF), vilket fas d4 H #r medelproportionalen av C'D
och EF, det vill sdga, H = VCD - EF.

(MD)?* : (CD-EF) = MD : NF, vilket fas genom att
2EF = NF.

MD : NF = AKDM : ALFN, vilket fas da dessa har samma hojd och har M D

respektive N F' som baser.

CD-EF 2MD-EF
MD MD N

Om vi nu tar den forsta och sista likheten tillsammans sa far vi:

AKDM : O =AKDM : ALFN vilket ger oss att Ogp = ALFN.

ALFN = EL = Py, dar den forsta likheten fas av proposition 41 i bok 1 av elementa
som vi bevisade i avsnitt 3.1. Vi landar ddarmed i att Og = Pp.

Vi atergar till var forsta olikhet, Op : Iy < S : B. Vi kan nu infora att:

Po : Ip < S : B eller alternativt: Pp : S < Ig: B.

Detta dr uppenbart omdjligt da mantelarean av prismat, Py, dr storre 4&n mantelarean
av cylindern, S, samtidigt som den inskrivna polygonen /g &r mindre &n B.

Vi provar da istallet om B > S:

Vi har en olikhet pa samma sétt igen Op : Ig < B : S med ombytta platser av B och
S, ty de har bytt storleksforhallande.

AKDM = Oy ger oss att AKDM > 14.

Vi har i 6vrigt samma likheter som i fallet ovan, sa: ALFN = EL = Mantelarean av
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prismat. Vi anvédnder oss av prismat 6ver I4 och later kalla dess mantelarea P;.
Iy:Ip=(MD)?: H* = AKDM : ALFN.

Da AKDM > I4 sa maste ALFN > Ig. Da ALFN = Py sa foljer att:

Pr > Ig.

Men detta dr omdojligt da Op : [g < B : S ger att Og : I < Op: S da Og > B.
Detta ger att Ig > S vilket ger att Ig > Py, da prismat av den inskrivna polygonen
har mindre mantelarea &n cylindern.

Vi ser saledes att arean av cirkel B varken &r storre eller mindre &n mantelarean av

cylindern. Darav maste de vara lika.

5 Parabelns area

5.1 Metoden

Om vi studerar manga av vara bevis sa bygger de pa att vi redan vet resultatet. Vi
staller upp ett forhallande och bevisar att just detta forhallande stimmer, men hur
kom nagon pa att prova med just det forhallandet?

Det var en obesvarad fraga dnda fram till 1906 nér Johan Ludvig Heiberg inspektera-
de en palimpsest i Konstantinopel, dagens Istanbul, som han hade uppméarksammats
pa. Dokumentet var en bonebok, néstan helt skriven pa pergament, som var skriven
under 1300- eller 1400-talet. Men dolt under texten sa fanns rester av en kopia av
Arkimedes verk forfattat pa 900-talet. [2,6]

Bland de olika verken som texten inneholl sa fanns Metoden. Vad som &r sa speciellt
med Metoden ar att den avsléjar processen bakom bevisen. Att en sadan process exi-
sterade var i det ndrmsta oundvikligt men sparen hade suddats bort genom historien.
Kvar stod bara dessa pelare, dessa perfekta geometriska bevis, utan nagot av det
fundament som lag bakom dess upptéckt. I och med Metoden sa har vi fatt en blick
av dessa fundament.

Arkimedes dr extremt noga med att papeka att detta inte ar ett bevis, utan endast
borjan av en undersokning, en fingervisning om vad som skall bevisas.

Sa, hur gar metoden till?

Arkimedes metod bygger pa jamviktsférhallanden. Vi ser pa en figur i jamvikt: [2,6]
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Om vi fran fysiken ser pa jamvikt sa far vi likheten: A-a = B - b dér vi later A och
B vara tva vikter med avstand a respektive b fran deras jamviktspunkt.

Arkimedes stéller upp detsamma pa ett litet annat sédtt da det vore otdnkbart att
multiplicera tva olika enheter, massa och stracka.

Om vi utgar fran samma figur sa ser vi istéllet forhallandet som A : B =1b: a.

Vi ser pa hur Arkimedes anvinder metoden for att finna ett samband, arean under
en parabel.

Vi stéller upp en figur som nedan:

)
i

24



Vi undersoker arean under parabeln ABC"

Vi sétter D som mittpunkt pa striackan AC och sétter ut B sadan att punktens tan-
gent dr parallell med AC.

Linjen C'F tangerar parabeln i punkten C. Vi sétter ut de parallella linjerna DE, OM
och AF, dir OM é&r en en linje dragen genom nagon punkt P pa parabeln, sadana
att de ar parallella med parabelns symmetriaxel.

Arkimedes ger inget bevis utan pastar att DB = BE. Vi forpassar ett modernt be-
vis for den intresserade till appendix som ocksa forklarar varfor linjerna maste vara
dragna parallella med symmetriaxeln.

Fran det foljer att ON = NM och AK = KF.

Vidare séitter vi ut H sadant att KH = CK.

Slutligen har vi TG som &r placerad med H som mittpunkt, &r parallell med, och har

samma ldngd som, OP.

Sa, vad beskriver denna figur?

Vi utgar ifran det icke-triviala forhallandet MO : TG = HK : KN*. Strickorna MO
och T'G kan hér ses som olika vikter som balancerar kring jamviktspunkten K. Da &r
punkterna H och N deras respektive tyngdpunkter.

Om vi tanker att parabeln bestar av en massa parallella linjer av samma typ som OP
och vi upprepar processen sa kommer vi fa en méngd linjer med sin tyngdpunkt i H
som sammanlagt har lika massa som parabelsegmentet.

Pa den andra sidan star triangeln AC'F'. Tyngdpunkten pa triangeln AC'F' dr noterad
som W i figuren dar KW = éKC’.

Vi skriver om det som KW = CK = HK vilket ger oss att HK = 3KW.

Med Arkimedes metod sa kan vi alltsa stélla upp jamviktsforhallandet:

AACF: Parabeln ABC = HK : KW = 3:1.

Vi har dock forhallandet AACF = 4AABC och da vi slar ihop dessa samband sa far
vi: Arean av parabelsegmentet ABC' = Z—LAABC

Forhallandet AACF = 4AABC' ges ocksa utan nagon motivering.

Vi kan dock enkelt se detta samband da de har samma bas, AC', och AABC har halva

41 sjélva verket sa finner vi sambandskedjan MO : OP = CA: OA =CK : KN = HK : KN
och sambandet kommer da OP = T'G. Bevis for dessa samband finns i texten Parabelns kvadratur

som proposition 4 och 5.
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héjden av ED som i sin tur &r halva AF da D &ar mittpunkt pa AC. Saledes delar
AABC och AACF bas medan héjderna forhaller sig som 1:4. Da ar det uppenbart
att AACF = 4AABC.

Det ar dock aterigen viktigt att papeka, som Arkimedes utan tvekan skulle ha gjort,
att detta inte &r nagot bevis.

Exakt hur dessa linjer bygger upp parabeln &r inte specifierat och utan en teori om
infinitesimalkalkyl gar det inte att nagot vidare motivera.

Det som Arkimedes metod fungerar for ar just istéllet att hitta de samband som vi

sedan bevisar med exempelvis motséigelsebevis genom uttémningsmetoden.

5.2 Parabelns area

4
Sa, lat oss da bevisa sambandet! Arean under parabeln ABC = gAABC 2,6]

Vi inleder med att skissa upp problemet.

Vi skissar har upp parabeln mellan punkterna @ och ¢, ej visad i figur. I figuren ligger
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P pa den tangent som &ar parallell med strickan Qq.

Dartill lagger vi punkten R som &r tangeringspunkt till tangenten som &r parallell
med striackan PQ).

Vi kommer hér visa att APQR = iAPQV och analogt kan visas motsvarande for
den andra sidan varfor vi kan dra slutsatsen att de tillagda trianglarna motsva-
rar E av den tidigare triangeln och varje nytt steg beter sig pa precis samma sétt

som det forsta. Vi har alltsa en situation dar vi kan stélla upp en summa av typen

1 1
To+T1+T5.. =Ty + ZTO + ETOW dér T; ar stegens tillagda trianglar.

1
Forst aterstar dock att visa att APQR = ZAPQV:
Arkimedes visar detta genom proposition 19 och 21 i sitt verk Kvadraturen av para-

beln.

Vi borjar med att notera att punkten V' ar mittpunkt av strickan ¢@). Dartill infor
vi de nya striackorna RW samt RM med tillhérande punkter. Vi har ddrmed skapat
parallellogrammen RMV W. Vi sétter ocksa ut strackorna PM samt punkten Y.

Vi tillampar nu en sats som finns var vil kénd for Arkimedes. I appendix ges ett alge-
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braiskt bevis, Arkimedes hade givetvis ett geometriskt bevis i atanke och hénvisar till
”Kdgelsnitt” av Euklides och Aristaeus, ett verk som sedermera kom att 6verskuggas
av Apollonius egna verk ”Kagelsnitt”.

Satsen ger oss forhallandet:

PV : PW = (QV)*: (MV)* = (QV)?: (RW)?

dér den sistndmnda likheten ges fran parallellogrammen.
Da M &ar mittpunkt pa QV sa géller att QV = 2(MV) = 2(RW).
Vi far darfor:

PV : PW = (2(RW))? : (RW)? = 4(RW)*: (RW)?

Fran detta far vi sambandet: PV = 4(PW).

Detta ger oss lingden av WV = 3(PW) = RM.

Da QV =2(MV) sa ar PV =2(Y M).

Detta ger oss Y M = 2(PW) och da RM = 3(PW) sa fas resterande, RY = PW.
Darfor galler att Y M = 2(RY).

1
Dérmed ar vi klara da vi enkelt kan se att APQR = §APQM, ty de delar PQ och

APQM har halva héjden av APQR, och da APQM = %APQV, ty de delar PQ och
APQM har halva basen av APQV, sa ges sammantaget:

APQR = iAPQV, VSV.

Beviset av sambandet foljer sedan av proposition 22 till och med 24 dér vi i den sista

propositionen anvéinder oss utav uttémningsmetoden.
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Proposition 22:

To+ Ty + 15+ 15+ ... < Arean av parabelsegmentet PQ)q.

T; ar de tillagda trianglarna steg i. T dr saledes den forsta triangeln, 77 &r de tva
som foljer pa det etc. Satsen foljer enkelt genom att stélla upp vara trianglar.
APQq =Ty, APQR + APqr =T etc.

Da Ty + T+ 15+ T3+ ... ar en inskriven polygon sa den kommer den ha mindre area

an arean PQq.

Proposition 23:

1 4

1 1
Vi stéller upp tq, t9, t3 etc. sadana att t; = ng,tg = gTQ ete.

1 1
Da vi vet att 77 = ZTO,TQ = ZTI etc. sa far vi att:

1 1 1 1 3+1 1
t1+T1=§T1+T1=§-ZTo+ZTo= 15 T0:§T0
1 1 1 1 3+1 1
to+To==-To+T,=—.--T1+ =T, = T, = =T, etc.
2+ 1o 32+2 341-1-41 o 31eC

Vi adderar Z T; och Z t; och far da en summa av typen:

=1 =1

1
Tiv+To+ ... +T,+t, +ty+ .8, = g(TO +1T +...7,)

1
Vi vet att t; + 1o+ ...t, = g(Tl +T5+T3+ ...+ Tn>

1
Om vi subtraherar dessa tva rader far viatt Ty + 1o + ... + T, + t, = gTO‘
Vi far alltsa att:

1 4
TO+T1+T2++Tn+tn:T0+§TO:§TO V.S.V
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Vi ska nu med uttéomningsprincipen visa att arean av omradet &r precis % arean av
triangeln.

Innan vi borjar sa bor vi konstatera att var inskrivna polygon faktiskt reducerar arean
med minst hélften i varje steg. Det visar sig dock vara enkelt att gora. Arkimedes gor
det i proposition 20 och det &r néstan samma bevis som var inskrivna polygon i en
cirkel som vi tittade pa i avsnitt 4.1. Den enda skillnaden vi maste gora ar att i stéllet
for att rita in en rektangel som vi gor i 4.1 sa ritar vi istéllet in en parallellogram. Da
triangeln ar halva parallellogrammen och parallellogrammen &r storre én parabeln sa
foljer att triangeln ar storre dn halva parabeln.

Proposition 24:

Lat K = %APQQ och Z benamna omradet.

Vi bevisar att arean maste vara precis som ndmnt genom ett indirekt bevis.

Vi borjar med att prova om Z > K:

Da kan vi enligt uttémningsprincipen reducera sa att 27 — P, < Z — K dér P, &r en
polygon.

Detta leder till att P, > K. Polygonen vi skapar bestar av de trianglar som vi skapat.
Vi har alltsa P, =Ty + 11 + ... + T,,.

Men om vi sétter in att P, =Ty + 11 + ... + T,, > K sa motséger det proposition 22.
Alltsa kan Z > K inte vara sant.

Vi prévar nu istéllet om Z < K:

Om vi inksriver trianglar upprepade ganger sa kommer vi till slut fa en area, T,
sadan att 1): T,, < K — Z.

Vi observerar att Arkimedes har anvéander just T,,, det vill séiga arean av de tillagda
trianglarna i steg n.

Med hjélp av uttomningsprincipen kan vi reducera sa att K — P, < K — Z.
Proposition 23 ger oss K =To+ T+ 1o+ 15+ ...+ 1T, + %Tn.

Om vi reducerar K med en polygon bestaende av trianglar sa far vi:

1 1
K—-P,= (T0+T1+T2+T3+...+Tn+§Tn)—(T0+T1+T2+T3+...+Tn) :§Tn

Vi ser alltsa att K — P, < T,,. Da omradets area &r storre &n en inskriven polygon,
Z > P,, sa medfor det att K — Z < T, vilket strider mot i).

Saledes kan K varken vara storre eller mindre &n Z utan maste vara precis lika med

4
Z. Vi har alltsa bevisat att §APQq ar precis lika med arean under parabeln.
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6 Serier och summor

Djosers trappstegspyramid [9]

6.1 Wallis

Vi ska titta pa hur vi med uttomningsmetoden kan fa fram den en kénd regel vid
integrering.

Vi borjar med en upptéickt av en engelsk matematiker vid namn John Wallis. Han
undersokte vad som hidnde nér man studerade kvoten mellan en summa av alla natur-
liga tal, inklusive 0, i kvadrat, upp till nagot tal n; och summan av ett motsvarande
antal termer, alla bestaende av n i kvadrat. Wallis studerade alltsa en uppstéllning

av typen: [1,4]

n?+mn—124+mn-2>%*+....+32+224+12+02
n2+n2+n?+...+n2+n2+n?+n?
For att forsta hur Wallis kom att ténka pa det hér, och hur det kan tédnkas anvindas

kan vi tédnkas studera en figur.
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Var figur &r en trappstegspyramid; vi kan ténka oss att Imhotep fick gora ett nytt
forsok att bygga en pyramid och valde en helt kvadratisk bas med sidlangd n meter.
For varje steg vi tar uppat sa minskar sidans langd med 1 meter. Vi fortsétter sa
hela véigen upp tills dess att vi inte har nagon sida kvar att minska. Vi fragar oss nu,
vilken volym har var pyramid?

Jo volymen av pyramiden dr summan av volymen for varje steg. For pyramiden far

vi saledes:
V=h-nP+n-1°2+n-2>+...+32+2°+12+0%)

dér h &r hojden av varje steg.

Om vi jamfor var pyramid med ett torn med kvadratisk bas, sida n, sa bestdmmer vi
volymen av tornet, ett rédtblock, pa samma sitt som pyramiden. Vi ser pa segment
med samma hojd som pyramidstegen.

Om vi stéller upp tornets volym far vi V' = ah - n® déir a &r antalet steg och h #r
hojden av varje steg. Om vi sétter a = n + 1 sa far vi ett torn med samma héjd som
var pyramid dar det sista steget i pyramiden har sida 0, det &r alltsa bara en punkt.
Om vi tanker att vi har en tillrickligt stor bas sa kommer pyramiden att te sig vara
helt slét, jamforbar med Cheopspyramiden.

Om vi jamfor dessa tva volymer:

pyramid k- (n®+ (n—1)2+ (n—2)* 4+ ...+ 32+ 22 + 12 + 0%))
torn (n+1)h - n?

sa ser vi att om vi eliminerar h fran tdljare och ndmnare sa kan vi skriva om kvoten

Som:

pyramid  n?+ (n—1)2+ (n —2)* 4+ ... + 32 4+ 2% + 12 + 0?
torn n24+n?24+n24+ ... +n2+n24+n2+n?

Vi har alltsa med utgangspunkt i ett verkligt scenario skapat just en sadan situation

som Wallis studerade.
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Wallis inledde med att undersoka kvoten for nagra vérden, n:

024+1%2 1
n=1:—— ==
12412 2

L, 02+174+22 5

T92.4924 92 19
_02+12+22+32 14 7

"324132432432 36 1S
0P+ 1P 422432447 30 3

TPy e e 2 80 8
Harifran sa kom Wallis pa att man kunde skriva om kvoterna till:

n

pop BFE_1_8_ 2 1 11
12+12 02 6 6 6 3 6
02417+22 5 4 1 1 1

(e A TR TR TR R TL

L, 0P+ 422432 14 7 6 01 11

32432432432 36 18 18 )

TR e e L2 80

1
Varje kvot tycks kunnas skrivas som 3 + 6
n
I sin text Arithmetica infinitorum sa presenterar Wallis sin metod, baserad pa induk-

n

1
024+ 17422 +32 44> 30 3
8

tion, som sager att ett viletablerat monster kan antas forstdtta in perpetuum. Han
pastod ocksa, nagot som véldigt mycket liknar uttomningsprincipen, att en storhet

som kan goras mindre d4n nagot utsatt tal kan ses som noll.

1
Om vi later n ga mot oédndligheten i var kvot ovan sa far vi =, da resttermen, —

Y

enligt Wallis kan séttas som noll.

Om vi utgar fran vart exempel ovan ger det alltsa:

pyramid n®+(n—12%4+(n—2)*+...4+3*4+224+14+0> 1
torn n>4+n>+n’+...+n2+n>+n?>+n? 3
da n vaxer in perpetuum. Detta resultat bor inte vara speciellt férvanande da
amid 1
forhallandet M ar ként sedan tidigare som just —.
prisma 3
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Vi kan ocksa med den mer moderna metoden av gransviarden berdkna resultatet:

2+ n—124+n—22+..+32+224+1240%  fn(n+1)(2n+1)
n?2+n2+n?+ ... +n2+n?+n?+n? B (n+ 1)n?

W =

+1—>
6mn

Wl =

da n gar mot oéndligheten.
OF + 18 + 2% + 38 + .. 4+ nF 1

%
nk4+nk4nk4+nk+ 0k k41
odndligheten for samtliga k.

Wallis drog slutsatsen att

, da n gar mot

Rent analogt ér det mojligt att visa for vissa k. Wallis pastod dock att detta géllde
for alla £ med undantaget k£ = —1.

Nagot formelt bevis for detta ger Wallis oss inte utan det baseras pa metoden som
framlagts i Arithmetica infinitorum. Burton [1] sammanfattar det ganska bra da han
beskriver metoden som tveksam och obekvam. Texten var dock vida cirkulerad i Eng-

land och kom att influera Newtons mer rigorésa utforskning av infinitesimalkalkylen.

k.

Wallis undersokte vidare den allmédnna grafen y = x

(0,x)

(0,0)

Vi kan med lidtthet rdkna ut arean av rektangeln som spéanns upp fran origo (0, 0) till
punkten (z,z5) till 2 - 2% = 21,

Nu tillampar vi det sambandet som Wallis fann. Om vi tédnker oss att vi delar in
omradet i delomraden pa samma siatt som i en Riemannintegral sa kan vi sidga att
den forsta stapeln har héjd 0%, nista 1%,2% 3% och s& vidare. Om vi ténker oss att

vi da vill fylla ut omradet under grafen sa gor vi det béast genom att ta fler och fler
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staplar for en battre och béttre approximation.

Rektangeln har alltid samma hojd, 2¥. Darfor far vi precis scenariot igen att:

Forhallandet mellan arean under y = z"och rektangeln #r

OF + 1k 42k 13k + . 4ok 1 PN
= ar — 00
btk 4ok +ab 4+ 42k k41

D4 vi infér arean av rektangeln, 2", och férhallandet 1 sa far vi att:

Arean under (y = 2*) = 2*"'—— =

k+1

kE+1

att anvinda sambandet mellan derivatan och den primitiva funktionen.

. Detta utan

Wallis landade alltsa i en valkénd regel for integrering, / i =
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6.2 Brouncker

Det aterstar dock att hantera / a¥dx, da k = -1, detta undantag som Wallis gav.

Denna funktion, y = ~' = =, &r kiéind som Apollonius hyperbel efter Apollonius av

Perga, nuvarande Turkiet. Apollonius var en framstaende matematiker som ar framst
kénd for sitt arbete med koniska sektioner och gav oss de namn vi anvéander for ellip-

sen, parabeln samt hyperbeln, ddrav namnet Apollonius hyperbel. [1,5]

Med moderna integreringssregler fas / 7 dr = In(x).

Vi ska forst titta pa arean under Apollonius hyperbel mellan z = 1 och x = 2 for att
ge ytterligare ett exempel pa hur serier anvéindes for berdkning av areor strax fore

Newton och Leibniz.

A

En brittisk matematiker, Brouncker, ridknade ut arean under Apollonius hyperbel
mellan z = 1 och x = 2 med hjélp av rektanglar och serier. Innan vi ser pa Brounc-

kers 1osning bor vi dock betrakta den moderna 16sningen:

2
1
/ —dx = [In(z)]; = In(2) — In(1) = In(2) — 0 = In(2)
LT
Brouncker 16ste problemet genom att rita in enkla rektangler i figuren pa samma vis

som bilden. Rektanglarna kan skapas pa flera olika sétt med samma resultat.
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Linjer och punkter ar av enkla samband. [4] Vi forsoker fylla ut med rektanglar for
att bygga upp den figuren vi soker, arean under hyperbeln. Vi raknar dérfér ut arean
av rektanglarna och adderar ihop varat resultat.

Arean under den storsta rektangeln ges av A =0b-h = % 1= % Var forsta rektangel

har alltsa area:

1 1
Area(brun) = - = —
2 1.2
Vi skapar néstfcljande rektanglar genom att dela in strackan mellan 1 och 2 i tre lika
delar. Detta avgréinsar tva rektanglar vid punkt B och D och vi far den bla och den

grona rektangeln.

1 1 1 1 1 2 1
Area(bla)= - e e —
3 1+§ 2 3+1 6 .6 3-4

. 1 1 1 1 1 1
Area(gron)= s\ 3) 332 6756
3

Dérefter fortsitter vi dela upp stréckan mellan 1 och 2 i 6 lika delar vilket ger oss var

orange, rosa och gula rektangel vid respektive punkt A, C, E.

1 1 1 1 1 1
Area(orange): — - — | = - =
6\1+: 1+2) 6+1 6+2 7-8

1 1 1 1 1 1
Area(lila): = 5 — 1] = - =
6\1+2 1+2) 6+3 6+4 9-10

Area(gul) 1 1 1 1 1 1
rea(gul): — — = — =
B\ E T 1+8) T645 646 1112
For nédsta uppséittning rektanglar sa dubblar vi igen antalet delar mellan 1 och 2 till

12 lika delar.
Vi far da rektanglarna, ej utsatta i figuren:

1 1 1\ 1 11
12\1+% 1+35/) 1241 12+2 13-14

1/ 1 I 11
2\1+3 1+4/) 1243 12+4 15-16

1/ 1 1y 1 11
2\1+2 1+35/) 1245 12+6 17-18
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1 1 1 1 11
12 \1 1+3) 1247 1248 19-20
1 I |
1249 12410 21-22

1 1 1 11
2\1+48 1+82) 12411 12+12 23-24

Brouncker insag, vilket i denna uppstéllning inte ter sig sa mérkligt, att alla dessa

rektanglars areor foljde samma monster.
Han fastslog att arean under Apollonius hyperbel mellan x=1 och x=2 ges av:

1 n 1 N 1 N 1 N 1
1-2 34 56 7-8 9-107
Denna serie kan skrivas om och bli &nnu vackrare genom:
1 n 1 n 1 n 1 n 1 B
1.2 3.4 5.6 7-8 9-107
2 1 4 3 6 5 8 7 10 9
T2 12 "Ga 37765 56 "5 78 T o w09
11 1 1 1 1

TR +
2 3 4 5 6 7 8 9 107
vilket kallas den alternerande harmoniska serien. Alternerande har givetvis med tec-

kenbyten att géra medan harmonisk har sina kopplingar till akustik ddr den harmo-

niska serien dr grundléiggande i musik.
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6.3 Mercator

For en mer allmén 16sning vénder vi oss till Mercator, inte densamme som konstruera-
de Mercator-projektionen av kartor, som l6ste hur man bestdmmer arean under Apol-
lonius hyperbel. Han gjorde det genom att gora sig av med problemet att ndmnaren
blir noll helt och hallet. [4]

1
Mercator undersokte istéllet arean under y = T det vill séiga den flyttade grafen
x

till Apollonius Hyperbel.
Han inledde med att helt dividera kvoten for att ta fram en potensserie. Vi kan gora

det med exempelvis liggande stolen:

1 = x Foxf —od.
1
14+ x
—(14+x)
—X
~(—x =)
X2
—(X2 +X3)
Vi far alltsa att y = 1 — o + 2> — 2% +2* —2° + ...
2 3 g4 g5 6
Vi "integrerar” varje term for sig och far z — 5 + =+ = —..

Det vi i sjdlva verket gor ar att vi utnyttjar det samband som Wallis fann for varje
term och ser y som en summering av areorna under dessa olika figurer.
Denna serie, Mercators serie, kom senare att inkluderas i den mer allmédnna naturliga

logaritmen. Mercators serie brukar skrivas ut just som:

2 133 ]:4 .I‘S 136

T
1 [ [ T I
nz+1)==x 2—|—3 4—1—5 5
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Mercator kidnde serien som en logaritm och den star publicerad i hans verk Loga-
rithmotechnia. Daremot skulle kopplingen till infinitesimalkalkylen och talet e droja

ytterligare.

Vi noterar ocksa att om vi satter x=1 far vi serien:

vilket vi kdnner igen som den alternerande harmoniska serien Brouncker fann.
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7 Cavalieris Princip

En trave mynt [10]

En annan metod for att berdkna areor och volymer dr att utnyttja Cavalieris prin-
cip. Principen ar till ytan uppenbar och kan illusteras med ett tanke-experiment. Vii
tanker att vi har en stapel med enkronor och vi vet hur mycket volym stapeln med
mynten har. Om vi puttar pa stapeln sa den star lite vingligt, hur mycket volym
har alla mynten da? Det &r uppenbart for oss att det maste vara samma volym. Vi
kan alltsa bestimma en volym av nagon svardefinierad stapel med mynt utan nagra
problem.

Mer precist sa sidger Cavalieris princip att: [4]

Antag att vi har tva omraden, avgrinsade av tva parallella linjer. Om varje linje pa-
rallell med 6vriga tva linjer skdr omradena i segment av lika ldngd sa har omradena
lika area.

Pa samma séitt har vi i en metod for tre eller fler dimensioner. Vi kan formulera &ven
for tre dimensioner som:

Antag att vi har tva omraden, avgridnsade av tva parallella plan. Om varje plan pa-
rallell med 6vriga tva plan skdr omradena i tvarsnitt av lika area sa har omradena
lika volym.

Om vi tdnker oss situationen med mynten sa borjar bada staplarna pa ett bord och
nar samma hojd, tva parallella plan. Om vi tdnker oss ett plan parallellt med de tva
planen, exempelvis pa samma héjd som mynt fem, sa ar det givet att den kommer

skéra bada staplarna med samma tvérsnittsarea, arean av myntet. Var vi dn ténker
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oss att vi lagger in ett parallellt plan sa &ar det givet att tvarsnittsarean kommer vara
arean av ett mynt, darfor maste bada staplarna ha samma volym.

Det tycks uppenbart fran vart exempel att det forhaller sig pa detta sétt. Det dr dock
av flera anledningar vért att studera varfor det forhaller sig pa det héar séttet.
Cavalieris princip séger, ldttast beskrivet i forhallandet volym, att om vi ldgger lika
manga skivor av samma storlek pa varandra sa kommer de oavsett form att fa sam-
ma volym. I principen utnyttjar vi dock tvérsnitt som vara skivor vilka inte i sig har
nagon hojd utan endast area, ddarmed saknar de volym.

For att principen ska kunna appliceras pa volym kréavs darfor att vi ténker oss att
vi staplar odndligt manga tvérsnitt, som alla har oédndligt liten hojd. For att kunna
forklara metoden teoretiskt maste vi alltsa arbeta med en form av infinitesimalkalky-
len. Vi ser ocksa dess likheter till den dldre uttomningsmetoden som bevisats kunna
anvandas med odndligt manga, odndligt sma enheter.

Vi har exempel fran Cavalieri sjilv som vél illustrerar hur metoden kan anvéndas for

dven andra problem &n likheter:

Cavalieri presenterar problemet for savil tva som tre dimensioner men vi véljer att
fokusera pa den tvadimensionella figuren som &r lattare att illustrera. Cavalieri ger
oss tva figurer med samma hojd, CAM och CM E. Vidare har vi tva parallella linjer,
BD samt AFE, som skér figuren.

Vidare later vi det vara funnet att linjesegmenten i den ena figuren alltid &r i samma
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proportion mot linjesegmenten i den andra. Det vill sdga att BR: RD = AM : M E.
Cavalieri pastar da att figuren CAM forhaller sig till figuren C M E i precis samma
proportion.

Cavlieris sprakbruk for hans resonemang ér nagot komplicerat men mynnar ut i det-
ta; eftersom BD och AFE &r godtyckligt tagna parallella linjer och alla sadana linjer
forhaller sig i samma proportioner sa maste alla linjer i figuren CAM sta i samma
proportion till alla linjer i figuren C'M E varfor proportionerna mellan figurerna maste
vara av samma proportion. Vi ser ju hir arean av figurerna som basen multiplicerat
med hojden. Hojden ansattes lika i borjan av vart problem, basen utgors givetvis av
linjerna. Cavalieri noterar dock, vilket ar mycket viktigt, att de olika hojderna ar lika
i bada figurerna darfor att for varje héjd i figuren CAM kan formuleras en motsva-
rande héjd i CM E. Cavalieri bendmner enbart héjden som ett obestdmt tal n, med

moderna termer sa ser vi de som infinitesimalt sma.

Cavalieris princip kan saledes anvéndas savéil for att bestdmma likheter mellan figurer

som proportioner. Vi kan illustrera det senare med ett mer applicerbart exempel.

7.1 Sfarens volym

Vi bestdmmer sfirens volym med hjélp av konens samt cylinderns volym. Konen och
cylindern har relativt enkla volymformler. Vi bevisade tidigare sambandet mellan ko-
nen och cylindern, forhallandet 1:3, och cylinderns volym far anses vara trivial.

Vi téanker oss en cylinder med radie r och hojd r. Inuti figuren lagger vi en kon och
ett halvklot.
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Cavalieris princip leder oss till att studera AA for de tre olika figurerna dir AA
noterar arean i ett plan av figuren. Samtliga figurers area kommer vara i formen av
en cirkel med varierande radie.

Cylinderns area i ett givet plan ges av AAqx = 7r?,

For konen far vi att, i ett givet plan, » = h, da radien okar jamte hojden, varfor vi
far: AAy = h?.

For halvklotets radie i ett plan kan vi anvidnda pythagoras sats. Halvklotets radie
ar r varfor vi kan stélla upp en ekvation, 2* + h% = 72, for en given skiva AA dir
radien i ett plan, pa hojd h, ges av z. Vi far da att radien = v/r2 — h2 vilket ger
oss AAyg = w(r* — h?).

Volymen av de olika figurerna beréknas som V' = n-AA dér n dr antalet skivor vilket
vi later ga mot odandligt. Saledes beror forhallandet av volymerna enbart pa AA.

Om vi stéller upp:
AAc — AAg = mr? —7h* = n(r* — h?) = AAgg
sa far vi att:

halvklotets volym = cylinderns volym - konens volym

2h
Dessa formler #r ju som bekant Ve = 7r?h och Vi = Wg
3
. r
Vi ansatte i figuren hojden till 7 varfor vi kan skriva de som Ve = 71 och Vi = %

Om vi sétter allting tillsammans sa far vi vart sokta samband:

s 273 43

aw = 2Vpr = 2(Ver — Vi) = 2(mr® — —) =2 =
Vst Vak = 2(Vo, — Vi) = 2(nr 3) (3) 3

7.2 Servettring

Vi anvinder aterigen Cavalieris princip for att berikna volymen av en servettring,
ett annat typiskt exempel pa metoden.
Vi ténker oss att vi borrar ett cylindriskt hal i ett klot sa att vi far kvar en yttre ring.

Vad har denna f6r volym?
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Utifran cavalieris princip vill vi undersoka tvérsnittsarean for varje lager i figuren. Vi
ser direkt att arean vid en given hojd ges som differensen mellan den inre och den
yttre cirkeln, AA;ny = AAyire — AAipyre.

h
Radien av cylindern fas genom pythagoras sats till R, = {/ R — (5)2

Vid en given hojd, y, sa kan vi berédkna radien pa de cirklar som utgor klotet genom:

R =/ R? — y?. Arean for den yttre cirkeln blir saledes:

2
AAyre =TR* =7\ /R} —y? =7 (Ri — %)
Den inre cirkeln ges liknande av:
AAinre = WR? =T- Ri — (
Vi far darfor differensen for tvarsnittsarean som:
AAyttre = Aipre = - (R} — y°) — - (R — (5)%) =7 - ((

Vi ser alltsa att:

h
AAring =T - ((5

) =)
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Med moderna metoder skulle vi nu enkelt rdkna ut volymen med en integral men vi
kan &nnu enklare hitta volymen genom att notera vart resultat.
Det vi kommit fram till &r att radien av servettringen inte har nagon paverkan pa
volymen. Vi kan déarfor siatta valfri radie for att bestimma volymen.
Vi ansétter radien som (h/2), det vill siga vi borrar ett infinitesimalt litet hal sadant
att servettringen blir, i effekt, ett klot. Vi kan da berédkna volymen av servettringen
som:
drrd Aw(B)?® 0 m?
Viing = —o— = =

3 3 6
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8 Slutord

Vi har i de tidigare avsnitten behandlat manga olika exempel pa flera olika metoder
av area- och volymberdkningar. Exakt hur de &r uppstéllda och formulerade varierar
genom tid och forfattare men det finns nagonting som de, néstan allihop, har gemen-
samt.

De dansar kring begreppen odndligt, eller oéndligt litet. Ingen, Wallis mojligtvis un-
dantagen, vagar riktigt ga sa langt som att forsoka definiera, eller anvéinda, begreppen.
Det leder oss till tva olika, motstaende, slutsatser. Dels ser vi behovet av en definition
och forstaelse av de reella talen. Sa manga av de problem och de obekviama extra ste-
gen som matematiker genom millennium har tvingats gora, skulle ha gatt att undvika
om en sadan definition var kénd.

Men samtidigt sa har det inte hindrat framsteg, utan bara, mojligtvis, bromsat in
dem. Det faktum att varken Newton eller Leibniz, infinitesmalkalkylens tva fader,
anvander sig av gransvarden eller odndligheter, och ddarmed kringgar problematiken
ytterligare en tid &dr vil det framsta beviset pa det.

I och med Metoden sa har vi en fingervisning om hur vél forstadda dessa ideer var hos
Arkimedes, och ddrmed troligen dven andra grekiska matematiker, &ven om bevisen
for dessa metoder néstan helt har férsvunnit genom aren. Arkimedes skulle sjélva
aldrig pasta att han arbetade med oéndligheter eller oéndligt sma storheter, &ven om
hans metod pa manga sétt ar valdigt lik.

Arkimedes skriver i sitt forord till Metoden att han ” formodar att metoden kommer
att anvindas av nutida savil som framtida generationer for att hitta satser vi dnnu
inte funnit”. Att det skulle dréja énda fram till Newton och Leibniz innan det riktigt

tog fart hade han nog aldrig kunnat ana.
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9 Appendix

Bevis av parabelns ekvation, PV : PW = (QV)? : (RW)?: [7,8]

W ar en punkt pa PV sadan att RW &r parallell med QV'.

D4 ger oss parabelns ekvation att: PV : PW = (QV)*: (RW)2.

Vi infér koordinater, (X,Y), for vara punkter:

P = (Xp,Yp),W = (Xw,Yw),R = (Xg,Yr),V = (Xv,Y1),Q = (Xo,Yy), samt
den icke utsatta skdrningspunkten mellan kordan och parabeln som vi later kalla
Z =(Xz2,Yy).

Vi later parabeln vara pa formen y = ax?® varifran vi kan utlidsa sambanden: Y, =
a(Xz)?, Yp = a(Xp)?, Yr = a(Xg)? samt Yy = a(Xq)®.

Vidare bestammer vi kordans lutning till:

AY  Yo-Y;  a(Xg)P—a(Xz)?  a(Xg+ Xz)(Xg—Xz)

= = a(Xq+Xz)

k: p— pr—
AX  Xo- Xy Xo— Xz Xo— Xz
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Derivering av Yp = a(X p)2 ger oss k = 2aXp, varifran vi l6ser ut:
X XQ + Xy
p=—"F"".

V ar mittpunkt pa kordan varfor vi far Xy, = Xp samt Xy = Xp.
o aXd +aX3
Vi tar aven fram Yy, = —
Vi beréknade tidigare kurvan QZ’s lutning till £ = a(Xg + Xz). RW é&r parallell
varfor dess lutning ocksa ges av k.
PW =+/(Yp —Yw)2+ (Xp — Xw)2 = /(Yp — Yiy)2 + (0)2 = Yp — Yyy.
Vi kan dven uttrycka Yy, genom att stélla upp:
Y —aX3 = a(Xg + Xz)(X — Xg) enligt enpunktsformeln.
Vi kan séledes stiilla upp Yy — aXz = a(Xg + Xz)(Xw — Xg).

XQ—FXZ .

Enkel omskrivning ger oss Yy — aXi, = a(Xy — Xg)? da vi nyttjar att 5

Xw.

Vi anvinder nu dessa samband for att berdkna:
(RW)? = (¥iy — Vi + (X — Xi)? =
(Yo —aX3)? + (Xw — Xg)? =
(a(Xq + X2)(Xw — Xp))* + (Xw — Xg)* =
(Xw — Xgr)2(a*(Xg + Xz)* +1)

PV=Y,-Yp=
aX3 +aX3 Xo+ Xz a
QT _ a(QT)Z — Z(XQ — Xy)?

(QV)? = (Yy —Yo)* + (Xv — Xg)* =

aX? + aX?2 X X
0T 002 axgy + (PR gy =
2 2
X2~ X,2 X, — X
a?( Z Q )2+( Z Q)QZ
2 2
a? 2 2 1 2
Z(XZ—XQ) (Xz + Xq) )+Z(XZ—XQ) =

1(Xz = XoPa*(Xz + Xo) + 1)
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XQ + Xz
2
Yy — aXqy = a(Xy — Xp)?

PW =Yy — Yp = Yy — af )2 =

Vi samlar vara uttryck:

(QVY = {(Xz ~ Xa"(a(X; + Xo)? +1)

(RW)* = (Xw — Xg)*(a*(Xq + Xz)* +1)

PV = 7(Xq = X7)’

PW =Yy —aXq, = a(Xw — Xg)*

Vi anvénder nu dessa véirden for att bevisa satsen:

PV : PW = (QV)*: (RW)?

(Xo —Xz)* _ 1(Xz—Xg)*(a*(Xz + Xq)* +1)
G(XW — XR>2 (XW - XR>2((12(XQ + Xz)2 + 1)

=(Xg— Xz {(Xg—X2)*(*(Xz+ XQ)? +1)
(Xw — Xg)?  (Xw — Xg)?(®(Xz + Xg)? + 1)

(Ko —=Xz)* _ (Xg—-Xg)*
4 Xw — Xp)?2 4(Xw — Xp)2"
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Bevis horande till Metoden:
DB = BE:

Vi utgar fran samma figur:

Vi later parabeln vara y = ka?.

Séledes far vi koordinater (a, ka?), (b, kb*)och(c, kc?).

Linjen C'A ar dragen mellan punkterna A och C' och vi kan saledes bestimma dess
ekvation: L2 g2

Lutning = A k(c+ a).

Vi vet att B é’fr dgagen pa en parallell tangent till AC. Tangenten till B ges via deri-

vering till 2kb. Vi kan saledes stélla upp:

2kb = k(c+ a) och da vi léser for b far vi b = et ¢
Punkten B kan darfor skrivas B = (C ; a, k(a —;— a)Q).

k 2 k 2
D &r mittpunkt pa AC' och har darfor koordinater D = (C —5 a’ ‘ _|2— . )-

Linjen C'E har lutning 2kc da det &r tangenten till parabeln i punkten C' och vi kan

finna dess lutning genom derivering.
Ekvationen for linjen C'E fas saledes genom: y = 2kc-x +m

kc? = 2ke - ¢ + m och 1osning for m ger oss m = —kc?

o1



Vi kan med hjélp av denna linje hitta y-virdet av punkten E:

y = 2kc - cta_ kc? och 16sning for y ger y = kca och da far vi E = (C+ a’ kca)
Med hjélp av dessa punkter, B = (C;a,k(cgaf), D = (C;a, kCQchF), E =
(C —; a’ kca) sa kan vi beréikna lingderna DB och BE.

DB — (k(c—;—a)g) ke? —|2— kzaz)) och

BE = (kea— k(& ; %2y,

DB = (WL Gy ke . ko)) _ }Lk(cz—i—Qac—i—az)—;lk(202+2a2) _ ik:(Zac—cQ—aQ)
BE = (kea — k(“T)?) = ik(zlca) _ ik(cz 4 2ac + a®) =

1
Z—Jﬁk(?ac — —a?).
Darfor kan vi dra slutsatsen att DB = BE.
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