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Abstrakt

Den hér uppsatsen behandlar Cauchy-integraler och situationer dar vi har singulariteter
pa kurvor. Om man vill berdkna integralen av en funktion ldngs en kurva och funktionen har
en singularitet pa kurvan, sa kan vi inte berdkna vérdet av integralen direkt. Foér att dnda
evaluera sadana integraler anvander vi Cauchys principalvarde. Vi tar ocksa upp och bevisar
Sokhotski-Plemelj formlerna. Dessa formler hjilper oss att hitta grénsvirden for integralen
nédr vi nédrmar oss singulariteten. Avslutningsvis sa tar vi upp Hilbert-transformen som ett
exempel pa ett omrade dar teorin kring Cauchy-integraler och Sokhotski-Plemelj formlerna
kommer till anvéndning.
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1 Inledning

Tva viktiga omraden inom komplex analys &r Cauchy integraler och Sokhotski-Plemlelj form-
lerna. Cauchys integralsats och integralformel ar grundliggande verktyg inom komplex analys vid
berdknandet av konturintegraler. Sokhotski-Plemelj formlerna hjélper oss att vardera integraler
nér integranden har en singularitet. Syftet med det hér kandidatarbetet kommer att vara just att
understka kurvintegraler och hur man ska behandla situationer dér vi har en singularitet pa en
kurva.

I kapitel 2 gar vi igenom grundlaggande teori kring Cauchy integraler. Integraler som har formen

Mdz

c R —Ww

brukar kallas for Cauchy integraler. Funktionen f(z) brukar ibland ben&dmnas densitetsfunktio-
nen for Cauchy integralen och funktionen ﬁ brukar kallas Cauchy-kérnan (Lu 1993, s. 2; King
2009, s. 107). Cauchys integralsats och integralformel &r centrala och grundlidggande inom kom-
plex analys. For att kunna berdkna Hilbert-transformen i situationer nér vi har singulariteter i
integrationsintervallet anvénds Cauchys principalvérde.

I kapitel 3 behandlar vi Sokhotski-Plemelj formlerna och en stor del av uppsatsen dgnar vi at att
bevisa dessa formler. Om vi vill berdkna integralen av en funktion f langs en kurva och funktionen
har en singularitet pa kurvan, sa kan vi inte berdkna vardet av integralen direkt. Plemelj-formlerna
hjélper oss att hitta grénsvéarden for integralen nir vi narmar oss singulariteten. Om vi integrerar
over en sluten kurva och vi har en singularitet pa kurvan, sa ger formlerna oss griansvéirden for
integtralen nér vi ndrmar oss singulariteten fran kurvans utsida och fran dess insida.

I kapitel 4 ska vi se pa ett exempel pa ett omrade dar teorin i kapitel 2 och 3 kommer till anvéndning;
namligen Hilbert-transformen. Hilbert-transformen har manga tillimpningsomraden, inom allt
fran elektroteknik och radiokommunikation till analys av aktiepriser. Vi tar upp nagra av trans-
formens egenskaper och ser pa nagra exempel dar teorin i kapitel 2 kommer till anvindning. Avs-
lutningsvis sa tar vi upp sambandet mellan Hilbert-transformen och Plemelj-formlerna. Sambandet
kan man finna i en grupp av problem som kallas Riemann-Hilbert problemen.



2 Konturintegraler och Cauchys integralformel

Cauchys integralsats och integralformel, samt Cauchys principalvarde ar grundlaggande och vik-
tiga verktyg inom komplex analys vid berdknandet av konturintegraler. En forutséattning for att
teorin om Cauchy integraler ska fungera och vi ska kunna beridkna vissa konturintegraler &r att
funktionerna vi anvénder i berdkningarna ar analytiska. Att en komplex funktion ar analytisk i
en 6ppen mangd D i det komplexa planet innebér att den ar komplext deriverbar i varje punkt i
D. Funktionen &r analytisk i en punkt om den &r analytisk i ett omrade néra punkten. Om en
funktion f(z) = u(x,y) + w(z,y), z = x + iy, ar analytisk i omradet D innebér det ocksa att den
uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer

ou Ov ou ov

ox 9y’ Oy  Ox

i varje punkt i omradet. (Saff och Snider 2014, s. 70-73)

2.1 Cauchys integralsats och integralformel

Vi kan nu anta att vi har ett omrade D C C som &r enkelt sammanhéangande, det vill sdga det
har egenskapen att varje sluten kurva kan deformeras till en punkt utan att kurvan behover lamna
omradet. Vi antar ocksa att vi har en kurva C som ligger i D och att kurvan har startunkt a och
andpunkt b. Om en funktion f ar kontinuerlig i omradet D och har en primitiv funktion F'i D sa
ar f analytisk, och dess integral ver kurvan C kan berédknas genom

/ F(2)dz = F(b) — F(a).
C

Virdet av en komplex integral 6ver en analytisk funktion &r alltsa enbart beroende av vilka start-
och éndpunkterna ar och &r oberoende av vilken vdg man tar mellan dessa punkter. Det hér
betyder ocksé att om vi under samma forhallanden har en kurva déir start- och slutpunkt ar en
och samma punkt s& kommer vi att fa en loop C déar integralen for funktionen 6ver loopen ar 0.
Det har leder oss till Cauchys integralsats. Detta kapitel (kapitel 2.1) &r baserat pa teorin i Saff
och Snider (2014, kapitel 4 och 6).

Teorem 1. Cauchys integralsats

Om f &r en analytisk funktion i det enkelt sammanhéngande omradet D sa ar

/C F(=)dz =0,

fér varje sluten kurva C'.

Om integranden déremot har en singularitet i omradet innanfor kurvan C' sa ar definitionsméangden
for integranden inte ett enkelt sammanhéngande omrade. Isadana fall kan vi inte anvdnda Cauchys
integralsats och vérdet av integralen behover inte vara 0. Vissa sadana integraler kan istéllet
berdknas med hjilp av Cauchys integralformel.



Teorem 2. Cauchys integralformel

Funktionen f &r analytisk i det enkelt sammanhédngande omradet D. Om C' &r en enkel sluten
kurva som &r positivt orienterad i omradet D sa ar

fw) == [ LE g,

C2mi Joz—w
nér punkten w ligger innanfér kurvan C'.

Bevis av Teorem 2.

Vi ska nu bevisa Cauchys integralformel. Vi antar att funktionen f &r analytisk i det enkelt
sammanhéngande omradet D och att f (_Zu)) ar analytisk i hela D forutom i punkten w. Kurvan C'
ligger i D och ar enkel och sluten.

Vi borjar beviset med att visa att integralen

I= Mdz
crR—Ww

over kurvan C' kommer ha samma vérde som integralen 6ver ett en liten cirkel C,., med radien r
och centrum i singulariteten w, i D. Vi kan gora antagandet pa samma sitt som i kapitel 4.4 i
(Saff och Snider 2009, s. 196). Vi ritar en liten cirkel C, kring w och férbinder sedan C, med C
med hjilp av linjesegment mellan punkterna a och b och punkterna ¢ och d. Kurvstycket I'; gar
fran a till d och I's gar fran d till a pa kurvan C. Kurvstycket v, gar fran b till ¢ och 9 gar fran ¢
till b pa kurvan C,.. Vi far en situation som kan ses i Figur 1.

Figur 1: Uppdelning av kurvorna C' och C,..

Integranden ! (_Z) ar analytisk i hela omradet D utom i punkten w. Det innebér att integranden &r

Z—w
analytisk i omradet som omsluts av I'y, linjestycket fran a till b, «v; och linjestycket fran c till d.



Den &r ocksa analytisk i omradet som omsluts av I's, linjestycket fran d till ¢, 42 och linjestycket
fran b till a. Dérfor far vi att

Mdz = Mdz + / Mdz + Mol

Flz_UJ ab # — W ed X — W

och att

RIQN N i (O +/@dz+ 1@,

FQZ_W de @ — W ba 7 — W

Vi kan addera dessa integraler. De linjesegment vi adderat tar ut varandra, eftersom de gar i
motsatta riktningar. Alltsa far vi att

16, S,

crR— W c, #— W

Vi kan skriva om integranden for integralen 6ver C,. sa att vi far

[ H S, d+/‘f — ),
c, 2 —w zZ—w

zZ—Ww

Funktionen f(w) dr konstant och oberoende av z och vi kan beréikna integralen [, —1-dz s att
vi far vardet 2mi.

Alltsa far vi att
f(z) f(w)2mi +/ /(= )dz
cZ— w z—w

Om vi nu kan bevisa att hoger term i hoger led har vérdet 0 ar vi klara med beviset. Vi kan notera
att vanster led &r integralen 6ver C och oberoende av cirkeln med radien r. Véanster del av hoger
led &r en konstant och alltsa ocksa oberoende av radien 7. I och med att 6vriga delar &r oberoende
av r maste den hogra termen i hoger led ocksa vara det. Om vi till exempel later r — 0 kan vardet
av integralen i hoger led inte fordndras. Alltsa géller ocksa att

f()d = f(w 27TZ+11H1/ G p— (w)

c R r—0+
Integranden i héger del av héger led kan betraktas som funktionen
f(2)—f(w)
ey={ = o PV
f'(2), Z=w

som &r kontinuerlig i hela D. Det innebér ocksa att funktionen &r begransad.



Vi kan nu berékna virdet av integralen och enligt triangelolikheten ar

e

Eftersom vi har konstaterat att h(z) ar begrénsad sa har absolutbeloppet av funktionen en 6vre
grans i D som vi kallar M,. Vi far

/cr W"dz S/CTM7-|dz| =M7-/Crl|dz.

Omkretsen av cirkeln C,. ar 27r och vi far

f(Z)f(w)‘

zZ—Ww

|dz|.

MT/ 1|dz| = M, 2mr.
C,

Vi kan nu lata » — 0. Vi far da att M, 27r = 0 och darmed &r

fE) = fw) .
'r—>0+ / zZ—w =0

Alltsa har vi visat att

1o,

c R —Ww

= f(w)2mi. O

2.2 Cauchys principalvarde

Integraler som har formen fc %dz kommer alltsa att ha vardet 0 om punkten w ligger utanfor
den slutna kurvan C', och vérdet 27if(w) om w ligger innanfér. Om punkten diremot ligger pa
kurvan sa uppstar det problem och vi kommer fa en situation dar vi har 0 i ndimnaren i integranden.
Kapitel 2.2 ar baserat pa teorin i King (2009, kapitel 2), Lu (1993, kapitel 1) och Saff och Snider
(2014, kapitel 6).

Ett satt att 16sa situationer dér vi har en eller flera singulariteter i ett integrationsintervall ar att
anvanda Cauchys principalvarde. Vi tar har upp tre olika definitioner av principalvardet, beroende
pa vilken typ av singularitet det ar fraga om. Det forsta fallet &r nédr en singularitet finns i en
punkt i ett integrationsintervall |a, b[ C R. Det andra fallet &r nédr man har en kontinuerlig funktion
och ett odndligt integrationsintervall (—oo,00) C R. Det sista fallet vi tar upp &r situationen néar
vi har en singularitet pa en kurva i det komplexa planet.

Vi borjar med att definiera principalvéirdet i fallet med en singularitet i en punkt i intervallet ]a, b].
Vi antar att funktionen f(z) integreras dver intervallet [a, b] och att funktionen har en singularitet
i punkten w, i intervallet Ja, b[. Om vi delar pa integrationsintervallet vid w och i stéllet anvander
integrationsgrénserna w — € och w + € kan vi definiera principalvirdet av integralen av funktionen
som



p.fu./ab f(z)dx = 1% {/awsf(ac)dx + /wlf(x)dx}

Virdet av det har griansvirdet kallas Cauchys principalvérde.

Om vi i stéllet har en generaliserad integral gors en annan definition av principalvardet. Om vi
har en funktion f(z) som &r kontinuerlig 6ver intervallet (—oo, 00) sa kommer principalvardet av
integralen av funktionen att definieras som

oo P
p.v./ fz)dx = plggo f(z)dx.

—p
Gréansvardet kallas for principalvardet for integralen.

Slutligen sa betraktar vi Cauchy integralen

Mdz, weC.

crR— W

Integralen ovan har en singularitet i punkten w pa den slutna kurvan C' i det komplexa planet, och
den konvergerar generellt inte. Definitionen av principalvéirdet for denna integral forklaras enligt
Lu (1993, s. 7-8) pa foljande sétt. Vi kan lata w vara mittpunkten i en cirkel med en liten radie
7. Vi antar att z; och 2 ar skdrningspunkterna mellan denna cirkel och C' och att C,, ar den del
av C' som ligger mellan dessa skdrningspunkter. Om vi tar bort C,, fran C och later n — 0 har vi
gransvardet

lim Md,z.

n—0 c-c, zZ—Ww

Enligt Lu (1993, s. 8) kan detta gransvéarde existera och vi definierar det som principalvirdet for
integralen, det vill séga

V. Mdz = lim Mclz.

b. L
CZ*L&) n— C*aniw

Exempel 2.2.1

Vi ska nu se pa ett exempel dar vi berdknar integralen
1
1
/ —dz.
1T
1

Integranden _ &r inte kontinuerlig i punkten x = 0 och integralen konvergerar inte. Cauchys
principalvérde for integralen existerar ddremot. Vi delar upp integrationsintervallet och utesluter
x =0 och far da



1 0—e 1
p.v./ 1d:Jﬁ = lim </ ldyL‘—l—/ 1dx>
1T e=0\J 7 0te T
= lim ((ln —¢l—In|—1])+ (In 1| - ln|e|)> =0.
e—0

Princpalvérdet r alltsi 0. Aven om integralen divergerar och vi inte kan berikna den direkt, s&
kan vi i det hér fallet &nda tilldela den ett vérde, det vill sdga principalvardet.

2.3 Laurentserier, Residyteori och Jordans lemma

Residyteori och Jordans lemma &r anvindbara vid berdkning av konturintegraler. Vi kommer
senare att anvénda teorin i nagra av de exempel vi tar upp, darfor presenterar vi den hiar. Men
teorin ar inte i fokus i den hér uppsatsen i 6vrigt. Teorin i detta kapitel ar hdmtad fran King
(2009, s. 30-35) och Saff och Snider (2014, s. 269, s. 308-312, s. 340). Vi borjar med att definiera
en Laurentserie och en residy.

Definition 1. Laurentserier
Vi antar att funktionen f &ar analytisk i omradet K : r < |z —w| < R. Vilater 0 <r < R < 0.

Da kan funktionen ges av Laurentserien

o]

fR)= ) anlz—w)"

n—=—oo

i K. Serien konvergerar i omradet K och konvergerar likformigt i alla omraden r < p; < |z —w| <
p2 < R. Koefficienten a,, fas av

1
n=— 710(2) dz.
27 Jo (2 — w)ntl
Definition 2. Residy

Om funktionen f har en isolerad singularitet i w sa kallas koefficienten a_; i funktionens Lau-
rentserie for residyn;

Res(f,w),
av fiw.

For en funktion f som har en pol med ordning m kan residyn berdknas med hjilp av formeln

1 m—1
Res(f,w) = lim d

z—w (m — 1)! dzm—1

[(z =w)™ f(2)].

Residyteorin behovs bland annat vid berdkning av konturinteraler. Da kommer Cauchys residysats
till anvandning.



Teorem 3. Cauchys residysats

Antag att funktionen f &r analytisk inuti och pa en enkel sluten kurva C' utom i ett dndligt antal
punkter wy,ws, ..., w, som ligger i omradet inuti kurvan C. Da ar vardet av integralen 6ver kurvan

/ f(z)dz = ZWan:Res(ﬁ W)+
c k=1

Bevis for Teorem 3

Vi ska nu bevisa Cauchys residysats. Vi antar att funktionen f &r analytisk inuti och pa en enkel
sluten kurva C, utom i ett dndligt antal punkter wi,ws,...,w, som ligger i omradet inuti kurvan

C.

Vi borjar med att evaluera integralen

/Cf(z)dz

nér f har endast en singularitet inuti kurvan C. Pa samma sétt som i beviset av Teorem 2 i Kapitel
2.2, kan vi ersétta kurvan C med en liten cirkel C, med radien r och centrum i singulariteten w.
Hela cirkeln C). befinner sig inuti kurvan C. Vi far alltsa att

/Cf(z)dz = /CT f(z)dz.

Funktionen f &r analytisk inuti och pa C,., utom i punkten w. Déarfor kan funktionen representeras
av potensserien

[e.e]

f&= Y an(z—w),

n=—oo

som &r likformigt konvergent inuti ett omrade som bestar av cirkeln C, med punkten w borttagen.
Da far vi ocksa att

/CT f(z)dz :/C i an(z —w)"dz

T k=—o00

_ i an/cr(zw)”dz

n=—oo

:...+a_3/ (z—w)*sdz—i-a_g/ (z—w)*de—i—a_l/ (z —w)tdz
C, Cr

r

—I—ao/ 1dz+a1/ (z —w)ldz + ...
C C

r



=...O+O+a_1/ (z—w)tdz+0+ ...
c

r

Alla integraler utom integralen for a_; har primitiva funktioner och far vardet 0. Vi far att

/ f(z)dz = / f(2)dz = a_12mi = 2wiRes(f,w).
C Cr

Vi har alltsa visat vad som hédnder nér f har en singularitet i C' och ska nu understka vad som
hénder ndr vi har fler &n en singularitet inuti C. Vi kan ocksa nu anvéinda oss av samma metod
som i beviset av Teorem 2 i Kapitel 2.2. Dér ersatte vi alltsa en storre kurva med en liten cirkel
inuti kurvan, med centrum i singulariteten w. Om vi har flera singulariteter inuti kurvan kan vi
bilda en liten cirkel runt var och en av singulariteterna sa att varje liten cirkel endast innehaller en
singularitet. Vi kan nu som exempel anta att vi har en kurva I' och en funktion f som ar analytisk
inuti och pa kurvan utom i tva punkter w; och ws. Vi ritar mindre cirklar runt var och en av
punkterna och férbinder sedan de mindre cirklarna med I' och med varandra, som i Figur 2.

Figur 2: Uppdelning av kurvan T

Funktionen f &r analytisk i omradet som omsluts av 'y, linjestyckena fe, dc och ba, och v och
3. Darfor far vi att

- f(z)dz = . f(z)dz—l—[y3 f(z)dz+ dcf(z)dz—}—/71 f(z)dz + g f(z)dz.

Pa motsvarande satt kommer vi fram till att



. f(z)dz—/abf(z)dz+[/2 f(z)dz+/0df(z)dz+L4 f(z)der/eff(z)dz.

Om vi adderar integralerna ovan sa tar linjestyckena ut varandra och vi far att

/Ff(z)dz = [mwz f(z)dz + /y3+'y4 f(z)dz.

P& motsvarande sétt kan vi nu ersitta C' med n stycken mindre cirklar -y, med centrum i wg,
k=1,...,n. Da far vi att

/Cf(z)dz = é/@c f(z)dz.

Eftersom wy, ar den enda singulariteten inuti cirkeln ; far vi att
(2)dz = 2miRes(f,wy).
C
Da far vi att
n
/ f(z)dz = 2mi Z Res(f,wy). O
c

k=1

Nésta lemma ar ocksa anvandbart vid berdkning av konturintegraler. Lemmat &r hdmtat fran Saff
och Snider (2009, s. 340).

Lemma 1.

Funktionen f har en enkel pol i punkten w och C. &r en cirkelbage med centrum i w. Vi definierar
C, pa foljande sétt

z=w+re?, (01 <0 <6,).

Integralen av f 6ver C, kan berdknas som
lim f(z)dz = i(02 — 01)Res(f,w).
r—0 C,

Ett annat anvéndbart lemma vid berdkning av konturintegraler dr Jordans lemma. I King (2009,
s. 30-31) presenteras lemmat pa foljande sétt.

10



Lemma 2. (Jordans lemma)

Vi antar att funktionen f &r analytisk i den 6vre halvan av det komplexa talplanet, utom i ett
dndligt antal punkter. Vi antar ocksa att |f(z)| — 0 likformigt nér |z| — oo for alla z sadana
att 0 < arg(z) < w. C; ér en halvcirkel i 6vre halvplanet med radien r och mittpunkt pa reella
talaxeln och m > 0, da géller att

lim e f(2)dz = 0.

r—+00 cr

I nésta kapitel ska vi ga igenom ett exempel med Cauchy-integraler dir ocksa residyteorin kommer
till anvéndning.

2.4 Ett exempel pa en konturintegral

Vi har konstaterat att integraler som har Cauchy-formen |, c %dz kommer ha vardet 0 om punkten
w ligger utanfér kurvan, och vardet 27if(w) om w ligger inuti kurvan. Vi ska nu se pa ett enkelt
exempel dar vi berdknar integralen f o %dz over de enkla slutna kurvorna Cy, Cy och C5 i Figur 3.
fC %dz kan ses som en Cauchy-integral dir f(z) = 1 och w = 0.

|z—i|=1
z—i—1=1 Cy

S *

Figur 3: Kurvorna C7, C5 och Cj.

Integralen 6ver kurvan Ci; |z| = 1, har vérdet

1
/ —dz = 2mi
C, ?

och integralen 6ver kurvan Cs; |z — ¢ — 1| = 1, har vérdet

11



1
/ —-dz =0,
Cy #

enligt Cauchys integralsats och Cauchys integralformel.

Om vi daremot ska berdkna samma integral 6ver kurvan Cs; |z—i| = 1 kommer vi ha en singularitet
i origo och kurvan kommer inte att vara sluten. Nu ar det snarare integralen

1 0+e€
p.v./ —dz = lim —dz
C

3Z e—0 O—e <

vi ska berdkna. Vi kan dock géra om kurvan Cj till en sluten kurva sa att vi kan berékna integralen
for funktionen. Vi adderar en indragning mot antingen utsidan eller insidan av kurvan Cj sa att
vi far en liten halvcirkel med radien €, dar € — 0, som omsluter singulariteten. Vi far da kurvan i
Figur 4 nedan.

Figur 4: Kurvan C4 + C..

Vi har nu alltsa en sluten kurva som bestar av C. och C4. Kurvan C4 &r den del av C som aterstar
nér indragningen C, &r borttagen och

1 1
p.v./ —dz = lim —dz.
c

SZ e—0 C{;Z

Vi far

12



1 1 1
lim —dz = p.v./ —dz + lim —dz.
e—0 C4+C. z Cs % e—0 c.?

Som vi redan ndmnde &r principalvirdet den del vi soker efter. Vi vet att lime_q |, criC %dz = 2mi
3 €

enligt Cauchys integralformel och lim,_,q [, c %dz kan vi berdkna med Residyteori. Vi far
1 1 1
lim —dz = p.v./ —dz + lim —dz
e—0 Ch+C. z Cs % e—0 c. ?
—

1
2wl = p.U./ ;dZ + Z('/T - O)R€S(f, O)
Cs

—

. 1 .
271 = p.v. —dz + 7i
Cs ?

—

1
p.v./ —dz = mi.
Cs %

Integralen Gver kurvan Cj &r alltsa mi. Man kan notera att det &r medelvérdet av véirdena vi fick
vid integrationen 6ver kurvorna C7 och Cs.

13



3 Sokhotski-Plemelj formlerna

I kapitel 2 sag vi hur man med hjélp av Cauchys principalvirde kan berdkna vérdet av integraler
trots att vi har singulariteter i integrationsomradet. Men hur kan man vara sidker pa att vardet
av sadana integraler faktiskt existerar? Sokhotski-Plemelj formlerna, som ofta bara kallas Plemelj
formlerna, har fatt sitt namn efter Julian Sokhotski och Josip Plemelj. Sokhotski presenterade
formlerna 1873 och Plemelj aterupptéackte och vidareutvecklade dem i borjan av 1900-talet (King
2009, s. 111). Om vi vill berdkna integralen av en funktion f ldngs en kurva och funktionen har
en singularitet pa kurvan, sa kan vi inte berdkna véardet av integralen i singulariteten direkt. Med
Plemelj-formlerna kan vi dock hitta uttryck for integralens varde utanfér och innanfér singular-
iteten, under vissa forutsattningar. Plemelj-formlerna anvinder sig av Cauchys principalvarde.

I det hér kapitlet kommer vi enbart att integrera over glatta kurvor. Glatta kurvor och bagar ar
enkelt beskrivet kurvor utan spetsar. Mer precist kan en glatt kurva beskrivas som en funktion
z(t), a <t < b, vars derivator i intervallet [a, b] alltid &r olika noll och dessutom kontinuerliga (Saff
och Snider 2014, s. 150). Alla kurvor i det har kandidatarbetet kan beskrivas som glatta eller
som kurvor som bestar av sammanhéngande styckvis glatta kurvbagar. Férutom dér andra kéllor
anges sa ar teorin i kapitel 3 baserad pa King (2009, kapitel 3) och Lu (1993, kapitel 1).

3.1 Hoppdiskontinuiteten w

Vi antar nu att vi vill berdkna integralen

Fay= = [ 104
21 Jot— 2
Kurvan C &r enkel och sluten och w ar en punkt pa kurvan. Om z = w far vi en singularitet i
integranden och integralen F'(w) &r inte identifierad. Vi ska i kapitel 3 undersoka vad som hénder
med F'(z) nér z — w fran kurvans utsida respektive insida. Se Figur 5. For att gora det anvander
vi beteckningarna F*(w) och F~(w), som vi definierar i nista stycke.

Fo(w)

Figur 5: z ndrmar sig w fran insidan och utsidan.

14



Vi later alltsa

F(w)

vara integralens virde nér z ndrmar sig w fran insidan (positiva sidan). Om vi forestéller oss att vi
gor en indragning av kurvan som omringar w sa finns alltsa punkten pa kurvans utsida och z — w
fran insidan. Integralens vérde i punkten w definieras som vérdet av gransvardet

F™(w) := lim F(z).

Z—w

Pa samma sitt later vi

F(w)

vara integralens vérde nér z ndrmar sig w fran utsidan (negativa sidan). Punkten w befinner sig
nu pa kurvans utsidan och integralens vérde i punkten w definieras som

F~(w) := lim F(2).

zZ—w

Generellt sa kan man inte forvinta sig att gransvirdena F7(w) och F~(w) dr samma vérde och
F(z) &r i sadana fall inte kontinuerlig i hela D. Vid w finns alltsd en hoppdiskontinuitet dar
Ft(w) # F~(w). Ett exempel pa en saddan situation far vi med till exempel integralen

1 1 1, <1
F(z) = — ——dt = 12
276 Jyp=q t— 2 0, |z| > 1
[t]
6ver enhetscirkeln, |t = 1. Om z &r en punkt pa enhetscirkeln sa dr F'(z) inte definierad. Men om

z &r en punkt inuti enhetscirkeln s har F'(z) véardet 1 och om z &r en punkt utanfor sa har F(z)
vardet 0.

3.2 Holderkontinuitet

En funktion f (som antingen &ar reell eller komplex) &r Holderkontinuerlig i punkten xg om det
finns tva positiva konstanter H och m sadana att

[ (2) = f(wo)| < Hl|zw — wo[™.

Konstanten H kallas for Holderkonstanten i olikheten och m &r Holderolikhetens ordning. Om vi
har m = 1 séger vi att funktionen &r Lipschitzkontinuerlig. (King 2009, s. 12-13)

Pa motsvarande sétt ar funktionen f Holderkontinuerlig pa en 6ppen eller sluten glatt kurva C' for
alla godtyckliga punkter = och y pa C' om
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[f(z) = f(y)| < Hl|z —y|™

H och m, 0 <m < 1, ar tva positiva konstanter och |z — y| ar kortaste avstandet mellan z och y.
(King 2009, s. 12-13, Lu 1993, s. 15)

Exempel 3.2.1

Ett exempel pa en Holderkontinuerlig funktion ér funktionen f(x) = (x + 1)? definierad pa inter-
vallet [0,1]. Vi antar att z och y dr tva punkter i intervallet, da far vi att

[f(@) = f)] = [(z+1)* = (y+1)°|
=2 422+ 1—y? -2y —1]
= |$2—y2+2x—2y\
=z —y)(=+y) +2(z —y)|
=|(z —y)(z+y+2)
=z —y)ll(z+y+2)]

I och med att funktionen &r definierad pa intervallet [0, 1] far vi att

[z —y)(z+y+2)| <4(z -y

Funktionen ar alltsd begrinsad med konstanten H = 4 och ordningen o« = 1. Eftersom vi har
a = 1 uppfyller funktionen ocksa villkoren for att vara Lipschitzkontinuerlig.

Exempel 3.2.2

Ett exempel pa en funktion som déremot inte &r Holderkontinuerlig kan vi hitta i Fiorenza (2016,
s. 5), namligen funktionen

0, x=0
fz) = { 1 1
log(z)’

i intervallet [0, 1].
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3.3 Plemelj-formlerna

Sokhotski-Plemelj formlerna hjilper oss att hitta grinsvirdena F*(w) och F~(w) for en Cauchy
integral

1 t

2mi Jot— 2

nér z nérmar sig w fran positiva sidan (insidan) respektve negativa sidan (utsidan) om en kurva

C. Punkten z ar en godtycklig punkt i planet som inte ligger pa C, medan w &r en punkt som
ligger pa kurvan C.

Teorem 4. (Plemelj-formlerna)

Antag att kurvan C &r en enkel glatt kurva i ett enkelt sammanhingande omrade D och att
funktionen f(¢) dr Holderkontinuerlig pa kurvan. For varje punkt w pa kurvan, som inte &r en
dndpunkt, kommer integralen F(z) att ha gransvirdena

FH(w) = %f(w) + 2Lm p.v. ; %dt (2)
och
F~(w) = —%f(w) + % p.v. ; %dt, (3)

nér z narmar sig punkten w pa kurvan fran kurvans positiva respektive negativa sida. Funktionerna
2 och 3 ovan brukar kallas Plemelj-formlerna.

Kommentar

Funktionerna 2 och 3 ar forenklade versioner dar man antar att C ar en glatt kurva, men det finns
aven versioner av ekvationerna for situationer dar vi integrerar over en kurva som inte ar glatt.
Da ser ekvationerna i stéllet ut pa foljande sétt

0 1 f(t)

Frw)=(1- %)f(w) + 37 PY- ; mdt
och
0
F~(w) = —%f(w) + ﬁ p.v. ; %dt.

Hér &r punkten w en spets och och 6 &r vinkeln mellan de tva tangenter till kurvan C' som gar
igenom w.

Plemelj-formlerna i Teorem 4 ger ocksa att
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Ffw) = F (w) = f(w) (4)

och

FH(w) + F~(w) = %p %dt. (5)

.

ct
Vi ska nu bevisa Teorem 4, nar Plemelj-formlerna &r ekvationerna 2 och 3. Beviset &r det som
anvands i Lu (1993, s. 24-27) och ursprungligen gjordes av J. Du. Det klassiska beviset av Plemelj-

formelerna &r mer komplicerat dn det hir beviset. For att kunna bevisa Plemelj-formlerna behéver
vi f6ljande lemma. Beviset av Lemma 3 hittas i Lu (1993, s. 24-25).

Lemma 3

Vi antar att f(t) &r Holderkontinuerlig med ordning «, 0 < « < 1, pa en enkel glatt kurva C. Vi
antar att [ dr en del av kurvan C, med ldngd [. Da finns en konstant M som &r oberoende av [
och z. Da &r

’/lf(t)t—_fz(zc)dt’ < Mo

Punkten z¢ &r den punkt pa kurvan C' som ligger narmast punkten z.
Bevis av Teorem 4

Viantar att C &r en positivt orienterad enkel glatt kurva som &r sluten och att f(t) 4r Holderkontinuerlig.
Vi antar att z ar en godtycklig punkt i det komplexa planet, men som inte ligger pa kurvan C. Vi
antar att punkten z¢ ar den punkt pa C som ligger ndrmast z. Vi kan skriva om integralen

_ L[]
F(z)= i o Edt

SOom

Fz) = %/C f(t)t—_fz(zo)dHi fzc) 4

211 t—z

Vi ska nu undersoka virdet av integralen F(z) nar punkten z ndrmar sig punkten w som ligger pa
kurvan C. Eftersom beviset &r rétt langt delar vi in det i tre delar for att underlatta ldsningen. I
del 1 evaluerar vi hogra integralen i ekvation 6 ovan, i del 2 evaluerar vi vanstra integralen. I del
3 skriver vi om och evaluerar de uttryck vi fatt i del 2 sa att de slutligen far den form vi vill ha.
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Del 1

Vi borjar alltsa med att evaluera

f(zc) 1
2mi /C t— zdt

i ekvation 4 nir z ndrmar sig C. Det vill sdga, vi berdknar

. fl(zc) 1
lim ——~ dt.
m /C t

z—w 2T t—z

Eftersom z¢ ar den punkt pa kurvan som ligger ndrmast z sd kommer denna punkt ocksa att
komma allt néirmare w nér z ndrmar sig w. Eftersom f(¢) & Holderkontinuerlig, sa kommer

lim f(zc) = (),

nar ze — w.

Beroende pa om z gar mot w fran insidan eller utsidan av kurvan C' sa kommer gransvérdet

och om z befinner sig pa kurvans utsida far vi

1 1
z=w 2m Jot— 2

enligt Cauchys integralsats och integralformel. Alltsa &r nu vérdet for F' nir z — w fran insidan

Ft(w) = ngil+ F(z) = f(w) + lim 1 /C wdt

z—wt 271

och fran utsidan

F-(w)= lim F(z)= lim %/det

Z—w zZ—w™
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Del 2

Vi vill nu visa att

%/C f(t)t__];(ZC') dt (7)

konvergerar mot

1) — fw)
i /C Er— (8)

nér z gar mot w. I uttryck 8 har vi en singularitet i nimnaren, men eftersom f ar Holderkontinuerlig
sa ar integranden &nda integrerbar.

Vi vill visa att for varje litet tal € s& existerar ett litet tal n sadant att om |z — w| < 7 sa ar ocksa

2m/f t—z(ZC) 2m/f t—w ’<

For att utfora beviset delar vi upp kurvan C. Vi gor det med hjélp av en liten cirkel med mittpunk-
ten w och radien 7. Vad som aterstar av kurvan utanfor cirkeln &r C' — C;, och kurvbiten som finns
inuti cirkeln &r C,,. Se Figur 6.

Figur 6: Kurvstyckena C, och C — C,,.

Vi delar nu upp integralen och integrerar 6ver C' — C,, och C,,. Vi far alltsa att

2m/f(t)thc 2m/f ‘
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1 f(t) = f(z0) f(t) f(Zc
%/C,C t—z 27rz/ t—=z

Gt )

Med hjalp av triangelolikheten far vi nu att

%/C_C f(tt—z 271'/ = t—zZC

(L] . 10~ 1) weg | 1O =) )

([ A0t [ H0-tw),)

+</cf T /f f—w dt)‘

n

L[ S, [ s <>dt\

C*C,] t—=z t—
f(t) = flec) ft) = f(w)
/ t—z / t—w dt‘

Ry f(ti—f(w) dt‘
" L) [ H0tea,)

27T

27r o

[ 1= 110),)

Lu (1993, s. 26) skriver nu om

1

L[ ot /. 1O = 1),

2
1 f(@t) = f(zc) 1
+27T/C,7t_z dt‘—i—%

[ fo-tw "
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SOom

1
—W(Al + Ag + Ag).

Eftersom f(¢) ar Holderkontinuerlig med ordning « sa finns det enligt Lemma 3 en konstant M
sadan att

och

Som 7 véljer vi nu ut ett tal som &r sa litet att bade Ay och Az &r mindre &n €/3. Vad som
aterstar ar att berdkna A;, det vill sédga integralen 6ver kurvan C' — C,. Vad vi vill visa &r ju att
integralen konvergerar nir z — w. Vi begransar nu déarfor avstandet mellan punkten z i planet
och punkten w sa att det dr mindre &n 7/2, det vill sdga |z — w| < n/2. Eftersom ¢ &r en punkt
pa kurvan C' — C,, och avstandet fran w till kurvan C' — C,, &r 0, sa foljer att |t —w| > n. Da far
vi ocksa att |t — z| > n/2.

Vi skriver om uttrycket for A; och far

A = ‘ /C . t_fg(zm /C_Cn f(tzii(w)dt‘

_’ / f(t) = fw) + f(@) = fzc) 5, / f(t)—f(w)dt’
c-C c-Cy

t—=z t—w

[ . 101y, /C_Cn )= Jee)y /C_C" 101,
|/ i O 1) 10 1), /cc,, ) ftec)|

| X SOEH O /C_Cﬂ 1)~ ),

76) = F@)lz — wl fw) — (o)l
</ o+ T il

=2t - e
Vi har antagit att |z — w| < /2 och konstaterat att |t — z| > n/2 och |t —w| > n. Vi far ocksa att

£ (&) = fw)] < [F@O]+ |f (w)] < 2max | f(2)].
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Integralen 6ver kurvbagen C' — C;, betecknar vi med L. D& far vi att

c-C, wl c-c,

£ Al - o
. 4“13’;%%“' + 2211(w) — o)l

Nér z — w sa géller ocksa att zc — w och dérmed att f(z¢) — f(w). Alltsa kan 7 véljas sa litet

att
f) — fzc) 4, f(t) — f(w) €
| [ e [ <

nar z narmar sig w.

Vi har alltsa visat att det finns ett n sidant att

2m/ f(t t—z(ZC) ;Ti/cjf(tii(w)dt’<

nér |z — w| < 7.

Da far vi uttrycken

Frw) = f(w) + ﬁp.v. /C Mdt

t—w
och
N | f(t) — flw)
Del 3

Nu aterstar bara att skriva om integralen

ﬁ p.v. /C Wdt. (9)
Vi far att
o [ 101,
C t—w
_ 1 ) _ fw)
= 2—Wip.v. Cm t—wdt (10)
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1 f@) 1 f(w)
= — p.v. — —pwo. [ —=dt. 11
27Tipv Ct—wdt 27Tipv Ct—wdt ( )

I Del 2 konstaterade vi att integralen i uttryck 9 existerar. Det gor dven vanster del av uttryck
11 med hjalp av principalvérdet, och ddrmed ocksa hoger del och vi kan gora omskrivningen fran
uttryck 10 till uttryck 11. T och med att f(w) &r konstant och oberoende av ¢ far vi integralen

1 t 1
— p.v. &dt - f(w) pov. [ ——dt.
2mi ct—w 2mi ct—w
Integralen
1
pov. [ ——dt
C t—w

kan vi berikna pa samma sitt som vi berdknade integralen i kapitel 2.4. Genom att géra om
kurvan C' med hjélp av kurvbagen C. far vi att

1 1 1
/ dz = p.v. 7dz+/ dz
C+C€t—w Ct—w Cét—w

och
1 1 1
pu. | ——dz= / —dz — / dz
Ct—w C+C€t—w Cet—w
= 2mi — i(m — 0) Res(w)
R, 1 .
=2mi —im - lim (2 — w) = Ti.
z—w 2 —w
Vi far att
1 1 ’ 1
—pu. [ ——dt=—mi= .
omi U Jot— 0™ T 2w T 2

Alltsa har vi nu kommit fram till att

R CEY E VR W I )

2w Jot—w 2

Slutligen kommer vi fram till att F'(z), nér zp — w fran insidan, har vardet

f(t)

FHw) = Jim FG) = f@)+ g pa [ I T8
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0.,

1 1
—§f(w)+%pv Ct—w

och nir zy — w fran utsidan

F@) = tim FG) = 5@+ 5 po [ T
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4 Hilbert-transformen

I det héar kapitlet ska vi introducera Hilbert-transformen och se pa nagra exempel dér vi anvéander
teorin i kapitel 2 och 3. Hilbert-transformen definieras pa foljande sétt (Saff och Snider 2014, s.
499-500).

Definition 4.1.

Hilbert-transformen h(x) av den reella funktionen g(z) definieras som

H(g(@)) = h(z) = —= p.v. /Oo 90 g (12)

T O

Hilbert-transformens invers ges av funktionen

g(x) :== %p.v. /OO @dt. (13)

xt—

For att transformen och dess invers ska existera maste funktionerna g och h vara tillrackligt
snélla, till exempel Holderkontinuerliga, och deras integraler sadana att de inte leder till problem
i (—00,00). Vi gar inte narmare in pa vad som menas med snélla funktioner har. Integranderna i
formel 12 och 13 &r déremot inte integrerbara direkt eftersom de har en singularitet i ndmnaren,
dérfor anvander man Cauchys principalvarde for att berdkna transformen. Det har forutsétter att
principalvérdet for integralen faktiskt existerar. Som vi kommer att se i exempel 4.2.1 i kapitel
4.2 sa har dock inte alla Hilbert-transformer en invers.

Transformen har fatt sitt namn efter David Hilbert, men det var egentligen inte Hilbert som
presenterade formeln som den ser ut ovan i Definition 4.1. Hilberts bidrag ledde till defintionen
av Hilbert-transformen pa en cirkel. Definitionen av transformen som den ser ut i Definition 4.1
diskuterades djupare for forsta gangen av G. H. Hardy och det var ocksa han som ar 1924 gav den
namnet Hilbert-transformen. (King 2009, s. 3)

Hilbert-transformen har manga anvandningsomraden, inom allt fran elektroteknik och radiokom-
munikation till analys av aktiepriser. Men ett av transformens viktigaste anvindningsomraden &r
radiokommunikation och signalbehandling. Funktionerna h(t) och g(¢) ar reella och inom signal-
behandling kallas signaler som uppfyller sambandet

f(t) = g(t) +ih(t),

for analytiska signaler, dér f(z) &r en analytisk funktion i den Gvre halvan av det komplexa
talplanet. g(t) ar den ursprungliga signalen och h(t) dr Hilbert-transformen av g(¢). En anledning
till att Hilbert-transformen &ar sa anvindbar inom signalbehandling och inom méanga andra omraden
ar att den astadkommer en fasférskjutning pa 90 grader. Positiva frekvenser 6kas med 90 grader
och negativa frekvenser reduceras med 90 grader. (King 2009, s. 181; Saff och Snider 2014, s.
499-504)
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4.1 Nagra egenskaper hos Hilbert-transformen

Vi ska nu se pa nagra fler av egenskaperna hos Hilbert-transformen. Dessa egenskaper, och manga
fler, gar att hitta i kapitel 4 och 11 i King (2009). Foér att egenskaperna ska gélla och vara
meningsfulla behover vi anta att f(x) och g(x) existerar och &r snélla funktioner.

1. Linearitet. Hilbert-transformen &r en linjar operator. Det vill siga om a och 3 &r konstanter
far vi att

H(af(z) + Bg(x)) = aH(f(x)) + BH(g()).
2. Deriverbarhet. Om H(f(z)) = g(x), sa ar

H(f'(x)) =g ().

3. Inversa transformen. Om H(f(z)) = g(z) s& kommer dess invers att vara
H(H(f(2)) = — (@)
4. Ortogonalitet. Om H(f(z)) = g(z) s ir f(z) och g(x) ortogonala. Det vill siiga
(@9 = [ @) =0
5. Linjira skalfsrandringar. Om H(f(z)) = g(x), s ér
H(f(02)) = glaz), o >0,

H(f(-az)) = —g(—ax), a>0,

och

H(f(x+a))=g(x+a), a>0.

6. Udda och jamna funktioners transformer. Om funktionen f(z) ar jamn &r dess Hilbert-
transform H f(z) udda. Om funktionen f(z) dr udda &r dess Hilbert-transform H f(z) jamn.

27



4.2 Nagra exempel pa Hilbert-transformer

Vi ska nu se pa nagra exempel pa Hilbert-transformer. I Tabell 1 kan vi se nagra vanliga exempel pa
funktioner och deras Hilbert transformer. I Tabell 1 ser vi bland annat att jamna trigonometriska
funktioner ger udda transformer och udda funktioner ger jamna transformer, precis som vi sag i
kapitel 4.1. Kallor &r Layer och Tomeczyk (2015, s. 111) och Saff och Snider (2014, s. 500).

Tabell 1: Exempel pa Hilbert-transformer

Funktionen Hilbert transformen
f(@) H(f(x))

cos(wzx), w>0 sin(wz)
sin(wz), w>0 —cos(wz)
cos(wz), w<0 —sin(wz)
sin(wz), w<0 cos(wx)
w’ 2> 0 1—(:0;((1,1)

e, a>0 —ae®®

e a>0 ae” "

c 0

Exempel 4.1.

Att Hilbert-transformen av en konstant ¢ alltid &r 0 kan vi se med hjélp av Definition 4.1. T det
hér fallet har vi bade en singularitet i en punkt och ett obegrinsat integrationsintervall. Med hjalp
av Cauchys principalvarde far vi att

c e 1 |
=~ lim {/ dt+/ dt}
men0L ) 1 t—uw aet— 2

c z—e :
= ——lim [ln|t—x\’ —|—ln|t—x|’ }
T e—0 —% xr+e
c .. 1 1
=——lim|lnjz—e—z|—In|— = —2z|]+ [In|- —z| —In|z + € — z|]
T e—=0 € €
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1 1
= % lim {ln|fe|fln|f*fx|+ln|ffx\fln|e|)}
T e—0 € €

11— 1—
:_Elim{ln‘—e‘—ln‘ 6x|—|—1n| 6gg|—ln|e\)]
T €e—0 € €
= % lim [1n| — ¢~ (In|—1—ex| —Inle]) +1In|l — ezx| — In]e| —ln\e|)}
T e—0

=0.

Integralen har vérdet 0. Det hér &r ett exempel pa en Hilbert-transform dér transformens invers
inte ger den ursprungliga funktionen. Inversen av 0 kommer att vara 0 och inte konstanten c.
Exempel 4.2.

Exempel som man ofta stoter pa i litteratur som behandlar Hilbert-transformen &r transformen
av trigonometriska funktioner. Bland annat illustrerar de hir exemplen fasforskjutningen /2. Vi
ska nu berdkna Hilbert-transformen av sin(t), ¢ > 0 med hjélp av formeln i Definition 4.1. Vi far

it

1 > sin(t 1 0o elf—em™
H(sin() =~ po. [ sint) L. |
T

N i e t—

1 o0 eit o0 e*it
=—— [p.v./ dt — p.v./ dt|.
2mi I A Lo t—x
Integranderna ar kontinuerliga utom i punkten ¢ = z. Vi formar en sluten kurva C' i 6vre halvan av

komplexa talplanet med hjalp av linjestyckena [—p, x — €| och [z + €, p] pa z-axeln, kurvan S fran
x — € till x + € 6ver punkten z och kurvbagen Cf fran —p till p. Vi far den komplexa integralen

Tr—e 1z 1z P 1z 1z 1z
(& (& (& (& e
dz + dz + dz + dz = dz
z—x sFtz—=w wie 2= cfi—x cZ—X

—p

Med hjélp av Cauchys integralsats och Jordans lemma far vi

r—€ eiz eiz 14 eiz
/ dz+/ dz+/ dz+0=0
z—x stz—=w e 2T

-p

=

fo%e) it T—€ 1z P iz iz
e . e e e
p.v. dt = lim dz + dz = dz
t—x p—roo J_ zZ—x z+e Z— T sHz—w

— 00 p

= i(m — 0)Res(x) = mie™.

P& motsvarande sétt kan vi berdkna integralen
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00 it
p.v./ dt,
o t—T

men med en sluten kurva i nedre halvan av komplexa talplanet. Vi anvénder linjestyckena [—p, z—¢]
och [z + ¢, p] pa z-axeln, kurvan S_ fran = + € till z — ¢ under punkten = och kurvbagen C fran
—p till p. Vi far att

oo efzt efiz .
p.v./ ; dt = / dz = i(0 — m)Res(z) = —mie ™.
.

N - z—x

Slutligen far vi alltsa att

1 o} it 0o —it
- {p.v./ C at —p.v./ c dt} =
27 o t—x P

1 . ) P ot ot
g et = (ime) | = <[] — —cost)

s

5 iexemplet. sin(t) kan skrivas om med trigonometriska

Vi kan ocksa se att vi far fasforskjutningen —
identiteter och vi far

H(sin(t)) = H(— cos(t + g)) = —sin(t + g) =sin(t — g) = — cos(t).

Hilbert-transformen ger en férskjutning av sin(t) med 7 till sin(t — 7).

4.3 Riemann-Hilbert problemet

Avslutningsvis ska ta en titt pa sambandet mellan Hilbert-transformen och Plemelj-formlerna.
Sambandet kan man finna i en grupp av problem som kallas Riemann-Hilbert problemen. Det finns
nagra olika varianter av problemen (Riemann problemet, Hilbert problemet och Riemann-Hilbert
problemet), men det problem vi tar upp hér a&r Riemann-Hilbert problemet. Teorin &r hdmtad
fran King (2009, kapitel 11) och Lu (1993, kapitel 2). Vi borjar med att definiera Riemann-Hilbert
problemet.

Definition 4.3.1. Riemann-Hilbert problemet

Riemann-Hilbert problemet gar ut pa att man vill hitta en funktion F(z) i det komplexa planet som
ar analytisk i alla punkter z som inte ligger pa en kontur L och som uppfyller gransvardesekvationen

Fr(t)=gt)F(t) + f(t), te€L, (14)

for givna Holderkontinuerliga funktioner g(¢) och f(t). L &r en glatt kontur som tillats vara en
sluten kurva eller en kurvbage.
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F*(t) och F~(t) & de griansvirden vi far nir z nirmar sig kurvan L fran positiva respektive
negativa sidan om kurvan, pa samma sétt som i definitionerna i kapitel 3.1. Om L &r en kurvbage
definieras positiva och negativa sidan som i Figur 7 nedan, enligt King (2009, s. 545).

Figur 7: Positiva och negativa sidorna av en kurvbage L.

Den enklaste versionen av ekvation 14 i definitionen ovan far vi nér g(¢t) = 1. Da far vi ekvationen

Fr@t)=F (t)+ f(t), telL. (15)

Funktionen F'T(t) dr analytisk i omradet pa positiva sidan om L och F~(t) ir analytisk pa negativa
sidan. Ekvation 15 kan vi kdnna igen som ekvation 4 bland Plemelj-formlerna i kapitel 4.3. Vi kan
anvénda oss av integralen

F(z) = Zim . tfft)z

dt, z¢ L.

Nér z ar en punkt pa kurvan L sa kommer F'(z) ha virdet

1 1 f(t)
Fr(z) == — pu. | —=dt
() =3f@ g pe | 50
pa kurvans positiva sida och vérdet
_ 1 1 f(t)
F(z) == .
(2) = =5 f(x) + 5 pv Lt_zdt

pa kurvans negativa sida. Med hjalp av definitionen fér Hilbert-transformen sa kan vi ytterligare
skriva om dessa ekvationer. Vi far da att
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F¥(e) = 5 ()~ o Hf(2) (16)

1
och

1 1

_ _H 17
S1(2) = 5 H (=) (1)
Slutligen sa kan vi konstatera att ekvationerna 16 och 17 ovan uppfyller ekvation 15. Vi far att
F*(2) — F~(2) = f(2). Tidigare i kapitel 4 konstaterade vi att Cauchys principalvirde behovs
for att berdkna Hilbert-transformen, och vi ser alltsa nu ocksa att det finns ett samband mellan
Plemelj-formlerna och Hilbert-transformen.
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