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Sammanfattning

Att tva polygoner i planet med samma area kan delas éndligt och
pusslas ihop sa att de blir kongruenta, dr en kind sats fran Bolyai-
Gerwen. Diremot dr en naturlig fraga att stélla sig om samma géller
for polyedrar i rummet. Detta arbete kommer att redogora for ur-
sprunget till Hilberts tredje problem. Samt utifran Euklides definition
och nya formaliseringar av area- och volymbegrepp konstatera att tva
tetraedrar med samma bas och hgjd inte &dr ekvidekomposabla.

Nyckelord: volym, area, polygoner, tetraedrar.
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Euklides om Area

1 FEuklides

1.1 Inledning

En kort tid efter Plato, cirka 300 fKr, skrev Euklides boken Elementa som var
en systematisk redovisning av geometrin i hans tid men som utgor grunden
till geometriundervisningen énda tills idag. Euklides var en grekisk matemati-
ker som utbildades vid den Platonska Akademien men hans verksamhet dgde
rum i Alexandria (Mehrpooyan, 2015). Euklides samlade ihop och utvecklade
arbeten av matematiker som bland andra Pythagoras och Theaetetus (Me-
hrpooyan, 2015). Nér man 6ppnar boken Euklides Elementa, upptécker man
populdra geometriska figurer, linjer och cirklar. Hartshorne (2013), skriver:
“Utan noggrannt studium av Euklides Elementa, &r det omojligt att uppna
den perfekta kunskapen om geometri och foljaktligen av nagon av de and-
ra matematiska vetenskaperna” (s.3). Euklides axiomatiska metod har varit
obestridd i tva tusen ar, men den har blivit ifragasatt under 1800-talet. En del
matematiker, som Gauss (1777,1855), Jénos Bolyai (1802,1860) och N.I. Lo-
bachevski (1893,1856), borjade ungeféir samtidigt men oberoende av varandra
att fundera ndrmare pa Euklides axiom. Vad dessa matematiker kom fram till
var att nagra egenskaper hos Euklides axiom var tagna for givet. Till exem-
pel propositionen att pa en given striacka AB konstruera en liksidig triangel
ABC. Metoden gar ut pa att bilda tva omskrivna cirklar med striackan AB
som radier, och man antar att cirklarna har en gemensam skarningspunkt C,
som inte ar bevisad. Denna problematik tillsammans med andra fragor ledde
David Hilbert till att utveckla en ny uppséattning av axiom. Hilberts axiom
byggdes pa att ”forbattra” och sékerstilla Euklides geometri och utesluta
antagandena som odefinierade. Detta medférde andra konsekvenser, bland
annat att Euklides area- och volymbegrepp var tvungna att omdefinieras.
Med nya definitionsbegrepp av bland annat area, uppmérksammade Hilbert
Bolyais pastaende om att tva polygoner med samma area kan sonderforas i
samma antal parvisa kongruenta trianglar. Detta ledde Hilbert till att tdnka
pa en foljddiskussion om volym, om samma sak kunde gélla for polygoner i
rummet. David Hilbert funderade pa Euklides proposition om att tva tetra-
edrar med samma bas och hojd har samma volym, men kan dessa tetraedar
ocksa vara ekvidekomposabla? Denna fragestéllning besvarades av en av Hil-
berts studenter, Max Dehn.
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1.2 Area i Euklides Geometri

For att forsta Euklides volymsbegrepp och hur det kom till, &r det viktigt
att forst prata om dess grund, ndmligen areabegreppet. Euklides har inte
gett en strikt definition av area i Elementa. I sin forsta bok star det att tva
parallellogram med vissa egenskaper ar lika med varandra (Heiberg, 2007).
Detta begrepp “lika”, skiljer sig fran det séttet som man behandlar area idag,
namligen som ett numeriskt matt. Icke desto mindre, sa kan man dra slut-
satsen att FEuklides betraktar det som en ekvivalensrelation som satisfierar
foljande egenskaper:

1. Kongruenta figurer ar “lika”.
2. Summor av “lika” figurer ar “lika”.
Om man tar lika fran lika blir resultaten “lika”.

Halvor av “lika” figurer &r “lika”.

oo W

Det hela &r storre an delen.

Dessa egenskaper dr vad man kallar “Euklides Axiom”. Beteckningen CN
kommer anvandas for att referera till dessa fem axiom ovan, dar CN star for
den engelska forkortningen “Common Notions”.

For att fortydliga Euklides areabegrepp och vad
det betyder ar det lampligt att visa propositionen
om arean av tva parallellogram. Euklides anvinder & G A® B
sig huvudsakligen av tva andra propositioner for att Y
bevisa den:

m

Proposition 1.1. En rak linje (EF) skir tva paral- £ & 2
lella raklinjer (AB och CD), blir alternatvinklarna /

(AGH och GHD) lika med varandra. Dessutom blir

den externa vinkeln (EGB) lika med den inre och £

motsatta vinkeln (GHD). Summan av de inre vink-

larna (B +6) dr lika med tva ritvinklar'.

Det vill sédga:

v=20,a=204och +0=180°

'Heiberg, 2007 s.32 Proposition 1.29



Euklides om Area

Proposition 1.2. [ en parallellogram dr motsatta sidor och vinklar lika med
varandra, och en diagonal skér dem i hélften?.

Om man tittar pa figur (b) ovan, sa &r pastaendet helt enkelt foljande:
AB || CD
AC || BD

ANABC = ABCD, eftersom BC skar ABCD i hélften

Beuvis. Eftersom linjen BC' skir tva parallella linjer (AB och CD), sa giller
enligt 1.1 att:

/ABC = /BCD = ¢

Pa samma sétt, eftersom linjen BC skér tva parallella linjer (AC och
BD), sa giller enligt 1.1 att:

/ACB = /CBD = f3

Om man tittar pa de tva trianglarna AABC och ABCD, sa har de ge-
mensamma vinklar € och 3, dessutom den gemensamma linjen BC. Saledes,
enligt 1.263, sa blir #iven de kvartstaende sidorna och vinkeln lika med varand-
ra, alltsa:

AB =CD,AC = BD
/BAC = /BDC

2Heiberg, 2007 s.36 Proposition I.34
3Heiberg, 2007 s.28 Proposition 1.26
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Dérmed foljer pastaendet att diagonalen BC skér parallellogrammen ABC D
i hélften.

Det foljer nu att ZABD = /ACD eftersom bada dessa vinklar &r en
summa av # + 5. Da foljer pastaendet att i en parallellogram &r motsatta
vinklar och sidor lika. O

Proposition 1.3. : Twva parallellogram som har samma bas och befinner sig
mellan samma parallella linjer dr lika med varandra®.

(a) (b) (c)

Figur 2: Area av en parallellogram

Enligt propositionen sa ska parallellogrammerna ABC'D och EBCF i
figur 2 (a) vara lika i area, eftersom de har samma bas och ligger mellan
samma parallella linjer AF och BC'.

Bewvis. Av proposition 1.2 foljer en del likheter:

AD = BC
EF = BC
AD = EF

AE = DF eftersom DE () &r gemensam [C.N.2]
AB = DC

EB =FC
4Heiberg, 2007 s.37 Proposition 1.35
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Enligt proposition 1.1 sa dr vinklarna FAB och EDC lika (figur 2b),
vilket ger att AABE = ADFC. Lat DGE subtraheras fran dessa bada

trianglar (se figur 2c), kvar blir da trapets ABGD som ér lika med trapets
EGCF. [C.N.3]

Lat triangel G BC' adderas till varje, saledes hela parallellogrammen ABC' D
ar lika med parallellogrammen FBCF'. [C.N.2] ]

Med hjélp av tidigare ndmnda axiom visar Euklides vad likhet mellan
figurer innebdr. Man kan se i proposition 1.3 att Euklides baserar sitt are-
abegrepp pa att addera och subtrahera kongruenta figurer. Men vad sjalva
arean av figuren ar for nagot framgar ej. Sa man maste stélla sig fragan vad
Euklides menar nér han pastar att de tva parallellogrammerna i 1.3 &r li-
ka. Lika i den meningen “att vara kongruent som tillimpas férut pa linjer,
vinklar och dven trianglar, utvidgas nu utan att det sdgs explicit till andra
figurer” (Mehrpooyan, 2015 s.6). Det Euklides vill visa dr att figurer ar lika
i area fast de inte behover vara av samma form. For att avsluta denna sek-
tion om area enligt Euklides sa kommer dven propositionen om cirkelns area
att introduceras. Denna proposition ar av speciellt intresse eftersom det ar
samma metod som Euklides anvéinder for att berdkna volymen av polygoner,
néamligen “uttomningsmetoden”.
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1.3 Area av en cirkel
1.3.1 Kort om bakgrunden till cirkelns area

Elementa bok XII innehaller 18 propositioner som

behandlar area av cirklar och volym av pyramider X

och koner (Kartz, 2013). Den centrala idén i den- o
na bok dr vad man kallar uttémningsmetoden som A
kommer fran den grekiska matematikern Eudoxos. e ¥
Bendmningen av metoden boérjade anvéndas under °* .

1700-talet och anses vara det forsta steget till vad s

som i moderna sprak kallas for gransvarde. Beviset -

for cirkelns area i bok XII har sina rotter fran re- @
sultaten i bok VI. Dér visar Euklides att arean av 0
tva likvinkliga trianglar forhaller sig som kvadra- o

ten av motsvarande sidor, som bilden till hoger vi-

sar, AABC : ADEF = AB? : DE?. Vidare visar

Euklides att samma pastaende géller for arean av tva polygoner, det vill
siga ABCDE : FGHKL = CD? : HK?. Arean av figurerna forhaller sig pa
samma sitt till alla andra motsvarande sidor. Med dessa tva propositioner
som grund, bérjar Euklides visa cirkelns area i bok XII. Forsta steget &r att
visa forhallandet mellan arean av inskrivna polygoner och diametrarna till
cirklarna.

Proposition 1.4. Kongruenta polygoner (inskrivna) i cirklar forhaller sig
till varandra som diametrarna i kvadrat®.

Figur 3

Kort om beviset: Huvudidén i denna proposition dr att visa att eftersom
ANABM ér likvinklig med AFGN sa forhaller sig diametrarna BM och GN

5Heiberg, 2007 s.472 Proposition XII.1
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som sidorna BA och GF, alltsa:
BM :GN = BA: GF
och som redan namnts, fran bok VI vet man att
ABCDE : FGHKL = BA* : GF?
da géller ocksa att
ABCDE : FGHKL = BM* : GN?

och diarmed ar pastaendet bevisat.

1.3.2 Eudoxos Uttémningsmetod

Nér man nu vet relationen mellan arean av inskrivna polygoner och cirk-
larnas diametrar, overfors samma pastaende till arean av cirklar och dess
diametrar. Euklides approximerar arean av cirklarna med hjélp av polygoner
med vixande antal sidor. Den viktiga punkten &r att varje approximation
kan goras sa att skillnaden mellan arean av den ursprungliga figuren och den
inskrivna figuren minskar med atminstone hélften vid varje steg. Denna ap-
proximation ar vad man kallar for uttomningsmetoden. Beviset till foljande
proposition delas i tva delar, forst att visa att efter varje approximation mins-
kar arean med minst hélften, och andra delen, ett algebraiskt bevis av sjélva
pastaendet.

Proposition 1.5. Cirklar forhdller sig till varandra som diametrarna i kvadrat®.

Figur 4: Proposition 1.5

SHeiberg, 2007 5.473 Proposition XII.2
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Om man later S sta for arean av cirkel ABC'D och d; dess diameter, och
om S’ star for arean av EFGH och ds for dess diameter, sa sidger pastaendet
att:

S:S =di:d;

Figur 5

Bewvis. Figur 5(a) visar en cirkel med en omskriven och en inskriven kvadrat.
Figur 5(b) dr samma figur som i (a) fast kvadraten star pa spetsen. Podngen
med att dndra positionen ar att visa att den inskrivna kvadraten dr halften
sa stor som den omskrivna kvadraten. Om man kallar arean av den inskrivna
kvadraten for A;, och arean av cirkeln for A, och av den omskrivna kvadraten
for A, sa far man likheten:

Ai<A<A,
Men A, = 2A4;, vilket ger:

Med andra ord, nidr man bildar den inskrivna kvadraten “uttoms”, “forsvinner”
mer dn hélften av cirkelns area (Kline, 2014). Man upprepar samma metod
fast vid néasta steg bildas en oktagon.

Figur 6 visar ndsta approximation, da nu fokus ligger pa att betrakta vad
som hénder pa ena sidan av oktagonen. Man behaller ena sidan av kvadraten,
och sedan kan man bilda triangeln ABC', da C' ligger i mitten av bagen AB
(se figur 6). En tangent &r dragen pa punkt C' sa att darefter AD och BE kan

10
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Figur 6: Cirkel med inskriven oktagon

bildas vinkelrdt mot tangenten. Som i féregaende steg, ar arean av rektangeln
ABED dubbelt sa stor som triangel ABC, alltsa |[ABDE| = 2|ABC|. Man
far:

|ABC|<|segmentet ABC|<|ABDE)|

|segmentet ABC|<2|ABC|

|segmentet ABC|
2

Forst “uttoms” mer dn hélften av cirkelns area med hjalp av en kvadrat.
Av det som &dr kvar “uttoms” ytterligare mer dn hélften med hjilp av en
oktagon, och samma kommer att gélla fér polygoner med 16, 32, 64 horn och
sa vidare. Euklides anvinder forsta propositionen i boken X for att bekrifta
att skillnaden mellan cirkelns area och arean av polygonen med tillrackligt
stort antal sidor kan goras mindre én vilken annan storhet som helst. O

<|ABC|

Andra steget i beviset ar ett dubbelt bevis av en motségelse (Kline, 2014).
Lat ABCD sta for arean av cirkel ABC'D och pa samma sitt FFGH for
arean av cirkel FFGH, och lat d; och dy vara deras respektive diametrar.
Euklides infér en ny kropp S och gor tre mgjliga antaganden utifran propo-
sition 1.5.

1. ABCD: S =d?: & (d& S<EFGH)
2. ABCD: S8 =d?:d2 (di S>EFGH)
3. ABCD:S=d:d& (di S = EFGH)

11



Euklides om Area

Fall (1) och (2) visar sig vara en motségelse. Genom att eliminera dessa
fall aterstar (3) som den enda mdjligheten. Det mesta av beviset spenderas
i fall (1) eftersom samma hérledning géller for (2).

Figur 7

Bevis. Antag en motsats till pastaendet, alltsa fall (1). Tag arean av en cirkel
S sadant att S<EFGH, det ger:

ABCD: S =d; : dj

Tag polygonen P’ sadant att EFGH — P’ (rod area) < EFGH — S (rod
+ gron area). Polygonen P’ gar att konstrueras, det foljer av forsta delen av
beviset. Saledes:

S<P'<EFGH

Pa samma sétt konstruera en polygon P i cirkeln ABCD, och enligt
proposition 1.4 fas:

P:P =d;:d;
Men enligt antagandet (1) sa géller ocksa att
ABCD: S =d; : dj

da ar
P:P =ABCD: S

12
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eller

P:ABCD =P :8S

P<ABCD daborde ocksa P'<S for att P: ABCD = P’ : S ska stamma,
men P'>S, vilket ger en motséigelse.

Pa samma sitt fas en motséigelse i fall (2). Saledes kan S varken vara
storre eller mindre &n FFGH, vilket lamnar S = FFGH som den enda
mojligheten och ddrmed ar pastaendet bevisat. ]

2 Ekvidekomposabla figurer

2.1 David Hilbert (1862 - 1943)

David Hilbert var en av de senaste vérldsberomda matematikerna som bi-
dragit med mycket inom olika matematiska omraden (Katz, 2013). Med
utvecklingen av “icke-Euklidisk geometri” (mer om det i nésta avsnitt), un-
dersokte Hilbert naturen av atskilliga axiomer. Ar 1899 publicerade Hilbert
boken Grundlagen der Geometrie (Foundations of geometry). Hilbert an-
striangde sig for att fortydliga och etablera Euklides arbete som en stark
grund for geometri genom att skapa en komplett uppséttning av axiom utan
motségelser (Katz, 2013). Hilberts idé var att starta med tre odefinierade ter-
mer, ndmligen punkt, raklinje och plan, och definiera dessa 6msesidiga rela-
tioner. Hilbert grupperade sina axiom i fem uppséattningar: incidensaxiomen,
ordningsaxiomen, kongruensaxiomen, parallellaxiomen och kontinuitetsaxio-
men. Som redan visat, hade Euklides ett odefinierat likhetsbegrepp i beviset
for proposition 1.3 om area av tva parallellogrammer. Hilbert anvénder be-
greppet "lika i innehall” som motsvarar Euklides areabegrepp.

Definition 2.1. Tva figurer P, P’ ar ekvidekomposabla om det dr mojligt
att skriva dem pa en icke-dverlappande union av trianglar, dér for varje ;,
triangeln 7; &r kongruent med triangeln 77 (Hartshorne 2013, 5.196).

Observera, tva figurer ar icke-6verlappande om inga av deras inre punkter
ar gemensamma.

P=T.{..UT,

P=1U..UT

13
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Om T; = T/ for alla ; sa d&r P och P’ ekvidekomposabla.

Exempel: Lat P vara unionen av tva kongruenta kvadrater som bestar
av trianglarna T7,...,Ty och lat P’ vara en kvadrat byggd pa diagonalen av
en utav kvadraterna fran P union. Da adr P och P’ ekvidekomposabla, man
kan dela figurerna sadana att:

T, ar kongruent med 7]

T2 T3
T5 ar kongruent med 75

T3 ar kongruent med T

T, &r kongruent med 77

Definition 2.2. Tva figurer P, P’ ar lika i in-
nehall om det finns andra figurer ), @' sadana
att: A D E F

P och @ ar icke-6verlappande <
P’ och @' ar icke-6verlappande
@ och Q" ar ekvidekomposabla

PUQ P’UQ’ &r ekvidekomposabla

Exempel: I proposition 1.3 visar Euklides att
de tva parallellogrammerna &r lika i innehall. San-
nerligen, om man later P = ADBC och P’ =
BCEF, och lat Q och Q' vara = triangel DGE.
Da blir:

PUQ = AACE + ABCG och P'UQ = ABDF + ABCG

14
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2.2 Farkas Wolfang Bolyai

Farkas Wolfang Bolyai (1775-1856) kom fran en ungersk familj, och hade
en livslang véanskap med en virldsberomd matematiker K.F Gauss (Haesen,
2016). Hosten 1975 studerade Bolyai i Gottingen och dedikerade sitt liv till
att bevisa Euklides femte parallellpostulat. Ett postulat ar ett antagande
utan bevis, det tas som grund for ett matematiskt-logiskt system. Bolyai
och Gauss accepterade de fyra forsta postulaten, som séger att (1) man
kan alltid dra en linje mellan tva punkter, (2) varje begridnsad réit linje kan
forlangas obegréansat, (3) kring varje medelpunkt kan man rita en cirkel med
given radie och (4) alla riita vinklar ir lika’. Problemet fér Bolyai och Gauss
var det femte postulatet som sade att given en linje a och en punkt b som
inte ligger pa linjen a, sa kan man dra en linje ¢ genom punkten b som &r
parallellt med a, och de skér aldrig i varandra. Detta ledde till vad man
kallar for hyperbolisk geometri, dér till exempel summan av vinklarna i en
triangel inte dr 180°. Hyperbolisk geometri uppfyller de fyra forsta postulaten
fran Euklides men inte den femte, eftersom Bolyai anviander sig av krokta
ytor, ett sadelformat plan. Detta ledde till icke-Euklidiska geometrin, det vill
sdga, geometrin som behandlar det femte parallellpostulatet som en sats som
uppfylls med avseende till planformat.

2.2.1 Wallace-Bolyai-Gerwiens sats

I slutet av 1700-talet formulerade Bolyai en fragestdllning om ekvidekompo-
sabla polygoner pa planet genom dissektion, som bevisades av Bolyai sjélv,
tillsammans med tva andra matematiker oberoende av varandra, William
Wallace och Paul Gerwien. De visade att tva polygoner med samma area
kan sonderféras i samma antal parvisa kongruenta trianglar. En ekvivalent
formulering &r att tva polygoner ar ekvidekomposabla om och endast om de
har samma area. Med andra ord kan en av polygonerna dissekeras i poly-
gonala bitar, som efter justeringar kombineras i den andra polygonen. For
beviset kommer forst tva hjalpsatser bevisas.

Lemma 2.1. Alla trianglar dar kongruenta genom dissektion till en rektang-
el(Salehyan, 2015).

Beuwis. Se figur 8, given triangel FAB, kan man gora foljande konstruktion:
Betrakta hojden ER och dess mittpunkt F', konstruera rektangel ABDC

"http://matmin.kevius.com/geoaxiom.php

15
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Figur 8: Lemma 1

sadant att DC' gar genom F. Man far AEFH = NAHC och AEGF =
AGDB. Diarmed konkluderas att varje triangel FAB och rektangel ABDC
ar kongruenta genom dissektion. Icke desto mindre &r det lédtt att se att arean
av triangel FAB #r lika arean av rektangel ABDC. ]

Lemma 2.2. Twa rektanglar med samma area dr kongruenta genom dissek-
tionS.

Betrakta konstruktionen i figur 9 av tva rektanglar med samma area
ADCB och AUV R. Man vill visa att AUDS och ATRB &ar kongruenta,
och det gors genom att visa att DS = RB

Bevis. AUDS och AUAB iér likformiga och har samma vinkel U, det foljer

DS _ UD
att 75 = a4 eller

u Vv
D w C
S
T
A R B

Figur 9: Lemma 2.2

8Salehyan, 2015

16
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DS_UA-DA_}DS_ABxUA—ABxDA
AB  UA - UA

Men AB x DA &r arean av rektangel ADCB, och arean av ADCB ér
lika med arean av AUV R, det ger:

AB x DA=UA x AR

Saledes

_ABxUA—UAxAR
N UA

Pa ett analogt sétt kan man visa att AUVT = ACBS. Slutligen, lat a star
for arean:

DS — DS =AB—-AR=RB

a(ADCB) = a(DSTRA) + a(CBS) + a(T BR)

och
a(AUVR) = a(DSTRA) + a(UVT) + a(USD)

a(ADCB) = a(AUVR)
O

Med lemma 2.1 och 2.2 kan man nu visa Wallace-Bolyai-Gerwiens sats.

Sats 2.1. Twa polygoner (P,Q) dr kongruenta genom dissektion, om och
endast om de har samma ared®.

Beuvis. Varje polygon P kan delas upp i andligt antal trianglar (71,75,...,T},)
som figur 10 visar. Fran lemma 2.1 &r varje triangel kongruent genom dissek-
tion till en rektangel. Viktigt att podngtera, fran lemma 2.2 &r varje triangel
(T1,T3,...,T,,)) kongruent genom dissektion till en rektangel som har en sida
som é&r lika med 1. I figur 10 dissekeras 77 till R;. Lat T, dissekeras ocksa
enligt lemma 2.1 sadant att man far R,. Enligt lemma 2.2 kan rektangel
R,, ..., R, dissekeras sadant att de har samma bredd som R;. Till slut kan
rektanglarna Ry, ...R, omgrupperas till en storre rektangel R som har sidan
1, saledes:
P~R+..+R,=R

9Salehyan, 2015. Wallace-Bolyai-Gerwien sats

17



Euklides om Volym

A .
\\\ T l/ R1 \I

. Ry
T Lemma 2.1
R R,

Lemma 2.2 . R

Ry
\I\I R,

Figur 10: Wallace-Bolyai-Gerwiens sats

Vidare kan polygonen ) ocksa dissekeras pa samma sétt som P med hjalp
av lemma 2.1 och 2.2. Eftersom Q har samma area som P, sa ar QQ kongruent
till R (Salehyan, 2015).

Q~R +..+R,=R

P
1
«—

Som tidigare ndmnt, ar tva figurer ekvidekomposabla om det &r mojligt
att skriva om dessa som icke-Gverlappande unioner av trianglar. I det hér
fallet anger Wallace-Bolyai-Gerwiens sats att tva polygoner ér ekvidekom-
posabla om och endast om de har samma area.

>
-

Ry Ry

3 Euklides om volymer

I Elementa, bok XI, diskuterar Euklides tredimensionell geometri och be-
handlar volymer av diverse figurer. Som i areabegreppet anviander Euklides
inte begreppet volym, och darmed saknas bade en definition och nagon form
av bekréftelse pa att man handskas med en ny typ av likhet som skiljer sig
fran kongruens (Hartshorne, 2013). Volymen bestéms, liknande area, genom
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att addera och subtrahera kongruenta delar efter nagra dissektioner (Harts-
horne, 2013).

3.0.1 Definition av viktiga polyedrar

Fokuset ar nu att visa hur Euklides bevisar volymlikheter mellan prismor och
pyramider. Da &r det lampligt att forst definiera dessa figurer (Hartshone
2013).

(c) Parallellepiped
(a) Pyramid (b) Prisma

Figur 11: Olika polyedrar

Pyramid: En pyramid &r en polyeder med en bas i form av en manghorning
och tre eller flera sidoytor i form av trianglar. Pyramiden bestdms av basen
och en punkt, pyramidens spets, som inte ligger i samma plan som basen.
Om basen ar triangular sa kallas pyramiden for en tetraeder.

Prisma: Ett prisma &r en figur formad genom att ta tva kongruenta fi-
gurer i parallella plan, med parallella kanter, och sammanfoga deras motsva-
rande vertex. Dess ytor bestar av de tva ursprungliga kongruenta figurerna,
plus parallellogrammerna som gar ihop med motsvarande sidor. Om basen
ar en triangel, sa ar det ett triangulirt prisma.

Parallellepiped: ér ett prisma dér basen &r en parallellogram. Det &r
format av tre par parallellogramer i parallella planer.

3.0.2 Euklides astadkommande
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I de kommande avsnitten kommer de vik-

tigaste propositionerna for volym av tet-

raeder att redogoras. Men som i are-

aavsnittet behdver man kénna till nagra

pastaenden fran foregaende bocker. Darfor

ar det lampligt att prata om bok XI pa ett
oversiktligt satt, dock sa kommer proposition XI.39 visas mer detaljerat.
I bok XI behandlar Euklides volym av parallellepipeder och prismor. Det
sigs att om en parallellepiped halveras (bisected) av ett plan genom tva
motsatta kanter, sa dissekeras parallellepipeden till tva prismor med samma
volym!®(Heiberg, 2013). Propositionerna X1.29, 30 och 31 behandlar likhe-
ten av volymen mellan tva prismor som har samma bas och samma hojd
men som ser olika ut. Proposition XI.32 séger att tva parallellepipeder med
samma hojd forhaller sig som sina baser, med andra ord, volymerna forhaller
sig som basareorna. De ndmnda propositionerna fungerar som i alla andra
bocker, de ger grund for att bevisa mer invecklade pastaenden.

B D M P

. No N

F G K

Figur 12: Proposition 3.1

Proposition 3.1. Lat tva prismor ABCDEF och GHKLMN ha samma hojd,
ddr en av dem har en parallellogram som bas, och den andra en triangel. Om

parallellogrammens area dr dubbelt sa stor som triangelns, sa har prismorna
ABCDEF och GHKLMN samma volym*!.

Bevis. Lat det bildas tva parallellepipeder, genom att ligga till prisman
BEFDO till ABCDEF och MNPK i den andra, eftersom:

ACFE =2GHK

och
HIGK =2GHK

10Heiberg, 2007 s.454 proposition XI1.28
"UHeiberg, 2007 s.470 proposition XI.39
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sa ar
ACFE = HIGK

Enligt propositionen XI.31 &r tva parallellepipeder med samma bas och
héjd ocksa lika i volym. Slutligen:

ABRECDOF = HMIGJPNK
2ABCDEF = ABRECDOF
2GHKLMN = HMIGJPNK

ABCDEF =GHKLMN

3.0.3 Bok XII och Uttébmningsmetoden

Boken inleder med att behandla arean av en cirkel, som redan visats hér.
Det som ar av stort intresse for detta arbete dr Euklides pastaende om vo-
lymforhallandet av tva tetraedrar. Men storsta delen av beviset for detta
pastaende byggs pa tidigare propositioner, dir de viktigaste kommer att re-
dogoras nedan:

Proposition 3.2. Varje pyramid med en trianguldir bas kan uppdelas i fyra
delfigurer, tva mindre kongruenta pyramider med trianguldra baser, och tva

kongruenta prismor. De tva prismorna utgor mer dn hdlften av hela pyrami-
den!?.

Betrakta figur 13. Den stora pyramiden ABCD bestar av fyra delfigurer.
e prisma med baser CF'G och LKH

e prisma med baser BFFK och EGH
e pyramiden AEFGH

12Heiberg, 2007 s.475 proposition XII.3. Alla propositioner i detta arbete &r av egen
overséttning
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e pyramiden HKLD

Den grundléggande observationen i denna proposition &r att volymen av de
tva kongruenta prismorna lingst till hoger i figur 13 utgér mer én hélften av
volymen till hela pyramiden ABDC'. Vidare, om man delar upp de tva sma
pyramiderna AEGH och HK LD &nnu en gang, sa att var och en innehaller
tva pyramider och tva prismor, sa utgor de fyra sma pyramiderna mindre dn
1/4 av volymen till pyramiden ABCD. Dissektionen av de fyra sma pyrami-
derna ger atta nya pyramider som #r mindre dn 1/8 av volymen till ABC'D,
och sa vidare.

Figur 13: Propostion 3.2

Bevis. Beviset gar ut pa att bestimma nagra viktiga egenskaper hos pyra-
miden ABCD och sedan héanvisar Euklides till tidigare propositioner for att
visa sjalva pastaendet. Proposition 3.1. blir en viktig del av beviset.

1. E,F,G, H, K, L ar mittpunkterna pa pyramiden ABCD:s kanter, det
medfor likheten mellan manga linjer, AE = FB,AH = DH HK =
EB,AH = EA och sa vidare, vilket i sin tur ger att HEBK &r en
parallellogram, pa samma sitt GEF B. [Propl.34].

2. T andra steget vill Euklides visa likheten mellan pyramiderna AEGH
och HKLD. Det gors genom att jamfora vinklarna, linjerna och triang-
larma. / FEAH = / KHD, och linjen FH = KD, det ger att AAEH
= AHKD. Pa samma sitt NAHG = ANAHLD, AEHD = ANKDL,
ANAEG = AHKL. Alla dessa likheter tillsammans ger till slut att
AEGH ér kongruent med HK LD. Genom att forsitta jamfora vinklar
och trianglar fas pa samma séitt att pyramiderna AEGH och HKLD
ar likformiga med hela ABDC.
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3. Tredje steget &r att anvénda propositionen 3.1. Eftersom FB = F(C
sa ar parallellogrammen EBFG dubbelt sa stor som triangel GFC, da
uppfylls propositionen 3.1 som redan visats hér, det vill séiga att prisma
GEBKH har samma volym som prisma GFKHLC.

4. Nu visas att volymen till de tva prismorna ar stérre dn hélften av
volymen for hela pyramiden. Eftersom AABC delas i fyra mindre kon-
gruenta trianglar: ANAGE, AGEF, AFEB, AGFC, da har EBFG
dubbelt sa stor area som GFC'. Eftersom prisma GEBK H innehaller
pyramiden FEBK som &ar kongruent med pyramiderna AEGH och
HKLD, da har man nu bevisat att den sammanlagda volymen av de
tva prismorna &r storre én volymen av hela pyramiden.

]

Nér Euklides nu visat att volymen till prismorna utgér mer &n hélften av
volymen till ABC'D kan man ga vidare for att visa nésta proposition. Denna
ar ett avgorande steg i beviset for volymen av tetraedrar som &r slutmalet
for volymdiskussionen.

Proposition 3.3. Givet tva pyramider av samma hdjd med triangulira ba-
ser, ddr var och en av dem dr uppdelad i tva kongruenta pyramider och i
tva lika stora prismor, sa gdller att volymen av prismorna forhaller sig som
pyramidernas basareor'3.

Lat v star for volymen och a for area, propositionen 3.3 pastar att
v(ABCQG) : v(DEFH) = a(ABC) : a(DEF)

For en lattare uppfoljning som i foregaende bevis, uppdelas beviset i fyra
huvudsakliga steg:

Beuis. 1. Analogt fran féregaende proposition, sa ar K, L, O, P, M, N mitt-
punkten till pyramiden ABCG:s sidor. Vilket ger
ANLOC ~ NABC

pa samma, sitt

ADEF ~ ARVF

13Heiberg, 2007 5.477 proposition XII.4
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Figur 14: Proposition 3.3

2. Betrakta figur 14, nu vill man visa att forhallandet mellan volymerna av
prismorna LOCPMN och RFV STU éar lika med forhallandet mellan
areorna av baserna LOC respektive RF'V, alltsa:

v(LOCPMN) : v(RFVSTU) = a(LOC) : a(RFV)

Det enda som behover visas hér ér att prismorna LOCPMN och
RFVSTU ar av samma hojd. For enligt en tidigare proposition i bok
X1 s& forhaller sig prismor av samma hojd som deras basareor.'*

Lat tva vinkelrédta linjer dras (Iy,l3), fran punkten G och H till sina
respektive baser ABC och DEF. Eftersom pyramiderna har samma
hojd sa ér:

lh =1

Om tva raka linjer (I;,GC) skérs av parallella plan (PM N och ABC'),
sa skirs de i samma forhallanden'®. Det vill sdga att GC skiirs i mitten
av plan PM N i punkten N, da géller ocksa att [; skirs i mitten av
planet PM N. Analogt resonemang géller for den andra pyramiden: I,
skérs i mitten av planet STU. Avstandet fran planet PM N till ABC
och fran STU till DEF ér % respektive %2 och eftersom

i =1
sa ar

h_b

2 2

4 Heiberg, 2007 s.459,Proposition XI:39 siger att prismor av samma hojd forhéller sig
som deras basareor
15Detta pastdende hittar man i Heiberg, 2017 Proposition XI.17
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Saledes ar prismorna LOCPMN och RFV STU av samma hdjd, da
foljer att:

v(LOCPMN) : v(RFVSTU) = a(LOC) : a(RFV)

3. Visa att volymen till de fyra prismorna (bla- och gronfargade i figur
14) forhaller sig som areorna ABC och DEF, alltsa

v(LOCPMN)+v(BOMKLP) : v(RFVSTU)+v(EVTQRS) = a(ABC) : a(DEF)

I steg 1 visades:
ALOC ~ NABC

ADEF ~ ARVF

. och fran steg 3 vet vi att:
v(LOCPMN) : v(RFVSTU) = a(LOC) : a(RFV)
da galler ocksa att

v(LOCPMN) : v(RFVSTU) = a(ABC) : a(DEF)

Eftersom LOCPMN har samma volym som BOM K LP, och motsva-
rande for den andra pyramiden, fas dven:

v(BOMKLP) : v(EVTQRS) = a(ABC) : a(DEF)

Sa att slutligen fas

(W(LOCPMN)+v(BOMKLP)) : (v(RFVSTU)+v(EVTQRS)) = a(ABC) : a(DEF)

Sista uttrycket foljer fran foljande algebraiska réakning:
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c="Lg
q

atc=Ly12qg
¢ q

atc=b+dx (%)
q
a+c p

b+d ¢

4. Efter godtyckligt manga dissektioner, forst av pyramiderna AKLP,
PMNG, DQRS och STUH fas nya sma pyramider och prismor. Upp-
repad process av stegen 1, 2 och 3 ovan ger att den sammanlagda
volymen av prismorna i ABCG och DEFH forhaller sig till areorna
av bastrianglarna ABC och DEF.

]

Den sista propositionen om volym for tetraedrar ér viktig for diskussionen
om ekvidekomposabla figurer.

Proposition 3.4. Volymerna av tva pyramider med samma hojd forhaller

sig som basareornat®.

For beviset av propositionen 3.4 anvinder Euklides uttémningsmetoden
pa ett liknande séatt som areaforhallandet av cirklar. Euklides véljer en kropp
W for att skapa tre mojliga antagaden, dér tva av dem visar sig vara en
motségelse. Eftersom det bara pratas om volym och area, sa anvinds i
fortsdttningen inte v fér volym och a for area.

1. ABCG:W = ABC : DEF da W<DEFH
2. ABCG:W = ABC : DEF da W>DEFH
3. ABCG:W = ABC : DEF da W = DEFH

Bevis. Antag en motsats till pastaendet, alltsa fall (1). Tag volymen av en
kropp W sadant att W<DFEFH, det ger

ABCG : W = ABC : DEF

6Heiberg, 2007 5.480 Proposition XIL.5
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Figur 15: Propostion 3.4

Nu uppdelas DEF H precis som i 3.3, i prismor och pyramider. Da vet
man att prismornas volym ar mer dn hélften av hela DEF H:s volym. Dess-
utom eftersom DEGH >W | sa kan man gora uppdelningen tillrickligt manga
ganger. Lat pr star for volymen av en prisma. Saledes:

pr(DEFH)>W
. Man upprepar samma uppdelning for pyramiden ABCG, och enligt 3.3 fas
pr(ABCG) : pr(DEFH) = ABC : DEF
eller
pr(ABCG) : W>ABC : DEF

ty pr(DEFH)>W men
ABCG>pr(ABC)

sa detta ger att
ABCG : W>ABC : DEF

vilket motsdger det ursprungliga antagandet
ABCG :W = ABC : DEF

I sitt bevis upprepar Euklides metoden ovan fast med antagandet att krop-
pen W>DEGF, vilket ocksa leder till en motségelse. Slutsatsen blir da att
eftersom kroppen W varken kan vara storre eller mindre &n DEF H sa maste
de vara lika, alltsa

ABCG : DEFH = ABC : DEF
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4 Slutsats

4.1 Hilberts tredje problem och Max Dehn

Genom aren har uttomningsmetoden och Euklides proposition XII.5 lett till
stora diskussioner. Ty man sag en konstrast till William-Bolyai-Gerwiens
sats, dar tva figurer i plan av lika area dr ekvivalenta genom dissektion.
Denna diskussion ledde David Hilbert till att inkludera denna fraga i ett av de
23 matematiska problemen som Hilbert presenterade pa den Internationella
Kongressen av Matematiker i Paris 1990.

Newson (1902) skriver om denna Kongress och bland annat om Hilberts
tal:

I tva brev till Gerling uttrycker Gauss sin anger om att vissa
satser om geometri i rummet &r beroende av uttomningsmetoden
[...], sérskilt Euklides proposition, att de trianguléra pyramiderna
av samma hojd forhaller sig till varandra som deras baser. Men
ett analogt problem har 16sts i planet [...] Icke desto mindre, det
verkar for mig som att ett bevis for Euklides nimnda proposition
ar omojligt, och det ar var uppgift att ge ett strikt bevis pa dess
omdjlighet. (s.449)

.

(a) William-Bolyai-Gerwiens sats

(b) Hilberts tredje problem

Det tredje problemet kan formuleras pa foljande vis: Givet tva polyedrar
P och @ av lika stor volym, &r det alltid mojligt att dissekera P i flertal
mindre polyedrar som i sin tur kan goras om till Q7 Det &r inte alltid mojligt.
Problemet 16stes av Max Dehn, som bevisade att svaret generellt &r nej.
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Sarskilt visade Max Dehn att det dr omgjligt att dissekera en pyramid i
andliga antal delar som kan pusslas ihop till en kub. Max Dehn uppfann
vad man kallar for “Dehninvariant” for att ge en negativ 16sning pa Hilberts
problem. Max Dehn kom fram till att om tva polyedrar har samma volym
och samma Dehninvariant sa ar de ekvidekomposabla. Men eftersom en kub
har Dehninvariant noll och en tetraeder har Dehninvariant skilt fran noll sa
ar de icke ekvidekomposabla, det vill siga en pyramid kan inte dissekeras
och goras om till en kub. Pa 1950-talet uppnadde flera matematiker ett antal
intressanta resultat om ekvidekomposabla figurer, bland annat schweizaren
Hadwiger och hans elever (Benko, 2007). Men Raoul Bricard formulerade
redan 1896 en 16sning till Hilberts problem innan kongressen i Paris, men som
inte fick stor uppmérksamhet pa flera ar eftersom den ansags vara felaktig
(Aigner, 2010). Bricards losning &r vad man kallar for Bricards villkor och
lyder pa foljande sétt:

Proposition 4.1. Om tva polyedrar P och @ med dihedrala vinklar oy, ...cu,,
respektive 1, ...0,, dr ekvidekomposabla, da existerar ett positiv heltal m;
(i=1,...,s) och n; (j=1,...,r) sadant att

m;ay + ... + mgag =n P + ... +n,. B + pm
dér p dr ett heltal '7.

En dihedral vinkel &r vinkeln mellan tva
skdrande plan, till exempel i en kub &r alla vinklar
dihedrala 7. I Bricards villkor antas motségelsen att
en tetraeder med dihedral vinkel « 4r ekvidekompo-
sabel med en kub.

Exempel!® Lat P vara en regelbunden tetrae-
der, det innebér att den utgors av fyra liksidiga tri-
anglar, och lat a vara dess kant. P har sex kanter
med ldngd a, dar alla har samma dihedrala vinkel
Q. Figur 17

Man kan rdkna ut a genom att dra héjden av
tva ytor. Enligt bilden far man AHC dar AC' = a
och AH = HC = g (hojden av en liksidig triangel). Mittpunkten K av

1"Benko, 2007 5.665
18Detta exempel samt figur 17 dr himtad i Hartshorne (2013, 5.234)
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bastriangel BC'D ar ekvidistant fran A, B,C. Da ar K medianen av ABC
%H C. Da konkluderas att

1
cosa = —
3
Da fas enligt proposition 4.1
1 T n
My arccos — = nyj— + pmw
1 3 15 p

for de positiva heltal my, ny, och for ett heltal p. En omskrivning ger

1 ny+p
— arccos — =
3T 3 m

Men det motséger faktumet att vinsterledet ar irrationellt. Att vénsterledet
ger ett irrationellt uttryck ar inte sa trivialt men man kan visa det. Till
exempel Martin Aigner (2010), i attonde kapitlet i boken Proofs from the
Book, hérleder en del pastaenden om irrationella uttryck, bland annat for
%arccos \/iﬁ (da n dr ett ojamnt heltal &r > 3). Dérfor 16ser Bricards vilkor

omedelbart Hilberts tredje problem (Benko, 2007).
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