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Sammanfattning

I denna rapport kommer vi att delge en inblick i historiken bakom
omradet differentialekvationer. For att sedan presentera nagra matemati-
ker som varit betydande for framfarten av omradet, och som har hjilpt
till att forma det till det vi kénner till idag. Vissa definitioner och satser
som larts ut under grundldggande universitetsundervisningen kommer att
repeteras for att béttre forsta och hinga med i huvudpunkterna. Sedan
kommer grunderna om ordinéra differentialekvationer att presenteras, fér
att vidare ga igenom satserna om existensen och entydigheten av 16sningar
till ordinéra differentialekvationer. Detta avrundas med att visa pa exem-
pel som uppfyller satserna samt inte gor det. Slutligen kommer en kort
granskning av en gymnasiebok for kurs 5 for att jimfora kurslitteraturen
till detta arbete och betona vad som lirs ut vid forsta métet med omradet
differentialekvationer.
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1 Inledning

Detta arbete kommer att handla om ordinéra differentialekvationer, med andra
ord ODE, och mera specifikt om satsen om existens och entydighet for l6sningar
till just ODE. Dock &r denna sats uppdelad som tva satser enligt Ordindra Dif-
ferentialekvationer av Andersson och Béiers, dvs. [2, kap. 2], och denna rapport
kommer att utga ifran deras presentationer av satserna samt bevisen vilket tas
upp i Kapitel 5.

I borjan av denna rapport kommer vi att ge en historisk koppling till omradet
differentialekvationer, for att ge en Gverblick och kort men koncis forstaelse
over fragorna vilka och nér. Fragor sasom: Vilka var de matematiker som forde
omradet differentialekvationer framat? Nar var det man borjade forma omradet?
kommer att forsokas besvaras i Kapitel 2. Genom en presentation av framstaende
matematiker inom omradet fran 1600-talet ytligt och tva arhundraden framat.

For att kunna stegra till en slutsats om existens och entydighet for losningar
till ODE kraver detta arbete en introduktion och bakgrund till ordinédra dif-
ferentialekvationer. Det kommer att presenteras i Kapitel 4. Innan behover vi
repetera vissa begrepp, definitioner och satser som krivs for att kunna forsta
och forklara beviset till satserna vilket vi har via Kapitel 3 i denna rapport.

I de tva efterkommande kapitlen kommer vi att forsoka forstirka denna rapport
genom att i Kapitel 6 ge ett exempel pa en ODE som inte uppfyller Lipschitzvill-
koret (se Definition 5.1). Det finns ytterligare tva exempel dér ett uppfyller
vara satser och har en entydig existerande l6sning. Avslutningsvis kommer vi
att granska en gymnasiebok for att ge ett perspektiv 6ver skillnader mellan
litteratur pa universitetsniva och gymnasieniva. Granskningen av en gymna-
siebok beror dven pa forfattarens framtida yrkesval och for att da samtidigt
sammankoppla denna rapport till dennes utbildning.

Som avslutning kommer denna rapport att avrundas med ett avslutande ka-
pitel, Kapitel 8, dar vi kommer att forsoka knyta samman denna rapport och
sammanstélla vad vi kommit fram till.



2 Historik

Inom det &mnet som vi skall skriva om finns det flertalet framstaende matema-
tiker som har banat vig for det vi idag kallar differentialekvationer. Sjélvfallet
finns det flertalet vi skulle kunna ndmna vid namn och ge en historisk koppling
till, och vi har valt att sovra bland flertalet betydande matematiker och valt ut
de som genom litteraturen har ansetts vara viktigast. Detta &r inte en rapport
som handlar om bakgrunden till differentialekvationer eller hur differentialekva-
tioner har kommit till och &r dédrav inte meningen med denna rapport utan
det centrala skall hantera satsen och existens och entydighet for 16sningar till
forstagradens differentialekvationer. Dock dr det vért att nimna nagra namn
som hjalp till att skapa och forma detta omrade inom matematiken.

Forst, under den senare delen av 1600-talet borjade framfarten med differen-
tialkalkyler [3, s.392] dér det omradet etablerades genom bland andra Isaac
Newton runt 1680-talet. Med differentialkalkyl innefattas derivator och inte-
graler, vilket for detta arbete dr relevant. Grunden till framfarten med omradet
lag delvis i arbeten inom geometri dar matematiker sasom fransmannen Pi-
erre de Fermat och brittiska Isaac Barrow pa tidigare delen av 1600-talet
var framstaende matematiker. Dessa mén sokte tangenten till en kurva samt
forsokte bestdmma areor och maxima eller minima till olika kurvor. Det var
just Fermat som framst arbetade med att berdkna arean under en specifik kur-
va och tangenten till en kurva vid en specifik punkt pa kurvan.

Isaac Newton [3, 5.397] som féddes ar 1642 inledde sina universitetsar pa Trini-
ty College i Cambridge vid endast 19 ars alder. Newton var Barrows erséttare
som professor och med hjélp av traditionell geometri arbetade sig Newton fram
till de tre fysikaliska lagarna som &n i dag &r kdnd som Newtons tre lagar.
Han formulerade kraftbegreppet, troghetslagen och gravitationslagen som &r
grundliggande inom fysiken och likt manga matematiker pa 1600-talet arbeta-
de han med det vi idag kallar fysik. Grinsen mellan matematiken och fysiken
var inte denna gréns vi har idag. Under 1670-talet arbetade Newton med optik
och det var i en bilaga till hans arbete inom optiken som han hade detaljerade
beskrivningar av integraler och funktioners derivator, vilket det ségs att han ar-
betat med under en lingre tid. I Newtons Andra bok, Sektion II, av Pincipia [3,
$.400] beskriver han definitionen av en funktion enligt honom och just definierar
begreppet differential, indringar i en funktion, och vidare hérleds berdkningen
med differentialer.

Vidare, under 1700-talet [3, s.412-421] fortsatte utvecklingen av differentialkal-
kyler och integralkalkyler. Leonard Euler foddes i Basel, Schweiz, ar 1707 och
redan 17 ar senare hade han sin magisterexamen i universitet i Basel. Euler
borjade forst ar 1741 med matematisk analys och han verkade i 25 ar framat
vid universitet i Berlin. Han skrev flera verk och likt Newton definierade funktio-
ner och forklarade skillnaden mellan en konstant och en variabel. Han arbetade



med binomialutvecklingar, rationella funktioner och partialbrakuppdelning. Eu-
ler forklarade det vi idag delvis gar igenom pa kursen om Matematik I, dér man
har serieutvecklingar av logaritmfunktioner och de trigonometriska funktioner-
na. Vidare dr det vért att namna att Eulers stegmetod for differentialekvationer
[1,5.196-197] kan anvéndas for att losa differentialekvationer av forsta ordning-
en om det finns ett begynnelsevirde, och han var ddrav den forsta att anvénda
sig av en stegvis metod for 16sningar.

I slutet av 1700-talet, samma ar som franska revolutionen startade, foddes en
pojke vid namn Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) [6]. Cauchy foddes i en
tuff period av Frankrikes historia, en tid fylld med oroligheter och for manga
familjer var det inte sikert att vistas i huvudstaden Paris. Trots den starten
pa livet visades det att en ung Cauchy visade framfétter tidigt inom matemati-
ken. Nér familjen flyttade tillbaka till huvudstaden fick Cauchy besok av andra
kidnda matematiker under denna tid sasom Laplace och Lagrange, bada hogt
uppsatta under denna tid. Av Lagrange fick Cauchy ett tips att han utéver
matematik skulle studera sprak, vilket han valde att folja. Vi kan spekulera hér
absolut om varfor det var sa viktigt att han skulle lara sig sprak och specifikt de
klassiska spraken, men troligtvis hade det med att man i borjan av 1800-talet
stotte pa texter som inte endast var pa franska. Forst senare av sitt liv ndmns
differentialekvationer, och Cauchy har en sats delvis namngivet efter honom,
Cauchy-Kovalevskaya satsen for existensen hos partiella differentialekvationer.
Han var den férsta att definiera begynnelsevirdesproblemet, dven kallat Cauchy-
problemet, for ordinédra differentialekvaitoner, dock utan att 16sa ekvationerna.

Ar 1815 foddes Karl Weierstrass (1815-1897) [8] till en fader som var sekrete-
rare till en borgméstare i en tysk stad vid namn Ostenfelde. Weierstrass vixte
upp som &ldst av fyra barn och till en far som sjilv var hogt utbildad. Nér
Weierstrass vil skulle borja studera pa universitet var det hans fars 6nskan att
han skulle studera ekonomi/finans, trots att han sjilv ville studera matematik.
Det tog tid innan Weierstrass valde att ga emot hans faders 6nskan, dock ha-
de han sjélv studerat flertalet matematikers texter och pa egen hand utvecklat
sin matematiska formaga. Trots flera ars studier gjorde Weierstrass inte klart
sin utbildning inom finans utan han gick vidare till Miinsters akademi for att
just studera matematik. Trots hans tveksamma start blev han senare professor
och arbetade med flertalet omraden inom matematiken sasom funktionsserier
och dess kontinuitet och analytiska funktioner. Aret var 1870 niir Weierstrass
borjade ldra ut en kvinna vid namn Kovalevskaya och tack vare hennes kon
behovdes det goras privat da hon ej fick tilltrade till universiteten. Det ndmns
i texten om Weierstrass att han ansig att Kovalevskaya var exceptionell.

Sofia Kovalevskaya (1850-1891) [9] harrorde fran Ryssland, och genom sin upp-
vixt och tidiga ar fick hon kidmpa for att kunna studera matematik. Hon fick
motstand fran sin far och tvingades att gifta sig for att kunna lamna sitt hem-
land och for att ta sig till Tyskland, specifikt Heidelberg, och studera det hon
alskade. Tyvéarr fick hon inte tilltrade officiellt till universitetet, utan fick inof-



ficiellt studera till en borjan med goda resultat. Nar hon vidare runt ar 1871
flyttade till Berlin for att studera under Weierstrass, och trots att han och hans
kollegor forsokte fa in henne pa universitet blev férsoket misslyckad. Dock, likt
niamns ovan, fick hon privatlektioner av Weierstrass i 4 ars tid. Kovalevskaya
hade fram till 1874 skrivit mer &n 3 olika rapporter, alla vilka Weierstrass ansag
var virdiga doktorsavhandlingar, och en handlade om just partiella differentia-
lekvationer. Hon fick sitt doktorsskap senare det aret, men hade problem med
att fa arbete och det berodde delvis pa hennes kén. Men bérjade dock ar 1884
med att lara ut matematik i Stockholm, och blev en av de forsta kvinnorna att
tilltrada pa en professors plats vid ett universitet. Trots att hon dog i ung alder
blev hon drad for sitt arbete under sin tid i Sverige med flertalet priser och
utéver sina matematikstudier och forskning skrev hon skonlitterdra bocker och
dramer.

Aret var 1832 nira staden Konigsberg i Tyskland och det aret foddes Rudolf
Lipschitz (1832-1903) [7]. Lipschitz bérjade studera pa universitet redan i ung
alder och likt manga andra studerade han pa flera universitet och studerade
under flera olika professorer. Lipschitz klarade doktorsavhandlingen och blev
efter ett antal ar professor pa Breslaus universitet didr han stannade i tva ar.
Fran ar 1864 och till slutet av sin karridr var han aktiv pa Bonns universitet.
Lipschitz arbetade med flertalet omraden inom matematiken, bade ordinéra och
partiella differentialekvationer samt inom fysik da det pa den tiden hingde ihop
med matematiken. Lipschitz &r kénd for att ha definierat Lipschitzvillkoret,
vilket &r en olikhet, som gor att vi kan bestdimma om en differentialekvation har
en unik/entydig 16sning. Det dr just detta villkor vi kommer att anvéinda oss av
i detta arbete for att kunna bevisa satsen om existensen och entydigheten till
16sningar f6r ordinéra differentialekvationer. Villkoret ndmns under Kapitel 5.1
och &r en av grunderna till att satserna som presenteras i Kapitel 5.2 géller.

I mitten av 1800-talet foéddes i Paris, Frankrike, en pojke vid namn Emile Pi-
card (1856-1941) [5] och han &r ett namn vi kommer att ndmna senare i denna
text. Picard viixte upp storre delen av sin barndom med en ensamstaende mam-
ma som gjorde allt for att han skulle fa en vérdig utbildning. En utbildning som
till en borjan innehdll geometri, nagot som Picard inte gillade, men som senare
Oppnade dorrarna for algebra vilket enligt kéllor var det som foll Picard mer
i smaken. Han gjorde ddrav stora betydande intryck inom omradet om diffe-
rentialekvationer och likt matematiker pa 1800-talet och tidigare separerades
inte matematiken och fysiken lika tydligt forr i tiden som nu. Picard studerade
Aven andra omraden sasom elektricitet, virme och elasticitet. Picards metod
med successiva approximationer for 16sningar till ordinéra differentialekvationer
beskrivs senare i Kapitel 5.2. Denna metod har satt honom pa kartan for hans
arbete inom omradet och han var den forsta att 16sa Cauchy-problemet som
nidmndes tidigare i kapitlet.

Alla de ovan historiska personerna har pa nagot sitt bidragit till utvecklingen
av det valda omradet differentialekvationer. Men for att kunna forklara och



beskriva differentialekvationer krivs det att vi kan nagra definitioner och satser
fran grundliggande matematikkurser i borjan av universitetsstudierna. Dessa
definitioner och satser kommer att presenteras nedan.



3 Definitioner och Satser

Vi skall vidare, innan vi introducerar ordinéra differentialekvationer, har skriva
om just viktiga definitioner samt satser som infor fortsattningen ar viktiga att
bade repetera och att nimna da dessa kommer att anvindas som grundldggande
begrepp och satser.

Forst behover vi definiera en kontinuerlig funktion, da kontinuitet #r direkt
knutet till derivata och vidare integraler. En icke kontinuerlig funktion har ing-
en definierad derivata och dess definition &r dirav viktig att betona, och en
grundlidggande kunskap som krévs for forstaelse av detta arbete.

Definition 3.1. [11, s.40] Om f &r en funktion fran R™ till R™ i en defini-
tionsméngd C, da dr f kontinuerlig i en punkt a € C om gransvérdet nedan
existerar och

ill}}i f(x) = f(a).
Funktionen f dr en kontinuerlig funktion om f &r kontinuerlig i varje punkt

icC. &

Utifran var ovanstaende definition kan vi ddrav dven konstatera att enligt var
gransvirdesdefinition &r just funktionen f kontinuerlig i punkten a om

Ve>030>0; |x—al<ddaxeC=|f(x)—fla) <e

Da vi har definierat kontinuitet for funktioner kommer vi vidare att definiera
derivatan av en funktion. Vid fysikaliska problem eller praktiska problem kan
det finnas fragestéllningar om just hur snabbt ett specifikt forlopp forédndras
[10, s.177-179]. Exempelvis kan vi ha fragestéillningar sasom: Hur fort fordindras
lufttrycket vid en specifik plats?, Hur snabbt fors en viss medicin ut i blodet? eller
Hur fort sonderfaller ett radioaktivt Gmne?. For att kunna svara pa dessa fragor
soker vi hur fordndringen sker 6ver var kurva, eller vid en specifik punkt pa
var funktionskurva. Denna forandring far vi fran var gransfunktion nedan och
det ar specifikt att vart grinsvirde nedan #r en differenskvot likvardigt med
riktningskoefficienten fér tangenten till en specifik funktionskurva y = f(z)
i den allmédnna punkten (z, f(xo)). Fér den allménna punkten definierar vi
derivatan och dess grinsvirde sasom nedan.

Definition 3.2. [10, s.179] Anta att funktionen f #r definierad i ett omrade
som omger punkten zg. Om gransvirdet

lim f(zo+h) — (o)
h—0 h

existerar sdger vi att funktionen f ar deriverbar i punkten xg. Griansvérdet
sidgs vara derivatan av funktionen f i punkten xg. &
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Virt att notera &ar just att derivatan kan betecknas olika, och kommer &ven
att hanteras olika i denna rapport. Exempelvis kan forsta derivatan betecknas
sasom

L $), (o) SO o).

I denna rapport kommer alla de ovanstaende alternativen att anvindas.

Efter derivatans definition &r det vidare viktigt att se till nyttiga olikheter. Vi
kan med hjalp av en sats séga just flera saker om olikheter och funktioner for
att sedan kunna dra slutsatser och stdnga inne problem. Triangelolikheten for
reella tal &dr foljande.

Sats 3.3. Triangelolikheten. [10, s.45]. For alla reella tal z, y har vi att olikheten
|z + y| <|z| +]y| géller. ]

Vi kan formulera om ovanstaende sats att handla om tal som &r vektorer, vilka
kommer att behandlas senare. Mer bestdmt, vilken dven kommer att anvindas
i detta arbete, har vi triangelolikheten for integraler.

Sats 3.4. Triangelolikheten for integraler. [10, s.294]. Om en funktion f i inter-
vallet [a,b] dr styckvist kontinuerlig giller

/ab f(z)dzx

Vidare &dr det viktigt att vi skall ndmna en sats som sammansétter integralkal-
kyler med differentialkalkyler och gor att vi med praktiska metoder kan beréikna
integraler [10,5.296]. For att berékna differentialekvationer krivs det kunskap
om integraler, primitiva funktioner och dérav ar denna sats viktigt for beviset
av satserna nedan. Det som &r anmérkningsvart med denna sats ar att den séger
att om vi har en kontinuerlig funktion inom det valda intervallet har den valda
funktionen en primitiv funktion.

< /;!f(x)} dzx.

Sats 3.5. Analysens huvudsats. [10, $.296]. Bérja med att anta att funktionen
f &r kontinuerlig i intervallet [a, b]. Satt ddrefter F'(x) till

F(x) = / f @) dt.
Da ar funktionen F' deriverbar och har derivatan

Fl(x) = f(z)

dér F ar den primitiva funktionen till f. |

Vi fortsdtter med att beskriva en funktion f sasom en funktionsfoljd fx, vilken
kan skrivas som (fx(x))g2, [13, s.11]. Att tala om en talf6ljd &r mer bekant och
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Ar nagot som uppkommer i borjan av universitetsstudierna, dock kan vi likval
tala om funktionsfoljder och dérefter summan av en funktionsfoljd, ;= fr(z).
Hér kan dven var funktionsfoljd vara av en reellvird variabel och dérav en re-
ellvird funktion, men &ven av en komplex variabel och dérefter en analytisk
funktion. Dock kommer vi inte i denna rapport att behandla analytiska funk-
tioner. Vi borjar med att definiera punktvis- och likformig konvergens for var
funktionsfoljd, for att vidare kunna bestdmma konvergensen for var funktions-
serie.

Definition 3.6. [13, 5.12] Om vi har en funktionsfoljd (fr(x))52,, ddr « € I
om [ dr ett intervall, sdger vi att:

1. Funktionsfoljden konvergerar punktvis mot gréinsfunktionen f i interval-
let I om

lim fx(z) = f(x)
k— o0
for alla x € 1.

2. Funktionsfoljden konvergerar likformigt om for

Mj, = sup|fi(z) — f ()|

xel

géller att My — 0 da k — co. O

Vi har definierat konvergens ovan fér funktionsfoljder och vi skall vidare best-
amma likformig konvergens genom att uppskatta var funktionsserie med en
konvergent talserie.

Sats 3.7. Weierstrass majorantsats. [13, s.15]. Lat (fi(x))p2, vara en funk-
tionsfoljd. Om det existerar en konvergent talserie Y p- ; aj dér ‘fk(m)’ < ay
for alla k och = € I, s& konvergerar funktionsserien, Y ;- fi(z) likformigt i
intervallet 1. u

Vektorvirda funktioner [11, s.22] ér ett begrepp som har en tydlig koppling
till denna rapport och som dérav dr vird att forklara vidare for att forsta
varfor vi anvénder oss av variabler som é&r i fetstil i satserna om existensen och
entydigheten i l6sningar till ordinédra differentialekvationer. Vidare behover vi
nu beskriva dessa funktioner som kallas vektorvéirda, och i skillnad fran det vi
vanligvis kallar en funktion har vi detta fall en funktion fran R™ till R". Om
vi later P vara en mingd i R™, kan vi skriva var funktion som

f:P—-R"

dér vi menar att varje punkt x = (1, ..., x,,) 1 var definitionsmdingd P ordnar
en specifik punkt y = (y1,...,yn) i R". Den sistndmnda punkten kallas just
funktion f:s virde i var punkt x, vilket vi kan skriva som

y = f(x) = (f1(%); -+, fn (x))-

12



Mer tydligt kan vi vélja att gestalta det som:

Yy = fl(xlv"wxm)
Y2 = fo(@1, ., Tm)
Ys = f3(x17"'7$m)

yn = fn(‘Tl7 ~-'7xm)~

Hér kan vi nu skilja pa en funktion och en vektorvérd funktion, fér om n =1
séger vi att vi har en funktion medan om vi har att vart n > 1 kallar vi det en
vektorvird funktion. Ytterligare kan vi beskriva att var vektorvarda funktion
f har i detta fall n-antalet komponenter fi, ..., f,, varav alla &r definierade i var
definitionsméingd P. Vi kan forsoka framstélla oss fallen da vi har R™ men det
ar svart geometriskt. Vi kan darfor istdllet tdnka oss fall ddr vi har R vilket
kan framstéllas som en tallinje, och likvil R® som vi kan forestélla oss som ett
rum med tre dimensioner. Med fler dimensioner &n 3 blir det komplicerat, dér
vektorvirda funktionerna dir n > 3 gar att beriikna matematiskt men svart att
forestélla sig geometriskt.

Vi har nu presenterat de satser och definitioner som kriavs for vidare ldsning.
Dérav fortsétter vi att ga igenom ordinéra differentialekvationer och specifikt
grunderna inom omradet.

13



4 Ordinira Differentialekvationer

Denna rapport skall vidare handla om just existensen och entydigheten av
l6sningar till ordinédra differentialekvationer. Vi borjar ddrmed med att beskriva
vad en differentialekvation &r, och specifikt vad ordinéra differentialekvationer
ar, dven forkortat till ODE.

Andersson och Béiers [2, s.1] beskriver dessa differentialekvationer till att handla
om just sambandet mellan en obekant funktion z och derivatorna (se Definition
3.2) till den obekanta funktionen z. Vi har olika sorters differentialekvationer
och om vi har att var obekanta funktion beror av flera variabler kallas denne
en partiell differentialekvation medan en obekant funktion som beror av en
variabel kallas en ordinér differentialekvation. I denna rapport dr det just det
andra fallet vi skall behandla.

Ytterligare séiger Teschl [14, s.4] att en differentialekvation dr en ekvation dér
vi har en relation med en ursprungsfunktion och dess derivator. Vilket endast
dr en annan formulering med andra ord dock med samma betydelse.

Exempel 4.1. Ett exempel pa en differentialekvation av forsta ordningen kan
se ut sasom

) =a—k- z(t)

dér a och k ar reella konstanter. Vi kommer att hianvisa till detta exempel vidare
i texten for att senare dven ge en fysikalisk koppling.

Nér det kommer till en ODE séger vi att den har ordning n om det beskriver
ett samband mellan z och dess forsta n derivator men inte fler. Detta kan
askadliggoras genom en ODE likt det Teschl [14, s.6] gar da han ndmner att en
ODE allmént kan beskrivas pa formen

F(t,z,z® . 2™) =0. (1)

Fortséttningsvis kan vi [14, s.6-7] beskriva ¢ som att vara en sjilvstindig va-
riabel medan vi kan séga att z &r en beroende variabel. Vi konstaterar dven
att vart F' &dr en funktion av n+2 antal variabler som &r definierad i nagot
omrade Q for R"2. For nagot intervall I pa R finner vi en lsning till var
differentialekvation (1) som dr en n ganger deriverbar funktion z(t) dér vi har
att

(t,z(t), 2D (2), ...,z (1)) € Q

och dérav kan vi skriva
F(t,z(t), 2V (t),..,2™ (1)) = 0 dir t € Q. (2)

I ovanstaende form dr det svart att sidga allt for mycket om differentialekvatio-
nen, vilket gor att vi vill uttrycka var ODE pa ett annat sétt. Teschl ndmner
[14, 5.6] att vi kan anta att vi kan 1osa F for dess hogsta derivata z(™) och att vi
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dérefter kan skriva om ovanstaende form (2) likt nedan. Andersson och Boiers
emellanat ndmner [2, s.2] att vi med lampliga férutséttningar, i ett specifikt
omrade, kan 1osa ut (™) och dérefter skriva det med hjilp av den implicita

funktionssatsen
2™ = f(t,x,2M, . D), (3)

Vi kan #ven uttrycka derivatan likt z’ istiillet for (). Formen som antyds i
(3) sdgs &r pa normalform, och vi har olika former vi kan uttrycka differenti-
alekvationer pa.

Om normalformen [2, s.2] kan skrivas om pa en form likt

n—1
Ft 2,2,z ) = 3 ag(t)a® +r(t) (4)
k=0

kallas differentialekvationen for linjér eller linesir. Om &ven 7(¢) = 0 anvéinds
begreppet homogen for att beskriva differentialekvationen.

Efter att ha presenterat olika former av differentialekvationer kan vi konstatera
att differentialekvationen fran Exempel 4.1 star pa normalform. Vi kan &ven
konstatera att differentialekvationen &r en linjér ekvation da r(t) = a och ag(t) =
—k.

I denna rapport fokuserar vi pa att ta upp férsta ordningen av differentialekva-
tioner, och en av anledningarna till detta &r just for att vi kan skriva om en hogre
ordnings differentialekvationer till ett system beroende av endast férstaderivator
genom att dndra beroendevariabeln [14, s.7]. Alltsa, vi dndrar var variabel och
sétter den till

y = (=, . x("_l))

vilket gor att vi dven kan fran forra normalformeln (3) skriva ett forsta ord-
ningssystem likt

T
y2 = yy = (x) =2,

]
ys = yp = (V) = 2,

U1

Yn = y;‘il — (x(n—Q))/ _ I(n_1)7
Y, = (@) =2 = f(ty) =
= f(tv (I7$(1), .”7x(71/—1))) = f(ta (y17y27 "'7y7l))'

Vidare visar vi ovanstaende med ett exempel.
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Exempel 4.2. Skriv om ett andra-ordningssystem till ett forsta-ordningssystem
dar var ODE ér

x" =2z + 32
och var funktion z beror av t, med andra ord z” = %, 2’ =% och x = a(t).
Vi sitter déarfor
Y1 =
Yo = '

med hansyn till omskrivningsmetoden (5) vilket gor att vi far att

Y1 = Y2
y’2 =2x 43z = 2y1 + 3yo.

Detta betyder att vi nu har skrivit om ett andra-ordningsproblem till ett forsta-
ordningsproblem.
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5 Existens och Entydighet

Vi har definierat och givit exempel pa vad en differentialekvation &r, specifikt
ordinédra differentialekvationer. Vidare skall vi nu ange och bevisa den satsen
som kontrollerar bade existensen och entydigheten av 16sningar till ordinéra dif-
ferentialekvationer, och da vi konstaterade i tidigare kapitel att vi kan skriva
om en ODE av ordning n till forsta ordningens ODE géller dven dessa satser
analogt for ordindra differentialekvationer av ordning n. Déirav bor det note-
ras att vi nedan kommer anvinda oss av vektorvirda funktioner (se avsnittet
vektorvirda funktioner i slutet av Kapitel 3) i satserna och i bevisen.

5.1 Lipschitzvillkoret

Likt ndmnt tidigare har en del differentialekvationer l6sningar medan mera kom-
plexa fall kan vara svara att tolka och bevisa om det finns 16sningar. I allménna
fall kan det finnas approximativa losningar, vilka kan behovas sokas efter med
diverse metoder. Vidare kommer ett villkor som gor att man kan forsikra sig
om att en l6sning existerar. Differentialekvationer kan anses tas fran och antas
handla om verkliga situationer, dock gors en hel del uppskattningar da dessa
ekvationer stills upp vilket pekar pa att dessa inte alltid har en 16sning. For
system av ordinéra differentialekvationer skall vi nu beskriva nagon existenssats
for att kunna approximera losningar till dessa.

I Definition 3.1 har vi definierat kontinuerlighet hos funktioner, dock nér det
kommer till ordinéra differentialekvationer &r inte detta ett tillrackligt antagan-
de for att sdkerhetsstéilla entydighet hos 16sningen. Dirav maste vi presentera
nedanstaende definition, en definition som kommer att sikerstilla att vi har en
entydig l16sning.

Definition 5.1.[2, s.33]. Funktionen (¢, x) som &r definierad i den éppna sam-
manhéngande méingden Q C R x R" ér Lipschitzkontinuerlig i x-variablerna
om det finns en konstant L sadan att

|f(t7x) — f(t,y)’ < Llx—y| dar (¢t,x),(t,y) €.
&

Utifran ovanstaende definition vill vi nu visa, via ett exempel, hur det kan
tillampas for funktioner.

Exempel 5.2. Andersson och Béiers ndmner en funktion som lédsaren sjélv skall
kontrollera &r Lipschitzkontinuerlig [2, s.33] och den funktionen &r f(¢,x) =|z|.
Var uppgift dr dérfor att visa att funktionen &r Lipschitzkontinuerlig.

Dvs, vi vill visa att denna funktion f(¢, ) uppfyller Lipschitzvillkoret. Vi vet att
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den inte &r deriverbar 6verallt (vid punkten z = 0), dock kan vi ta tva punkter
x och y i var definitionsméngd och berikna vart L. Om vi antar att vi har ett
L kan vi vélja att skriva om villkoret likt

|f(t2) — f(t,y)]

<L
|z —yl

|f(t,z) = f(t,y)| < Llz —y| =
Vidare skriver vi in vara funktioner

f(tx) =zl ft,y) =yl
i var olikhet och far
Jol il Je ol _
[z —yl ~ |-yl
Alltsa har vi visat att var funktion uppfyller Lipschitzvillkoret, da vart L kan
viljas till L = 1.

1.

5.2 Satserna om Existens och Entydighet

Vi har nu definierat Lipschitzvillkoret som &r en viktig del av de nedanstaende
satserna och fortsiatter nu att introducera Sats 5.3 och Sats 5.4 tagna fran An-
dersson och Boiers [2, kap. 1], som tillsammans garanterar existensen och enty-
digheten av losningar till ODE.

Sats 5.3. [2, s.34]. Om vi antar att funktionen f &r kontinuerlig i omgivningen
av (tg,x0) € R x R" samt uppfyller Lipschitzvillkoret i den omgivningen, da
existerar det ett 6ppet intervall runt ¢y dér begynnelsevardesproblemet

x'(t) = f(t, x(t))
X(to) = Xp

erhaller en entydig 16sning. |

Sats 5.4. [2, 5.35]. Om vi antar att funktionen f dr kontinuerlig samt uppfyller
Lipschitzvillkoret i ett strak, dir a > 0, som definieras nedan sasom

{(t,x) eRxR"; [t—to| <a}
da ar begynnelsevirdesproblemet

x'(t) = £(t,x(t))

X(to) = X
en entydig losning om ¢ tillhor ett intervall I(a) som definieras likt

{teR; |t—to| <a}.
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Vi borjar med att bevisa Sats 5.4 [2, 5.35-38] for att sedan ga vidare med att
bevisa Sats 5.3 [2, s.38].

Bevis av Sats 5.4.

I slutet av Sats 5.4 ndmndes det att vi for denna sats har en 16sning som &r
definierad inom ett intervall I(a) f6r var variabel ¢. Vi delar upp detta bevis
i tva delar dar vi borjar med att bevisa existensen av l6sningen for att sedan
bevisa att det finns en entydig 16sning.

Om vi har att var funktion x och dessa derivator kan beskrivas med funktionen
f och att den &r kontinuerlig fran R™ ! till R kan vi beskriva integralekvationen
likt nedan och anledningen varfér kommer att forklaras vidare ldngre ned, och
detta &r en omskrivning av vart begynnelseviardesproblem fran Sats 5.4 till
integralekvationen [2, s.29]:

t
x(t) = %o +/ f(s,x(s)) ds.
to
Vi har att vart hogerled dr beroende av variabel ¢, med vilken vi véljer att
benidmna den 7x. Denna funktion dr dédrav definierad som

t
(x)(t) = %0 —I—/ f(s,x(s)) ds.
to
Vi later E beteckna det vektorrummet som innefattar alla kontinuerliga funk-
tioner fran vart intervall I(a) till R™. Vi har nu att 7 #r en avbildning fran E
till E.

Anledningen till varfér vi kan séga att 7 &r en avbildning fran E till E, alltsa
att &ven 7x &dr en kontinuerlig funktion, dr pa grund av Analysens huvudsats
(se Sats 3.5) [4, s.83]. Vi vet att funktionen f &r kontinuerlig da det &r ett
av antagandena i satsen, och vi vet att den &r kontinuerlig i vart strak som
begrinsas inom [t — a,t + a] som begréinsar vart intervall I(a). Har f6ljer da att
vi enligt Analysens huvudsats kan skriva (6) pa formen

x(t) —x(to) = [ f(s,x(s)) ds, te€I(a).

to

Da vart begynnelsevillkor giller far vi att x(fp) = xo kan vi skriva om véar
funktion som vi presenterade i borjan av beviset, alltsa sasom

x(t) =x0+ | f(s,x(s)) ds.

to

Vi fortsétter med att betrakta ekvationen

X = TX.
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Vi vill finna en funktion x som uppfyller ovanstaende likhet och fortsédtter med
att bestdmma en f6ljd av funktioner rekursivt i vart E, dir dessa ar xo,x1,X2,...
i E. Vi borjar med att sidtta xo(t) = xo 1 vart intervall ¢ € I(a). Rekursivt
fortsdtter vi och sdtter x;=7xg, och vidare xo=7x; osv. Allmént kan vi skriva
det som .
XN41 = TXN = Xg +/ f(s,xn(s)) ds. (7)
to
Vi behéver nu visa att var f6ljd av funktioner {xx}3_,; konvergerar likformigt
(se Definition 3.6) pa intervallet mot en funktion x dd N gar mot oéindligheten.

Vi konstaterar att vi, om ovan géller, har att x blir var griansfunktion som loser
var integralekvation som presenterades i borjan av beviset, och dérav dven vart
begynnelseviardesproblem fran satsen. Detta giller pa grund av foljande, dér
Lipschitzvillkoret pa f gor att vi kan skriva

(s, xn(s)) — £(s,x(s))| < L|xn(s)—x(s)|, s€l(a),

da f(s,xn(s)) skall ga mot f(s,x(s)) likformigt pa vart intervall nir N gar mot
odndligheten. Vidare kan vi skriva
sup [£(s,xn(s)) — £(s,x(s))| < L sup |xn(s) —x(s)].
s€l(a) s€l(a)
Hér kan vi da dven gora en griansovergang under vart integraltecken i formeln
(7), och vi far nu att x = 7x vilket 1ser integralekvationen. Likvél tillhor x rum-

met E, detta eftersom x tillhor rummet E samt da vi antagit att konvergensen
ar likformig.

Vidare behover vi nu bevisa att var funktionsfoljd {xn}3°_; konvergerar likfor-
migt for att ovanstaende slutsats skall géilla. Da vi kan skriva

XN (t) = %o + Y (%ky1 (£) — x4 (t))
k=0

vet vi att detta dr ekvivalent med att funktionsserien

oo

D (e (t) = xu(1))

k=0
konvergerar likformigt. Vi véljer nu att definiera K som nedan da vart intervall

I(a) &r kompakt, vi skriver

K = sup [£(t,x0)]
tel(a)

vilket ger om bade t > ¢ och t € I(a) att vi kan skriva

x1(t) — x0(t)]| = < K(t —to). (8)

/t f(s,x0(s))ds

to
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Pa grund av vart Lipschitzvillkor och med hjélp av triangelolikheten for inte-
graler (se Sats 3.4) kan vi vilja att skriva

|x1(t) — x0(t)| <

/t t (85,301 (5)) — B(s. x0(s)) ) s

t
S/
to

t
g/ L |x1(s) — xo(s)| ds (9)
t
'
< KL |$ —t0| ds

to

(f(s,xl(s)) — f(s,xo(s)))’ ds

t— to|?
_ it

)

dér den sista olikheten foljer direkt av ekvation (8). Ekvivalent resultat fas om
vi séitter ¢ < tg. Genom induktion fortsétter vi, och far dirav att

plt—to[**!
[Xpg1(t) —xx(t)] < KL kD (10)
vilket gor att vi kan skriva sasom
xa(®) —x(0)] < KIF
sup |xg+1(t) —x(t)| < KL® —.
tel(a) i (k+1)!

Antag nu att n = 1. Vi har tidigare beskrivit Weierstrass magjorantsats (se Sats
3.7) och for att kunna anvinda satsen behdver vi visa att var funktionsserie
konvergerar genom att anvinda oss av ovanstaende talserie och visa att den
konvergerar. Vi kan se att ovanstaende HL konvergerar genom att skriva om
var talserie i vart HL till en modifiering av standardutvecklingen av e® [10,
$.413]. Vilken ser ut sasom

2 3 e

. @ 2,

e =lta+ o+ +..._Zﬂ.

j=0

Vidare ser vi nu till var talserie och hur vi kan skriva om denna till att passa
ovanstaende, vi utvecklar

ak“ Lk+1 ak:Jrl B K (La)k+1

= K . = .
(k+1)! L k+1 LT k+1l

KL*

Hér ser vi nu att vi kan gora denna omskrivning om L # 0, och inser att om
L = 0 har vi redan en talserie som konvergerar mot 0 och dérav skulle inte en
omskrivning behdvas. Om vi nu anvénder var standardutveckling av e®, inser vi
att vi inte kan skriva av den direkt da vi har en exponent som &r k + 1 istéllet
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for j. Detta innebér att den forsta termen i var standardutveckling inte finns for
var talserie och dédrav far vi att var talserie konvergerar mot

K La

— (e —=1).

(-

Vilket medfor att vi kan applicera Weierstrass majorantsats och var funktions-
serie konvergerar likformigt pa I(a), déir var funktionsserie &r likt ndmnt tidigare

D (Xirr () = xi(1))-

k=0

Hir har vi nu bevisat att existensen géller och att var funktionsserie konvergerar
likformigt, och dérav &r forsta delen av beviset av Sats 5.4 firdigt. Viktigt &r
att notera och aterigen forklara att detta bevis dven giller d& vi har ett n > 1.
Aven viirt att notera &r att det n vi avser hir antyder Weierstrass majorantsats
och att den fungerar for vektorvéirda funktioner.

Nu gar vi vidare till att bevisa for satsen att det finns en entydighet av 16sningen.
Vi borjar da med att se till var integralekvation, dock skall vi nu anta att vi har
tva losningar x(t) och y(t). Da t > to far vi

[ (#6906 ~ 5,050 ) s

to

|y(t) —x(t)| =

< L/f ly(s) — x(s)| ds.

Vi viljer nu att bendimna vart hogerled for u(t). Dérefter far vi att

u(t) = Ly(t) - x(t)]

eftersom att ¢ > ty. Anledningen till varfor vi far detta ar just Analysens hu-
vudsats.

Likvéal kan vi anvinda att olikheten

u(t) > |y(t) —x(t)]

ger oss att
' (t) < Lu(t).

Om vi nu viljer att multiplicera var sista olikhet med e~ ** far vi en olikhet med
derivatan sasom

d, _rt
%(e Lty(t)) <.

Hér tolkar vi det som att e~Ltu(t) #r en avtagande funktion, vilket i sin tur gor
att vi kan skriva olikheten, da t > tg

0 < e tut) < e tou(ty) =0 = wut)=0.
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Vi kan dra denna slutsats eftersom vi vet att e %% # 0, och kan nu skriva att
0 < [y(t) —x(t)] < u(t)=0 = y(t) =x(t).

Detta betydera att vi fér ¢ > tg har en entydig 16sning da vara tva losningar
ar ekvivalenta. Alltsa har vi bevisat att det existerar en entydig 16sning. Om vi
vidare har fallet t < to, kan det beviset goras analogt. O

Anmirkning: Ovanstaende metod som anvénds i beviset kallas dven ibland
for Picards metod efter matematikern Emile Picard, en av matematikerna som
presenterades i tidigare kapitel (se Kapitel 2).

Vidare skall vi nu bevisa Sats 5.3 dar vi anvander oss av beviset av Sats 5.4.
Bevis av Sats 5.3.

Vi borjar med att forutsidtta utifran var Sats 5.3 att det existerar positiva tal
ap samt [ i vart omrade som gor att vi for var funktion f uppfyller ett Lip-
schitzvillkor enligt ett omrade (). Vi har

Qo={(t,x) ERxR" ; [t —to| < , [x — %o < B}

Vi fortsédtter och for ett nytt omrade @ dér vi har att ag nu ar ett positivt
men mycket mindre tal «. Hir utnyttjar det vi gjort i Sats 5.4 och likvirdiga
antaganden géller. Det vi behover visa for att utnyttja beviset fran Sats 5.4 &r
om for vara kurvor (¢,xy(t)) ligger i omradet @ da har vi att |t — ¢g] < « for
nagot a. Vi sitter
B= sup |f(t,x)]
(t,x)€Qo

samt véljer vart « till & = min(«g, 8/B).

Nu behover vi visa, genom induktion, att (¢,xn(t)) € Q for [t —to| < a. Vi
kan siga att da N = 0 &r pastaendet sant, detta eftersom vi skulle ha vart
begynnelsevirdesproblem vilket vi vet innefattas i vart . Med andra ord, vi
vet att (¢,x0(t)) € Q. Vi vill nu visa med vara induktionssteg att pastaendet
géller for alla xx(t), och vi far

|xn+1(t) — X0 :‘/t f(s,xn(s))ds

< /ths
to

= Blt — to|

< Ba

<p.

Alltsa, vi har nu tillrackligt for att analogt gora likt bevis for Sats 5.4. Analogt
visas dven entydighet likt for Sats 5.4. Déarav, beviset for Sats 5.3 &r klart. O
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6 Exempel av ODE

Vi skall nu vidare ge exempel pa ordinéra differentialekvationer som alla anting-
en uppfyller satserna som vi presenterat ovan eller som inte uppfyller varje del
av satserna och dérav inte har antingen en existerande 16sning eller en entydig
16sning. I forsta exemplet skall vi visa en ODE med ett begynnelsevéirdesproblem
som inte uppfyller Lipschitzvillkoret. Vi skall férklara varfor detta inte géller och
visa det 1 var 16sning. Vidare i andra exemplet har vi en ODE som har en annan
problematik, det &r ett begynnelseviardesproblem som mgjligtvis inte har en en-
tydig 16sning, vilket gor att vi maste berikna och forklara varfor den inte har
en entydig 16sning samt ge ett annat l9sningsalternativ. I vart tredje exempel
skall vi ha ett exempel som uppfyller Lipschitzvillkoret och som har en existe-
rande och entydig 16sning. Allt detta for att askadliggora vara satser och visa pa
svarigheter som kan uppkomma och ordinéra differentialekvationers komplexi-
tet nér det kommer till 16sningar. Av det vi ldrt oss i denna rapport ér det inte
tydligt om en differentialekvation ens har en existerande 16sning eller om den
har en entydig eller flera 16sningar, och ddrav maste man undersoka dessa likt
nedan.

Exempel 6.1. Detta exempel ér inspirerat fran [12] och vi har vart begynnel-
sevirdesproblem sasom:
2 =10t +2- vz
z(0) = 0.

Uppfyller funktionen f som beskriver ovanstaende begynnelsevirdesproblem
Lipschitzvillkoret?

Om vi borjar med att skriva Lipschitzvillkoret som i Exempel 5.2, och antar att

vi har ett L far vi
|f(t,2) — f(t,y)]
|z -y

dar f(t,x) = 10t + 2 - \/x. Enligt vart begynnelsevirdesproblem kan vi sétta
y = 0 och berdkna for alla ¢:

<L

o) — ftg)|  [106+2-vE = (10042 V0)
[z —y| B | — 0]
:M%—O—oo.
Xz

Nér 2 — 07 fir vi en kvot — +o00. Detta medfor att vi inte har ett Lipschitzvill-
kor L. Det gar att beréikna ovanstaende mera utforligt, men kommer dock inte
att goras hidr. Det viktigaste fran detta exempel dr att vi tydligt kan se att
funktionen f fran var ODE inte &r Lipschitzkontinuerlig, och visar dérav inte
pa entydighet enligt Lipschitzvillkoret. Dock kan det existera en entydig 16sning
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eller 16sningar som kan berdiknas med andra metoder eller med hjélp av andra
satser sasom Peanos ezistenssats [2,5.68], men vi kommer ej att férsoka berdkna
det hér. Avslutningsvis kan vi konstatera att vi inte kan anvéinda Sats 5.3 och
Sats 5.4 som kraver att Lipschitzvillkoret uppfylls.

Exempel 6.2. Detta exempel #r inspirerat fran [15]. Vi har vart begynnel-
sevirdesproblem:

dx
N
z(9) = 2.

Har detta problem en entydig 16sning?

Forst skall vi forsoka berdkna vart Lipschitzvillkor, och likt Exempel 5.2 antar
vi att vi har ett L for att kunna skriva sasom

|f(t,.%') - f(t’y)’

<L
lz -yl

Hir har vi nu var funktion f(t,2) = v/ — 2-v/t. Enligt vart begynnelseviirdesp-
roblem sétter vi y = 2, vilket gor att vi kan skriva

\/x—2-\/i—\/2—2-\/i’_‘\/:c—Qw/i‘_\/m.\/g
|z — 2] o Jz—2] (Vo —2)2

t
=4/ — — .
xr—2 oo

Da vart x — 21 far vi att var kvot — +o0, detta medfsr att det inte existerar
nagot L och vi har inget Lipschitzvillkor. Dock likt Exempel 6.1 kan det, trots
att vi inte uppfyller Lipschitzvillkoret, finnas 16sningar till ovanstaende ODE.
Till skillnad fran Exempel 6.1 har vi en fragestéllning om det existerar en entydig
16sning och dérav fortsitter vi med att férséka berikna ut en eller flera 16sningar
till var ODE. Dock kan vi konstatera att vi ej har en existerande entydig 16sning
dér vi kan anvianda oss av Sats 5.3 eller Sats 5.4.

Vi fortsdtter med att kontrollera om var funktion dr kontinuerlig runt var punkt
(to,z0) = (9,2), vi siitter in vara grinser i var funktion f(t,z) = o —2 -/t
vilket blir £(9,2) = 0-+v9 = 0 vilket gar och vi kan anta att var funktion
dr kontinuerlig da den dr sammansatt av kontinuerliga funktioner och da den
ligger i definitionsméngden. Vi kollar &ven var forsta derivata och borjar med att
d(fc(l;’m)) = 2_\/% och vid var
punkt (9,2) dr funktionen odefinierad. Dock talar inte detta for att vi inte har
en entydig 16sning, sa vi fortsétter att berdkna och férsoka 16sa ut var funktion

x(t). Alltsa, vi har

derivera med avseende pa var variabel x. Vi far

%:\/xflx/i.
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Fortsdttningsvis dividera vi bada sidorna med +/x — 2 och far
da
/7.
v —2

Sedan integrerar vi med avseende pa t och far

\/th—/\[dté/\/ﬁ 2t;/2

dér ¢ dr var okidnda konstant. Vi fortsitter med vart VL, vilket blir med varia-
belsubstitution © = & — 2 och en integration med du att vi far

+c,

2t3/2

2-Vr—2=

+c.

Vi vill nu 16sa ut ¢ och sétter in vart villkor (9,2), vilket gor att vi har

2-9%/2 227
2-V/2-2= 3 +c:>O=T+c<:)c=—18.
Vidare séitter vi in vart ¢ i var ekvation och 16ser ut var funktion z(t), enligt
2t3/2
2-Va—2 3 18.

dér vi 1oser ut var funktion enligt

t3/2 2
a(t) = (5 - 9) +2.
=5
Detta &r var losning for vart begynnelseproblem. Dock, da vi har en ensam
konstant adderat efter vart polynom skall vi kontrollera om vi har en extra
16sning. Alltsa,
z(t) =2 for V t.

Vi bérjar med att anta att detta stimmer och deriverar var funktion x(¢) med

avseende pa t. Vi far %2) = 0, och vi siéitter da in var derivata i vart begynnel-
sevirdesproblem, for att kontrollera om det fungerar och far:

0=z -2Vt
Vi sétter in vart villkor (9,2) vilket gér att vi har

0=v2-2-V/9=0-3=0
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och detta &r okej. Alltsa har vi visat att vi har tva 1osningar till detta ODE-
problem och dérav uppfylls inte entydigheten.

Exempel 6.3. I vart sista exempel skall vi utga fran Exempel 4.1 med ett
adderat villkor, dvs. vi har ett begynnelsevéirdesproblem

) =a—k- z(t)
z(0)=0

och till skillnad fran vart Exempel 4.1 begransar vi oss till fallet da k& # 0 och
a > 0. Existerar det en entydig 16sning och i sadana fall vad &dr den?

Till en borjan vill vi kontrollera om funktionen &r Lipschitzkontinuerlig. Vi
sétter upp vart Lipschitzvillkor enligt Exempel 5.2 och om vi antar att vi har
ett L gor det att vi kan skriva

|f(t7$) - f(t’y)’

<L
lz —y

Vi vill nu kontrollera om det existerar ett L, véljer vara tva punkter till (¢,x)
och (0,0) och far att

D& k &r en konstant kan vi sidtta L = k och Lipschitzvillkoret uppfylls. Vi
fortsdtter med att forsoka l6sa vart begynnelsevirdesproblem och borjar med
att dividera bada sidorna med a — k - . Samt véljer vi hirifran och framat att

bendmna derivatan som Z—f och far
dx
dt _ 1
a—k-x

Vidare integrerar vi bada sidor med avseende pa t och far

dx
= dx
_dt — 1 [ —
/a—k-xdt / dt & P — t+c

dér ¢ dr var okéinda konstant. Vi antar att k& # 0 och for att berikna VL gor vi

variabelsubstitutionen ©u = a — k - x dar Z—Z =—k&der= ﬁ—’]‘e. Detta medfor att
vart VL blir ) ) In(u) In ko)
n(u nla—k-x
=z du=— = .
k/u v o %
Vi har da
In(a — k- x)
———— =t+e

Vidare sétter vi in vart villkor (0,0) for att fa ut var konstant ¢, hér antar vi
att a > 0 och far att

In(a)
@,
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Var 16sning blir da vi inkluderar ¢

_In(a—k-z) e In(a)
k N k-

Fortsdattningsvis multiplicerar vi bada sidorna med —k vilket ger
In(a — k-x) =1n(a) — k- t.

For att eliminerar var naturliga logaritm tar vi exponenten till e pa bada sidorna
och far att var ekvation blir

eln(a) a

a—k-v=—.

In(a—kz) __ ln(a)—kt L —
e =e >a—k-x= okl ok

Vi subtraherar a samt dividerar med —k fran bada sidorna och far var funktion
x(t) till

okt — @ a a
W= T e T TE

_ 4 okt

Tk ok

och vi har nu 16st vart ODE och visat att det existerar en entydig 16sning.
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7 Granskning av en Gymnasiebok

Till sist skall vi utifran det vi har lart oss tidigare om ordinéra differentialekva-
tioner samt om existensten och entydighet av I6sningar granska vad som lars ut
i borjan av introduktionen till differentialekvationer. Vad &r det vi far veta och
vad dr det som utesluts i jamforelse med annan litteratur om differentialekva-
tioner?

Den storsta skillnaden nér det kommer till litteratur om differentialekvationer pa
hogre niva och denna kurslitteratur for gymnasiekurs 5 &r att det inte beskrivs
om en differentialekvation #r losbar eller inte. Det forklaras inte pa ett tydligt
satt att det existerar icke losbara differentialekvationer, eller att man kan skriva
om differentialekvationer av hogre ordning till ett system av forsta ordningens
ODE. Malet med differentialekvationer i gymnasiekurser ar att kunna losa ut
dem, och att forsta standardlosningar. Kursboken ger en viss historisk kopp-
ling samt kopplingar till fysiken och verklighetsproblem som differentialekvatio-
ner kan anpassas till. Det framstar dven att ett av malen &r att kunna tolka
en verklighetstrogen text for att sjilv kunna skriva ned en differentialekvation
som passar till det intriaffade. Denna rapport hanterar ej differentialekvationers
l6sningar eller tar upp problem som har standardlésningar enligt vissa modeller
som kommer att beskriver mera tydligt hér nedan.

Om vi borjar med att se till hur gymnasieboken forklarar vad en differentialekva-
tion dr beskrivs det som en ekvation som har en obekant som &ven denne &r en
funktion och att det &ven innehaller den funktionens derivator [1, s.176]. Om
vi jamfor med var valda definition i borjan av denna rapport har den samma
innebord, dock en aningen forenklad och vi bor papeka att manga i gymna-
siealdern dnnu inte helt férstar hur ett samband och funktioner hor ihop. Boken
séger ddrav till viss del exakt det som kurslitteraturen pa hogre niva séger. Vad
en differentialekvation ar forklaras vialdigt kort och koncist utan vidare defini-
tioner eller férklarande exempel dér ldsaren sjélv kan utforska och komma fram
till hur en differentialekvation fungerar.

Gymnasieboken forklarar vidare att néir en differentialekvation endast innehaller
forsta derivator, och ingen hogre derivata, kallas det en differentialekvation av
forsta ordningen. Av [1, s.176] bendmnt ezempel 1 nimns delvis exemplen:
y' =2,
3y —2y=0.
Likt det vi tar upp i denna rapport ndmns det i gymnasieboken [1, s.176] att

differentialekvationer kan ha olika ordningar. Exempelvis beskriver texten att
differentialekvationer av andra ordningen kan se ut som nedan fran ezempel 3
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pa s.176

Virt att notera #r att det finns tva skillnader i hur variablerna gestaltas i
gymnasieboken jamfort med i bade denna rapport och viss kurslitteratur som
anvénts. I gymnasieboken anvinds y som den obekanta funktionen och x som
den sjélvstdndiga variabeln, i jamforelse med denna rapport som istéllet anvand-
er x och t. Denna skillnad har ingen stor betydelse da bada kan anvéindas och
dr ritt. Aven, beskriver inte gymnasieboken nagot om vektorviirda funktioner
eller att en obekant funktion kan ha flera variabler och att det existerar partiella
differentialekvationer och ordinéra differentialekvationer.

Vidare ldsning gor att vi kan fa en jamforelse mellan hur man skall 16sa en
differentialekvation och hur man ténker med en vanligare andragradsekvation
[1, s.177], vilket &r i stora drag det som elever pa den nivan tidigare varit bekant
med och &r dédrav en viktig jamforelse for att skapa forstaelse. Vidare far vi &ven
reda pa att en differentialekvation har en partikulérlosning och en allménldsning,
medan i denna rapport letar vi efter en entydig 16sning och det &r med hjilp av
att vi har ett begynnelsevillkor vi har en entydig l6sning. Dérav har vi i detta
arbete, utan att ndmna vid namn syftat pa en partikuldrlosning till vara ODE.
Att differentialekvationer har begynnelsevillkor ndmns, och specifikt av andra
ordningen da dessa kan ha tva olika variabler som behéver 16sas. Vidare beskrivs
inte ytterligare om begynnelsevillkor och att inte alla differentialekvationer kan
16sas.

Fortséttningsvis far vi ldsa om hur man kan stélla upp och koppla differentia-
lekvationer till verkliga situationer, eller med andra ord hur differentialekvatio-
ner kan anvindas i modeller av verkliga situationer [1, s.178]. I denna rapport
ovan beskrivs det inte hur ODE eller endast allmént om differentialekvationer
hur dessa anvinds i verkligheten. Denna rapport som skrivits hanterar inte dess
anvéandningsomrade eller forklarar inte genom verkliga situationer differentia-
lekvationer, utan det dr matematiska och teorin bakom ODE som har fokuserats
pa. Exemplet som gestaltas handlar om ett fysikaliskt fall, dar fragestdllningen
handlar om hur en differentialekvation skall stéllas upp och tolkas. Exemplet
och uppgiften ser ut som foljande:

e Vi har en patient som skall fa medicin intravenost, dar dosen ar konstant
och definieras av den valda substansen pa a mg/h.

e Var uppgift dr att stiilla upp en matematisk modell for en halt y(¢) av den
valda substansen i blodet som beror av tiden ¢ timmar.

e Vi kénner till att var valda substansen avtar med en hastighet proportio-
nell mot var halt i patientens blod.
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Utifran ovanstaende tre punkter far vi en differentialekvation som vi kinner igen
och den skrivs i gymnasiebokens fall sasom

Y'(t) =a—k-y(b).

Vidare forklaras det i gymnasieboken hur denna differentialekvation skall tolkas,
vilket &r att foréndringen i halten y(¢), vid en specifik tidpunkt ¢ dr ekvivalent
med skillnaden mellan den hastighet som var substans bryts ned och den has-
tighet som var substans tillfors i patienten.

Vi far dven ett begynnelsevillkor eftersom vi kan tolka fran ovanstaende tre
punkter att vid tidpunkten ¢ = 0 &r halten y(0) = 0. Losningen till ekvationen
ndmns tidigare i denna rapport och visas i Exempel 6.3, men i sjidlva gymnasie-
boken beskrivs den bara och ldsare uppmanas att beréikna det sjélva. Losningen
ar:

Att Newton [1, s.179] hade en stor betydelse fér det matematiska omradet diffe-
rentialekvationer ndmns kortfattat, da en koncis biografi om att Newtons bidrag
for fysiken och just hans arbete mellan sambandet av funktioners foréndringar
och andra storheter, med vilket forklaras handla om differentialekvationer. Vi-
dare beskrivs dven Newtons forsta, andra och tredje lag.

Att vi for att kunna l6sa en differentialekvation kan behéva ha kunskap om vad
en primitiv funktion dr gar inte ldsaren forbi [1, s.180], da det beskrivs genom
exempel hur primitiva funktioner kan anvindas for att fa fram en speciell 16sning
och en allmén 16sning.

Differentialekvationer av forsta ordningen kan bland annat skrivas pa formen
Yy +ay =0 [1, s.184-188], vilket vi tidigare i Kapitel 4 benfimner som en linjér
homogen differentialekvation. Gymnasieboken ndmner att en ekvation kan 16sas
exakt och att numeriska metoder anvénds. Det beskrivs dven att vid vissa diffe-
rentialekvationer finns det en antydan om att vi inte alltid med sékerhet kan siga
att samtliga l6sningar har funnits. Vidare beskrivs det da med hjélp av exempel
att det kan finnas obegriansat med losningar och att det finns tillfillen da samt-
liga 16sningar innefattas. I gymnasieboken beskrivs det som att om det existerar
en fullstdndig 16sning till en differentialekvation bendmns den som den allmdnna
losningen, och dar den speciella 16sningen bendmns partikuldriésning. En inho-
mogen ekvation ér istéllet en ekvation som kan skrivas pa formen 3’ +ay = f(x),
och denna form har inte explicit ndmnts tidigare i rapporten. Formen vi valde
att forklara den homogena ekvationen var ekvation (4) dér r(t) = 0. Denna
formen ar mer allméngiltig och giller for differentialekvationer av ordning n,
istéillet for forsta ordningens ekvationer sasom gymnasiebokens forklaring och
notation.

Léngre fram i boken kommer ett avsnitt om just riktingsfiilt [1, s.191] dér det
beskrivs att for simpla differentialekvationer kan det séttet anvdndas som nu-
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merisk metod for att l6sa ekvationen. Detta for att gradvis ta sig till Fulers
stegmetod [1, 8.196-197] som ej anvénds i denna rapport. Dock gar det att kon-
statera att Eulers stegmetod &r den simplaste metoden av Picards metod som
anvénds i beviset till vara Satser 5.3 och 5.4. Eulers stegmetod giller for forsta
ordningen, eller i var rapports fall vid n = 1, och kréver att vi har ett begyn-
nelsevirdesproblem. Tangenten anvinds och lutningen k beridknas mellan tva
punkter. Det ndmns i gymnasieboken att Leonard Eulers stegmetod krivde
vildigt sma intervall av lutningen for att ge en bra approximation, men att
under 1800-talet borjade det kridvas béttre och mer specifika approximationer
vilket det gar att anta Picard hjilpte till med.

Slutligen har gymnasieboken ett avsnitt om differentialekvationer och matema-
tiska modeller [1, s.198]. Att verkliga situationer kan tillimpas och anvéinda sig
av differentialekvationer som modell for att forklara och beskriva framst nagon
forandring over tid, dock poéngteras det att en matematisk modell sasom bland
annat differentialekvationer ar en forenkling av verkligenheten och kan darav
inte riktigt gestalta den fulla sanningen.
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8 Avslutning

I vart avslutande kapitel skall vi kortfattat sammanfatta vad denna rapport har
kommit fram till och ndmna de viktigaste bitarna.

Vi kan borja med att konstatera att vi i Kapitel 1 gav en kortfattad kopp-
ling till tre olika arhundraden av framstaende matematiker och deras karridrer
utover deras arbeten med differentialekvationer. Isaac Newton ndmns som en
av foregangarna inom omradet, dock #r det forst i borjan av 1800-talet som
begreppet differentialekvationer uppkommer och som koppling till denna rap-
port var det Augustin-Louis Cauchy som beskrev begynnelsevirdesproblemet
som sedan Emile Picard 16ste. Samt var det Rudolf Lipschitz som definierade
Lipschitzkontinuitet som &r en av villkoren fér vara tva satser, specifikt Sats 5.3
och Sats 5.4, och dédrav ofantligt viktig fér denna rapport.

I Kapitel 3 definierade vi de begrepp och satser som betonas och aterges i bade
Kapitel 4, 5 och 7. Allt for att skapa en tydligare och forstaelig rapport.

Kapitel 4 gav en sammanfattning inom omradet ordinédra differentialekvationer
med bade viktiga begrepp och visar pa olika former av ODE. Hér visar vi dven
med Exempel 4.1 hur en ODE kan se ut och forklarar vilken form den gestaltar.
Det viktigaste vi tog med oss dr omskrivningsmetoden (5) samt Exempel 4.2
som visar pa varfor vi kan anvidnda vara Satser 5.3 och 5.4 for vektorvérda
funktioner, ett begrepp som beskrivs i Kapitel 2 men forst i inledningen till
Kapitel 5 visas dess betydelse for rapporten.

Denna rapports viktigaste kapitel, som namngav denna rapport, ar Kapitel 5
och hér introducerade vi Sats 5.3 och Sats 5.4 samt bevisade dessa. I inledningen
till kapitlet ndmns det varfor dessa satser ar viktiga, vilket dven antyds i Kapitel
7, och det &r just for att differentialekvationer, som kan anvindas som modeller
for verkliga situationer, ofta vill efterstriva en 16sning. Vi vill ha en ODE som
har en existerande och entydig l6sning fér att dessa skall kunna anvéndas i
verkliga situationer dar vi endast vill ha ett svar eller en mojlighet. En ekvation
sasom i Exempel 6.2 kan gora att det finns flera ritta svar och om det dr en
situation som exemplet fran Kapitel 7 [1, s.178] vill man inte ha mer &n ett ritt
svar eller ekvation. Har definierades dven Lipschitzvillkoret och vi visade genom
Exempel 5.2 hur det kan tillimpas pa funktioner.

For att knyta ihop vara Kapitel 4 och 5 har vi for Kapitel 6 givit tre olika
exempel pa ODE:s. Har visade vi, tvartemot Exempel 5.2, ett Exempel 6.1 som
inte uppfyller Lipschitzvillkoret och vi kan da inte avgéra om Exempel 6.1 har
en entydig 16sning. Med Exempel 6.2 visade vi istéillet att vissa ODE kan ha
mer #n en 16sning, vilket medfoljer att vart krav pa entydighet inte uppfylls.
Kapitlet avslutas med Exempel 6.3 som &r ett begynnelsevirdesproblem som
bade uppfyller Lipschitzvillkoret och har en existerande entydig l6sning. En
16sning pa det problem som forst ndmns som Exempel 4.1 och som i Kapitel
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7 beskrivs i detalj fran gymnasieboken Matematik 5000 Kurs 5 Bla lirobok [1,
s.178].

I avslutande Kapitel 7 granskades en gymnasiebok och ett aterkommande exem-
pel, vilket ndmndes i ovanstaende stycke, fick en avslutning och en anknytning
till en verklig situation tagen fran gymnasieboken gjordes. Tydligt framkom
ifran granskningen att gymnasieboken hela tiden aterkom och forsdkte anpas-
sa alla differentialekvationer till verkliga situationer, vilket tydligt mérks i alla
uppgifter som presenteras i boken. Dock ndmns inte ODE och tydligheten kring
existens och entydighet &r inte framstaende, dock &r litteraturen gjord for en
gymnasieelev.
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