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Abstrakt
| dagens matematik &r det plantrigonometrin som star 6ver sin sfariska motsvarenhet. Men
detta har inte alltid varit fallet, fram till mitten av 1900-talet var det istéllet den sfariska
trigonometrin som dominerade klassrummen. Den har uppsatsen kommer behandla den idag
nastan bortglomda sfariska trigonometrin. Vi ska ga igenom dess uppkomst och utveckling
fran antiken Grekland fram till nutid. Vi kommer dessutom diskutera nagra av dess

tillampningar inom astronomi och navigation.
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Inledning

Om man tittar i en av matematikbdckerna som dagens elever studerar finner man inte ens en
ndmning av sfarisk trigonometri, detta har dock inte alltid varit fallet. Den sfariska
trigonometrin har genom tiden setts som storebror till plantrigonometrin som dagens elever
far lara sig. Den kom fram som ett verktyg for att lokalisera stjarnor och himlakroppar pa
himmelen, och var levebrodet at otaliga sjomén som navigerade pa Gppet vatten. Faktum ar att
sa ndra i tiden som 1950-talet var det en stor del av skolundervisningen. Men daromkring blev
den gradvis allt mindre popular och var oftast bara med som den sista sektionen i textbocker
som frdmst behandlade plantrigonometri. Varfor detta skifte skedde skulle mycket val kunna
vara ett uppsatsamne i sig sjalvt men vi ska inte intressera oss sa mycket om varfor. Det vi ska
gora i denna uppsats dr att undersoka och upptacka den sfariska trigonometrin igen, fran dess
fodelse i antikens Grekland genom den islamiska guldaldern och slutligen dagens sfariska
trigonometri med uppkomst i Skottland. Vi ska ocksa intressera oss en del av olika
tillampningar inom den sfériska trigonometrin, med dess historia kommer dessa handla om

astronomi och navigation.

Nodvandiga definitioner

Sfaren

Innan vi borjar med sjalva trigonometrin maste vi dock gdra en del definitioner och vi borjar
som sig bor med sfaren i sig. En sfar ar ett perfekt runt geometriskt objekt i R3. Likt cirkeln i
R? &r en sfar mangden av punkter i rummet R3 som alla har samma avstand r fran centrumet,
detta r kallar vi for radien. For att underlatta rakningarna senare kommer vi ocksa satta var
sfars radie till r = 1. Var sfar definierar vi saledes som:

52 ={(x,y,2) € R*|ld((x,y,2),0) = 1}

Storcirkel

Pa en sfar finns det uppenbarligen inga rata linjer i den mening som galler for plangeometri,
den sfariska geometrin &r namligen ett exempel pa en icke-euklidisk geometri. Men vi vill
garna ha ett substitut for réata linjer pa sfaren. Detta hittar vi i storcirklarna, dessa cirklar
definieras som ett snitt mellan sfaren och ett plan som gar igenom sfarens centrum. Alla
storcirklar har saledes samma centrum och omkrets. En viktig egenskap for storcirklar &r att
det ar via dessa vi far den kortaste vagen mellan tva punkter pa ytan av sfaren. Nar vi
sammanbinder tva punkter med en storcirkel far vi tva olika langa cirkelbagar, en langre och

en kortare, den kortare av dessa ar da den kortaste vagen mellan vara tva punkter pa sfaren.



Om vi istéllet skulle ha tva antipodala punkter, med andra ord exakt motsatta varandra, far vi
tva cirkelbagar som &r lika langa. Dessutom sa finns det oandligt manga storcirklar som
sammanbinder punkterna. En annan egenskap vi ska namna &r att varje par av storcirklar skar

varandra i exakt tva punkter.

Trianglar pa sfaren

Det finns tva olika sorters trianglar pa sfaren som vi kommer intressera oss av. Den forsta av
dessa, den sfériska triangeln, &r en figur som formas pa sfaren av tre storcirkelbagar som
korsar varandra i tre punkter. Den andra, den poléra triangeln, ar associerad med en sférisk
triangel pa foljande sétt: For den sfariska triangeln ABC betrakta storcirkeln som innehaller
strackan BC. Denna storcirkel ligger i ett plan som gar genom sfarens mittpunkt. Normalen
till detta plan i mittpunkten kommer att skéra ytan pa sfaren i tva punkter, vi véljer den punkt
pa samma sida som punkten A. Denna punkt kallas for polen av A och noteras som 4.
Punkterna B’ och C’ definieras pa samma sétt. Hornen i den polara triangeln A°B’C’ ar alltsa

polerna till de motsatta sidorna i ABC.

Figur 1

Om det skulle vara sa att tva av vara punkter ar antipodala far vi direkt problem. Eftersom var
sfariska triangels sidor &r storcirklar sa spelar det ingen roll var vi satter var tredje punkt, de

kommer namligen alla tre hamna pa samma storcirkel och vi far ingen triangel alls.



Avstand pa sfaren

Om punkterna A och B &r tva icke-antipodala punkter pa sfaren &r det kortaste avstandet
mellan dessa langden pa den kortare av storcirkelbagarna som sammanhanger dem. Eftersom
storcirkeln ligger i ett plan kan vi anvanda figuren nedan som visar en cirkelsektor i planet.

Léangden av en cirkelbage far vi fran att dividera medelpunktsvinkeln med 27 och

Figur 2

multiplicera detta med cirkelns omkrets. Det vi gor da ar att vi forst raknar ut andelen av hela

omkretsen for att sedan multiplicera detta med den faktiska omkretsen. Ur detta far vi b =

% 2nr = ar, och eftersom var sférs radie ar 1 sa ar avstandet mellan tva punkter pa sfaren

lika med vinkeln mellan punkterna vid sfarens centrum.

Kort om det geografiska koordinatsystemet

Da vara tillampningsexempel bygger pa navigering maste vi kort ga igenom
koordinatsystemet som anvands varlden éver. En position pa jordytan beskrivs av tva vinklar i
mittenpunkten av jorden. For detta forutsatter vi att jorden ar klotformad. Dessa vinklar méts
vanligtvis i grader, minuter och sekunder beroende pa hur noggrann man vill vara, vi kommer
dock anvénda oss av decimaler. Latituden ar vinkeln som uppméts mellan den befintliga
positionen och ekvatorn. Latituden har véarden fran 0° vid ekvatorn till 90° vid polerna. For att
beteckna vilket halvklot vi befinner oss pa anvands N och S som norr respektive syd.
Longituden &r vinkeln som uppmats mellan positionen och nollmeridianen som passerar

genom Greenwich i sydostra London. Dessa vinklar gar fran 0° till 180° at bade vast och 6st



med beteckningarna W och E. I bilden nedan illustreras latituden med ¢ och longituden med

A
p=00°

A=0" | A=180°

h=00" A=-180° =0

p=0°

Antiken

Vi ska borja var resa genom den sfariska trigonometrin tva arhundraden efter trigonometrins
fodelse. Fadern till trigonometrin, Hipparchus av Rhodos, kommer vi inte prata mycket om av
den enkla anledningen att vi inte vet mycket om honom. Vi vet att han féddes omkring 190
f.Kr i Nicea (idag, nordvastra Turkiet) och att han var en framstaende matematiker och
astronom. Om hans faktiska arbete vet vi dock valdigt lite, det vi vet kommer fran referenser
fran andra verk. Ett av dessa var Klaudios Ptolemaios (2:a arhundradet) som beskriver

somliga av Hipparchus bedrifter i sitt storslagna verk Almagest.

Menelaos sats

Just Almagest kan vi tacka for det mesta av var kunskap om den forntida grekiska astronomin.
Nagot som vi kommer se igen nu nér vi gar vidare till Menelaos av Alexandria. Precis som
med Hipparchus sa vet vi véldigt lite om Menelaos, det vi vet ar att han troligtvis levde i Rom
sent under det forsta arhundradet e.Kr. An en gang sé har vi Ptolemaios Almagest att tacka for
detta da han skriver om nagra observationer som Menelaos gjorde dar. Mycket av Menelaos
skrifter har gatt forlorade men som tur &r inte den som berdr oss. Menelaos Sphaerica éndrade
helt synen pa den matematiska sfaren genom att faktiskt kunna berékna langder. Menelaos var

inte den forsta som skrev om sférens geometri, flera bocker om &mnet fanns redan den mest



kénda av Euklides sjalv (Phaenomena). Men ingen av de tidigare bockerna kunde berékna
langder pa sfaren av den enkla anledningen att trigonometrin inte var uppfunnen an, Menelaos
andrade pa allt detta i Sphaerica. Sphaerica bestar av tre bocker men vi ska bara behandla den
sista av dessa dar han introducerar vad vi idag kallar for Menelaos sats. Vi ska borja med att
titta pa Menelaos sats i planet innan vi tillampar den pa sfaren. Menelaos uttrycker satsen som
foljer: “If the three sides of a triangle are crossed by a straight line (one of the sides is
extended beyond its vertices), then the product of three of the nonadjacent line segments thus

formed is equal to the product of three other line segments.” (Encyclopadia Britannica).

Figur 4

Med dagens algebra kan vi skriva detta som CE - AD - BG = AE - BD - CG. Vi kommer dock

AD AE CG

behandla satsen pa formen — = — * —. For att bevisa satsen har vi dragit en linje CF
DB EC GB

parallell med EGD, da ar AFAC ~ ADAE och ACBF ~ AGBD. Vilket ger oss att

AD _AD FD _ AE CG
DB FD DB EC GB

Vi ska nu anvanda Menelaos sats i planet for att bevisa satsen for sfaren, detta kommer ske i
flera steg sa vi ska borja med figur 5. | figuren kanner vi igen den tidigare konfigurationen i
de streckade linjerna med triangeln ABC och den raka linjen ED som korsar triangeln. Denna
ligger nu inuti en sfar med punkten I som sfarens centrum. De heldragna kurvorna &r
cirkelbagar pa sfaren, Vi ska ocksa lagga marke till att punkten D ligger i sfaren medans
punkten E ligger utanfor. En sista observation vi ska gora ar att bdgen AHB 4r 90°, detta da
Menelaos behdvde tva fixa punkter pa den himmelska sfaren. Som vi kommer se senare gor

denna konfiguration manga av rakningarna vasentligt enklare. Tillbaks till figuren nu sa kan



den uppmarksamme nu se att de streckade linjerna verkar motsvara cirkelbagarna, vilket ar
precis det vi vill &. Alltsd motsvarar linjen ADB bagen AHB, ACE motsvaras av ACJ och

CGB motsvaras av CFB.

Figur 5

Vi har nu tre cirkelbadgar men dessa ar inte alla lika. For bade AHB och CFB ér de
motsvarande linjerna kordor i sfaren medans for ACJ sa &r kordan delvis inuti sfaren och

delvis utanfor. Vi kommer lésa bada dessa problem pa samma satt, med ett tvarsnitt. Detta
leder oss till varat forsta lemma, for kordorna inuti sfaren.

L A 1 figur 6 galler: A8 = SIN@
emma A: | figur 6 galler: - =

Figur 6



Bevis: Projicera A och B vinkelratt pa den vertikala diametern. De tva streckade linjerna har
langderna sin a respektive sin g, eftersom cirkeln har radien 1. De tva trianglarna ar dessutom

likformiga eftersom motsvarande vinklar ar lika stora sa forhallandet haller.

| vart andra fall da kordan &r delvis utanfor sfaren ser tvarsnittet ut som féljande:

-
-
-
-

sin a

Q

Figur 7
. o AC sina

Lemma B: | figuren ovanfor galler: — = —
AB sinf

Bevis: Projicera B och C vinkelratt mot den horisontella diametern. Lemmat foljer direkt av
att de tva vinkelrata trianglarna ABB’ och ACC’ ar likformiga, igen pa grund av att

motsvarande vinklar ar lika stora.

Det ar nu antligen dags for Menelaos sats. Lemma A och B har visat att varje forhallande i

Menelaos sats i planet kan ersattas med sinus av respektive bage, vi drar slutsatsen att:

sin AB sin AE sin DF
Menelaos sats Ai — = — —.
sinCB SInED sinFC

Da vi har kallat satsen for sats A ar det logiskt att tanka att det borde finnas en sats B, vilket

det ocksa gor. Ptolemaios definierar och anvander en andra sats i AlImagest, han bevisar den



dock inte och det gor oss veterligen inte Menelaos heller. Vi ska daremot gora det, och vi ska

anvéanda oss av den forsta satsen. Just detta bevis kommer fran Thabit ibn Qurra, en arabisk

Figur 8
matematiker och astronom som levde och arbetade under andra halvan har 800-talet.
Vi kénner igen samma konfiguration som tidigare, men vi har forlangt CA och CD for att ge

oss tva halvcirklar. C och X ar saledes rakt motsatta varandra pa sfaren. Detta ger oss tva
konfigurationer, EDABCF och XABFED. Om vi nu anvénder sats A pa XABFED far vi

sin AB _sinE/'B sin DF
sinAX sinEF sinDX

Men d& CBAX ér en halvcirkel far vi, sin AX = sin(180° — AC ) = sin AC. P4 samma sétt

far vi att sin CD = sin DX. Med substitution och en del omflyttningar slutar vi i:

sinAC _ sinCD sinEF
sinAB  sinDF sinEB’

Menelaos sats B:

Dessa tva satser har haft flera olika namn, ”Regula sex quantitatem” eller ”Satsen om de sex
kvantiteterna” ar ett namn som forklarar sig sjélv, i den arabiska varlden har den kallats fér
sektorfiguren eller transversalfiguren. De ar ocksa kéanda som “disjunction” och

“conjunction”, for att illustrera varfor ska vi simplifiera formen de ar angivna pa (figur)



. . sina sin(c+d) sing
Disjunction: — = - "=
sinb sind sinh

sin(a+b) _ sin(g+h)  sinf

Conjunction: —; - - .
sina sing sin(e+f)

Figur 9

Namnen kommer fran vansterleden i ekvationerna, i “disjunction” éverlappar inte bagarna a

och b varandra medans i “conjunction” gor de det.
Ett sista satt att uttrycka satserna ar att skriva dem pa formerna:

sinAE sin DF sinCB
— — — = 1 och
sinED sin FC sin BA

sinCA sin BE sinF‘T)_l
sinAB sinEF sinDC

Pa bada dessa former kan man ga igenom konfigurationen utan att passera samma bage tva
ganger. (Utan att rdkna med de ganger man passerar en hel cirkelbage). | forsta fallet gar man

alltsa genom punkterna i ordningen: AEDFCBA.



Medeltiden

Under de nastkommande 900 aren var Menelaos satser astronomers standardverktyg for att
l6sa problem. Men under den muslimska guldaldern, runt det forsta millennieskiftet, skede
vad man nastan skulle kunna kalla fér en revolution inom &mnet. Ironiskt nog var det faktiskt
tack vare Menelaos sjalv som den uppkom. | bok tre i Menelaos Sphaerica anvander han sin
sats for att komma fram till ett antal av andra resultat som skulle leda fram till dessa nya
tillvagagangssatt inom den sfariska trigonometrin. Anledningen till att man kom fram med
nya satser nar man redan hade Menelaos tva fullt anvandbara satser var pa grund av deras

komplexitet. Dessa nya satser havdade att de bade var lattare att komma ihag och att anvanda.

Satsen om de fyra kvantiteterna

Detta leder oss da fram till den forsta av vara nya satser, Satsen om de fyra kvantiteterna. Da
Menelaos sats dven kallades Satsen om de sex kvantiteterna, kan man utan stérre problem
tanka sig vad skillnaden kommer vara mellan dessa. Det fanns flera upphovsrétthavare till
denna sats, en av dessa Ab( Nasr Mansar ibn Ali ibn Irag (960 — 1036) foreslog satsen i sin
bok ”The Book of the Azimuth”. Originaltexten finns inte kvar idag utan vi vet detta tack vare
ett citat fran en annan bok ”Keys of astronomy”, skriven av Abl Nasr Mansars elev, Al-
birGini. Satsen baserar han pa figur 10 som har samma forutsattningar som Menelaos

konfiguration, namligen att AC, FB och FC &r 90° och ser ut som féljande:

Figur 10



Satsen i sig uttrycker han som foljande:

_ sinBD  sinAD
Satsen om de fyra kvantiteterna: —— = ——.
sin CE Sin AE

Beviset foljer av att tillimpa Menelaos sats B pa figuren ovan som ger:

11 sin AD
sinCE sinBD sinAE

Vilket vi enkelt kan skriva om pa formen som satsen ar angiven pa genom att dividera leden

1 ) sinBD  sin4D o
med —— vilket ger 0ss: ——— = ————=. Genom att lyckas gora sig av med en av
sin BD sin CE Sin AE

kvoterna fran Menelaos blev “’Satsen om de fyra kvantiteterna” mycket enklare att arbeta
med, och astronomer runt om i vérlden var inte sena med att ga over till detta nya

tillvagagangssatt.

Den sfariska sinussatsen

Men vi &r inte riktigt klara &n, annu en sats skulle komma fram fran de arabisk talande
forskarna. Satsen i fraga, som manga sakert kanner igen fran dagens matematik, ar
sinussatsen, dock sa ska vi i till skillnad mot dagens gymnasieelever sjalvklart jobba med den
sfariska versionen av sinussatsen. Precis som med “Satsen om de fyra kvantiteterna” sa fanns
det flera upphovsrattshavare, Ab(i Nasr Mans(rs var aterigen en av dessa. Men vi ska studera
en annan astronoms bevis av satsen. Aba al-Wafa Biizhjani var en persisk matematiker och
astronom som bland annat ar kand for att ha introducerat tangens, sekant, cosekant och
cotangens i astronomin. Men vi dr som sagt intresserade av hans bevis for den sfariska

sinussatsen.



Figur 11

I figur 11 Iat C projicera vinkelratt pa den motsatta sidan mellan A och B i D, vi drar alltsa
CD vinkelratt mot storcirkelbdgen AB. L&t EZ vara ekvatorn till polen A, och 1&t AT vara
ekvatorn for pol B, samt forlang sidorna i originaltriangeln AABC till de bada ekvatorerna
som figuren visar. Vinkeln fran polerna till ekvatorerna kommer alltid vara rata, detta
eftersom en vinkel mellan tva storcirklar fas av vinkeln mellan de tva planen av cirklarna. |
detta fallet har vi tva plan dar det ena planet gar genom den andras pol, alltsa ar vinkeln
mellan dessa plan 90° och vinklarna ar rata. Ocksa vart att namna ar att for sinus A4, B och C i

berakningarna nedan menas da vinkeln mellan de relevanta storcirkelbagarna.

Vi kan nu applicera ”Satsen om de fyra kvantiteterna” pa de tva konfigureringarna som bada

innehdller CD, forst for ACZED far vi:

sinCD sinEZ _
. = ——— eller sinCD = sinA - sinb.
sinb sinAZ

Och for BCTHD far vi:

sinCD sinTH _
- = ——— eller sinCD = sinB - sina.
sina sinTB




Da vansterleden &r lika maste dven hogerleden vara det och med lite omflyttande hamnar vi
slutligen i:

sina sinb

sinA sinB’

Men vi skulle ha kunnat borja med A eller B ocksa, inte bara C. Om vi till exempel hade

sinb sinc

applicerat detta tillvagagangssatt pa A skulle vi sluta i — = ——. Kombinerar vi dessa
sin B sinC

resultat hamnar vi till slut med:

sina sinb sinc

Den sfariska sinussatsen: — = — = —.
SIn A sin B sinC

I till skillnad mot “Satsen om de fyra kvantiteterna” sa &r den sfariska sinussatsen generell,
den gar alltsa att applicera pa vilken sfarisk triangel som helst, utan nagon komplicerad
konfiguration. Trots detta blev satsen inte popular omgaende, utan den anvandes bara i

speciella omsténdigheter. Det var forst senare under rendassansen som den skulle bli

populérare och anvéndas mer.

Tillampning av "Satsen om de fyra kvantiteterna”

For att illustrera ”Satsen om de fyra kvantiteterna” ska vi titta pa ett problem fran den
arabiska matematiken. Narmare bestamt fran Salah, den islamistiska bénen. Denna bon ska
forrattas fem ganger om dagen och ska genomforas vand mot Mekka, som reglerna

foreskriver. Det &r just riktningen vi kan hjalpa till med.

Vi kéanner till tva positioner, vi kan var lokala latitud ¢, samt latituden for Mekka ¢,, =
21.67°, vi har ocksa skillnaden i longitud A2 mellan ¢,, och ¢, . Vi véljer att sétta var lokala
position till staden Ghazna, idag Ghazni i 6stra Afghanistan. Ghazna var under det forsta
millenniumskiftet en av vérldens viktigaste stader, det var huvudstaden i det Ghaznavidiska

imperiet som bestod av dagens Iran, Afghanistan, Pakistan och flera lander i omgivningen.

Figuren som vi anvander ser direkt ner pa Ghazna i G. Dessutom ér alla linjer stora

cirkelbagar, dven den raka linjen mellan N och S som kallas for meridianen till Ghazna. En



meridian ar en storcirkel som gar igenom de bada polerna, i var figur motsvaras nordpolen av
P. Den yttre cirklen & Ghaznas horisont, storcirklar som binder samman Ghazna och dess
horisont ar alltsa 90°. Man kan ocksa se det som att horisonten &r ekvatorn till polen Ghazna.
N och S &r de punkter dar Ghaznas horisont och meridian skér varandra. M motsvaras av
Mekka och WM kopplar ihop Mekka med den vastra punkten pé horisonten samt med
meridianen. Till sist s & PMB meridianen till Mekka, och den horisontella linjen genom C &r

ekvatorn.

S

Figur 12

Latituden for Mekka kanner vi till sen tidigare och for Ghazna var den ¢; = 33.58°. Detta
betyder alltsd att GC = ¢, = 33.58° samt MB = ¢,, = 21.67°. Slutligen for skillnaden i
longitud som var k&nd som A4 = 27.37°. Skillnaden i longitud ar detsamma som vinkeln vid
jordens mittpunkt mellan de tva planen som vi far av meridianerna som gar genom Mekka
respektive Ghazna. Vi kan darfor utnyttja att var sfars radie &r 1 och f& BC = 27.37°.
Ekvatorn &r ju namligen en storcirkel med radien 1. En cirkelbage, i vart fall BC, har som vi
namnt tidigare langden ar dar a ar vinkeln vid cirkelns centrum. Nu kan vi starta med vara
utrdckningar som vi enbart ska utfora med hjélp av ’Satsen om de fyra kvantiteterna”. Vi

borjar med konfigurationen CAPMB:



sinPM sinPB sin(90° — @y) 1
— = — eller — = — )
sinMA sinBC sin MA sin A4

S4 sin MA = cos @, sin A, detta ger att MA = 25.29°. Vér andra konfiguration &r WMACB,

fran denna far vi:

sinWM sin WA ’ sin(90° — sin MA) 1
—— = — eller . = —
sin MB sin AC sin @y sin AC

—PM och AC = 24.11°. Detta ger dessutom att GA = GC — AC =

si
cos MA

Vilket ger att sin AC =

@, — 24.11° = 9.47°. Vi gar vidare med konfigurationen WMASD som ger:

sin WM B sin WA
sinMD  sin A4S

sin(90° — sin MA) 1
sin MD ~ sin(90° — sin GA)’

eller

S8 sin MD = cos MA cos GA, och MD = 63.10°. Den sista konfigurationen vi ska titta pa ar
GMDSA:

sinGM  sinGD

sin(90° — sin MD) 1
— = — ¢ =
sinMA sinDS

sin MA "~ sin DS’

ller

Alltsd ar sin DS = sin MA/cos MD, och DS = 70.79°. Detta ger oss svaret, 70.79° &r de
graderna vast om syd vi maste vanda oss for att vetta mot Mekka. Detta tillvagagangssatt ar
inte exklusivt for Mekka, vi kan anvanda samma metod for att bestdamma riktningen till vilken

plats pa jorden som helst sa lange vi kanner till platsens longitud och latitud.

Modern tid

Idag sa ser vi pa trigonometri som laran om samband mellan vinklar och sidor i en triangel.
Men fram tills nu har metoderna vi sett inte handlat om trianglar i sig, forutom den sfériska
sinussatsen har satserna vi gatt igenom mest behandlat cirkelbagar och foérhallanden mellan
dessa. Och sinussatsen var som vi vet inte populédr bland medeltidens astronomer. Men detta
skulle nu éndras tack vare den moderna trigonometrin. Faktum ar att var syn pa trigonometri
ar relativt ny, detta da potensen som vi ser i att jobba med trianglar i sig inte blev tydlig férran

matematiker hade i sin &go alla sex trigonometriska funktioner sa som vi kanner dom idag.



Forsta gangen som ordet trigonometri ens namns ar ar 1595 i Bartholomeo Pitiscus bok
“Trigonometria”. Vi ska nu alltsa flytta oss fran antikens Grekland och medeltidens islam till
Europa och 1600-talet. Och pa samma séatt som Islamistiska matematiker lyckades forenkla
Menelaos sats ska vi nu fa se en ytterligare forenkling. Detta nya tillvagagangssatt med
trigonometri och trianglar ar det satt vi finner i nastan alla moderna textbocker om sfarisk
trigonometri. Och det mesta blev systematiserat redan tidigt 1600-tal i Scotland av en man
som hette John Napier. Att forklara vilken typ av man John Napier var &r inte helt enkelt. Han
sag sig inte sjalv som en matematiker, dven fast han har flera matematiska upptéackter, mest
ként av dessa var logaritmerna som vi ska ta upp senare. Man kan &ven se honom som en
uppfinnare, han uppfann bland annat Napiers ben som var ett multiplikations verktyg. Han sag
sig sjalv som en stor teolog och protestant och hans forsta stora publikation uppmanade den
skotska kungen att std emot pave Clement VIl som han ansag vara antikrist. Napier var ocksa
valdigt intresserad av det ockulta och ansags av manga vara en magiker som sysselsatte sig
med alkemi och svartkonster. Men vi ar saklart intresserade av hans arbete inom den sfériska
trigonometrin. Hans intresse for sfaren var véldigt véltajmat, detta da den sfariska
trigonometrin skulle bli véldigt viktig for att kunna navigera haven. Det mesta av hans arbete
inom amnet hanvisar till ratvinkliga sfariska trianglar. Detta arbetssatt ar inte ett sa stor
begransning som man kan tro, vi kan ju géra om sneda trianglar till tva ratvinkliga trianglar
genom att dra en linje fran ett lampligt horn vinkelratt mot motsatta sidan. Vi ska dock borja

med ratvinkliga trianglar.

Den ratvinkliga sfariska triangeln identiteter

Vi ska folja de standarder som finns for ratvinkliga trianglar, némligen att C &r hdrnet dar den
ratvinkliga triangeln finns samt att anvanda gemena tecken for de motstaende sidorna. Sa ¢
kommer till exempel alltid vara var hypotenusa. Om vi nu tittar pa figur 13 sa kan vi
omvandla vara sidor a, b, och c till vinklar genom att dra en linje fran de tre hornen till
mittpunkten pa sfaren i O. Vinklarna vid O ar da lika med triangels sidlangder. For att fa fram
nya satser vill vi omvandla 24 och «B fran sfaren till planet. For att gora detta valjer vi en
punkt D pa OB och drar DE vinkelratt mot OC, efter det drar vi EF vinkelratt mot OA. Av
detta fOljer att DE &r vinkelrat mot EF, eftersom planet BOC é&r vinkelrétt mot planet COA,
och vi far en vinkelrat triangel ADEF inuti sfaren. Dessutom far vi tack vare detta trianglarna
AODE, AOEF och AODF, alla dessa ocksa ratvinkliga. Den noggranne anser sékert nu att vi
inte vet om vinkeln ZOFD faktiskt ar ratvinklig, sa vi ska ta och bevisa det. Detta gor vi med

hjalp av Pythagoras, betrakta OD var forhoppningsvis hypotenusa.



OD? = OE? + ED? = (OF? + EF?) + (DF? — EF?) = OF? + DF?.

Alltsd ar AODF en ratvinklig triangel och DF &r vinkelrat mot OA. Da FD och FE ar
vinkelrata mot OA sa ar «DFE lika med vinkeln mellan planen OAC och OAB, som i sin tur

ar lika med 2A.

Figur 13

Om vi nu applicerar lite trigonometri pa figur 13 kan vi héarleda hela sju olika formler som
géller for den ratvinkliga sfériska triangeln. For att hitta dessa ska vi understka de fyra hdrnen
i tetraedern ODEF. Varje horn sammanfogar tre linjesegment, vi ska vélja ett av dessa hdrn

och hitta ett trigonometriskt forhallande mellan tva av dess linjesegment, exempelvis vid O

_OF
COSC = 7.

Nu kan vi introducera det sista linjesegmentet pa foljande satt och tolka dessa férhallanden
som trigonometriska uttryck

_OF OE _
COSC—OE OD—COS cos a.



Vi kan finna tre till formler vid de andra tre hornen i ODEF:
sina = sin4 - sinc
sinb =tana - cotA

cosA =tanb - cotc.

Eftersom A och B &r tva godtyckliga vinklar sa finns det ingen egentlig matematisk skillnad
mellan dem, samma argument galler for a och b. Vi kan alltsa ta en liten genvag och helt

enkelt byta A mot B, och a med b for att fa tre fler formler.

sinb = sinB - sinc
sina = tanb - cotB

cos B = tana - cotc.

Vi har nu fatt fram de sju identiteter vi kan harleda fran var figur, men det finns tre till. Pa
grund av hur var figur ar uppbyggd kan vi inte fa fram de identiteter som innehaller bade A
och B. Vi skulle kunna arbeta algebraiskt med de sju formler vi redan fatt fram men vi ska
istallet utvidga var figur. Vi maste alltsa addera 2B till var figur, vilket vi kommer gora pa

samma sétt som med 2A.

Viélj en punkt G pa OA och dra GE vinkelratt mot OC, dra sedan EH vinkelratt mot OB och
sammanfoga triangeln AOHG. Pa samma satt som tidigare far vi att £B = 2EHG. Vara tre
olika plan innehaller nu flera olika likformiga trianglar som vi ritat upp separat i figur 15.
Dessa trianglar ar var nyckel till att hitta de tre aterstaende identiteterna. Vi ska borja med att
gora precis som forra gangen och hitta ett trigonometriskt forhallande mellan tva linjesegment
och introducera det tredje. Vi anvéander sen de likformiga trianglarna for att skriva om dessa

forhallanden med andra kénda vinklar. Vi borjar med punkten O igen och far:



_OF _OF OF EF EH_EF EH_
COSC=0D 0E 0D EG DE DE EG Coracote

Figur 14
E D D
/H‘q /ﬂ\
0 F G 0 E O F G
Figur 15

Det finns ytterligare tva identiteter som vi kan fa fram pa samma satt men vi avstar fran att

harleda dessa och konstaterar bara att de ar:

cos A = cosasinB och cosB = cos b sin A.

Vi har nu fatt fram de tio gallande identiteterna for den ratvinkliga sfariska triangeln

sinb =tanacotd sina = sinA4sinc

cosc = cotA cotB cosA = cosasinB

sina = tan b cotB cosB = cosbsind



cosA =tanbcotc sinb =sinBsinc

cos B = tanacotc cosc =cosbhcosa

Navigeringsproblem

Vi ska nu l6sa ett navigeringsproblem med hjalp av dessa tio identiteter, fragan ar foljande:
Ett skepp ldmnar New York (position, 40.73° N, 73.93° W) i C, och startar seglandes rakt
Osterut och fortsatter langs storcirkeln. Finn skeppets position och riktning efter det har seglat
1000 sjomil.

C:*_LL

=
B

Figur 16

Vart skepp startar med att segla rakt dsterut men dess riktning kommer gradvis andras at det
sydliga hallet langs storcirkeln. Den enda storcirkeln som man kan borja att segla rakt dsterut
langs och fortsatta att halla samma riktning ar saklart ekvatorn. Vi skapar var triangel genom
att satta ihop skeppets punk vid avresan med dess nuvarande position och Nordpolen, N
(figur). Da ar b = AC = 90° — 40.73° = 49.27°. Vi kan ocksa enkelt fa fram a eller CB da en

sjomil (1.852 km) motsvarar %" pa en storcirkel, alltsa &r a = CB = 16.67°. Detta ar allt vi

behdver for att fa fram skeppets latitud, komplementet till AB. DA vi har tva av triangelns

sidor kan vi anvanda oss av identiteten cos ¢ = cos b cos a. Ur detta far vi:



¢ = cos (cos49.27° - cos 16.67°) = 51.31°.

Sa skeppets latitud ar 90° — 51.31° = 39.69°. Om vi nu koncentrerar oss pa skeppets
longitud sa kan vi i figur 16 se att vinkeln 24 vid nordpolen motsvarar skillnaden i latitud
mellan New York och skeppets position. Vi kan hitta A med identiteten cos A = tan b cotc

vilket ger oss:

A = cos1(tan49.27° - cot 51.31°) = 21.55°

Sa skeppets longitud &r 73.93° W — 21.55° W = 52.38° W, vilket placerar oss i en bra bit ut i
atlanten. For att ta reda pa riktningen vi seglar igenom att l6sa ut vinkeln 4B, till detta tar vi
identiteten cos B = cos b sin A och far B = 76.13°. Eftersom vi vet att skeppet fardas norr-

syd betyder detta att vi seglar 76.13° dst om syd.

Napiers logaritmer

Dessa utrakningar som vi nu gjort ar inte svara med dagens hjalpmedel, vi kommer fram till
svaret med nagra enkla knapptryckningar pa miniraknaren. Men under John Napiers tid var
det lite svarare, det ar visserligen maojligt att rdkna ut de trigonometriska forhallanden vi gjort
for hand men det ar bade tidskravande och latt att géra misstag. Napier var dock den som
skulle &ndra pa detta, Napiers ben som vi namnde tidigare var ett forsok till att 16sa problemet
med krangliga multiplikationer men de blev snabbt svara att anvanda nar decimalerna blev for
manga. Napiers stora genombrott i &ndamalet att férenkla multiplikationerna var den simpla
observationen att produkten av tiopotenser kan hittas genom att addera exponenterna, det som
vi idag kanner till som en av potenslagarna a* - a¥ = a**¥. Napier kunde darfor spara tid
genom att skriva om faktorerna till tiopotenser, addera exponenterna, och rékna ut tio upphojt
till summan. Napier anvande dessutom detta for att konstruera de forsta logaritmtabellerna sa
att man slapp rakna om talen till tiopotenser manuellt. Detta kan lata besvérligt med dagens
metoder. Men under tidigt 1600-tal sparade detta valdigt mycket tid, helt enkelt pa grund av
att det &r mycket lattare att addera langa tal an att multiplicera dem. Saledes kom logaritmen
till, som for ett tal a ar den exponent x till ett givet tal med basen b maste upphdjas till for att
anta vérdet a. Napier slapp nu att jobba med multiplikationer vid berékning med de tio

identiteterna, dessa blev istéllet additioner sa som: log cos ¢ = log cos b + log cos a. Manga



av de logaritmtabeller som gjordes anvande sig just av logaritmer av trigonometriska
funktioner istéllet for logaritmerna sjalva pa grund av den sfariska trigonometrin. For att l6sa
problem som det vi gick igenom tidigare behdvde man alltsa bara leta upp och addera
logaritmerna av de trigonometriska funktionerna och hitta deras summa i tabellen och arbeta
sig bakat. Idag har vi inte nagon storre anvandning av logaritmerna for detta &ndamal utan vi
anvander dessa for helt andra saker, men historiskt sett har de haft en valdigt stor roll inom

den sfariska trigonometrin.

Trubbvinkliga och snedvinkliga trianglar

Parallellerna mellan den sféariska trigonometrin och dess motsvarighet i planet finns oftast
precis under ytan, &ven fast den inte alltid ar helt uppenbar. Vi har tidigare sett den sfariska
versionen av sinussatsen som anda sag relativt lik ut den plana versionen, men faktum ar att vi
ocksa har redan fatt fram den sfériska ekvivalenta framstéllningen av Pythagoras sats. Vi
finner den i en av de tio identiteterna, ndmligen cos ¢ = cos a cos b, denna &r dock inte lika
uppenbar som sinussatsen. Likheterna mellan den sfériska trigonometrin och trigonometrin i
planet stracker sig ocksa over dess utveckling. I planet borjar vi undersoka den ratvinkliga
triangeln innan vi gar over till andra trianglar med kunskapen vi fatt fran den ratvinkliga for
att fa fram nya satser, oftast genom att dela dessa nya trianglar i tva ratvinkliga. Vi ska nu

gora samma sak fast pa sfaren.

Den som kanner till den trigonometrin i planet vet att det finns tva fundamentala satser for att
kunna l6sa trianglar, det vill sdga givet att vi kanner till vissa sidor och vinklar kan berdkna
resterande okanda. Den ena &r saklart sinussatsen men den har vi som sagt redan behandlat,
och den andra &r cosinussatsen ¢ = a? + b? — 2ab cos C. Cosinussatsen pa den har formen
ar en forlangning av Pythagoras sats applicerad pa sned och trubbvinkliga trianglar, och
faktum &r att Euklides redan i Elementa hade tillgang till cosinussatsen. I bok Il av elementa i
proposition 12 och 13 beskriver Euklides cosinussatsen for trubb- respektive snedvinkliga

trianglar, vi utelamnar den ena av dessa och tar proposition 13:

| spetsvinkliga trianglar &r kvadraten pa sidan som spanner upp den spetsiga vinkeln mindre
an kvadraterna pa sidorna som omger den spetsiga vinkeln med tva ganger rektangeln
omsluten av en av dem vid den spetsiga vinkeln, mot vilken en vinkelrat linje faller och det

som huggs av innanfor av den vinkelrata vid den spetsiga vinkeln.” (Canities 2017-11-29)

Vilket “dversatt” till ett modernt matematiskt sprak blir just c? = a? + b? — 2ab cos C.

Euklides anvande visserligen inte denna sats pa det sattet som vi gor idag men vi kan ga



samma vag som han gjorde for att komma fram till den, ndmligen att ta hjélp av Pythagoras

sats.

Den sfariska cosinussatsen

Om vi nu vénder oss till sfaren och anvénder oss av ett diagram liknande det Euklides

anvande och tillampar cos ¢ = cos a cos b pa de tva ratvinkliga trianglarna far vi:

a

Figur 17

cosb = coshcosx och cosc = coshcos(a— x).

Vi loser ut cos h ur bada uttrycken och satter dem lika med varandra, detta gor vi pa grund av

att vi vill eliminera cos h fran uttrycket. Vi har nu alltsa:

cosb cos c

cosx cos(a—x)

Fran det hér l6ser vi ut cos ¢ och applicerar en av additionsformlerna for cosinus:

cos ¢ cos x = cos b(cos a cos x + sina sin x)

cosc = cosacosb + sina cos b tan x.



For att bli av med tan x termen applicerar vi identiteten cos A = tan b cot c. For att fortydliga
lite skriver vi upp identiteten med ratt namn pa vinkeln och sidorna cos C = tan x cot b. Med

lite algebra tar detta oss hela vagen fram till den sfariska cosinussatsen

cosc = cosacosb + sinasinb cosC.

Vi har tidigare alltid gatt igenom vem som har kommit fram till satserna vi har studerat, dven
fast agarskapet har varit kontroversiellt och vi inte kan vara helt sékra pa vem som faktiskt var
forst. Denna gang ar det dock svarare dn tidigare da flera astronomer redan under medeltiden
anvande metoder som ser ut som cosinussatsen om den astronomiska kontexten bara togs

bort. Vi avstar darfor att ge en upphovsratthavare till den sfariska cosinussatsen.

Tilldmpning av cosinussatsen

Precis som cosinussatsen i planet refererar satsen till tre sidor och en vinkel. Detta gor den
valdigt anvéandbar for att 16sa astronomiska och geografiska problem, som tenderar att
koncentrera sig pa avstand framfor vinklar. An en gang sé ska vi vanda oss till
sjofartnavigering for att hitta en problem som vi kan I6sa. Problemet i fraga denna gang ar att
berakna avstandet mellan Queenstown, Irland (idag Cobh) och Sandy Hook, New York, med
positionerna 51.78° N, 8.18° W respektive 40.47° N, 74.13° W. Vissa kénner sakert igen

detta som rutten tagen av skeppet RMS Titanic ar 1912. Detta specifika exempel kommer fran

N

Y Figur 18



en skolbok fran 1895 (Wheeler 1895, s. 38). Precis som tidigare ar nyckeln till att 16sa detta

att skapa en triangel mellan New York Y, Queenstown Q, och Nordpolen N.

Vi far darfor langderna g = 90° — 40.47° = 49.53° och y = 90° — 51.78° = 38.22°.
Vinkeln vid N &r saklart skillnaden emellan de tva longituderna, 65.95°. Vi kan nu applicera

den sfériska cosinussatsen dar vi later C i formeln vara vinkeln N vid nordpolen. Detta ger:

n = cos~1(cos 38.22° cos 49.53° + sin 38.22° sin 49.53° cos 65.95°) = 45.43°,

Om vi multiplicerar detta med 60 far vi att avstandet mellan Queenstown och New York
vilket &r 2726 sjomil eller 5048.55 km.

I det Gvre exemplet hade vi situationen sida, vinkel, sida, en annan vanlig situation inom
trigonometrin &r nar tva vinklar och sidan mellan dessa ar kanda. Men till detta &r inte
cosinussatsen nd&mnvart anvandbar, den hanvisar ju till enbart en vinkel. Inom
plantrigonometrin &r det latt att 16sa ett sddant exempel, det dnda vi behover gora ar att med
vetskapen om att vinkelsumman ar 180° i en triangel ta reda pa den tredje vinkeln och
tillampa sinussatsen. Dessvarre fungerar denna metod inte inom den sfériska trigonometrin da
vi inte pa ett latt sétt kan fa fram den tredje vinkeln. Sa for att l6sa situationen med vinkel,
sida, vinkel, maste vi alltsa hitta ett nytt tillvagagangssatt. Vi finner I6sningen i den polara

triangeln och den poléra dualitetssatsen.



Polara dualitetssatsen: Sidorna i den polara triangeln ar supplementen till vinklarna i
originaltriangeln, och vinklarna i den polara triangeln &r supplementen till sidorna i

originaltriangeln.

Figur 19

Bevis: | figuren ovan &r punkterna D och E 90° ifran punkten A, och darfor &r A = DE.
Vidare ar C” polen till ABD samt B’ polen till ACE, Saledes & C’D och B’E 90°. Detta ger

0ss att:

B'C' =C'D + B'E — DE = 180° — DE = 180° — ZA.

Samma sak géller for de andra sidorna i den poléra triangeln. Den andra delen av satsen foljer
direkt av att applicera resultatet ovan pa den poléara triangeln till den poléra triangeln, alltsa

originaltriangeln.

Styrkan i denna sats ar att den ger information om en triangelns vinklar om vi kanner till
sidorna och vise versa. Vi ska darfor anvanda den sfariska cosinussatsen pa den polara

triangeln och skriva om sidorna och vinkeln med hjalp av satsen vilket ger:



cos(180° - C)
= c0s(180° — A) cos(180° — B)
+ sin(180° — C) sin(180° — B) cos(180° — ¢).

Med lite forenkling ger detta oss cosinussatsen for vinklar:

cosC = —cosAcosB + sin Asin B cosc.

Nu har vi alltsa en sats for att l6sa situationer dar vi har tva vinklar och sidan mellan dessa
kanda. For att illustrera detta betraktar vi foljande; Vi flyger fran Vancouver till Edmonton
langs en storcirkel och mater strackan vi fardas samt riktningarna vid avgang och ankomst.
Avstandet mater vi till 816.55 km eller 440.9 sjomil vilket motsvarar 7.35°, riktningen vid
avgangen i Vancouver ar 50.7° 6st om norr och vid Edmonton 58.22° &st om norr. Fragan vi
vill understka &r vilken position dessa stader har. Vi gor precis som tidigare en triangel med
vara punkter tillsammans med nordpolen. For vinkeln 2E géller saklart £E = 180° —
58.22° = 121.78°.

121.78°

Figur 20



Vi kan nu applicera cosinussatsen for vinklar for att 16sa ut 2N vilket ger:

N = cos™1(—c0s 50.7° cos 121.78° + sin 50.7° sin 121.78° cos 7.35°) = 9.6°.

Detta &r saledes skillnaden i longitud mellan staderna. For att fa latituderna applicerar vi
istallet sinussatsen, vi skulle visserligen kunna gora detsamma med cosinussatsen men vagen

blir da mycket langre. Sinussatsen ger:

1 sin 7.35°
v = 90° — sin (sm 50.7° - —o) = 53.6°
sin 9.6
sin 7.35°
e =90° —sin~! (sin 121.78° —O) = 49.3°.
sin 9.6

Delambres och Napiers analogier

Det ser nu ut som om vi kan I6sa alla trianglar med hjalp av sinus- och cosinussatserna, men
det finns en sorts situation dar dessa inte visar hela bilden. Denna situation som dr sida, sida,
vinkel, kan ha mer an en triangel som uppfyller bade sinus- och cosinussatsen. Bade cosinus-
och sinusfunktionen ar ju periodiska sa det kommer troligtvis finnas tva vinklar som uppfyller
problemet. Lyckligtvis finns det andra metoder som kommer ta oss runt detta problem. Vi ska
borja med den franske matematikern och astronomen Jean-Baptiste Joseph Delambre, som
1807 publicerade sina analogier i den franska tidningen Connaissance des Temps. Ordet
“analogi” var ett matematiskt uttryck som gar tillbaka till antikens Grekland dar det mer eller
mindre betyder forhallande, vi skulle kunna anvéanda ett mer modernt matematiskt sprak men
vi viljer att anvanda samma begrepp som Delambre gjorde for detta. Vi valjer ocksa att till
skillnad mot tidigare gora ett algebraiskt bevis istéllet for ett geometriskt. Vi borjar med

cosinussatsen:

cosa = cosbcosc + sinbsinccosA

cosa — cos b cosc

cosd = - -
sinb sinc



cosa—cosbcosc cosbcosc+ sinbsinc—cosa

1—cosA=1-— - - = - -
sin b sinc sinb sinc

1 1
_cos(b—c)—cosa _ —2sin5 (b —c+a)siny (b —c—a)
- sinbsinc Bl sinbsinc ’

cosa—coshcosc cosa— (cosbhcosc —sinbsinc)

1+cosA=1+ - - = - -
sin b sinc sin b sinc

1 1
_cosa—cos(b +c) _—251n7(a+b+c)sm7(a—b—c)

sin b sin ¢ sin b sin ¢

Samt

1—cosA —251n%(b—c+a)sin%(b—c—a)
14+ cosd sin b sin ¢ .

sinb sin ¢

—Zsin%(a+b+c)sin%(a—b—c)

sin%(a+b—c)sin%(c+a—b)

sin%(a+b+c)sin%(b+c—a)

Detta foljer eftersom
1 1 1 1
sinz(b —c—a)= —sinz(c+ a—b)och sinE(a— b—c)= —sinE(b +c—a).
Vi laternu s = %(a + b + ¢), vilket ger

1 1 1
s—c=§(a+b—c),s—b=§(c+a—b),s—a=5(b+c—a).

Halva vinkeln ger nu

'1A— 11 A
sin5 A = 2( cosA)

_\/—sin%(b—c+a)sin%(b—c—a) _\/sin(s—c)sin(s—b)

sinb sinc sinb sinc

Och



1 1
1 1 —51n7(a+b+c)sm7(a—b—c) sin s sin(s — a)
cos=A= |[=(1l+cosd) = - - = - - .
2 2 sin b sin ¢ sinb sinc

P& samma satt ar

1 \/sin(s —c¢)sin(s —a)

sin=B = - :
sinasinc

B \/sins sin(s — b)

1B
, co0s=B = - -
2 2 sinasinc

Detta ger 0ss

sin—Acos=B = - - - :
2 2 sinbsinc sinasinc

1 1 \/sin(s —¢)sin(s — b) _jsins sin(s — b)

- os=C,
sinc

_sin(s—b) [sinssin(s —c) _ sin(s —b) 1
h sinasinb ~ sinc ¢ 2

1 Jsins sin(s — a) . \/sin(s —c¢)sin(s —a)

cos—Asin=B = - - - -
2 2 sinb sinc sinasinc

sin(s — a) \/sins sin(s—c¢) sin(s—a) 1
— . p—vl C

- - - - os—=C.
sinc sinasinb sinc 2

Vidare har vi att

_ 1(A B)=si 1A 1B 1A ] 1B_sin(s—b)—sin(s—a) 1C
sinz = sin- A cos7 coszAsinz B = Sinc cos

ZCOS%((s—b)+(s—a))sin%((s—b)—(s—a)) 1
= COSEC

7em T ool
SIHZCCOSZC

cos%csin%(a—b) 1 sin%(a—b) 1
= cos§C=—cos§C.

1 :
sin5ccossc sinsc
2 2 2

Séaledes

.1 1
smi(A —B) _ smi(a— b)

1 - 1
COSEC sins ¢

Pa samma sétt far vi fram analogierna for sin%(A + B), cos% (A—-B),cos % (A+ B).



sin%(A + B) cos%(a —b)

)

1 o 1
cost cos5c

cos%(A —B) sin%(a + b)

)

1 1
smic sin5c

cos%(A + B) cos%(a+ b)

1 - 1
smiC cos5 ¢

Problemet med Delambres analogier &r att de innehaller alla sex element i en triangel, sa de ar
endast anvéndbara nar fem av elementen &r kdnda. Faktum &r att Delambres analogier oftast
bara anvands till att kontrollera I6sningar och inte for att 16sa problemen sjélva. Som tur ar
kommer Napier an en gang till undsattning. Han la méarke till, precis som vi ska gora nu, att
vissa termer uppkommer flera ganger i Delambres analogier. Detta ger oss méjligheten att

eliminera den gemensamma termen om vi kombinerar analogierna med varandra. Den andra
.. o . 1 9 T ..
och fjarde analogin innehaller till exempel termen cos 5C,saomyvi dividerar den forsta med

den andra far vi:

1 1 1 1
31n7(A+B). smzC _cosi(a—b). cos5c

COS%C cos%(A+B) cos%c cos%(a+b)

tan%(A + B) cos%(a —b)
o _

1 - 1 '
cotjC cosi(a + b)

Tre ytterligare analogier kan vi harleda pa liknande satt vilket ger oss tillsammans med den

forsta Napiers fyra analogier:



tan%(A —B) sin%(a —b)

1 1 ’
cotzC smz(a + b)

tan%(a —b) sin%(A —B)

1 -1 ’
tansc smi(A + B)

tan%(a + b) cos%(A —B)

1 - 1 '
tanzc cosi(A + B)

Tillampning av Napiers analogier
Napiers analogier innehaller som synes bara fem av triangelns element vilket gér dem mycket
anvandbara i de fall da sinus- och cosinussatsen inte racker till. Ett sadant fall var som vi sagt

tidigare &r sida, sida, vinkel. Vi ska nu undersoka ett sddant problem.

Ett skepp avgar fran Lissabon, Portugal (latitud 38.72° N) och fardas mot Havanna, Cuba
(latitud 23.11° N) via en storcirkel rutt med riktning 80.94° vast om nord. Vi vill ta reda pa

hur lang resan kommer bli.

Figur 21



Fran figuren ovan ser vi att vi har en sida, sida, vinkel situation. For att kunna anvanda
Napiers analogier maste vi ha fem kanda element sa vi borjar med att applicera sinussatsen for

vinkeln vid A,

sin 80.94°

A =si -1( 1.280. 207 F
sin™(51.28° - S e 890

) = 56.90°.

En sak som vi maste notera nu ar att det faktiskt finns tva sinusvarden som uppfyller detta da
sina = sin(180° — a). Tidigare har det inte varit ett problem da vi haft tillrackligt med
information for att enkelt kunna saga vilken av vinklarna vi ar intresserade av, dock sa ar det i
detta fall inte direkt svart heller. Vi skulle omgaende marka att vi far negativa vinklar och
skulle alltsa placera Havanna 6ster om Lissabon vilket later helt fel. Om vinkeln vid A hade
varit narmare 90° skulle vi dock fa mycket stérre problem da vi inte direkt kan saga vilken av
vinklarna ar den riktiga. Vi kan dock ga vidare direkt tamligen sakra pa att vinkeln vi ar ute
efter ar just 56.90°. Men nar vi vill hitta ¢ och C far vi som sagt problem med cosinus- och
sinussatsen, Napiers analogier ser dock ut att fungera alldeles utméarkt. Fran den sista av

analogier far vi:

tan% (51.28° + 66.89°) cos%(56.90° — 80.94°)

tan%c cos%(56.90° + 80.94°)

Vilket ger ¢ = 63.10° eller 3786 sjomil.

Slutsammanfattning

| och med detta har var resa genom den sfariska trigonometrin kommit till sitt slut. Dessa
satser som vi gatt igenom, Menelaos sats, Satsen om de fyra kvantiteterna, sinus och
cosinussatsen, den ratvinkliga sfariska triangeln identiteter och Delambres och Napiers
analogier, ar saklart inte allt som den sfariska trigonometrin har att erbjuda. Det finns mycket
mer inom den sfariska trigonometrin an det vi har gatt igenom har, men detta innefattar den

grundlaggande teorin som kravs for att kunna l6sa sfariska trianglar. Tillampningarna vi har



visat har forst och framst behandlat navigation. Och det ar i detta som vi finner den stora
fordelen med den sfériska trigopnometrin 6ver plantrigonometri, atminstone med var
grundlaggande kunskap om damnet. Att kunna navigera pa 6ppet hav, berdkna avstand pa
jorden eller att kunna utféra sina religitsa forpliktelser hade alla varit narmast omojliga att

genomfora utan den sfariska trigonometrin.
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