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Abstract

How can we use origami as a mathematical tool? In this paper we look at the history of origami
and mathematics as a subject and four classical problems that has proven to be impossible to
solve with compass and straight-edge and how we can solve them using origami. The first
problem is doubling the cube. Given a cube, construct another cube whose volume is twice
the size of the given cube. The second problem is trisecting an arbitrary angle and the third is
constructing regular N-gons. It is possible to construct certain regular N-gons with compass and
straight-edge but there are many more you can construct using origami. The fourth problem
is to solve general cubic equations. We look at how to do these constructions and their proofs.
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Inledning

"Passaren och linjalen ar de enklaste ritverktygen och det finns forstas en tjusning i att lyckas
l6sa ett komplicerat problem med sé enkla hjédlpmedel som méjligt” (Tambour 2002). Papper
ar pa ett satt ett &nnu enklare verktyg for konstruktion men trots det kan vi l6sa problem som
med passare och linjal ar oméjliga.

Denna uppsats utgor ett sjalvstandigt arbete om 15 hogskolepoang (MM6005) och behandlar
hur origami kan anvindas som ett matematiskt verktyg. Det finns mycket man kan gora och
mycket att upptiacka men vad vi hinner ta upp i denna uppsats ar begrdnsat sa vi riktar in oss
pa konstruktioner som bygger pa Huzitas och Hatoris/Justins axiom.

Jag vill tacka min handledare Torbjorn Tambour som alltid ar positiv och engagerad, min
pojkvén Erik for ditt kritiska och skarpa 6ga samt mina vénner och familj som stottat mig.
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Begrepp och beteckningar

Denna uppsats kommer rikta in sig pa sa kallad planvikt origami. Vi kommer alltsa halla oss
i ett plan, sa som xy-planet. Vi kan ocksa beskriva Planvikt origami som en vikning som vi
kan lagga i en bok utan att det bildas nya veck. Nar vi gor vara bevis antar vi att alla vara
vikningar ar perfekta, att vart papper inte har en tjocklek och att vara veck saknar bredd (Hull
& Damour 2002).

Vi later ett papper representera en region i ett plan och kanterna pa pappret ar linjer vilka
avgransar var region. Ett veck i pappret dr ocksa linjer och déar tva linjer mots skapas en
punkt. Notera att i origamikonstruktioner ar linjer fundamentala och linjer definierar punk-
ter till skillnad mot Euklidisk geometri dér punkter definierar linjer (Woodhouse & Salhi 2018).

Nér vi pratar om passare och linjal i denna uppsats menar vi de sa kallade Platoniska hjalpmedlen.
Passaren far inte anvéndas for att mata och flytta stréackor och den kollapsar nér man lyfter
den fran pappret. Den brukar ocksa kallas for Euklidisk passare. Linjalen ar ograderad och
har endast en rak kant (Tambour 2002). Pa engelska gors denna skillnad ibland genom att
anvanda straight-edge eller straight-rule som oversatts till rak-kant eller rdtsticka istallet for
ruler som oversétts till linjal.

Jag har anvint manga redan existerande illustrationer i stéllet for att skapa nya sjilv. Detta
innebér att punkter, linjer och vinklar kommer markeras med olika beteckningar i olika bilder
men jag ska forsoka vara tydlig i mina beskrivningar till illustrationerna av vad som menas.
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Historia

Richard Fitzpatricks (2007) har gjort en 6versattning av Euklides Elementa till modern engelska
och skriver i inledningen om de tretton bocker som utgoér Elementa. Dar beskriver Fitzpatricks
Elementa som den aldsta, kontinuerligt anvanda matematiska textbok och som det 6verlagset
mest kdnda verket fran den klassiska antiken. Euklides levde ca 300 f.kr och skrev Elementa
som en sammanstallning av tidigare matematikers teorem och bevis, sa vél som sina egna, i en
logisk ordning samt visade att de foljer av fem enkla axiom, &ven om bevisen inte alltid var
helt vattentata med dagens kunskaper. Alla geometriska konstruktioner i Flementa utfors med
endast passare och linjal utan att méata. De enda tillatna utfallen i jamforelse av tva storheter
ar att de antingen ar lika stora eller att den ena &ar storre én den andra.

Under det forsta arhundradet e.kr. utvecklades metoden for pappersframstéallning i Kina och
omkring 600-talet kom tekniken till Japan. Det skedde en snabb utveckling av framstéallnings-
metoder och material vilket ledde till ett unikt Japanskt papper som kallas Washi. Washi
kannetecknas av att det ar tunt, hallbart, mjukt, flexibelt och vackert och har manga olika
anvandningsomraden. Néagon gang under Edo-perioden, 1603-1867, blev pappersvikning en
hobby i Japan och ar 1797 kom vérldens dldsta kdnda handbok i pappersvikning (Ono 2008).

Tandalam Sundara Row publicerade sin bok Geometric Ezercises in Paper Folding i Madras i
Indien ar 1893 och kom att influera manga andra. Boken har blivit behandlad som ett arbete
inom rekreationsmatematik trots att Rows intention med boken var att omforma hur man larde
ut geometri i skolan (Friedman 2018). Geometric Exercises in Paper Folding formodas vara
den forsta boken pa dmnet origami och matematik (Woodhouse & Salhi 2018). Det har varit
kant sedan 1930 att origami utgor ett kraftfullare redskap for geometriska konstruktioner an
den hederliga passaren och linjal men én finns mycket kvar att lara om origamins grinser som
konstruktionsverktyg (Hull & Damour 2002).

Humiaki Huzita och Benedetto Scimemi identifierade tillsammans sex skilda satt att skapa
ett enda veck fran olika kombinationer av linjer och punkter. De gav den forsta formella
beskrivningen av vilka typer av geometriska konstruktioner som var méjliga med origami.
Dessa presenterades pa det forsta internationella motet for origamivetenskap och teknologi ar
1989 och kom att kallas Huzita-axiomen. Dessa sex axiom bildar en grund vilken studiet av
origamiska konstruktioner, bland annat de fyra klassiska konstruktionsproblem vi kommer ta
upp i detta arbete, har utgatt ifran och de antogs vara de enda som fanns. Nar Koshiro Hatori
ar 2002 presenterade att han funnit ett sjunde axiom blev manga Overraskade och det gjordes
da ytterligare undersékningar om det kunde finnas fler men det konstaterades att det inte finns
fler an sju. Det visade sig aven att Jacques Justin hade hittat och publicerat det sjunde axiomet
redan 1989 (Lang 2015).



4

Axiom och Teorem

4.1 Axiom

Vi ska titta nédrmare pa axiomen och jamféra dem. Vi borjar med att titta pa axiomen for
geometriska konstruktioner himtade fran Elementa skriven av Euklides. Dessa utfors med
passare och linjal.

Euklides axiom

1. Genom tva punkter gar en och endast en (rét) linje.
2. En striacka kan forlangas till en linje.

3. Givet en punkt och en striacka med punkten som sin ena andpunkt, sa finns det en cirkel
med punkten som medelpunkt och strackan som radie.

4. Alla rdata vinklar ar kongruenta, det vill sdga lika stora.

5. Om en linje som skér tva andra linjer bildar inre vinklar pa samma sida vilka tillsammans
ar mindre an tva rita vinklar, sa skar de tva linjerna varandra pa denna sida.

4.1.1 Axiom for singelvikningar i origami

Huzitas och Hatoris/Justins axiom ar sju till antalet och kallas just fér axiom i méanga kéllor
men Jorge C. Lucero, ingenjor och professor i matematik med ett intresse for origami, skriver
att bendmna dessa elementéra operationer som axiom &r felaktigt eftersom vissa av opera-
tionerna kan harledas fran andra samt att vissa av dem kanske inte ar mojliga beroende pa
konfigurationen av givna punkter och linjer. Lucero pastar ocksa att en ny operation maste
laggas till for att uppsattningen av elementara operationer ska vara komplett. Det attonde
axiomet skulle da vara att vi kan vika ldngs en given linje. Manga vill utelamna detta med
argumentet att det inte skapas nagon ny linje av denna operation och Lang presenterar ett
bevis for att sittet av operationer ar komplett, dvs att det inte finns nagot annat sétt att gora
ett singelveck an de sju satt som utgor axiomen, (Lang 1993-2003) men det ar for langt for att
inkluderas i denna uppsats. Lang (1996-2003) skriver att dven om de kallas "axiom” ar det
bést tdnka pa dem som grundliggande operationer som verkar pa punkter och linjer for att
producera en ny linje, vilket ér den linje vi viker. Det finns saledes delade meningar om dessa
ska bendmnas som axiom men for enkelhetens skull véljer jag i detta arbete att kalla dem for
axiom.



Huzita axiomen

P1

Iy

R

Figur 4.1: Axiom 1-6

1. Givet tva punkter p; och p, kan vi vika en gang for att forbinda dem med en linje /.
2. Givet tva punkter p; och py kan vi vika sa att p; placeras pa po.
3. Givet tva linjer [y och Iy kan vi vika sa att [; placeras pa .

4. Givet en punkt p; och en linje [; kan vi vika vinkelrdtt mot [; sa att vecket gar genom
punkten p;.

5. Givet tva punkter p; och py och en linje [; kan vi gora ett veck sa att p; placeras pa [y
och vecket gar genom punkten ps.

6. Givet tva punkter p; och ps och tva linjer [; och [y kan vi gora ett veck sa att p; placeras
pa [y och ps placeras pa ls.
Hatori’s/Justin’s sjunde axiom

7. Givet punkten p; och tva linjer [y och [y, kan vi gora ett veck vinkelratt mot [y sadant
att p; placeras ovanpa [;.

Figur 4.2: Axiom 7



Varje axiom definieras av att skapa ett veck som sammanfor olika kombinationer av linjer och
punkter sa att de sammanfaller. Antalet 10sningar for varje operation maste enligt Lucero
(2017) vara begransat for att fa kallar axiom men beroende pa den relativa positionen for de
givna punkterna och linjerna, har nagra av operationer flera, en eller ingen 16sning. Axiom 7
har exemplevis inga losningar om [y och [y ar parallella. Ett annat exempel ar en situation som
vi stoter pa i avsnitt 5.2 dar vi anvdnder axiom 6 och punkterna och linjerna éar placerade pa
ett sadant sétt att det gar att gora vikningen pa precis tre sitt. Vi kan da sdga att den har tre
l6sningar.

Axiom 1 &ar valdigt likt det forsta axiomet av Euklides. Axiom 2 ar ekvivalent med att skapa
en mittpunktsnormal vilket &r en mojlig konstruktion med Passare och linjal. Med axiom 3 kan
vi skapa en bisektris till vinkeln mellan linje /; och [,. Bisektriser ar dven genomférbara men
passare och linjal. Axiom 4 talar for sig sjélvt och detta gar ocksa gora i Euklidisk geometri.
Med axiom 5 kan vi skapa ett veck som gar genom punkten p, i viken vi speglar punkten p; sa
att den hamnar pa linjen [;. Detta kan anvandas for att skapa tangenter till en parabel. Med
det sjatte axiomet kan vi finna en linje som &r tangent till tva parabler vilket ar det som gor
origami till ett sa starkt verktyg.

4.2 Hagas Teorem

Kazuo Haga ar en pensionerad professor i biologi pa University of Tsukuba i Japan. Foljande
teorem ar upp kallat efter honom men i efterhand har man hittat ett exemplar av en japansk
Sangaku! som antyder att detta redan var kint fér japanska geometriker i Edo-eran (Hull 2013).

Givet ett kvadratiskt pappersark och en slumpmaéssigt vald punkt P pa en av sidorna kan vi
vika ett av hornen av den motstaende sidan till denna punkt. Vi far da tre ratvinkliga trianglar
A A, A Boch A C. Hagas teorem séger da att trianglarna A A ; A B och A C' ar likformiga
(Hull 2013).

Figur 4.3:

Beviset éar foljande. Fran figur 4.3 har vi att as + 81 = 90° och att 51 + B2 = 90°. Da maste
a9 = P9 och pa samma sétt har vi att oy = 1 och da foljer att A A ~A B. Vi visar pa liknande
sitt att aven A C' ~A B.

! Geometriska problem skrivna pa triskivor ndgon gang under 1600-1800talet i Japan och limnade i religidsa
tempel.




Ett intressant specialfall av Hagas teorem ar da P ligger pa mitten av sidan. Da blir de tre tri-
anglarna A A, A B och A C sa kallade Egyptiska trianglar dvs triangelns sidor har férhallandet

3:4:5.

Figur 4.4:

Vi séatter sidan DE = x och da far vi

N[ =

Om kvadraten har sidan 1 sa blir strackan PD =
sidan FP =1 — z. Enligt Pythagoras far vi

3 +- 00

1
:>1+x2:1—2:c+x2

= 2r =

R1TR e

==

Sidan DE ar saledes % och vi far att EP =1 — % = % Vi kan skriva om langden pa sidan

PC' som % = % for att tydligt se forhallandet mellan sidorna. Eftersom vi tidigare visade att
trianglarna A A , A B och A C ar likformiga sa maste A B och A C ha samma forhallande

som A A har mellan sina sidor.



5

Klassiska geometriska
konstruktionsproblem

Redan 400 ar f.Kr. fanns tre kinda matematiska problem. Det forsta var att givet en cirkel,
konstruera en kvadrat med exakt samma area. Det andra problemet var att givet en kub,
skapa en kub med dubbelt sa stor volym. Det tredje problemet var att dela en vinkel i tre
lika delar. Manga datida matematiker agnade sig at att 1osa dessa tre problem men ca 2200
ar senare bevisades dessa tre problem vara omdjliga att 16sa med passare och linjal (Lang
1996-2003). Tva av dessa problem, dubblering av en kub samt tredelning av en vinkel, har
senare bevisats vara mojliga att 16sa med origami utifran de sex forsta axiomen. Det forsta
problemet, att skapa en kvadrat med samma area som en given cirkel, ar inte mojligt att gora
med origami. Tva andra klassiska problem som ocksa ar mojliga att l0sa med origami utifran
de sex forsta axiomen &r dels att konstruera en regelbunden N-horning for alla N pa formeln
PARY (2’“31 + 1) dar termen inom parentesen ar ett primtal. Primtal pa formen (2k31 + 1) kallas
for Pierpontprimtal. Det andra problemet ér att 10sa andra- tredje och fjardegradsekvationen
med reella koefficienter (Lang 2015).

5.1 Dubbla kuben

Om vi har en kub med sidan 1 och volymen 1 v.e (volymenhet) och vi vill konstruera en kub
med volymen 2 v.e. sa maste denna kub ha sidan 2. Ty V2 - /232 = 2. P& sa vis ar
problemet att givet en kub skapa en kub med dubbla volymen ekvivalent med problemet att
givet en stricka med lingd 1, konstruera en stricka med langden /2. Ar 1837 bevisade Pierre
Wantzel att problemet ar oméjligt att 16sa med passare och linjal. Den italienska matematikern
Margherita Piazolla Beloch bevisade ar 1934, med Sundara Rows bok Geometric Ezercises in
Paper Folding fran 1893 i atanke, att man genom att vika papper kan konstruera lingden +/2
men av flera anledningar fick inte Belochs arbete nagon storre spridning och f6ll i glomska fram

till 1980 da Humiaki Huzita aterupptéckte hennes resultat (Friedman 2018).

Vi borjar med att dela pappret horisontellt i tredjedelar. Konstruktionen och beviset &r
hémtade fran Hull (2013 s.35-38). Denna konstruktion illustreras i Figur 5.1.

1. Forst gor vi ett horisontellt veck i mitten av pappret genom att vika sidan BC' till sidan
AD. Vi déper punkten mitt pa sidan AB till £ och punkten mitt pa sidan DC till F.
Vi gor ocksa ett diagonalt veck som gar genom punkterna A och C.

2. Vi skapar ett diagonalt veck som gar genom punkterna £ och D. Punkten dér linjerna
ED och AC korsar varandra kallar vi for P.



3. Hérnést viker vi vinkelrdtt mot sidan AB sa att vecket gar genom punkten P. Vi doper
denna linje till /;. Punkten dar [; korsar sidan DC' ger vi namnet G.

4. Vi viker sidan BC' till linjen [; och skapar pa sa sitt linjen l. [y och [l delar pappret
horisontellt i tre lika delar.

Figur 5.1:

A L D A 2. D A 3. D A 4. —D
P | /E/ G I8

Ef-———— o Ef E F \
I

AN
AN

B C B C B C B C

Ett bevis for att denna konstruktion fungerar kan se ut sa hér.

Vi antar att vart kvadratiska pappersark har sidan 1 och att strackorna PG och C'G har langden
x. Striackan DG har dé lingden (1 — x). Vi noterar att A DEF och A DPG ar likformiga
enligt topptriangelsatsen. Da foljer att

|EF|  |DF|
PG| |DG]

som vi kan skriva som

1 2
=2 =S92 x=x=1=_-
T 1—2 3

Nu kan vi fortsitta konstruktionen av /2. Féljande metod ér utvecklad av Peter Masser (Hull
2013 5.67-68).

Figur 5.2:

A D
E F
G H
B C

1. Vi borjar med att endast markera de linjer vi behdver och dndra nagra beteckningar.

2. Vik sa att punkten C' hamnar pa linjen AB samtidigt som punkten H hamnar pa linjen
EF. Vi betecknar dessa tva punkter med C’ respektive H'.

3. Vi betecknar strackan AC” med x och strackan C'B med y. Vidare har vi en ny punkt
J. Vi betecknar strickan BJ med z.
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Forhallandet mellan x och y blir da % = /2. For beviset av att denna konstruktion &r korrekt
antar vi att y = 1 vi ska da visa att x = /2.

D& y = 1 ar sidan pa vart kvadratiska papper (x + 1). Strackorna BJ + JC’ ar tillsammans
en sida pa vart kvadratiska papper och ér sa ledes (x + 1). Strackan C'J far vi da genom att
subtrahera |BJ| fran (z + 1). Detta ger oss |C"J| = (z+ 1) — z. Vi applicerar Pythagoras sats
pa A C'BJ.

IBC'P+|BJ?=|C"JP? & 12+ 22 =(x4+1-2)
sl+22=224+2r—202—224+22+1

Sz +22=0"+20 220 +2) =2+ 22

2?42
20+ 2
Ty x> 0. Vi har att strickan C'H' ér lika med ¥t och strickan
r+1 2x—-1
C'E|=z— = :
[CEl =2 - — 3

Enligt Hagas teorem (se avsnitt 4.2.1) och topptriangelsatsen sa ar trianglarna A C'BJ och
A C'EH' ar likformiga. Da foljer att

|BJ|  |C'E]
iC'J|  |C'H'|

Vénsterledet kan vi skriva om pa foljande vis

z242z z242z 2
|BJ| _ z _ 2012 _ 2012 _ T+ 2z
C'J r+1—z2 _ x242z 2x2+4x+2—(x2+21) 2 4+ 90 +92°
| | + r+1 =575 2042 tar

Hogerledet kan vi skriva som

IC'E| 2L 2p—1

C'H'| = r 1

Vi satter vansterled=hogerled, vilket ger

22+ 2x _233—1
24+20+2 x+1
<:>9c3—|—3x2+2x:2x3+3x2+2$—2<:>x3:2<:>:r;:\3/5.

{:)(x2—|—2x)(:1c—|—1):(Qx—l)(x2+2x—|—2)

5.2 Dela en vinkel i tre

Vi kommer titta pa tva olika konstruktioner for att dela en vinkel i tre lika delar. Den forsta
konstruktionen ar for spetsiga vinklar men fungerar dven da man vill dela 90° i tre. Man kan
aven dela trubbiga vinklar med denna metod genom att dela komplementet. Den andra meto-
den ar mer riktad mot att dela trubbiga vinklar men tekniken kan anviandas for valfri vinkel
(Lang 1996-2003).
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Den japanske matematikern och origamisten Tsune Abe har gjort en losning till problemet att
dela en vinkel i tre, da vinkeln ar i hornet av ett kvadratiskt pappersark (Lang 1996-2003)
vilket vi nu kommer ga igenom steg for steg som illustreras i Figur 5.3.

1. Vi borjar med att markera ut vinkeln Z6 som utgar fran hornet B vilken vi vill tredela.

Vinkeln /6 ér saledes vinkeln ZPBC.
2. Vik en linje E'F' parallell med sidan BC'
3. Hérnast viker vi kanten BC' till linjen E'F s& att GH skapas.

4. Vik upp hornet B sa att punkten B placeras ovanpa linjen GH samtidigt som punkten
E placeras ovanpa linjen BP .

5. Vik sa att det veck som gar genom punkten G forlédngs.
6. Veckla ut.

7. Vik sa att det veck som gar genom punkten J forléngs till punkten B. Vidare viker vi
kanten BC' till linjen BJ for att skapa den sista linjen.

8. Vi har nu delat vinkeln 6 i tre lika delar.

Figur 5.3:

D
/ 0/3
. !

4 ”' 61"3

Vi ska nu titta pa ett bevis for att denna konstruktion stammer. Vi borjar med att visa att
punkten B ligger pa linjen som gar genom punkterna K och J.

Vi observerar att strackan BK i steg 6 i figur 5.3 ar samma striacka BK i steg 7. Vi ser i steg
6 att L/IKH = Z/ZGKB. Nar vi i steg 7 vecklar ut sa vet vi att vinklarna Z/JKH och Z/GK B
ar lika stora och saledes att de &r vertikalvinklar. Da maste linjen som gar genom punkterna
J och K aven ga genom punkten B.

12



For beviset av att vinkeln ar korrekt delad i tre lika stora vinklar anvander vi bilderna i figur
5.4 dar punkterna A’, B’ och C” ar punkterna diar A, B och C placeras da vi viker A till Lo
samtidigt som C placeras ovan pa linjen L;. Vi gor ett veck vinkelratt mot nederkanten av
pappret som gar genom punkten C” och kallar punkten dar den nya linjen och nederkanten skér
varandra for D. Vi vet att strackorna A’B’, B'C" och C'D ér lika langa. Linjen Lg &r vinkelrat
mot linjen som gar genom punkterna A’ och C” eftersom L3 skapas genom att vi viker A’ till
C'. Da kan vi konstatera att triangeln A A’C'B" ar kongruent med triangeln A C'C'B’ eftersom
vi vet att tva av sidorna &r lika langa och den mellanliggande vinkeln ar 90°. Slutligen ar
A C'CB' kongruent med A C'C'B eftersom vi vet att B'C' = C'D och sidan C'C" ar gemensam
och vi kan med hjalp av Pythagoras sats rdkna ut att CD = CB.

|
Figur 5.4:
7
,’Lj L,
/
/A // A
B / B
C C
L,
D ¢ D

Den franske origamisten och matematikern Jacques Justin utvecklade féljande teknik for att
dela trubbiga vinklar i tre lika delar. Tekniken ar inte beroende av horn eller kanter pa ett
papper och kan utforas i mitten av ett odndligt stort papper (Lang 1996-2003) vilket illustreras
i Figur 5.5 samt Figur 5.6 dar varje steg ramas in av en cirkel.

1. Vi ska dela vinkeln € det vill saiga ZZ0OX i tre lika delar.
2. Vi borjar med att forlanga linjerna ZO och XO.

3. Vi skapar en linje vinkelrdat mot X’X som gar genom punkten O genom att vika X' till
X.

4. Markera punkter A" och A” pa linjerna ZO respektive Z’O pa samma avstand fran punk-
ten O.

Figur 5.5:
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5. Vik sa att punkten A’ placeras ovanpa linjen X’'O samtidigt som punkten A” placeras
ovanpa linjen Y'O.

6. Viskapar en linje som vinkelrédt mot den linje vi precis skapat och som gar genom punkten
O. Vinkeln mellan denna linje och linjen XO kommer utgora en tredjedel av vinkeln 6.

Figur 5.6:

Vi ska nu titta pa ett bevis av Kenji Hiraoka! and Laura Kokot? (2016) som anvénder figur
5.7. Punkten O’ ligger pa linjen som skapas av det sista vecket, har markerat som OH. EG
och OO' ar bada vinkelrdta mot linjen /1. Vi vet att GO" och FEO éar lika langa. Da ar EGO'O
en likbent parallelltrampets. Detta ger att Z/GO'O = ZO'OFE. Vi satter ZXOH = « och
konstaterar att aven ZGOO' = « eftersom de ar vertikalvinklar.

ZGO'0O=180°—- LYOH =180°— (# — ) = 180° — 0 + «
Vidare vet vi att foljande fyra striackor ar lika langa och vi betecknar langden med a.
GO =2ZGO ZEOXFO=a

Vidare vet vi att A GG'O é&r ratvinklig och triangelns omskriva cirkel kommer darfér har sin
medelpunkt mitt pa hypotenusan dvs punkten O’. Detta medfor att OO' = G'O’ 2 GO’ = a
vilket i sin tur ger att A GO'O éar likbent. Det betyder att ZO'OG = /OGO’ = «. Vi far da

180° = LZGO'O + Z0'0G + Z0GO" < 180° = LZGO'O + a + «.
Tidigare konstaterade vi att ZGO'O = 180° — 0 + «. Vi satter in det i uttrycket ovan och far

180° =180° -0 +a+ a+ a = 6 = 3a.

|
Figur 5.7:
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! Professor, Hiroshima University of Economics, Hiroshima, Japan
2Mathematics and Computer Science Teacher, High School of Mate Blazine Labin, Croatia
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5.3 Regelbundna N-horningar

En regelbunden polygon ar en manghornig dér alla sidor ar lika langa och de inre vinklarna ar
lika stora. Den kan alltid skrivas in i en cirkel (Mathleaks u.a.). Vi ska titta ndrmare pa de
polygoner med 100 sidor eller farre som kan konstrueras med passare och linjal respektive med
origami baserat pa respektive axiom. Grekerna kande till hur man med passare och linjal delar
en cirkel i 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 20, 24, 30, 32, 40, 48, 60, 64, 80 och 96 jamna bitar.
Gauss kompletterade denna lista med 17, 34, 51, 68 och 85 (Pierpont 1895).

I origami kan vi dela en vinkel i tva (axiom 3) eller i tre med hjalp av metoderna i 5.2. Att dela
en vinkel i tre eller tva kan i sin tur anvandas for att dela in ett helt varv i N jamna delar, dar
N ér pé formeln 273% dir j och k &r godtyckliga heltal. Vi kan pa s& sitt skapa regelbundna
polygoner med N antal sidor det vill siga en regelbunden N-horning. Alla vinklar inklusive
hela varv kan alltsd, genom att vika, delas i N lika delar till exempel 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12 (Lang
1996-2003).

Den australiensiske matematikern Robert Geretschlager upptéackte en annan familj av kon-
struktioner i origami som han baserade pa konstruktioner fran 1890, dessa fungerar for det
specifika fallet da vi vill dela ett helt varv i lika stora delar. Han utvecklade en generell metod
att konstruera en regelbunden N-hoérning diar N ar ett primtal pa formen 2"3™ + 1. De forsta 5
primtal pa denna form &r 3, 5, 7, 13 och 17. Om vi kombinerar denna metod med bisektrering
och trisektrering av en vinkel s far vi formeln 273% (273™ + 1)(Lang 1996-2003). Med hjilp
denna kombinerade formel kan vi gora foljande regelbundna N-hoérningar da N < 100: 1, 2, 3,
4,5, 6,7, 8,9, 10, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 24, 26, 27, 28, 30, 32, 34, 36, 37, 38,
39, 40, 42, 45, 48, 51, 52, b4, 56, 57, 60, 63, 64, 68, 72, 73, 74, 76, 78, 80, 81, 84, 96 och 97. Vi
kan se att listan blir mycket langre det &r sérskilt anméarkningsvart att alla N < 20 férutom 11
kan konstrueras. Det ar aven anmérkningsvért att man med passare och linjal kan konstruera
en regelbunden 85-horning, denna kan inte konstrueras med origami.

Vi ska nu titta pa hur man viker en regelbunden 7-horning, en sa kallad heptagon, den N-
horning av lagst grad som ar omojlig att konstruera med passare och linjal. Denna metod for
att vika en regelbunden sjuhoérnig dr hamtad fran Juslenius (2015) men skriven med egna ord.
Tyvérr vet jag inte var hon i sin tur hamtat denna konstruktion.

1. For sidan BC till sidan AD och gor en markering pa bagge sidor genom att nypa till.
Punkten pa sidan DC doper vi till P;. Skapa sedan punkten P, 1/4 ner pa sidan AB
genom att vika ner punkten A till hélften av sida AB dar vi tidigare gjorde en markering
och nyp till i kanten.

Figur 5.8:

T
\
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. Placera punkten P, ovanpa punkten P,. Vi kalla denna gemensamma punkt for P; 5. Dér
detta veck skér sidan BC markerar vi punkten som P;.

. Placera nu punkten C' ovanpa punkten D. Vi déper denna gemensamma punkt till Pop.
Vi har aven fatt en punkt O som kommer bli origo i sjuh6érningens omskrivna cirkel.

. Nu placerar vi punkten P3; ovanpa punkten P . Vi har dven fatt en ny punkt P,.

. Vi for sidan OP; till sidan OP;.

. Vi vander arbetet sa att vi far baksidan upp. Sedan viker vi in vansterkanten sa att det
nya vecket gar genom punkterna O och Pj.

. Vik sidan OP, 5 till sidan OF,
. Gor nu ett veck vinkelratt mot OP o

. Veckla ut allt.

Figur 5.10:
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6. 7. 8. 9.

Om vi tittar lite ndrmre pa figur 5.10 i steg 8 har vi en ratvinklig triangel A OFF. Vi doper
vinkeln ZOFE till Za.. T en regelbunden sjuhérning ska alla de inre vinklarna vara lika stora
och de 7 sidorna ska vara lika langa. Alla sidor i var sjuhérning har langden 2EF och de inre
vinklarna ar 2o.
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5.4 Losa andra- tredje- och fjardegradsekvationer

Ar 1867 publicerade en australiensk ingenjor Eduard Lill en geometrisk metod for att hitta reella
rotter till ett givet polynom med reella koefficienter. Margharita Piazolla Beloch upptackte ar
1936 att man kan gora Lills metod med origami (Hull 2011).

Lills metod for att 16sa ekvationer pa formen

ar® +bx’ +cx+d=0

gar till pa foljande vis (Hull 2013). Starta i punkten O = (0,0) och rita en stricka utmed
z-axeln med ldngden a. Rotera nu 90° motsols och rita en striacka med langden b. Vi roterar
ytterligare 90° motsols och ritar en stracka med langden c. Slutligen roterar vi 90° motsols en
sista gang och ritar en stracka med ldngden d som avslutas i punkten 7" (se figur 5.11 (a)).

Om koefficienten ar negativ ritar vi istéllet strackan i motsatt riktning och om koefficienten &r
0 sker endast rotationen men ingen stracka ritas ut. Denna vag a + b + ¢ + d kallar vi for ko-
efficientvigen. Vi téanker oss ett universum dar laserstralar alltid "studsar” eller att ljusstralen
"bryts” i 90 graders vinklar. Om vi med en laserpekare star i punkten O och kan studsa
ljusstralen i 90°-vinklar i koefficientvagen sa att den tréffar punkten 7" s& kommer ekvationen
ax® 4+ bx? + cx + d = 0 ha reella l6sningar dar x = —tan ér en losning. Denna kallar vi for
laservigen.?

Figur 5.11:
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For att hitta denna "Laservag” med hjalp av origami sa skapar vi tva linjer Ly och Ly. L, ska
vara vinkelrdt mot z-axeln och pa avstandet a fran p; pa motsatt sida fran O. Vidare viker vi
Ly sa att linjen blir vinkelrat mot y-axeln pa avstandet d fran ps pa motsatt sida fran 7. Nu
kan vi vika sa att punkten O placeras pa linjen L; samtidigt som punkten 7" placeras pa linjen
Ls. Vecket som bildas markeras med en streckad linje i figur 5.11 (b), den blir delen i mitten
i var laservag. Vi kan darefter vika tva linjer vinkelrdtt mot denna linje. En som gar genom
punkten O och en som gar genom punkten 7" och vi dr da klara med var laservig. Lills metod
fungerar pa polynom med godtycklig grad (Hull 2013). For ett polynom av graden n far vi

31 Hull (2013) och (2011) anvéiinds "bulletpath” men jag tyckte inte att kulvig fungerade si bra pa svenska
sa jag valde att kalla det for laservég istéllet.

17



en koefficientvidg med n + 1 sidor och laservagen blir n sidor (Hull 2011). De tre ratvinkliga
trianglarna som bildas mellan koefficient- och laservigen &r likformiga (Hull 2013). Eftersom
vinkelsumman i en triangel ar 180 grader, maste Z6+ Z0q;p; = 90° vi vet ocksa utifran figuren
5.11 att Zgogqips + ZO0gip1 = 90° vilket betyder att Z60 ar lika stor som Zgoqipo. Da maste
aven Z0qyp; vara lika stor som Zpsgeq, vilket innebér att alla motsvarande vinklar i de bada
trianglarna A Ogqip; och A q1qopo ar lika stora och detta betyder att de ar likformiga. Vi kan
pa samma sétt visa att A ¢1'ps ocksa ér likformig med de andra tva.

Detta medfor att

0 = 2Zp10qi = Lpaqiga = LpsqT'

Beviset for att detta fungerar maste visas fran fall till fall eftersom koefficient- och laservigen
kommer se olika ut beroende pa om koefficienterna ar positiva, negativa eller noll vilket paverkar
algebran i beviset. Om vi har fallet da konstanten framfér z-termen ar negativ kommer var
koefficientvéag och laservag se annorlunda ut som vi kan se i figur 5.12. I det har fallet far vi
anvanda forlangningen av strackan b och striackan ¢ for att kunna bryta var laserstréale sa att
den traffar punkten T'. Vi kommer nu visa detta algebraiskt. Andra fall visas pa liknande sétt.

Figur 5.12:
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= 1P2 = —ax —b

D292 C+ Pp3q2

I A qipage far vi — x = tanf =
qip2 —axr —b

= p3qp = —x (—ax —b) — ¢

B d
p3sqe  —x(—axr —b) —c
= —a(—z(—arx —b) —c)=d= —az’ — bz’ +cr=d

I A qopsT far vi —x =tanf =

= a®+br’—cxr+d=0
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Vi ska nu med Lills metod l6sa ett konkret exempel - hitta rétterna till polynomet 23 — 72 — 6.
Exemplet och losningen ar hamtat fran Thomas Hull’s bok project Origami - Activities for
exploring mathematics. Vi borjar med att skapa ett koordinatsystem dér vart pappersark ar
xy-planet fran —4 < x < 12 och —8 <y < 8. Stegen 1-8 illustreras i figur 5.13.

1. Vik upp nedre kanten av pappret till den 6vre delen sa att ett veck skapat i mitten som
ar parallellt med den 6vre och undre sidan av arket. Detta kommer vara var x-axel.

2. For over vénster sida av pappret till den hogra och nyp till i mitten for att skapa en
markering for r = 4.

3. Vik y-axeln och linjen x = 8.

4. Vik linjen « = 2. Detta blir var linje L; eftersom |a| = 1 och p; = (1,0).
5. Vik linjen x = 1.

6. Markera genom att nypa till pa dess tva platser.

7. Vik linjen y = —6. Detta blir var linje Ly eftersom |d| = 6 och p3 = (8,0).

8. For enkelhetens skull markera med en penna z- och y-axlarna, linjerna L, och Lg, punk-
terna O i (0,0) och T'i (8,6) samt koefficientvégen. Nu ar vi redo att borjal

Figur 5.13:
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Vi ska nu vika sa att punkten O placeras pa linjen L; samtidigt som punkten 7" placeras pa
linjen Lo, vi anvénder saledes axiom 6. Detta kan goras pa tre olika sétt.

Vi borjar med att titta pa figur 5.14. Héar fors punkten O till punkten (2,2) pa linjen L; och
punkten 7T till punkten (—4, —6) pa linjen L,. Vinkeln 6 vid O &r 45° s tanf = 1 sa& —1 bor
vara en rot till polynomet 2® — 72 — 6. Vid insittning av x = —1 fir vi —1 +7 — 6 = 0 vilket
bekréftar att vi funnit en rot till polynomet.

Figur 5.14:
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Nu tittar vi pa figur 5.15. Den hér gangen ser vi att T' viks till punkten (2, —6) dar L; och
Ly mots. Vecket kommer alltsa korsa z-axeln i punkten (0,5) eftersom vecket ar en vinkelrét
bisektris till segmentet mellan 7" = (8,6) och (2, —6) vars medelpunkt ligger i (0,5). Det in-
nebar att den ratvinkliga triangel som bildas av koefficientvéigen och laservéigen vid punkten T°
har langderna 3 och 6 pa sina kateter. Detta innebar att tangens for den utmarkerade vinkeln
0 dr $ =2. —2 bor di vara en till rot till polynomet 2® — 72 — 6. Vi far (—2)° +14—6=0da

vi sitter x = —2 vilket bekréftar at det dr en rot till vart polynom.
Figur 5.15:
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Det tredje séttet vi kan vika sa att punkten O placeras pa linjen L; samtidigt som punkten T
placeras pa linjen Lo ser vi i figur 5.16. Den har gangen ér det istédllet punkten O som viks till
punkten (2, —6) dar L; och Ly mots. Vecket kommer korsa linjen x = 1 i punkten (1, —3). Den
hér gangen har vi en ratvinklig triangel med hérnen O = (0,0), (1,—3) och (1,0). Kateterna i
denna triangel ar 1 och negativ 3 vilket ger oss tan§ = —3. Den sista roten ar saledes 3. Detta
stimmer ocksa ty 27 — 21 — 6 = 0.

Figur 5.16:

Ly

D?'H ! 4 ﬂ"

21



6

Bildforteckning

Figur 4.1 och Figur 4.2 adr hamtade fran Lang (1996-2003) sidan 38 men jag har redigerat dem,
tagit bort axiomen skrivna pa engelska och numrerat dem, for att battre passa in i min uppsats.

Figur 4.3 4r hamtad fran Hull (2013) sida 113.

Figur4.4 har jag ritat sjalv i datorn.

Figur 5.1 och Figur 5.2 har jag ritat sjalv i datorn.

Figur 5.3 dr hamtad fran Lang (1996-2003) sidan 33. Jag har lagt till siffrorna 1-8 i bilden.
Figur 5.4 ar hiamtad fran Hull (2013) sidan 65 men jag har gjort sma redigeringar.

Figur 5.5 och Figur 5.6 dr hamtad fran Lang (1996-2003) sidan 34. De var en bild som jag
dela i tva och lagt till siffrorna 1-6.

Figur 5.7 har jag ritat sjilv, scannat in och i datorn lagt till beteckningar.

Figur 5.8, Figur 5.9 och Figur 5.10 har jag skapat sjalv genom att skanna in vikningen steg
for steg och i datorn lagt till beteckningar och pilar.

Figur 5.11 och Figur 5.12 ar hamtade fran Hull (2013) fran sida 85, 86 respektive 89.

Figur 5.13 édr hamtad fran Hull (2013) sidan 87 men jag har redigerat dem, tagit bort de
engelska beskrivningarna och numrerat dem, for att béttre passa in i min uppsats.

Figur 5.14, Figur 5.15 och Figur 5.16 &r hamtade fran Hull (2013) fran sida 91-92.
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