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1 Hur anvandningsomradet vaxte fram

Tar vi fram en matematisk larobok med inriktning fran grundskolan eller
gymnasiet fran bokhyllan som behandlar &mnet geometri kan vi med storsta
sannolikhet finna den euklidiska geometrin som en réd trad genom léaroboken.
Vi finner de forsta fyra grundlaggande postulaten foljt av de femte, parallell-
postulatet, och vad vi kan genomfora med dessa regler. Vi finner med storsta
sannolikhet Pythagoras sats och omraden dar den kunskapen kan tillampas
samt givetvis bevis for satsen. Sfarisk geometri ar ddremot nagot vi inte
finner mycket av i dagens laromedel pa grundlaggande niva trots att sfarisk
geometri under mer &n 1500 ar var som en storebror till trigonometri i planet.
Sfarisk geometri var dven fortsatt populart fram till andra varldskriget da
vissa tillampningar i marinen och militaren praglades av detta och darfor fick
en framtradande plats. Darefter fann sig d&mnet asidosatt for den euklidiska
geometrin vi ser mest av i larobockerna idag. Detta for att pedagogiken kring
geometri var pa vig at ett annat hall &n mot den sfariska, d.v.s. mot den
plana geometrin [1].

Vad ar da sfarisk geometri och varfor fanns det en anvdandning for det?
Sfarisk geometri motiveras av att det fanns en oumbarlighet att lokalisera
sig, framst for astronomer och sjoméan, med hjéalp av stjarnorna och plan-
eterna i himmelen. Da jorden men dven himmelen har en sfarisk form blev
det naturligt att betrakta geometrin pa just en sfiar och de ar det som menas
med sfarisk geometri, geometrin pa en sfars yta.

Det ar ett omrade som har utvecklats en hel del genom arhundraden fran
bland annat Menelaus (70-140 e Kr.) samt Abu Sahl al Kuhi (940-1000 e
Kr.) till det tillvigagangsséttet som far anses som det moderna varav ett av
tillvagagangsitten sattes i system av nagon som inte var en renodlad matem-
atiker. Med denna text vill jag ta med lasaren pa en resa om vad vi kan lara
oss om sfarisk geometri i alltifran grundlaggande egenskaper pa en sfar till
hur vi med fotfastet i sfarisk geometri kan navigera, med hjéalp av trianglar,
pa oppet hav med vinden piskandes i ansiktet.

Storre delen av detta arbete dr hamtat ur Heavenly mathematics av Glen
Van Brummelen.

1.1 Grundlaggande om Euklides postulat

Som jag skrev tidigare ar Euklidisk geometri den roda traden i den geometrin
som idag lars ut i skolor 6ver Sverige. Euklides ar kand for det matematiska



verket Elementa. Euklides anvander i Elementa olika typer av grundlaggande
antaganden. Ett av de antaganden han gor ar postulaten som &r de verk-
lighetsnara forutsattningar som Euklides byggde hela geometrin pa. I Ele-
menta anviands fem postulat och de ar,

1. Mellan tva punkter gar precis en rét linje.

2. En andlig rat linje kan forlangas i en rat linje.

3. En cirkel kan uppritas med godtyckligt centrum och godtycklig radie.
4. Alla rata vinklar ar lika.

5. Given en rét linje och en punkt som ligger utanfor linjen kan man dra
en och endast en rat linje som gar igenom punkten och ar parallell med
linjen.

Det femte postulatet, parallellpostulatet, kunde ingen bevisa utifran de tidi-
gare fyra postulaten, det gick helt enkelt inte. Aven Euklides sjalv forsokte
forgdves bevisa parallellpostulatet med de fyra postulten som grund da den
euklidiska geometrin ar uppbyggd pa de fem postulaten jag listat ovan utan
att lyckas. Varfor tar jag upp detta? Jag skrev tidigare om den euklidiska
geometrin ar forenligt med de fem postulaten ovan. Det som skiljer den euk-
lidiska geometrin mot icke-euklidiska ar att den ar férenlig med de fyra forsta
postulaten men inte det femte, parallellpostulatet.

2 En introduktion till geometri pa sfaren

2.1 Linjer pa sfaren

Instinktivt kan vi sdga att det inte finns, sa som vi tanker oss, raka linjer pa
en sfirisk yta. Lat oss sdga att du star vid nordpolen och paborjar en lang
vandring soderut, forbi sydpolen och tillbaka till din startpunkt. Du har da
utifran ditt perspektiv vandrat en rak linje framat over jordens yta. Tittar
vi istéllet pa en betydligt mindre sfar i storleken av exempelvis en golfboll
kan vi konstatera att den vandrade striackan inte ar speciellt rak. Den har
har formen av en cirkel, en storcirkel som det kallas. Detta leder oss in pa
vara forst definitioner.



Definition 2.1. En storcirkel bildas pa sfirens yta da ett plan skar sfaren
genom dess medelpunkt.

Figur 1:

Betrakta figur 1 ovan. En storcirkel bildas pa sfarens yta da ett plan
skar medelpunkten O i sfaren. En storcirkel &r den sfariska geometrins
motsvarighet till en linje i planet. Vi kommer helt enkelt att kalla dem
linjer framéver.

Definition 2.2. En strdcka dr minsta cirkelbagen mellan tva punkter som
bildas av en storcirkel.

Vi vill senare visa att det kortaste avstandet mellan tva punkter pa sfaren
ar det storcirkelsegment som gar genom de bada punkterna. For att visa att
det kortaste avstandet ar just den stréckan vill vi ga tillbaka i planet och
visa varfor det kortaste avstandet i planet ar en linje. Beviset bestar av
triangelolikheten som vi for tillfallet tar for given men kommer att redovisas
vid senare del av arbetet. Triangelolikheten séger att summan av tva sidor i
en triangel ar langre dn den aterstaende. Vi behover dven for fall 3 i beviset
en definition for vad en kurva ar,

Definition 2.3. En kurva dr en krokt figur i planet som begrinsas av tva
andpunkter.



Sats 2.4. Det kortaste avstandet mellan tva punkter dr den rdta linjen.

Bevis. Fall 1. Vi visualiserar en stracka mellan punkt A och B i planet.
Striackan AB kommer alltid att vara kortare &an AC'B om punkt C' inte ligger
pa strickan AB. Detta pastaende ar ekvivalent med triangelolikheten som
bevisas vid sats 3.1. I detta fall far vi att AC' och C'B é&r langre an den
aterstaende vilket ar AB.

Figur 2:

Fall 2. Vi betraktar figur 2 och punkt A; och A;. Strickan som bildas
mellan de tva punkterna blir alltsa A;As. Vi vill nu visa att den striackan
ar kortare dn A;A;A3A4As. Enligt fall 1 kan vi konstatera att stréckan
A1As < AjAsAsz och da det ar den kortaste strackan vi ar intresserade av
utesluter vi darfor A; As A; och behaller strackan A; A;. Pa samma sitt ar
strackan A; Ay < A;A3A, genom samma resonmenag som tidigare utesluter
vi A;A3A4 och upprepar vi detta en gang till kommer vi erhalla att A; A5 <
A1 A4 A5 och vi har da med hjalp av fall ett visat att kortaste avstandet
mellan de tva punkterna A; och As ar strackan A;As. Vi far de allména
fallet A1A, < A1A,_1A,. Detta pastaende géller med samma resonemang
som fall ett, att A,_; inte ligger pa striackan A;A,,.



Figur 3:

Fall 3. Betrakta figur 3 ovan. Vi har da striackan A; A5 och kurvan som
har startpunkt i A; och slutpunkt i As. Vi kan approximera delar av kurvan
med rata linjer om varje linje har sin start och andpunkt pa kurvan. Gor
vi sedan avstandet mellan start och dndpunkten véldigt litet far vi nagot
som liknar den ursprungliga kurvan fast med rata linjer. Vi far da i figur 3
strackorna A A, AyAs, AsA,, A4As. Men da har vi liknande situation som
i fall tva som vi visade ges av det allménna fallet A1 A4, < A1A,_1A,. Da
vi kan approximera en kurva med linjer kan vi med hjalp av fall ett och tva
dra slutsatsen att den kortaste striackan mellan tva punkter dr den linje som
forbinder de tva punkterna.

[]

Resonemanget galler dven pa sfiren givet att triangelolikheten géller.
Givet att triangelolikheten géaller kommer det kortaste avstandet mellan tva
punkter pa sfaren vara det segment av en storcirkelbage som forbinder de
tva punkterna. Detta kommer vi att aterkomma till senare i arbetet.

2.2 Parallella linjer

I geometrin pa planet kan vi dra endast en linje mellan tva punkter. Pa sfiren
daremot kan vi dra oéndligt manga linjer mellan vissa tva punkter och det ar
om de tva punkterna dr antipodala. Aven detta kommer vi att aterkomma
till senare i texten. Innan antipodala punkter definieras ska vi undersoka om
det pa sfaren existerar parallella linjer. I planet ar linjer parallella om de
inte skér varandra. Vi anvander samma definition pa sfaren.

Sats 2.5. Pa sfdren finns inga parallella linjer.



Figur 4: Skarningspunkter

Bevis. Genom en punkt utanfor en linje kan man inte dra nagon linje alls
som ar parallell med den givna, eftersom alla linjer skar varandra. Detta
visas lattast med illustrationen ovan dar vi ritat en storcirkel. Vi ritar sedan
ut en till godtycklig storcirkel. Da kan se att de tva linjerna skar varandra
vid tva stéllen, () och R och vi har da, med hjélp av illustrationen visat att
det i den sfariska geometrin inte existerar parallella linjer. O]

2.3 Antipodala punkter

Vi behover nu en definition for vad antipodala punkter dr. Detta for att, som
jag namnde tidigare, genom tva antipodala punkter gar det odndligt manga
linjer. En differens fran vad vi ser i planet dar det endast gar en linje mellan
tva punkter.

Definition 2.6. Twa punkter pa sfiren sdges vara antipodala om de ligger
pa samma diameter

Sats 2.7. Mellan tva antipodala punkter gar det odndligt manga linjer.



Figur 5:

Bewis. Vi drar en diameter genom sfarens medelpunkt O och far de antipo-
dala punkterna P och (). Dessa punkter kan liknas med nord och sydpolen pa
jordens yta. Vi kan se pa figur 5 att vi kan dra oandligt manga linjer mellan
P och Q. Dessa linjer kan jamforas med longitudstrackorna pa jorden.  [J

2.4 Postulat tre och fyra

Definition 2.8. Om tva linjer skar varandra sa att de fyra vinklarna som
bildas dr lika stora ar de vinklarna rata.

Alla réata vinklar ar lika vilket &ven ar postulat fyra, detta medfor att vi
far en naturlig enhet for métning av vinklar som utrycker en homogenitet
i rummet. En rat vinkel ar alltid 90° och detta galler dven i den sfariska
geometrin. Postulat fyra kommer bland annat vara anvandbart néar vi ska
visa att vinkelsumman i en triangel 6verstiger 180° som kommer att goras
med hjalp av den polara triangeln.

Definition 2.9. En cirkel ar mdngden av punkter som ligger pa samma
avstand fran en given punkt, cirkelns medelpunkt, ddr avstandet dr cirkelns
radie.



Betrakta figur 6 nedan. Vi viljer ut en punkt A pa sfaren som var
medelpunkt och en annan punkt B pa sfiaren. Vi far da cirkeln med bagen
AB som radie. Varje punkt i cirkeln kommer att ha samma avstand till A
d.v.s langden AB. Man kan aven tolka det som att ett plan skar sfaren men
inte sfarens medelpunkt och skarningen bildar da en cirkel pa sfiarens yta.
Cirklar pa sfiaren, med undantag for storcirklar, ar den sfariska geometrins
motsvarighet till cirklar i planet.

Figur 6:

Det hér ar ingenting vi kommer att diskutera vidare i detta arbete da
vi framst kommer fokusera pa olika trianglar pa sfaren. For kuriosa kan vi
betrakta cirklar pa sfaren som latitudstrackorna pa jorden med undantag
fran ekvatorn som &r en storcirkel. Med detta med oss i var matematiska
ryggsack kan vi borja utforska sfaren utforligare.

3 Triangelolikheten och begransning av omkrets

Vi kommer senare se hur man kan anvanda trianglar for att 16sa praktiska
navigeringsproblem. Naviering med hjalp av trianglar var aven ett utav de
sétt som exempelvis sjoméan navigerade pa innan diverse hjalpmedel som GPS
fanns tillgdngliga och det sattet kallas storcirkelnavigering. I navigering mats
langden av en stracka i form av grader och jag kommer darfor att beskriva
laingden av strickor i grader. Det gor vi genom att betrakta en sfar med
radie ett dar centrumvinkeln ar lika med striackan som bildas pa sfarens yta.

10
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Figur 7: Centrumvinkel med benamning a

Strackan AB har alltsa langden a°, om radien hade varit r hade strackan

varit r-a° men da vi betraktar sfaren med radie ett ar alltsa langden a°. Vid
navigering oversatts strackan som ges av centrumvinkeln till enheten sjomil.
En sjomil motsvarar en bagminut pa en storcirkel vilket pa en sfar motsvarar
%O. Om vi da betraktar centrumvinkel a som 10°. Da kommer &ven strackan
AB vara lika med 10°. Vill vi skriva strackan AB i enheten sjomil behover
vi alltsa multiplicera den givna strackan med 60. Vi far i varat fall att AB i
sjomil a&r motsvarande, 10 - 60 = 600. Strackan AB é&r alltsa 600 sjomil. Vi
kommer att ha anvandning av detta senare i de olika exemplen.
Innan vi kan paborja navigeringsexempelet behover vi faststalla mer teori,
bland annat den storsta omkretsen av en triangel pa sfaren. For att gora
det kommer vi utga fran en triangel planet och Euklides &n en gang genom
proposition 20 i bok ett av Elementa, triangelolikheten.

Sats 3.1 (Triangelolikheten). [ en triangel dr summan av de tva sidorna
storre dn den aterstaende.

11



Figur 8:

Bevis. Vi later ABC vara en triangel och vi ska visa att i den &ar tva sidor
storre dn den aterstaende. Vi ska alltsa visa att summan av BA och AC ar
storre &n BC', AB och BC' ar storre an AC' och att BC' och C'A ar storre an
AB. Vi forlanger strackan BA sa den skar genom punkt D sa att strackan
DA ar lika lang som strackan AC. Sedan forbinder vi D med C' och far
triangeln ADC'. Eftersom AC' ar lika med DA &r vinkel ADC' lika med
vinkel AC'D vilket resulterar i att vinkel BC'D ar storre dn vinkel ADC.

Proposition 19 i Elementa bok ett séager att i en godtycklig triangel ar sidan
motstaende den storre vinkeln storre. I vart fall far vi da att i triangeln
DCB ar vinkel BC'D storre an BDC' och enligt proposition 19, som vi nu
tar for givet, ar alltsa DB storre an BC. Men DA ar lika med AC' déarfor
ar summan av BA och AC storre an BC. Pa liknande sétt kan vi visa att
summan av BC och AB ar sorre én AC' och att summan AC och BC' ér
storre én AB. O]

3.1 Kortaste avstandet mellan tva punkter pa sfaren

Jag skrev tidigare om att den sfariska geometrin ar en icke-euklidisk geometri
da den inte ar forenlig med parallellpostulatet. Euklides utgar i Elementa
utifran de fem postulaten som han anvander for att bevisa olika proposi-
tioner. Nar Euklides bevisat en proposition kan han sedan anvanda den nyss
bevisade i ndstkommande proposition o.s.v. Euklides drog sig daremot fran
att anvanda parallellpostulatet och anvande inte denna forran i proposition
29. Alltsa ar inga bevis innan proposition 29 beroende av just parallellpos-
tulatet. Triangelolikheten som ar proposition 20 i elementa ar alltsa inte
beroende av parallellpostulatet. Detta resulterar i att beviset for triangelo-

12



likheten ar overforbar i den sfariska geometrin

Men om triangelolikheten géller i den sfariska geometrin kan vi upprepa det
bevis som foljde efter sats 2.4. Da visade vi att det kortaste avstandet mellan
tva punkter ar den rata linjen som gar genom just de tva punkterna. Detta
kommer alltsa galla &ven pa sfiren p.g.a. triangelolikheten och den kortaste
strackan ar alltsa det segmentet av en storcirkelbage som gar mellan de tva
punkterna.

3.2 Begransning av omkretsen

Nu behdver vi en begransning av omkretsen i sfariska triangelar. Detta &r for
att, som jag beskrev tidigare, underlatta vara berakningar vid senare tillfalle.

Sats 3.2. Summan av sidorna 1 en sfdarisk triangel kan inte dverstiga 360°.

Figur 9:

Bevis. Enligt det forsta postulatet kan vi dra en rét linje mellan tva punkter.
Vi drar darfor strackorna AB, BC och AC och har da bildat tetraedern
OABC'. De nio vinklarna som hor ihop med de tre plana trianglarna AOAB,
AOAC, AOCB blir da 540°. Vi vet det eftersom vi sedan tidigare fran den
plana geometrin vet att vinkelsumman i en triangel ar 180° i planet. Vi far da
3-180° = 540°. Med hjalp av bland annat triangelolikheten, som vi bevisade
tidigare, kan proposition 20 i bok 11 av elementa bevisas. Den sager att i
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en rymdvinkel, d.v.s. ett horn, bestaende av tre plana vinklar sa &r summan
utav tva vinklar storre dn den tredje. Denna sats bevisas inte i detta arbete
utan lasaren hanvisas i det fallet till Euklides verk Elementa.

I vart fall far vi da att av de nio vinklarna vid A, B, C' 6verstiger tva av de
vinklarna vid A, namligen /ZOAB och /OAC, den tredje som ar /A i triangel
ABC d.v.s. /BAC'. Likasa for paret vid B och C. Summan av sidorna i den
sfariska triangeln ar lika med a + b+ c. Detta foljer av att strackorna i den
sfariska triangeln ar lika med centrumvinkeln, som i figur 9 ar vinklarna vid
O. Av det tidigare resonemanget foljer att summan av sidorna i tetraeden
OABC bortsett fran AABC' att vinkelsumman ar 540°. Tidigare visades att
den tredje sidan av en triangel ej kan Overstiga summan av de andra tva.
Med den kénnedomen far vi foljande uttryck,

a+b+c = 540°—((LOAB+/OAC)+(/OBC+/OBA)+(/OCA+/OCB)) <

< 540° — (/BAC + LABC + /ACB)

Summan av /BAC,/ABC och /ACB ar 180° da de &r vinklar i en plan
triangel, ndmligen AABC. Till hoger om olikhetstecknet far vi alltsa 540° —
180° = 360°. Saledes far vi att

a+b+c<360°

O

Detta kommer vi aven ha anvandning av i nastkommande del nar vi borjar
diskutera vinkelsumman i sfariska trianglar.

4 Vinklar och vinkelsumman med hjalp av
den polara triangeln

Nu har vi begransat omkretsen av en sfarisk triangel men vi har inte borjat
diskutera vinklar an. I planet har vi blivit inskolade i att vinkelsumman i

en triangel ar 180° men vi kommer snart att se att detta inte stimmer i den
sfariska geometrin. Innan vi paborjar néasta definition behover vi diskutera

14



antipodala punkter lite djupare an vi gjorde vid de inledande definitioner.
Betrakta figur 10.

Nordpol

Hemisfar

Sydpol

Figur 10:

De tva antipodala punkterna kunde beskrivas som nord- och sydpol.
Dessa tva punkter ligger pa varsin hemisfar som delas av en ekvator, som ar
en storcirkel. Vi sag tidigare att det fanns oéndligt manga linjer mellan de
tva antipodala punkterna. Det vi behover ta med oss till nasta stycke &ar att
linjen mellan nord- och sydpol och ekvatorn ar vinkelrat.

4.1 Polara triangeln

Vi kommer nu att gora en till synes mystisk skapelse pa sfaren. Den skapelsen
kommer att anvandas for att klargora nagra samband som senare kommer
leda till att vi kan visa att vinkelsumman i en triangel overstiger 180°.

Definition 4.1. I en godtycklig sfarisk triangel AABC' kan vi forlinga sidan
AB. Vi ser den sidan som en ekvator och C' som en motsvarande pol som dr

pa samma hemisfar som punkten C'. Vi upprepar detta for de évriga sidorna
och forbinder punkterna A', B" och C'. Da far vi ANA'B'C" som bildar det vi
nu framover kommer kalla den poldara triangeln till AABC'.

15



Figur 11:

Jag skrev innan om att vinkeln som bildas av en linje mellan de tva
antipodala punkterna nord- och sydpol och ekvatorn ar vinkelrat. Det ar
nagot vi behover ha i atanke vid sats 4.2 samt efterfoljande bevis. I den
hogra bilden i figur 11 ar de rdta vinklarna utplacerade for att forenkla
bevisresonemanget som foljer efter sats 4.2 samt 4.4.

Sats 4.2. Den poldra triangeln av en polar triangel ar den ursprungliga tri-
angel.

Bewvis. Enligt bilden ovan forlanger vi BC' och ser resultatet som ekvator. Vi
antar att punkt A’ pa samma hemisfar som A &ar pol till strackan BC. Pa
samma satt att B’ ligger pa samma hemisfar som B och ar pol till strackan
AC och att C”" ligger pa samma hemisfar som C' och ar pol till AB.

Men om C’ ar en pol till férlingningen av stricka AB och A’ ar en pol till
den forlangda striackan BC kommer B vara en pol till A’C’. Pa samma sétt
kan vi se i figuren att C' &ar pol till B’A" och att A &r pol till B'C’. Vi utgar
alltsa ifran triangel AABC och finner den poléara triangeln AA’B’C’. Ska vi
finna den poléra triangeln till AA’B'C” kommer vi att komma tillbaka till
AABC. Den poléra triangeln av en polar triangel ar den ursprungliga. Vi
har da visat att relationen ar tvafaldigt. ]

16



Nu ar vi pa god vég till att visa det som var meningen da vi konstruerade
den polara triangeln. En repetition av vad som menas med supplement for
en vinkel kan vara pa sin plats innan nasta sats.

Definition 4.3. Supplementet av en vinkel o ar 180° — av.

Innan vi kan visa att vinkelsumman i en sfarisk triangel Gverstiger 180°
behover ett till samband fran den polara triangeln klargoras.

4.2 Polara dualitetsatsen

Sats 4.4 (Poldra dualitetsatsen). Sidan i en poldr triangel dr supplement
av motsvarande vinkel i den ursprungliga triangeln, och vinklarna av en poldr
triangel ar supplement av sidorna hos orginalet.

Beuvis. Betrakta den hogra bilden i figur 11. Strackan DE motsvarar /A. Vi
kan dven utifran figuren se att C’ &r en pol till strackan ABD. Pa samma
sétt foljer att B’ ar en pol till strackan ACE. Foljaktligen kan vi da, utifran
figuren igen, konstatera att bade strackan C'D och B'E ar 90°. For att rikna
ut sidan av den poléra triangeln d.v.s. striackan B’C’ far vi f6ljande uttryck,

B'C'=B'E+C'D—- DE =180°— DE = 180° — /A.

Alltsa att striackan B’C” ar supplementet av vinkeln i den ursprungliga tri-
angeln. Pa samma séitt visas motsvarande pastaenden om de resterande
sidorna.

For att bevisa att vinklarna i en polar triangel dr supplementet av sidorna
hos den urpsrunliga triangeln betraktar vi den hogra bilden i figur 11 igen.
C' ar en pol till strackan A’B’ och B &r en pol till strackan A'C’'. Genom
liknande resonemang som tidigare far vi da,

/A = 180° — BC,

pa samma satt kan dven de resterande vinklarna visas.

]

Med hjalp av det vi har visat ar vi nu redo att visa att vinkelsumman i
en sfarisk triangel overstiger 180°.
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4.3 Vinkelsumman i en sfarisk triangel

Sats 4.5. Vinkelsumman av en triangel inom sfarisk geometri overstiger
180°.

Bevis. Vi vet att summan av sidorna av den polidra triangeln maste vara
mindre an 360°, detta redovisades i det tidigare stycket. Tidigare beskrevs
aven att sidorna av den polara triangeln ar supplement av vinklarna i den
orginella triangeln och vise versa. Genom att kombinera det som tidigare
har visats far vi da foljande,

(180° — A) + (180° — B) + (180° — ') < 360°.
Genom att applicera kanda réaknelagar skriver vi om olikheten till,
A+ B+ C > 180°.

O

Vi har alltsa visat att det som sitter i viggarna i var och varannat klass-
rum ute i Sverige, att vinkelsumman i en triangel &r 180° och har da visat
att vinkelsumman i en triangel faktiskt kan overstiga 180° men da pa en sfar.
Vi kommer senare pa ett annat sétt se att vinkelsumman i en sfarisk triangel
overstiger 180° men da genom att betrakta arean av den sfariska triangeln.

For den intresserade kan det vara av intresse att veta att Euklides i propo-
sition 32 i bok ett av Elementa bevisade att vinkelsumman i en plan trian-
gel ar 180°. T det beviset utgar Euklides bland annat ifran postulat fem,
d.v.s. parallellpostulatet. Som jag skrev tidigare ar sfariskt geometri inte
forenlig med parallellpostulatet och darfor far vi aven ett annorlunda svar i
den sfariska geometrin gallande vinkelsumman i en triangel an det resultatet
vi har i den plana geometrin.

5 Ratvinkliga trianglar, identiteter och ex-
empel

Att det ar en skillnad pa trianglar i planet jamfort med i sfaren har nu
visats. I inledningen beskrivs ett malande exempel dar vi med piskande
vind i ansiktet navigerar oss pa Oppet hav. Det kommer vi i det forsta
exemplifierandet att gora med hjalp utav den ratvinkliga triangeln. Innan vi
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kastar oss ut i det exemplet behéver vi ha med oss nagra formler som hjélper
oss pa vagen. Vi betraktar den sfariska ratvinkliga triangeln nedan for att
skapa formler dar /BC A ar ratvinklig.

Figur 12:

For att kunna harleda formlerna behover vi anvanda oss utav en ratvinklig
triangel i planet. Den ratvinkliga triangeln kan vi skapa, betrakta figur 12.
Det forsta vi vill gora ar att forvandla /A och /B fran det sfariska till planet.
Vi gor detta genom att betrakta /A som en vinkel mellan triangel AOAC
samt AOAB da den ér lika stor som /BAC i den sfiriska triangeln. Vi
gor pa liknande satt med /B som da blir vinkeln mellan den vertikala bakre
vaggen AOBC samt planet AOAC. Vi utrycker /A och /B som vinklar
mellan linjesegment hellre an mellan planen. For att gora detta véaljer vi
en punkt D pa strickan OB vi drar en vinkelrat linje mot stracken OC' och
kallar skdrningspunken E. Vi drar direfter en vinkelrat linje till strickan O A
och kallar skarningspunkten F. Detta gor att ADFEF bildar en ratvinklig
triangel inne i den sfariska med den rata vinkeln vid E. T det forsta steget
vid skapandet av formlerna kommer vi betrakta /A som motsvarar /DFE i
den plana triangeln ADFE.

Innan vi pabdrjar att skapa dessa formler behover vi klargora en sak géllande
den plana triangeln ADFFE. Vi kan konstatera att AODE, ADEF och
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AOFEF ar ratvinkliga pa grund av hur vi drog linjerna men kan vi vara
sakra pa att AODF ar ratvinklig? Svaret ar ja vilket jag nedan kommer att
visa med hjalp av Pythagoras sats som seglar in till undséattning.

Vi antar att kvadraten av den férmodande hypotenusan OD.
OD* = OE® + ED?
= (OF*+ EF*) + (DF? — EF?) = OF? + DF?

Vi har da visat att AOF D ar ratvinklig precois som AODE och AOEF
i tetraeden ODEF. Varfor gjorde vi detta? Om vi applicerar trigonometri
direkt ur figuren kommer vi att kunna hérleda inte mindre &n sju anvandbara
formler déar nyckeln ar att betrakta tetraedern ODFEF'. Exempelvis,

) _ DFE
sin(a) = oD
Da % har punkten D gemensamt multiplicerar vi hogerledet med den trejde
strackan som har punkten D gemensam. Vi multiplicerar alltsa hogerledet
D DF

med DTI::' Detta andrar ingenting i vansterledet da 5% = 1. Saledes far vi,

 DE DE DF
~ 0D DF OD

Betrakta figur 12 igen. Vi kan skriva om % till sin(A) och % till sin(c).
Alltsa ar

sin(a)

sin(a) = sin(A) - sin(c)

Kom ihag att a, b, ¢ motsvarar sidorna i den sfériska triangeln och A, B, C
ar vinklarna. Vi kan pa samma sétt erhalla foljande formler,

sin(b) = gg = gg : gg = cot(A) - tan(a)
cos(A) = IF);C, = g?j : gl; = tan(b) - cot(c)
cos(c) OF _OF OF _ cos(b) - cos(a)

~ 0D 0D OE
Eftersom A och B &r tva godtyckligt valda punkter kan vi darfor byta plats
pa A och B, likasa galler for striackorna a och b. Genom att gora detta kan
vi harleda ytterliggare tre satser.
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DE DE DF

sin(b) = 0D - DF OD - sin(B) - sin(c)
sin(a) = gg = lO)g : IF)g = tan(b) - cot(B)
cos(B) = lF)?: = g? : g? = tan(a) - cot(c)

Vi kan konstatera att bytet inte gav oss nagonting nytt i cos(c) = cos(a) -
cos(b) och jag hdnvisar dven lasaren att testa detta. Hittills har vi alltsa de
sju formlerna att luta oss pa men vi ar inte klara riktigt &n. Vi har nu inga
identiteter som refererar till bade A och B. Detta gor vi geometriskt genom

att betrakta figur 13 nedan.

Figur 13:

Vi maste lagga till /B sa vi forhaller oss till en liknande process vi anvande
vid bildandet av /A. Vi véljer en punkt G pa OA och drar en vinkelrit linje
mot OC' som skir OC' vid E. Vi drar dérefter en vinkelrat linje pa OB
och kallar skarningpunkten H. Vi drar sedan en linje fran H till G och kan
med tidigare forda resonemang siga att AOHG ar ratvinklig med den réita
vinkeln vid H och /B = FHG.

21



Vi far da de tre trianglarna nedan som beskriver de tre planen av tidigare
bild. Med hjalp av dessa omvandlar vi de nya forhallanden till trigonometriska
funktioner for andra kanda vinklar.

Figur 14: Trianglarna i planet fran figur 13.

Exempelvis far vi foljande genom att betrakta figur 13,

OF
oD
Vi gor som i det foregaende exemplet da vi multiplicerade strackorna med

den tredje strackan som har en gemensam punkt med de bada striackorna i
detta fall med strackan OFE. Saledes far vi,

OF OF OF
OD  OE OD

Med hjalp av figur 14 kan vi konstatera att forhallandet mellan O—E ar lika
med forhallandet mellan el L och aven att forhallandet mellan € op D ar lika med

forhallandet mellan . Vi applicerar det och far foljande utryck,

cos(b) =

cos(b) =

OF OF OF FEF FEH

OD OE OD FEG DE
For att skriva om foérhallandet till en trigonometrisk funktion behover vi

observera att gg gg = gg gg Atergar vi sedan till figur 13 kan vi se att,

FF FEH
ﬁ . ﬁ = COt(A) . COt(B)

Foljaktligen har vi slutligen att,
cos(b) = cot(A) - cot(B)

cos(b) =

22



Pa samma satt erhaller vi ytterliggare tva formler,

_FE FE OF EG OH EG OH
~ DF OF DF OF HG HG OE

cos(A) = cos(a) - sin(B)

HE HE OH DE OF OF DE

os(B) = 4= 0B HG~ OE DF _ OE DF

= cos(b) - sin(A)

5.1 Pythagoras sats pa sfaren

Om en sfarisk triangel blir mindre och mindre, d.v.s. da a,b,c gar mot 0
forsvinner krokningen och den sfiriska triangeln borjar mer och mer anta
formen av en triangel i planet, vi kan likna detta med att du har en stor
triangel pa jordens yta. Om sedan sidorna blir mindre och mindre tills vi
kan rita den pa marken vi star pa inom exempelvis en kvadratmeter kommer
den framsta som en triangel i planet fran vart perspektiv. Da vi sedan
tidigare vet de trigonometriska funktionerna géillande en vinkel i planet kan
vi utifran det vi hérledde tidigare, med hjalp av figur 12, skriva den sfariska
motsvarigheten.

- 22
i) - 20

Vi far liknande resultat for de andra identiteterna, exempelvis, cos(A) =
sin(B)-cos(a) som har motsvarigheten cos(A) = sin(B) i planet da a gar mot
noll. Det finns ddremot en identitet som kraver att vi kavlar upp drmarna.

Sats 5.1. Den sfiriska motsvarigheten till Pythagoras sats dr cos(c) = cos(a)-
cos(b).
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Bevis. Da a, b, c gar mot 0 kan vi se att vi far det mattligt spannande 1 = 1-1.
For ett mer givande resultat anvander vi oss utav Maclaurin-utveckling dar,

cos(z) =1—++—~——...dax—0

Om z ar valdigt litet riacker det att approximera cos(x) = 1 — % eftersom
att de andra termerna kommer vara valdigt sma i jamforelse. Vi anvédnder

oss utav substitutet och far,

c? a? b?

1-5=0-5)0-7%)

Genom att forenkla utrycket far vi, ¢ = a? + b + # Vi ser att den sista
termen ar oandligt liten jamfort med de andra sa nér vi later a, b, ¢ — 0 blir
cos(c) = cos(a) - cos(b) inget annat &n Pythagoras sats. O

Detta kommer vi finna anvandbart framover bland annat nér vi ska bevisa
cosinussatsen pa en sfar.

5.2 Navigeringsexempel

Tidigare forklarades att vi tdnker oss strackor i matt av grader, som nar vi
sag att summan av sidorna i en triangel inte Overstiger 360°. Strackorna i
foljande exempel kommer representeras av sjomil vilket jag skrev om tidigare
i arbetet hur vi raknade ut med hjalp av att betrakta en sjomil motvarandes
av en bagminut pa sfiren, dvs %O.

Nu ar det diaremot dags att hissa segel och se vad vara nyfunna identiteter
kan hjalpa till med pa ett exempel till sjoss.

24



A (Nordpolen)

1 a

C (Hamnen)

B (Slutpunkt)

Figur 15:

Vi antar att ett skepp lamnar en hamn vid koordinaterna (44, 67°N, 63, 58°W).
Skeppet tar riktning osterut och seglar langst en storcirkel dar ett segment
av storcirkeln representeras i strackan C'B i figur 15. Vi ska nu hitta dess
position efter 1000 sjomil (1852 km).

Skeppet paborjar sin fard osterut men rikningen skulle gradvis andras, pa
grund av att vi fardas utmed en storcirkel, och borja réra sig mot en rikning
mer soderut. Vi tittar pa den ratvinklinga triangeln som bildas dar C ar
hamnen vi startar vid och B ar slutdestinationen 1000 sjomil bort.Vi sam-
mansluter dessa tva punkter med nordpolen A och far da AABC. Vi kan
konstatera att

AC =b=90° —44,67° = 45,33°.

25



Detta far vi eftersom vi borjar rdkna de nordliga koordinaterna fran ekvatorn
upp till nordpolen déar den totala striackan ar 90°. Vi far aven,

BC = a = 1000 = 16,67°

BC' ar alltsa strackan vi kommer att fardas och som vi skrev tidigare att en
sjomil motsvarar en bagminut sa far vi sambandet ovan da %O 1000 = 16,67°
Vi borjar med att hitta skeppets latitud som ar komplementet av AB, d.v.s.
90° — AB. Eftersom vi nu vet sidorna AC och BC kan vi anvanda oss utav
Pythagoras sats pa sfaren som vi harledde tidigare.

cos(c) = cos(a) - cos(b)
AB = ¢ = cos(c) = cos(45,33°) - cos(16,67°)
c = cos”'(cos(45,33°) - cos(16,67°)) = 47, 66°

Da har vi saledes funnit lingden pa AB, som ar lika med ¢, och med
hjalp av det kan vi nu finna latitudkoordinaten for B vilket, som jag skrev
tidigare, ar komplementet av AB. Detta for att vi befinner oss pa den 6vre
hemifiren och vi rdknar latitudkoordinaterna fran 0 vid ekvatorn till 90° vid
nordpolen. Latitudkoordinaten for B &r alltsa foljande,

90 — 47,66 = 42,34

Det som ar kvar nu ar att finna longituden for var slutdestination. Vi kan
med hjalp av bilden avlasa att vi behover berdkna /A for att kunna berdkna
den nya koordinaten och finner vi /A ar vi néstan klara. Da vi vet b och
¢ kan vi anvinda det samband vi hérledde tidigare, utifran figur 12, da
cos(A) = tan(b) - cot(c) och far,
cos(A) = tan(45,33°) - cot(47,66°)
A = cos ™! (tan(45, 33°) - cot (47, 66°))

Vi far da att A ar 22, 81°
Da ursprungspositionen var 63.58°W och vi vet att farden var i ostlig riktning
subtraherar vi darfor A fran ursprungspositionen och far saledes,

63,58 — 22,81° = 40, 78°W

De nya koordinaterna, vid slutpunkten, ar alltsa (42,34°N, 40,78°W).
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Som det kanske marks ur exemplet ovan kan det inte ha varit 1att att sta
pa sitt skepp ute pa havet och rdkna det vi ovan visade utan hjalpmedel.
For kom ihag att det var nddvandigt att navigera till sjoss dven innan
tiden da datorer och minirdknare gjorde entré. For att gora detta anvandes
tabeller dar de som navigerade till sjoss kunde fa ett varde pa den eftersokta
trigonometriska funktionen. Nedan, i figur 16, har vi ett exemepel pa hur en
sadan tabell kan se ut.

Figur 16: Tabell som kunde anvéndas vid exempelvis navigering [2]

6 Trubbiga trianglar, cosinus-satsen och ett
till navigeringsexempel

Cosniussatsen ar anvéandbar i planet da vi med hjalp av den exempelvis
kan berdkna en sidas ldngd, om en vinkel samt de tva andra sidorna &r
kidnda. Om de tre sidorna &r kénda kan vi ocksa berakna en vinkel. Senare i
texten kommer vi stota pa ett exemplifierande pa sfaren dar avstandet mellan
tva punkter berdknas med hjilp av cosinussatsen. Men hur ser egentligen
cosinussatsen ut pa sfaren? Vi vet sedan tidigare att den i planet ser ut som
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foljande, ¢ = a®+b* —2ab- cos(). Pythagoras sats visades tidigare pa sfaren
var
cos(c) = cos(a) - cos(b).

Med hjalp av den kommer vi nu harleda cosinussatsen

6.1 Cosinussatsen i den sfariska geometrin

Sats 6.1. Den sfariska motsvarigheten till cosinussatsen ar
cos(c) = cos(b) - cos(a) + cos(C') - sin(a) - sin(b)

Bevis. Nedan i figur 17 &r den sfériska triangeln AABC. Vi drar sedan en
linje fran A som skér striackan BC' vinkelrdtt och kallar skarningspunken
D. Vi far da tva ratvinkliga trianglar. Den vénstra, AACD som bestar av
strackan AC' som betecknas som b, strackan C'D som betecknas z. Strackan
AD ar gemensam for de bada ratvinkliga trianglarna och betecknas h. Den
hogra ratvinkliga triangeln AABD bestar av den gemensamma strickan h
samt DB som ar a — x och striackan AB som motsvarar c.

Figur 17:

Applicerar vi den sfariska motsvarigheten till Pythagoras sats pa AAC'D
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och AABD fas de foljande tva uttrycken.
cos(b) = cos(x) - cos(h),

cos(c) = cos(h) - cos(a — x)

Eftersom de bada ratvinkliga trianglarna har strackan A gemensam kommer
denna variabel att finnas med i de bada utrycken. Vi loser darfor de bada
uttrycken for cos(h) vilket ger,

cos(h) = cos(b)
() cos(z)’
cos(h) = <)
() cos(a — x)

Genom att 16sa de bada utrycken for cos(h) kan vi sitta dom lika med varan-
dra och sedan borja med algebraisk forenkling av uttrycket,

cos(b)  cos(c)

cos(z)  cos(a —x)’

cos(b) - cos(a — x) = cos(c) - cos(x).

Enligt den sa kallade subtraktionssatsen for cosinus ar,

cos(a — B) = cos(a) - cos(B) + sin(p) - sin(p).
Saledes appliceras darfor subtrationssatsen for cosinus till varat uttryck och
foljande fas,

cos(c) - cos(x) = cos(b)(cos(a) - cos(x) + sin(a) - sin(x)).

sin(z)
cos(z)

Genom att dividera hogerled och vénsterled med cos(x), och da
tan(x) far vi utrycket,

cos(c) = cos(b) - cos(a) + cos(b) - sin(a) - tan(x)
For att skriva om tan(z) betraktar vi illustrationen dér vi harledde de tidigare
formlerna, alltsa figur 12. Vi betraktar da formeln cos(A) = tan(b) - cot(b)
dar A motsvarar vart C', b motsvarar vart x och ¢ motsvarar vart b. Alltsa
far vi,

cos(C') = tan(x) - cot(b),
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cos(C')  cos(C) - sin(b)

cot(b) cos(b)

Genom att ersétta tan(x) med utrycket ovan i det usprungliga utrycket far
vi,

tan(z) =

cos(c) = cos(b) - cos(a) + cos(C) - sin(a) - sin(b)
]

Vi har da visat cosinussatsen motsvarighet pa sfaren. Satsen lampar sig
valdigt bra nar vi arbetar med geografiska problem vilket vi kommer att
se genom ett exempel dar avstandet mellan tva punkter pa en sfar skall
beréknas.

6.2 Avstandsberakning pa sfaren

Med hjélp av cosinussatsen skall ett exempel genomforast dar strackan mel-
lan tva punker pa sfiren, i detta fall pa jordens yta, ar av intresse.

Ett nytt begrepp som kommer att anvandas ar nollmeridian. Nollmeridia-
nen ar storcirkeln som gar fran de antipodala punkterna, nord- och sydpol,
igenom staden Greenwich i den sydostra delen av London. Nollmeridianen
ar utgangslinjen nar vi talar om koordinater 6st eller véast om just den stor-
cirkeln. Exempelvis ar antal grader 6st om nollmeridianen en punkt pa det
ostra halvklotet sett fran just den linjen. Nu till exemplet.

6.3 Exempel pa anvandning med cosinussatsen

Vi valjer ut tva punkter, i detta fall kommer vi att titta pa den 6vre hem-
isfaren. Punkt A ges av koordinaterna (55°N, 20°E) och punkt B av (25°N, 70°E).
Vi ser nordpolen som punkt C' och forbinder de tre punkterna och far AABC
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Figur 18:

Med informationen om var punkt A och B ligger koordinatmassigt kan vi
rakna ut strackorna a och b. Detta gor vi genom att ta deras latitudkoordinat
och subtraherar dem fran 90°. Da vi befinner oss pa den 6vre hemisfaren och
vi borjar rdkna fran noll vid ekvatorn som vi tidigare sa delar en sfér i tva
hemisférer.

AC =b=90° — 55° = 35°

BC =a=90°— 25° = 65°

Betrakta nu cosinussatsen, cos(c) = cos(b) - cos(a) + cos(C) - sin(a) - sin(b).
Vi har da a och b men vet ej annu /C. Vi betraktar bilden igen och tittar pa
strackan C'D som ska representera nollmeridianen. Vinkel C' kommer alltsa
vara differensen mellan vinkel /DCB och /DCA.

/DCB — /DCA =170°—20°
Alltsa, vinkel C' ar 50° och nu har vi allt vi behéver for att rdkna ut avstandet
mellan punkterna A och B. Vi for in de grader vi har i cosinussatsen och far,
cos(c) = cos(35%) - cos(65°) + cos(50°) - sin(65°) - sin(35°7),
¢ = cos '(cos(35°) - cos(65°) + cos(50°) - sin(65°) - sin(35°)).

Vi far da att,
cr= 47,13
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Enheten for strackan ar da angiven i grader. Kom ihag det jag tidigare
forklarade att en sjomil motsvarar %O och det for att erhalla striackan i sjomil
behdver vi alltsa multiplicera strackan angiven i grader med 60.

47,13 - 60 = 2827, 8

Da har vi striackan angiven i sjomil. Denna kan vi &ven givetvis skriva om till
km och det da en sjomil motsvarar ungefar 1,85km. 2827,8-1,85 = 5231, 43.
Da en sjomil inte ar exakt 1,85km kommer svaret inte att vara exakt men
ger en ungeférlig uppskattning om hur lang stréckan ar i enheten kilometer
vilket kan vara av intresse.

7 Diagonens area och Girards formel

En till sak som skiljer den sfariska geometrin fran geometrin i planet ar att
vi i den sfariska geometrin kan finna tvahorningar, eller diagoner som det
kallas. Dessa geometriska figurer kommer vi ha anvandning for nar vi senare
kommer att faststéalla en formel for arean hos en sfarisk triangel men for att
faststalla det behovs forst en viss kannedom om diagonens area.

7.1 Diagonens area

Definition 7.1. En diagon dar en tvahéorning som bildas da ett omrade pa
sfaren begrdinsas av tva storcirklar.

Sats 7.2. Diagonens area dr beroende av dess vinkel och ges av formeln
Dg = 21“29.
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Figur 19:

Bewvis. Sfarens area ar 4mr? och for att finna diagonens area betraktar vi
vinkel 6 mellan de tva storcirklarna och da férhallandet mellan 6 till 27 &ar
lika med forhallandet mellan arean av diagonen till sfarens area. Stéller vi
upp det erhalls,

Dy 0
drr2 27’
Dg = 27‘29.

Vi kan da se att diagonens area ar beroende av dess vinkel, vilket skulle
visas. ]

7.2 Girards formel

En triangel pa sfaren har en area given en formel som ar namngiven efter den
franska matematikern Albert Girard som levde mellan 1595-1632. Under den
tiden var symbolerna vi idag tar for givet inom algebran under utveckling
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och Girard var den som uppfann bland annat kubikroten utéver det vi nu
ska visa, Girards formel.

Sats 7.3. Arean av en sfirisk triangel ges av formeln, T = (a+ S+~ —m)r?,
dar T star for triangelns area.

Bevis. En sfarisk triangel begrénsas av tre storcirklar och vi kallar da skarningspunkterna
A, B och C. Vi har da aven tre antipodala punkter, A", B’ och C’. Vinklarna

vid A, B och C namges for dessa i ordningen «, (3, 7.

betrakta illustrationen och se att vi har sex stycken diagoner pa var sfar, 3

stycken par som ar kongruenta med den motstaende diagonen. Dessa har vi

tidigare visat arean av. Vi kan nu med hjalp av detta visa att arean av en

sfarisk triangel 6verenstammer med Girards sats.
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Figur 20:

drr® = 2D, + 2D + 2D, — AT

Anledningen till att vi subtraherar 4T ar att vi har tva kongruenta trianglar
pa sfaren. Nar vi adderade de sex diagnonerna, 2D, + 2Dg + 2D., raknades
de trianglarna totalt sex ganger, alltsa 6T. Vi maste darfor subtrahera 47T.
Tidigare visades att Dy = 2072, Vi kan nu enkelt 16sa utrycket for T ovan
och vi har da triangelns area.

AT = dar? + 4612 + 4yr? — 4nr?

Dividera utrycket med fyra och bryter ut r? i hogerledet sa far vi en formel
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for vad T ar,
T=(a+B+y—7)r?

Vilket skulle visas. L]

Vi kan se att arean av en sfirisk triangel ges av en forhallandevis elegant
formel dar triangelns area, liksom diagonen, ar beroende av triangelns vin-
klar. Vi kan aven se i den eleganta formeln att vinkelsumman i en triangel
alltid ar storre an 180°. Om vinkelsumman hade varit 180° som i den plana
geometrin hade triangelns area varit noll.
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