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1 Introduktion

7. .without doubt the authentic type of these figures exists in the mind of God
the Creator and shares His eternity ...” - J. Kepler
(Coxeter 1975, s. 661ff.)

Pa grund av Platons fascination av de regelbundna polyedrarna, vilka pa
Platons tid var Tetraedern, Kuben, Oktaedern, Ikosaedern och Dodekaedern,
kallar vi samlingen av dessa for de Platonska kropparna. Platon inkluderade
dessa polyedrar i en atomisk geometri, och sag dem som grunden i allt.

1.1 Kepler och elementen

” Bland de regelbundna kropparna dr den forstfodde kuben, vilken ar fader till
de andra, och hans fru, sa att sdga, dr oktaedern, vilken har lika manga horn
som kuben har sidor. Likasa finmer vi att herr dodekaeder omsluter sin fru
ikosaedern da sidytorna hos den omringande polyedern dar lika manga som
den inskrivnas horn, vilket skapar ett perfekt giftermal.

Sist har vi tetraedern, vilken dr hermafrodit i detta avseende da denne kan
omskriva sig sjalv.” - J. Kepler

Johannes Kepler (1571-1630) var en tysk matematiker och astronom vars
matematiska bidrag sker inom de regelbundna polygonernas och polyedrar-
nas geometri. Kepler ndmns ofta i litteraturen kopplad till denna geometri,
varpa hans tankar lyfts fram i detta arbete for att introducera omradet och
koppla idéerna till matematiken bakom.

Kepler sag de tredimensionella regelbundna kropparna som byggstenar i det
geometriska rummet, vilket lat fantasin floda for honom. Under en tid da
grunden for astronomin holl pa att laggas, ar det inte konstigt att Kepler
forsokte koppla geometriska kroppar till naturens egna byggstenar. Timaeus
av Locri, en av Pythagoras larjungar, uttryckte en koppling mellan de fyra el-
ementen och de platonska kropparna. Timaeus kopplade ihop tetraedern med
eld, oktaedern med luft, kuben med jord och ikosaedern med vatten. Den
femte och sista kroppen dodekaedern tillats representera hela himlakroppen
och universum. Kepler haller med om dessa samband och visar detta genom
att mala de fem kropparna med en lagereld pa tetraedern, faglar och moln pa



oktaedern, en morot och tradgardsverkyg pa kuben, en kréfta pa ikosaedern,
samt solen, manen och stjarnorna pa dodekaedern.

Kuben beskrevs sta uppréatt pa sin kvadratiska bas, vilket tycktes symbol-
isera stabilitet som ocksa ar ett kédnnetecken i markbunden materia. Ok-
taedern visade sig kunna delas pa mitten genom ett kvadratiskt snitt, likt
polerna skars av en cirkel, vilket héar representerar flexibilitet som &aven
kannetecknar det mest flexibla elementet luft. Tetraederns fa sidytor sags
som en motsvarighet till den eldiga torkan, da torra saker per definition haller
sig inom sina egna granser. A andra sidan motsvarar ikosaederns manga sidor
vathet som i vatten, vilken per definition haller sig inom ramarna for andra
ting. Dodekaedern som aterstar motsvarar som sagt den himmelska krop-
pen och universum, vilka omfamnar allt likt dodekaedern som visats ha den
storsta volymen hos alla kropparna, likt universum eller himlen.

Kopplingarna ma vara starkt teoretiska utan matematisk grund, men de ar
helt klart intressanta i tankarnas véarld.

(Coxeter 1975, ss. 661-670)

1.2 Kepler och planeterna

Enligt Kepler fanns det plats for sex stycken sfarer som in- och omskriver
de fem platonska kropparna, vilka motsvarar planeternas omloppsbanor i
rymden, sa var och en utav planeterna tilldelades en utav dessa sfariska
banor. De sex planeterna som var aktuella under Keplers tid var planeterna
Merkurius, Venus, Jorden, Mars, Jupiter och Saturnus.

Kepler blev dock tvungen efter ett méte med Tycho Brahe (1546-1601) i Prag
1600 overge sin planetariska vision, bland annat da Brahes data kring Mars
omloppsbana inte stamde 6verens med Keplers tanke.

(Thompson 1991, s. 437)

Matematiken bakom Keplers planetariska vision &r intressant att diskutera,
men faller utanfor ramen for vad som kommer tas upp i detta arbete. En
annan rymdlik koppling som Kepler dock ar med och upptacker ar Kepler-
Poinsots stjarn-polyedrar, vilka presenteras och diskuteras i slutet utav detta
arbete.



2 Euklides Elementa

Elementa ar en utav de aldsta kanda matematikbockerna och ar utarbetad
av den grekiske matematikern Euklides som verkade i Alexandria runt 300
fore Kristus. Orginalutgavan av Elementa finns inte bevarad, utan det som
anvands ar avskrifter och 6versattningar. Utgavan som anvands i detta ar-
bete ar webbaserad och Gversatt till engelska. Léank till denna utgava finns i
referenslistan.

Elementa har en stor betydelse for matematiska texter och hur matematik
redovisas i skrift. Forst kommer ett antal definitioner, grundlaggande axiom
och sedan satser med tillhorande bevis. Eventuellt finner vi ocksa exempel
som illustrerar satserna.

Elementa delas upp i tretton kapitel, eller bocker som de dven kallas, vilka
innehaller olika delar utav matematiken sasom plan geometri, likformighet,
talteori, inkommensurabla storheter, rymdgeometri, och sa vidare. Bockerna
beskrivs med hjalp av de romerska siffrorna I — XT11.

Detta arbete anvénder delar fran bok ett (I), bok elva (X 1), samt bok tretton
(XIII). Definitionerna, satserna och propositionerna som anvénds i detta
arbete refereras genom att visa vilken bok den kommer ifran och vilken def-
inition, sats eller proposition i ordningen som galler. Exempelvis kommer
definition nummer tjugofem ifran bok tretton att anvéndas, vilket refereras
genom Elementa XII1.25.

2.1 Definitioner, Postulat och Satser

Elementa 1.1
Definition 2.1. En punkt ar den som saknar delar.

Euklidisk geometri utgar ifran punkten, vilken tjanar som grund i alla de ge-
ometriska definitionerna, axiomen och satserna vilka bygger upp geometrin.
En definierad startpunkt behover definieras for att allt annat ska fa méjlighet
att uttryckas.

Euklides bygger upp sin geometri fran fem postulat, vilka &r de enda anta-
gandena som behdvs for att bygga bevisen i Elementa. De fyra forsta kan
accepteras, men validiteten hos postulat fem gar att diskutera. Postulaten &r:

Postulat 1. Man kan dra en rét linje fran en punkt till en annan.



Postulat 2. Varje begransad rat linje kan forlangas obegransat.

Postulat 3. Kring varje medelpunkt kan man rita en cirkel med given radie.
Postulat 4. Alla riata vinklar ar lika.

Postulat 5/Parallellpostulatet. Nér en rét linje traffar tva andra réta
linjer, och de bada inre vinklarna pa samma sida om den skédrande rata lin-
jen ar mindre an tva rita, sa skall de bada rata linjerna, om de forlangs
obegransat, rakas pa den sida om den skdrande rata linjen som de bada vin-
klarna ligger som ar mindre &n tva réata.

Det femte postulatet, eller parallellpostulatet som det ocksa ar kant som, ar
mer komplicerat &n de fyra forsta. Under hundratals ar funderade matem-
atiker pa om postulatet egentligen ar en foljd av de fyra forsta, med andra ord
att det skulle vara en sats som kan bevisas med hjalp av de fyra forsta pos-
tulaten. Under det tidiga 1800-talet visar dock matematikerna Janus Bolyai
och Nikolaj Lobatjevskij att parallellpostulatet verkligen ar ett riktigt postu-
lat och att det inte kan bevisas med hjalp av de fyra forsta postulaten, utan
maste inforas for vidare bevisforing i Elementa.

2.2 Elementa bok XI

Polygonen

Ordet "polygon” harstammar fran Grekland och betyder ”flervinklad”. Def-
initionen baseras pa hur vi konstruerar en polygon.

Definition Polygon

Definition 2.2. Lat Ay, Ay, ..., A, (n > 3) vara en samling av punkter i
planet sadana att inte fler dn tva punkter dar kolinjara (kan sammanbindas
med en rdt linje). Om strackorna AyAs, AsAs, ..., Ap Ay endast skar vid dess
andpunkter formar de en polygon.

Detta arbete kommer ta upp begreppet konvex polygon, vilken definieras
som:
Definition Konvex Polygon

Definition 2.3. En polygon kallas konvex om, for varje linje som innehaller
en sida av polygonen, ligger resten av polygonen pa ena sidan av linjen.



En polygon som inte dr konvex kallas i arbetet for icke konvex polygon. (Ja-
cobs 1987, s. 74f.)

Definition Stjarnkonvex Polygon

Definition 2.4. En icke konvex polygon kallas stjarnkonvex om det finns
en punkt x, vilken med en rat linje kan kopplas samman med varje punkt
mom polygonen utan att skara dess kanter.

En polygon kallas liksidig om alla dess sidor ar lika (langa), och likvinklig om
alla vinklarna ar lika (stora). En polygon med p antal horn maste uppfylla
p > 3 och om p > 3 kan denna polygon vara liksidig utan att vara likvin-
klig och vice versa. Da p = 2 definierar Euklides som en stricka och p = 1
definieras som en punkt, vilka inte kvalificerar som polygoner.

Definition Regelbunden polygon

Definition 2.5. En plan polygon med p antal horn kallas regelbunden om
den dr bade liksidig och likvinklig och betecknas da med {p}.

Notationen {p} kallas for en Schlifli-symbol, och &r uppkallad efter den
Schweiziske matematikern Ludwig Schlafli (1814-1895) som var verksam un-
der 1800-talet. Notationen {p} beskriver antalet horn hos en konvex polygon
med p horn, vilket gor att {3} &r en liksidig triangel (trigon) och {4} &r
en kvadrat (tetragon), och sa vidare. Regelbundna stjarnkonvexa polygoner
(2.4) beskrivs med Schlifli-symbolen {2} , dér p fortsatt beskriver antalet
horn och k beskriver antalet ganger polygonen omringar mittpunkten. Som
exempel finner vi ett pentagram, vilken kommer visa sig viktig senare i detta
arbete, som har Schlafli-symbolen {g} med sina fem horn samt att den om-
ringar mittpunkten tva ganger.

Definition Stel rorelse

Definition 2.6. En stel rorelse dar en forflyttning utav punkter i planet eller
i rummet, sa att det relativa avstandet mellan punkterna forblir de samma.



Definition Kongruent polygon

Definition 2.7. Twa polygoner kallas kongruenta om och endast om en av
dem kan omwvandlas till den andre genom de stela rorelserna translation,
rotation eller reflektion i planet.

Detta betyder att om nagon utav polygonerna kan ompositioneras genom en
translation, vilken forflyttar alla punkter samma avstand i samma riktning,
roteras runt en fixt punkt eller speglas (inte forstoras eller férminskas) sa
att den sammanfaller exakt med den andra polygonen kallas polygonerna
kongruenta. Dessa stela rorelser aterkommer i (3.3).

Yttervinkelsatsen

Sats 2.8. Summan av alla yttre vinklar hos en polygon dar 2.

Bild 1: De yttre vinklarna A,B,C,D,E summeras till en hel cirkel

Bewis. Varje horn forlangs i linjesegment som pekar vinkelrétt utat fran varje
sida. Dra en enhetssektor mellan de forlangda sidorna. Observera att vinkeln
som dessa segment skapar ar precis den yttre vinkeln. Detta ar sant da de
tva rata vinklarna summeras till 7, sa den inre vinkeln och den yttre vinkeln
maste ocksa summeras till 7. Da sidorna pa varje par av intilliggande sektorer
ar pararella, kan de samlas ihop och bilda en cirkel. Sa, summan av alla yttre
vinklar ar lika med 27. ]



Denna sats kan ge ett vagt bevis till varfor en triangels vinkelsumma ar 7
radianer eller 180 grader.

Om a, b, ¢ ar inre vinklar till en triangel, ar 7 —a, 7—b, m—c de yttre vinklarna.
Enligt den nyss bevisade satsen ar da

(m—a)+(mr—b)+ (r—c)=2m

Sat+bte=m.

For generella polygoner utover triangeln, ges en inre vinkelsumma som ar
storre dn 7, men denna summering beror bara pa antalet sidor hos polygonen.
Om aq,as,...,a, ar de inre vinklarna hos polygonen, ger yttervinkelsatsen
(2.8) att

2r = (m—ay) + (7w — ag)+, ..., (7 — ay),

som leder ut i foljande sats.
Innervinkelsatsen

Sats 2.9. Summan av alla inre vinklar hos en polygon med n sidor ar (n —
2)7.

T — Qa4

Bild 2: Polygon med inre- och yttre vinklar betecknade



Bevis. Antag aq, as, ..., a, inre vinklar i polygon med n stycken horn, se Bild
(2). Daar (mr —aq), (7 —as), ..., (7 — a,) de yttre vinklarna i samma polygon.
Enligt yttervinkelsatsen (2.8) summeras dessa till 27, varpa vi ges:

(m—a)+ (m—ag)+ ...+ (7 —a,) =27

en-m—(a;+ay+...+a,) =27
Snh—2)r=a;+ay+ ... + ay,.

Detta var det som skulle visas. O]

(Richeson, D.S. s. 220f.)

Polyedern

Da polyedern ér en figur i det tredimensionella rummet introducerar vi nu
begreppet kropp hamtat fran Elementa.

Elementa XI.1

Definition 2.10. En kropp dr den som har ldngd, bredd och djup.

Varpa vi nu kan definiera en polyeder som féljande kropp:
Definition Polyeder

Definition 2.11. En polyeder dr den tredimensionella kropp (2.10) som kon-
strueras genom delar av skarande plan.

(Jacobs 1987, s. 541)

De skérande planen formar polygonala omraden som kallas sidytor hos polyed-
ern. Strackorna som utgor sidorna av polygonen kallas for kanter, och deras
skdrningspunkter kallar vi for polyederns horn.

Definition Regelbunden polyeder

Definition 2.12. En regelbunden polyeder dr den polyeder som uppfyller
foljande krav:

1. Polyedern ar konvez

2. Varje sidyta dr en regelbunden polygon
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3. Alla sidytor dr kongruenta

4. Varje horn ar omringat av lika manga sidytor

(Richeson, D.S; s. 33)

En regelbunden polyeder med ¢ stycken {p} polygoner som méts vid varje
horn representeras utav Schlafli-symbolen {p, ¢}. Exempel pa detta ar kuben
vilken ges symbolen {4, 3}.

Schléfli-symbolen kan anvéndas for att beskriva en polytop, vilket ar en figur
i de hogre dimensionerna, och dess uppbyggnad genom {p, ¢} for en regel-
bunden polyeder dar p som sagt fortsatt beskriver polygonen som utgor en
sidyta hos polyedern och ¢ som beskriver antalet sidytor som mots vid varje
horn. For en fyrdimensionell polytop ges r stycken {p, ¢} polyedrar som méots
vid varje kant, vilket ger notationen {p, ¢, 7}, vilket exempelvis kan vara en
tesserakt som noteras {4, 3,3} vilket betyder att den &r uppbyggd med 3
kuber rund en kant.

Allmént géaller att for en regelbunden polytop {p,q,r,...,y, 2} sa mots de
z stycken {p, q,r,...,y} sidor vid varje topp, som i det tredimensionella fallet
ar ett horn.

I detta arbete kommer endast polygoner och polyedrar undersokas, vilket gor
att resterande polytoper uteblir.

Ett begrepp som genomgaende dyker upp i detta arbete ar dualitet, vilket
definieras som:
Definition Dualitet

Definition 2.13. Dualitet ar den procedur vilken startar med en platonska
kropp och bildar en annan platonska kropp. Den nya kroppen konstrueras
genom foljande steg:

1. Hérnen hos den nya kroppen dar centrum pa sidytan av den gamla krop-

pen.

2. Twa horn hos den nya kroppen sambinds med en ny kant precis ddr
sidytorna hos den gamla kroppen delar en gammal kant.

11



En egenskap hos Schlafli-symbolen som ar vard att ndmna &ar att den pa
ett enkelt satt uttrycker denna dualitet mellan tva polyedrar, vilket repre-
senteras utav Schléfli-symbolen fast bakvand. Exempel en polyeder {p,q}
kommer vara dual med polyedern {q, p}.

Bild 3: Det duala paret kuben {4, 3} och oktaedern {3,4}

Att dessa polyedrar ar duala med en annan utav polyedrarna visste redan
Kepler, vilket ar det han liknar med giftermalen mellan kuben och oktaedern
samt dodekaedern och ikosaedern. De hor enligt Kepler samman pa grund
av att de utgor duala par. Tetraedern ar allsta dual med sig sjalv, eller her-
mafrodit som Kepler uttrycker sig (se (1.1)).

(Coxeter 1948, s.14)

Punkten dar polygonernas horn mots kallas i arbetet ocksa for horn, vilket
gor att ldsaren bor vara uppmérksam pa vilket horn som beskrivs och skiljer
mellan polygonens horn i planet och polyederns horn i rummet.

2.2.1 Definition Platonska kroppar

I bok elva introducerar och definierar Euklides de fem platonska kropparna.
Pa engelska Oversétts platonska kroppar till platonic solids.

Genom Definition X7.1 (2.10) fran Elementa beskrivs att ” en kropp dr den
som har langd, bredd och djup.”, varpa Euklides sedermera relativt snabbt
definierar de platonska kropparna i Elementa. Dessa beskrivs genom hur de
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ar uppbyggda och vilka polygoner som ar aktuella for respektive polyeder.
Elementa XI.25

Definition 2.14. En kub dr den regelbundna kropp som dar uppbyggd av sex
lika kvadrater.

Elementa XI1.26

Definition 2.15. En oktaeder ar den regelbundna kropp som dr uppbyggd av
atta lika och liksidiga trianglar.

Elementa XI1.27

Definition 2.16. En ikosaeder ar den regelbundna kropp som dr uppbyggd
av tjugo lika och liksidiga trianglar.

Elementa XI1.28

Definition 2.17. En dodekaeder dr den regelbundna kropp som dr uppbyggd
av tolv lika, liksidiga ekviangulara pentagoner.

Den uppmarksamma lasaren marker att det endast definierats fyra utav de
fem platonska kropparna. Detta beror pa att Euklides aldrig explicit utfor-
mat en definition likt de ovanstaende for tetraedern. Med hjélp utav

Elementa XI.12

Definition 2.18. En pyramid dr den figur bestaende utav plan som kon-
strueras fran ett plan till en punkt.

definieras en tetraeder enligt foljande:

Definition Tetraeder

Definition 2.19. En tetraeder dr den pyramid bestaende utav fyra liksidiga
trianglar som konstrueras fran ett plan till en punkt.

13



2.2.2 Propositioner for vidare bevisforing

For att forsta foljande proposition behover begreppen plan vinkel och rymd-
vinkel redas ut.
Elementa 1.8

Definition 2.20. En plan vinkel dr vinkeln mellan tva linjer © samma plan,
vilka mots i en punkt och inte ligger i en rak linje.

Elementa 1.8

Definition 2.21. En plan vinkel ar vinkeln mellan tva linjer i samma plan,
vilka mots i en punkt och inte ligger 1 en rak linje.

Elementa XI.11

Definition 2.22. En rymdvinkel ar vinkeln som utgors av fler dn tva linjer
som mots i en punkt men inte ligger © samma plan. Det vill saga en rymd-
vinkel dr den som dr uppbyggd av fler an tva plana vinklar som inte ligger i
samma plan och dr konstruerade till en punkt.

Angaende beviset for varfor det enbart kan existera fem stycken regelbundna
polyedrar sa bygger detta pa proposition 21 fran bok elva i Elementa, vilken
lyder:

Proposition XI.21

Proposition 2.23. Varje rymdvinkel ar uppbyggd av plana vinklar, vilka
summerade ar mindre an fyra rata vinklar.

Denna proposition bygger pa foregaende propositioner, namligen Proposi-
tion XI.20 som sédger att “om en rymdvinkel bestar av tre plana vinklar
ar summan utav tva av vinklarna storre an den tredje”; samt Proposition
1.32 "Summan av de tre vinklarna i en triangel dr lika med tva rata vinklar”,
vilken bevisas tidigare i detta arbete med hjalp av sats (2.8).

Vi ldmnar beviset till Proposition XI.20 i ett Appendix i slutet av arbetet,
men bevisar nu Proposition XI.21:

14



Bild 4: Oregelbunden tetraeder

Beuis. Foljes enklast med uppritad bild, exempelvis Bild (4).

Lat A A vara rymdvinkeln som bestar av de plana vinklarna ZBAC, ZCAD
och ZDAB. Viska nu visa attZBAC, ZC'AD och ZDAB &r mindre an fyra
rata vinklar, vilket vi betecknar 4R. Vi finner forst att /\ B bestar av de tre
plana vinklarna Z/CBA, ZABD och ZCBD och enligt proposition XI.20 sa

ar summan av tva utav dessa storre an den tredje, varfor
/CBA+ ZABD > Z/CBD

. Pa samma satt ar

/BCA+/ACD > /BCD
och
/CDA+ /ZADB > Z/CDB.

Men summan av de sex vinklarna
(LCBA,/ABD/BCA, /ACD,/CDA, ZADB)
ar da storre dn de andra tre

(LCBD,/BCD, /CDB)

15



sa
/CBA+/ABD+/BCA+/ACD+/CDA+/ADB > /CDB+/CBD+/BCD.

Men summan av dessa tre ar lika stor som tva rita vinklar, detta enligt proposition
1.32, sa

LCBA+ £LABD + /BCA+ LACD + LCDA+ LADB > 2R.

Och eftersom vinkelsummorna hos varje triangel AABC, AACD och AADB ar
lika med 2R &r summan utav de nio vinklarna fran trianglarna

LCBA+/ACB+/BAC+/ZACD+/CDA+/ZCAD+/ADB+/DBA+/BAD = 6R.
Av dem &r summan av de sex vinklarna

/CBA+ /ACB+ ZACD+ /CDA+ ZADB+ /DBA > 2R,
varfor summan av de kvarstaende ger oss

LBAC + LCAD + £ZBAD < 4R.

Darfor ar ” Varje rymdvinkel ar uppbyggd av plana vinklar, vilka summerade ar
mindre &an fyra rata vinklar.” O

2.3 Elementa bok XIII

Bevis for existens av endast fem regelbundna polyedrar

Med propositionerna ifran tidigare bocker kommer nu Euklides kunna bevisa
varfor det enbart kan finnas fem regelbundna polyedrar, namligen de platon-
ska kropparna.

16



Fem regelbundna polyedrar

Sats 2.24. Ingen figur, forutom de fem figurerna, kan konstrueras av regel-
bundna och identiska polygoner.

Beuwis. Proposition XI.21 ger att en rymdvinkel inte kan konstrueras utav
tva liksidiga trianglar, inte heller utav tva plan.

Med tre trianglar bygger vi rymdvinkeln {6r en pyramid (tetraeder), med fyra
ges rymdvinkeln for oktaedern, och fem ges rymdvinkeln for ikosaedern. En
rymdvinkel kan inte konstrueras utav sex regelbundna trianglar som mots i en
punkt, da dessa sex vinklar ar lika med fyra rata vinklar, vilket ar omojligt,
da en rymdvinkel bestar av en vinkelsumma mindre an fyra rata vinklar.
Med tre kvadrater konstrueras rymdvinkeln for kuben. Utokas dessa till fyra
kvadrater kan ingen rymdvinkel skapas, da de utgor fyra riata vinklar.
Rymdvinkeln hos dodekaedern skapas genom ihopsattning av tre pentagoner,
men fyra utav dessa ar omdjligt for nagon rymdvinkel, da vinkeln hos en
regelbunden pentagon ar en och en fjardedels rat vinkel, vilket gor att de
fyra vinklarna tillsammans ar storre an fyra rata, vilket ar omojligt.

Inte heller kommer en rymdvinkel innehalla andra polygonala figurer med
fler horn 4n fem pa grund av samma absurditet. O

Bevis med Schlafli-notation

Med hjélp utav den tifigare introducerade Schidfli-symbolen (2.2), kan vi
finna ytterliggare ett bevis till satsen.

Proof. Vi uttrycker sidytorna som {p}, dar p som tidigare beskrivits beteck-
nar vilken polygon som anvéands, och da polyedern har ¢ stycken sadana
polygoner som mots i varje horn och utgoér en rymdvinkel varpa polyedern
betecknas, som tidigare ndmnts, med Schlafli-symbolen {p,q}. Vi kan rent
intuitivt pasta att ocksa ¢ > 3, da en rymdvinkel inte kan konstrueras utav
farre plana vinklar an sa.

Mojliga varden pa p och ¢ ridknas ut som foljande: Vi vet att rymdvinkeln
hos ett horn har ¢ > 3 stycken sidvinklar. Varje sadan sidvinkel kan vi ut-
trycka som (1 — %)’N eller (222)7, da innervinkelsatsen ger att (p — 2)7 ar
summan av de inre vinklarna vilka delas med p for att fa en utav de inre
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vinklarna. Proposition XI.21 sager att summan av dessa ¢ stycken vinklar
totalt maste vara mindre dn 27, sa q(1 — %)W < 2. Vi forenklar ekvationen
och ges 1 —% < % eller %—ké > L eller (p—2)(¢—2) < 4. Saledes, da heltalen
p,q > 3, kan inte {p, ¢} ha andra varden an {3, 3}, {3,4},{3,5}, {4, 3}, {5, 3},
vilka saklart ar vara fem platonska kroppar.

O]

(Coxeter 1948, s. 5)
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3 Kropparna uttryckta i graf och sfar

3.1 Eulers formel

I mitten av november manad 1750 postar matematikern Leonhard Euler
(1707-1783) ett brev fran Berlin till sin kollega Christan Goldbach (1690-
1764) i Sankt Petersburg. I brevet beskriver Euler ett begrepp som kommer
utgora grunden till det som i detta arbete kallas Eulers formel:
"foreningspunkterna dar tva sidytor kommer samman kallar jag, i brist pa
accepterad term, for 'kant’”- L.Euler

(Richeson 2008, s. 63).

Teorierna rorande polyedrarna var over tva tusen ar gamla och bestod genomgaende
av geometriska beskrivningar utav kropparna. Innan Euler var matematik-

erna enbart intresserade av kropparnas berdkningsbara egenskaper, sasom
areor, langder, diagonaler och volymer.

Euler daremot hoppades finna ett nytt siatt att gruppera och klassificera
polyedrarna genom att undersoka kropparnas uppbyggnad. Det var trots

allt sa man klassificerade polygoner, da alla tresidiga polygoner kallades tri-
anglar och alla fyrsidiga kallades fyrkanter, och sa vidare.

Euler fann att for att kunna beskriva den tredimensionella polyedern behévdes
komponenter av noll, en och tva dimensioner, namligen horn, kanter och sidy-
tor.

Néar Euler bestamt att dessa tre var de som skulle berdknas dréjde det
inte lange innan han sag ett samband mellan komponenterna. Vi kan bara
forestélla oss Eulers forvaning da han upptéckte att varje polyeder uppfyllde
sambandet V — E 4+ F = 2.

Sa:

Eulers Polyederformel

En polyeder med V' horn, E kanter, och F sidytor uppfyller
V-E+F=2. (1)
(Richeson 2008, s. 63 f.)

Foljande kapitel tar upp mer historia kring denna formel och belyser nagra
utav dess brister.
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Eulers bevis for formeln

Beviset i fraga kan finnas likna en foregangare till nutidens kombinatoriska
bevis. Metoden Euler anvander ar att dissekera en komplicerad polyeder,
innehallande manga horn till exempel, och systematiskt forenkla polyedern
till en utav simplare slag. Euler foreslog att genom att ta bort hornen ifran
en polyeder, ett i taget, tills det bara aterstar fyra stycken vilket ger oss en
trianguldr pyramid. Genom att halla koll pa antalet horn, kanter och sidytor
under varje steg i processen, samt anvanda de kanda egenskaperna hos den
triangulara pyramiden, att den har fyra horn, sex kanter och fyra sidytor
(4 —6+4 = 2), kan Euler dra slutsatsen att V — E + F' = 2 géller for den
ursprungliga polyedern.

Bild 5: Avlagsna hornet O genom att skira bort pyramider

Antag att vi har en polyeder vilken har V' stycken horn, E stycken kanter
samt F' stycken sidytor. Var forsta uppgift blir nu att ta bort ett horn
fran polyedern, och efter det bestdmma hur manga kanter och sidytor som
aterstar.

Lat nu O beteckna det hoérn vi avser att ta bort fran polyedern och anta att
det mots n stycken sidytor vid O.

Euler sag att O kan tas bort genom att skira bort n — 2 stycken trianguléra
pyramider som har O som gemensamt horn. Nu vill vi veta antalet sidytor
och kanter som finns kvar efter nedskérningen utav polyedern.

For att finna svar pa denna fraga behover vi analysera tre tankbara utfall.
Fall 1: Att alla sidytor som mots vid O &r trianguléra.

Genom att skéra bort O forsvinner dessa n stycken sidytor, men under de
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n — 2 stycken bortklippta pyramiderna finner vi n —2 nya trianguléra sidytor.
Antar vi ocksa att dessa ytor ligger i olika plan ar antalet sidytor i den nya
polyedern

F—n+n-2)=F-2.

Under denna process har vi ocksa gjort av med n stycken kanter som mots vid
hornet O, men vi adderar de n — 3 kanterna mellan de n — 2 nya triangulara
sidytorna. Da ges antalet kanter i den nya polyedern av

E—-n+((n—-3)=FE-3.

I detta argument har vi som tidigare namnts antagit att alla sidytorna som
mots vi O ar trianguldara samt ligger i olika plan. Vi maste nu reda ut vad
som hénder om ett eller bada antagandena inte galler.

Fall 2: Att en utav sidytorna vid hornet inte ar triangulér.

Da kommer den bortskurna pyramiden att lamna kvar en del utav ytan som
inte forsvunnit. Det uppstar ocksa en ny kant dar sidytan delats, vilket gor
att bade sidytorna och kanterna ar en fler 4n vad som forvantats. Generellt
géller att om vi tar bort s antal sidytor som mots vid O kommer antalet ytor
och kanter vara s fler an forvéintat, s& F'— 2+ s och £ — 3+ s.

Fall 3: Att tva utav de nya triangulira sidytorna befinner sig bredvid varan-
dra och ingar i samma plan.

Da kommer de gemensamt utgora en fyrsidig yta, vilket gor att det kommer
finnas en sidyta farre &n forvantat. Ocksa kanterna kommer vara farre da
det inte finns nagon begrinsande kant i den nya ytan, sa det saknas en kant
ocksa. Om detta i sin tur intraffar t ganger kommer det alltsa finnas ¢ stycken
farre av sidytor och kanter, varpa vi ges F'—2+ s —t sidytor och E—3+s—t
kanter i den nya polyedern.

Formlerna ovan géller alltsa da enbart ett utav hornen i ursprungspolyedern
skars bort, vilket kommer kriva mycket ridknekraft och manga pappersark
om denna procedur fortsatter. Som tur ar gor Euler en upptackt som far
oss att slippa komma ihag dessa vérden for varje borttaget hérn. Om vi
tar antalet kanter hos den nya polyedern och subtraherar antalet sidytor i
densamma ges vi

(E-3+s—t)—(F-24s—t)=E—F—1,

Med andra ord har differensen mellan antalet kanter och antalet sidytor
forandrats med ett da vi tar bort ett horn, vilket i det generella fallet kan
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beskrivas med att differensen mellan kanter och sidytor ar
E—-F—n.

Med detta i bagaget kan vi sammanfatta och avrunda beviset. Vi borjade
med en polyeder innehallande V' antal horn, E antal kanter och F' antal
sidytor. Antag att vi skar bort ett horn i taget, n totalt, tills det enbart
finns fyra stycken kvar vilka utgor den trianguldra pyramiden. Da kommer
V' — n = 4 beskriva handelseférloppet for hornen, vilket vi skriver om som
n = V —4. Den trianguléra pyramidens differens mellan kanter och sidytor ar
6 —4 = 2, vilket ar pa formen E — F' —n, som tillsammans ger £ — F —n = 2
och n =V —4. Substituerar vi den andra ekvationen in i den forsta ger detta
oss att:

E—F—(V-4)=2
SV-E+F=2

Konvexitetsproblemet

Tidigare definieras en konver polygon (2.3), sa nu ar det dags att definiera
en konvex polyeder.

Definition Konvex polyeder

Definition 3.1. En konvex polyeder dr en polyeder sadan att alla punkter
inom polyedern kan forbindas med rdta linjer som ligger inom densamma.

I Eulers argumentation syns det tydligt att Euler med forsiktighet och pre-
cision haller reda pa hur manga kanter samt sidytor som forsvinner da ett
horn elimineras. Det han dock inte var tydlig nog med ar hur detta horn
elimineras eller tas bort fran polyedern, samt om det finns nagra villkor som
géller for hur processen bor se ut. Euler uttalar sig om att det finns ett
flertal siatt hur dessa horn kan ”skédras bort” fran polyedern, men utveck-
lar inte resonemanget genom att forklara vilka konstruktioner som ar efter-
stravansvarda och inte. Det visar sig att felsteg i processen kan leda till
felaktiga berdakningar med formeln.

Det forsta hindret infaller nar den nya polyedern som skapas inte ar konvex.
Euler ger ett exempel da hornet O har fyra intilliggande hérn A, B, C, D, och
beskriver:

Detta kan goras pa tva sdtt, tva pyramider behover skdras bort. Antingen
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OABC och OACD eller OABD och OBCD. Och om punkterna A, B,C, D
inte ligger i samma plan kommer den resulterande kroppen foljaktligen ha en
annan form.

Konvex Icke konvex

Bild 6: Att avlagsna ett horn fran en polyeder kan ge en konvex eller icke
konvex polygon.

Detta ar sant, men om de fyra hornen ligger i samma plan kommer ett av
satten resultera i en konvex polyeder, medans det andra sattet ger en icke
konvex polyeder som resultat. Om vii Bild (6) véaljer att ta bort pyramiderna
OABD och OBCD ger det oss en sadan icke konvex polyeder.

Euler namner aldrig konvexiteten, utan verkar anta att alla polyedrar ar av
konvex art. Detta gar inte bara anta, utan att fa problem pa vagen.

Hinder nummer tva uppmérksammar Henri Lebesgue (1875-1941) genom att
sdga att den resulterande polyedern kunde bli icke-konvex, men likasa kan
figuren som skapas falla utanfor ramarna for vad vi ar beredda att kalla for
en polyeder.
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Icke-polyeder Konvex polyeder

Bild 7: Eulers teknik applicerad pa polyedern till vanster kan ge en konvex
polyeder eller en sa kallad icke-polyeder

Bild (7) visar ett horn bestaende utav fyra sidytor hos en polyeder. Liksom
i det tidigare exemplet kan vi skéra bort hornet pa tva olika sétt, och liksom
tidigare fungerar en av metoderna bra och den andra ger oss problem da
den skapar en form som inte ar en polyeder. Metoden ger oss en kropp som
bestar utav tva polyederkroppar som sammanlénkas langs en kant. Vad som
gor detta utfall varre ar att denna icke-polyeder inte uppfyller Eulers formel,
vilket indikerar en allvarlig brist i Eulers bevis for formeln.

Det bor tillaggas att Eulers bevis inte ar utom raddning, utan kan raddas med
nagra fa taktiska modifikationer. I de exempel som getts ovan har utfallen
varit tvadelade, ett sitt som inte fungerar och ett som fungerar. Genom
strategiska val kan ett horn skaras bort och samtidigt garantera att resul-
tatet ar en konvex polyeder.

Om proceduren utfors med forsiktighet kan det fastslas att Eulers formel (1)
galler for alla konvexa polyedrar.

I graf

Eulers eget bevis ar saklart inte det enda beviset for varfor formeln skulle
fungera, och vi ska nedan beskriva ett som kopplar samman polyedrar och
grafer pa ett vackert siatt. Men forst lite introduktion av kopplingen mellan
polyedern och grafens varld.

Detta tankesétt introduceras utav en viss Augustin-Louis Cauchy (1789-
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1857), vilken gett namn at satser och teorem inom bland annat komplex
analys, algebra, diffrentialekvationer med flera.

Cauchys bevis for formeln grundar sig i att han tar bort en utav sidytorna
pa vilken polyedern star och visualiserar sig polyedern som ihalig, for att
sedermera projicera resterande delar ned pa planet. Héar kan vi tdnka oss en
polyeder som byggds upp utav staltrad som med ratt vinkel pa ljuset kan
projicera en skugga pa ett papper vilken representerar planet.

Enligt Cauchy bor denna projektion uppfylla sambandet V—FE+F =1 daen
sidyta raknats bort. Han anvander sedan denna projektion for att eliminera
sidytor, horn och kanter strategiskt sa att V' — F + F' blir oférdndrad. Men
ocksa Cauchy stoter pa problem...

Precis som i fallet med Euler kommer problemen da hans svaga instruk-
tioner i hur elimineringen gar till och i vilken ordning processen bor utforas.
Det visar sig till och med att det ar mojligt att eliminera delar av polyedern
sa att Eulers formel (1) inte ldngre stdmmer.

(Richeson 2008, s. 112ff.)

Som sagt lankar Cauchy ihop en polyeder med en graf genom en projektion
pa planet, varfor vi nu kan diskutera nyare bevis med hjalp utav grafteorin.

Definition 3.2. En graf ar ett par G = (V,E) ddr V dr en mdngd av
punkter, V.= {vy,vq, ..., v1}, vilka kallas horn och E dr en mdngd strickor
mellan punkterna, E = {v1v9, o3, ..., Ug_1, Vg }, vilka kallas kanter.

Svarigheten med detta blir dock att Eulers formel (1) inte gar att tillimpa
pa alla typer av grafer, att berdkna horn och kanter gar bra, men en graf
behover inte nodvandigtvis ha sidytor. Aven da vi skissar var graf pa ett
papper kan vi inte vara helt sékra pa om en kant delar en yta till tva stycken
sidytor eller inte. En graf som vi dock kan rita utan att kanterna korsar
varandra kallar vi for en plandar graf.
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Bild 8: Tva representationer av samma graf

Hos polyedern ser vi en sidyta som en region omringad av en polygon av
nagot slag, men for grafen kan vi ge en annan definition.

Definition Bana

Definition 3.3. En sekvens av horn {vq,...,ux} @ en graf G sadana att v;
och viyy ligger bredvid varandra (1 < i < k — 1), kallas for bana om varje
horn endast finns med en gang.

Om banan borjar och slutar i samma punkt, det vill saga nar vy = vgy1 ovan
kallas denna for krets.

En sidyta hos en polyeder kommer uttryckas som en krets i grafen, vilket
kan ske pa olika sétt:

En sidyta i grafen kan namligen forbindas av en kant, som P till P i figuren,
eller begrénsas av tva kanter, likt mellan ) och R, och slutligen kan en sidyta
till och med ha en kant som sticker inat i den, likt S och T'. Vi kommer ocksa
likt manga grafteoretiker att rdkna grafens yttre region som en oandligt stor
sidyta.

Eulers formel ges av en plan graf med V horn, F kanter och F' sidytor vilka
ska uppfylla V. — F + F = 2.

Definition Trad

Definition 3.4. FEtt trdad dr den graf som inte har nagra kretsar.
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Pa grund av Definition (3.4) har ett trdd enbart en sidyta, ndmligen den
oandligt omgivande, vilket gor att V — F+1=2eller V = E 4 1. Alltsa ar
antalet horn i tradet en fler &n antalet kanter.

(Richeson 2008, s. 119ff.)

Argumentet for varfor Eulers formel kan beskrivas med hjalp av en graf &r
nu relativt rakt pa.

Vi borjar med en valfri plan graf som hanger ihop. Valj nu en kant. Om detta
ar en kant med andpunkter i tva olika horn later vi denna kant forminskas
tills den inte finns mer och de tva hornen har sammanslutits och blivit till
ett och samma horn. Detta gor att antalet kanter blir en farre, vilket likasa
hénder for hornen som ocksa tappar ett i antal. Antalet sidytor dr dock
oférandrad, likt for @ och R i bild (8) vilket gor att V' — E + F fortsatt
galler.

Om den valda kanten istéallet varit en loop och haft samma start- och sluthérn
hade vi istallet tagit bort denna kant, vilket hade reducerat antalet kanter och
antalet sidytor med en vardera. Hornen ar fortsatt lika manga, sa V — EF+ F
uppratthalls.

Denna process fortsatter tills vi enbart har ett horn finns kvar. Da ar V =1,
E=0o0och F =1 varpa V—F+ F = 2. Och da V — FE 4+ F forblivit
oforandrad genom hela beviset stammer ocksa V — E + F = 2 for den ur-
sprungliga grafen.

(Richeson 2008, s. 121)

Med kopplingen mellan polyederformeln och grafen leder detta oss vidare till
Karl Georg Christian von Staudt (1798-1867), som under 1847 kommer med
ett klyftigt bevis utav polyederformeln. Men innan det beskriver han i bo-
ken Geometrie der Lage en samling kriterier som appliceras pa de sa kallade
Fulerska polyedrarna.

Till att borja med antar Staudt att dessa polyedrar kan ses som tomma skal
istallet for solida figurer, varpa foljande antaganden gors for polyedrarna:

1. Det ar mojligt att ga fran valfritt horn till annat horn via diverse kanter.

2. Varje bana som borjar och slutar i samma horn utan att ga genom
nagot horn tva ganger kallas krets, vilken delar polyedern i tva delar.

Staudt ger ett vackert argument for varfor varje polyeder som uppfyller dessa
kriterier ocksa foljer Eulers formel.
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Bevisargumentation

) it

Bild 9: De tva traden i Staudts bevis

Farglagg ett horn hos polyedern rod. Borja vid detta horn och farglagg en
utav de angransande kanterna samt kantens andra horn. Valj sedan ett av
de farglagda hornen och farglagg en annan angransande kant och dess andra
horn. Fortsatt sedermera denna process utan att skapa en rod krets tills det
inte gar att fortsatta.

For en polyeder som uppfyller Staudts kriterier intréaffar detta néar V' horn
farglagts. Da denna bana inte bildar en krets kan vi se detta som ett tidigare
namnt tréd (3.4), varpa det maste finnas V' — 1 stycken kanter.

Byt fargpenna (forslagsvis till bla) och skissera ut en bla prick pa varje
sidyta. Dra sedermera linjer som gar utanpa skalet hos polyedern mellan
alla prickarna, med regel att ingen bla linje far skira en rod. Detta kommer
ocksa ge oss ett trid med F stycken prickar, sa det finns F'—1 stycken kanter.

Den avgorande observationen ar att varje kant i den ursprungliga polyed-
ern ar rod eller korsas av en bla kant, varpa antalet kanter &r summan av
alla roda och bla kanter.

E=V-1)+(F-1)

SV -E+F=2

28



Behov av definition

Kan vi verkligen pasta att Eulers formel galler for alla typer utav polyedrar?
Svaret ar nej, da det existerar flertalet exempel av polyedrar vars sidytor,
kanter och horn inte stammer 6verens med Eulers samband V — E + F' = 2.
Intresset for att finna de egenskaper som karakteriserar en polyeder som
passar in i formeln har lange funnits, sa tétt efter Eulers formel publiceras
paborjas jakten efter de Eulerska polyedrarna.

Simon-Antoine-Jean Lhulier (1750-1840) var en utav de forsta att understka
dessa egenskaper och vilka som skiljer polyedrarna som passar in i formeln
och de polyedrar som inte gor det. Ar 1813 presenterar Lhulier i en artikel
tre klasser av polyedrar vilka inte uppfyller polyederformeln, vilka han kallar
for undantag.

Den forsta klassen ar de polyedrar som har ringformade sidytor med hal i sig,
den andra klassen som Lhulier namner &r polyedrar med en eller fler tunnlar
genom centrum utav polygonen, och slutligen den tredje klassen innehaller
de polyedrar som har en polyederformad halighet inuti polyedern sjalv.

AT

Bild 10: Lhuliers tre undantag

Det tredje undantaget géller sa klart bara da polyedern ar av solid karaktéar
och inte ihalig ifran start.

Lhulier ger dock inte upp pa formeln, utan skriver:

"En kan ldtt overtygas om att Eulers teorem generellt dar sann for alla polye-

drar, oavsett om de dar konvexa eller inte, forutom i de fall som specificerats.”
- S Lhulier
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Istéllet for att bortse fran de funna undantagen forsoker Lhulier anpassa
formeln sa att undantagen ocksa stdmmer in. Han antar nu att polyedern
har T stycken tunnlar, C' stycken haligheter i sidytor och P stycken inre
polyedrar vilket ger den nya formeln:

V-_E+F=2-2T+P+2C,

vilket ar en formel som &dven stdmmer Gverens med Lhuliers undantag, se
Bild (10).
(Richeson 2008, s. 146ff.)

Johann Hessel (1796-1872) ar en annan som studerat polyedrarnas koppling
till formeln och beskriver, ovetande om Lhuliers verk, fem stycken undan-
tag som inte uppfyller sambandet i Eulers formel. Tre utav dessa visar sig
vara Lhuliers undantag, men de sista ar polyedrar vilka ar uppbyggda av
tva polyederkroppar med antingen en gemensam kant eller ett gemensamt
horn. Detta gor att de tva polyederkropparna med en gemensam del utgor
en och samma kropp. Ett utav Hessels nya undantag stotte vi pa i Bild
(7) i samband med metoden for att skira bort ett horn, vilken kunde skapa
en icke-polyeder. Huruvida de tva sistnamnda undantagen verkligen rédknas
som polyedrar gar att debattera, men hur som helst uppfyller de inte Eulers
formel.

(Richeson 2008, s. 149)

Da polyedern i en graf diskuteras har passar vi pa att beskriva en sats vilken
anvands senare i arbetet, men forst en definition:

Definition 3.5. En grafisk avbildning av en polyeder, med V horn, E
kanter och F' sidytor, dar da polyedern representeras av en plandr graf V. horn
som punkter, E kanter som streck och F sidytor som omraden inklusive den
oandligt omgivande.

Sats 3.6. For en polyeder {p,q} med V hérn, E kanter och F sidytor galler
att:
qV =2FE = pF (2)

Bewvis. Som tidigare beskrivits utgor kanterna och hornen hos en polyeder en
speciell typ av graf, vilken har V' stycken punkter eller horn och E stycken
linjer eller kanter som sammanbinder hérnen i par.
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En polyeder med Schlifli-notation {p, ¢} (2.2) har ¢ stycken kanter som mots
i varje horn. Om ett horn tillhor ¢ stycken kanter ges > ¢ = 2E. Antalet
horn ar V' stycken, varpa ¢V = 2E.

Som sagt ar denna representation en grafisk avbildning av polyedern. Denna
grafiska avbildning ger upphov till en dual avbildning pa samma yta, vilket
ar en avbildning som istallet har F' stycken punkter eller horn, en pa varje
sidyta hos den ursprungliga avbildningen, samt E kanter vilka var och en
korsar en kant hos den ursprungliga avbildningen.

Motsvarande for en p—gonal sidyta hos den ordinarie avbildningen, kommer
den duala att ha horn dar p stycken kanter mots. Likt tidigare resonemang
finnes att pV = 2F. O]

Pa sfaren

Ett utav de mest innovativa siatten att bevisa Eulers formel tillskrivs Adrien-
Marie Legendre (1752-1853). Legendre skrev boken FElements de geome-
trie som publicerades 1794, dar Legendre diskuterar Eulers formel utan att
forsoka reparera Fulers eget bevis. Istéillet kommer Legendre med en egen
tolkning som med hjalp av sfarisk geometri bevisar att formeln V —FE+F = 2
stammer.

Nagra grunder da vi talar om sfaren:

Pa sfaren uttrycker vi inte trianglar och andra polygoner med hjalp utav riata
och plana linjer, utan istéllet genom korsande bagar av storcirklar. En stor-
cirkel ar den cirkel som har samma radie som sfaren sjalv, vilket gor att en
sadan har den maximala radien som ar mojlig pa sfiaren. Ett enkelt exempel
pa en storcirkel ar Jordens ekvator vilken delar Jordens radie.

Vi kan nu definiera en triangel pa en sfir att vara en region som inbinds utav
tre stycken storcirklar, vilket med engelsk terminologi kallas geodesic triangle
och introduceras utav Menelaus av Alexandria i boken Spherica. Vi kallar
denna triangel for en sféarisk triangel.
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Bild 11: En triangel uppbyggd av tre storcirklar

Nar vi arbetar med sfiaren kommer vissa satser ifran den plana geometrin
att se annorlunda ut. Exempelvis kommer vinkelsumman hos den sfariska
triangeln att vara storre &n 7 radianer, vilket vi i planet ar vana vid (se
Proposition XI.20).

Under 1600-talet kom Thomas Harriot (1560-1621) och Albert Girard (1595-
1632) fram med en sats dér vinkelsumman hos en sfarisk triangel anvénds.
Satsen relaterar till tre delar namligen triangelns vinkelsumma, triangelns
area och sfarens radie. For enkelhetens skull anvands en enhetssfar da ra-
dien ar 1.

Harriot-Girards sats

Sats 3.7. Lat vinklarna a,b,c vara innervinklar hos en sfarisk triangel pa
enhetssfaren.
Da ar

Area (Sférisk triangel) = a + b+ ¢ — 7. (3)
Med andra ord dr arean lika med vinkelsumman av de inre vinklarna minus
.

(Richeson 2008, s. 87ff.)
Anmarkning:
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For att bevisa satsen introducerar vi begreppet Lune, eller bisektor, vilket
ar ett omrade som begrinsas av tva storcirklar. De tva cirklarna méts med
en vinkel a pa bada sidorna av omradet. Om denna vinkel a beréknas i ra-
diander ar alltsa bisektorns area pa enhetssfaren 2a, da arean av bisektorn
kontra arean utav hela sfaren, vilken ar 47, ar som vinkel a till 27.

Bild 12: En bisektor pa sfiren (vénster), och samma bild ovanifran (héger)

Vi ges da att
Area av bisektor a

47 T on

& Area av bisektor = 2a.

Bevis (Harriot-Girards sats). Antag en sfarisk triangel ABC' pa enhetssfiaren
med inre vinklar a, b, ¢, samt att hela triangeln ligger pa samma hemisfar.
Vi vill nu visa att Arean avABC =a+ b+ c— 7.

Vi forlanger sidorna hos ABC' och betecknar skarningspunkterna med halvk-
lotets kant med D, FE, F,G,H,I. Av symmetriskal hos sfaren kommer nu
arean av ADFE och AGH tillsammans lika stora som en bisektor med inre
vinkel a. Alltsa Area(ADFE) + Area(AGH) = 2a.

Med samma resonemang ges ocksa att Area(BFG) + Area(BDI) = 2b och
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Area(CHI) + Area(CEF) = 2c.
Om vi nu summerar dessa ges:

[Area(ADE) + Area(AGH)| + [Area(BFG) + Area(BDI))
+[Area(CHI) + Area(CEF)] = 2a + 2b + 2c.

Bild 13: Storcirklar pa halvklot

Tittar vi narmare pa vansterledet ser vi att summan utav dessa areor técker
hela halvklotet en gang, forutom omradet ABC' vilken innesluts tre ganger.
Vi kan darfor skriva om ekvationen som

Area(Halvklot) 4 2 - Area(ABC') = 2a + 2b + 2c,
och da arean utav halvklotet ar 47” = 27 sa ges vi
21 + 2 - Area(ABC) = 2a + 2b + 2¢
& Area(ABC)=a+b+c—m,

vilket var det samband vi ville visa. ]
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For Legendres bevis generaliseras Harriot-Girards sats sa den passar till an-
dra geodesiska- eller sfariska polygoner med fler sidor an tre.

Harriot-Girards sats for sfariska polygoner

Sats 3.8. Lat vinklarna aq,as, ...,a, vara de inre vinklarna hos en n-sidig
geodesisk polygon pa enhetssfiren.

Da ar
Area(Polygon) = ay + as + ... + a, —n - 7w+ 2. (4)
eller
Area(Polygon) = Vinkelsumman — n - 7w + 27.
Anmdrkning:

Med hjalp utav innervinkelsatsen (2.9) finner vi att arean utav en sfirisk
polygon helt enkelt ar vardet som vinkelsumman i den sfiriska polygonen
overskrider vinkelsumman hos den plana polygonen med lika manga sidor.
Alltsa

Area(Polygon) = Vinkelsumma pa sfar — Vinkelsumma i plan.

For att forsta denna generalisering ordentligt delar vi in den sfariska polygo-
nen i sfariska trianglar genom att liagga till diagonaler i figuren, se Bild (14).
Denna uppdelning ger oss (n — 2) stycken trianglar.
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Bild 14: En polygon pa sfaren indelad i trianglar (vénster), arean hos den
sfiriska polygonen dr summan av siffrorna i diagrammet (hoger)

Den summerade arean av dessa trianglar motsvarar hela polygonen, och sum-
man utav alla vinklar i triangeln a4r samma som i polygonen, sa om standard-
versionen utav Harriot-Girards sats (3.7) appliceras pa alla dessa trianglar
ges vi

Area(Polygon) = a; +as + ... + a, — (n — 2)7

S a+a+ ...+ a, —n-m+2m.

Det finns ett enkelt sitt att komma ihag denna formel, namligen genom
att visualisera polygonen pa sfiren som ges i den hogra delen utav Bild
(14). Placera vinklarna i varje hérn, —m langs varje kant och 27 i mitten av
sidytan, sa ges arean utav polygonen genom summering utav dessa. Denna
visualisering kommer vara viktig for forstaelsen av Legendres bevis for Eulers
formel. (Richeson 2008, s. 92ff.)

Bevisresonemang utav Legendre:

Antag en konvex polyeder med V' horn, E kanter och F' sidytor. Vi vill nu
visa att V — E + F = 2.

Lat = vara en punkt innuti kroppen. Finn en sfar med z som sin cen-
trumpunkt och som innesluter hela polyedern. Da enheterna ar oviktiga
bestammer vi att denna sfar har radien 1.
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Projicera nu polyedern mot sfaren genom stralar fran punkten z. Vi visu-
aliserar detta som att polyedern ar uppbyggd av staltrad och att x &ar en
glodlampa vilken projicerar en skugga fran polyederna staltradskanter. In-
get bevis kommer ges i detta arbete, men sidytorna hos polyedern ger da
sfariska polygoner pa sfiarens yta.

O

=~

Bild 15: Projektion utav polyeder pa sfarens innanméte

Legendre anvéinder sedermera ett allmant kant trick nar han beskriver en
storhet, i detta fall sfarens area, pa tva skilda satt. Forst genom den kénda
areaformen da arean beskrivs vara 4w och sen att alla sidytornas area totalt
ger hela arean av sfaren.

Genom Harriot-Girards sats (3.8) vet vi att arean av varje n-hornad sidyta

ar summan av alla inre vinklar minus (n — 2)7. Istéllet for att direkt arbeta
med formeln anvénder vi en visuell representation genom Bild (16).
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Bild 16: Projektionen med utsatta siffror

Mark alla vinklar, kanter och sidytor pa sfiaren genom vinkelmatt vid varje
vinkel, —7 pa bada sidorna av varje kant och 27 i mitten pa varje sidyta.
For att berakna totala arean summerar vi dessa enheter.

Trots att vinklarna som mots vid varje horn i polyedern ar mindre &n 27
kommer deras projektion pa sfiren att ge 2w, och da det finns V' stycken
horn ges 27V. Varje kant bidrar med —27 da —n finns pa vardera sida
om varje kant. Med E stycken kanter tillfors —27F. I mitten utav varje
sidyta finns 27 skrivet, och med F stycken sadana ges 27 F'. Detta summerat
ger 4r = 27V — 2nE + 2nF, som dividerat med 27 ger oss Eulers formel
V-E+F=2.

(Richeson 2008, s. 96ft.)

Definition Eulersk polyeder

Definition 3.9. En polyeder med V stycken horn, E stycken kanter och F
stycken sidytor, som uppfyller sambandet V-E+F=2 kallas for en FEulersk
polyeder.

3.2 Fem platonska kroppar enligt Euler

"Det var véldigt bra, men vad kan vi anvanda formeln till?” ar en rimlig
fraga att stalla.
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Med hjalp utav denna formel kan vi ge ytterligare ett kompletterande bevis
for varfor det enbart existerar fem stycken regelbundna polyedrar.

Bevis for existens av endast fem regelbundna polyedrar

For att bevisa det unika hos de fem regelbundna polyedrarna kommer Eulers
formel att anvindas med hjalp av en del aritmetik. Sa aterigen, satsen i
Elementa vilken antyder att det endast finns fem regelbundna poledrar.

Fem regelbundna polyedrar

Sats 3.10. Ingen figur, forutom de fem figurerna, kan konstrueras av regel-
bundna och identiska polygoner.

Beuvis. Antag att vi har en regelbunden polyeder. Vi ska nu visa att det maste
vara en utav de platonska kropparna tetraeder, kub, oktaeder, ikosaeder eller
dodekaeder. Antag att denna polyeder har V' hoérn, E kanter och F' sidytor.
Eulers formel sager att V — E + F = 2.

Da polyedern ar regelbunden ar varje sidyta en regelbunden polygon med
samma antal (plana) hérn. Sjalvklart dr detta antal, kalla det p, storre dn
tre. Definitionen ger att samma antal sidytor méts vid varje (rumsligt) horn.
Detta antal ¢ maste ocksa vara minst tre, och motsvarar antalet sidytor som
mots vid varje horn i polyedern.

Sa, varje sidyta bidrar med p stycken kanter, men da varje kant delas utav
tva sidytor beraknar mangden F'p varje kant tva ganger. Sa F = %.
Liknande ger varje sidyta upphov till p stycken horn, men ¢ stycken sidytor
mots vid varje horn, sa méngden F'p berdknar varje horn g ganger. Sa V =
Fp

q
Substitueras dessa resultat in i Eulers formel ges:

V-E+F=2
Fp F
_p__p_|_F:
q 2
@F(E—]—)Jrl):Q
q 2
29 —
@F(p pq+2q>_2
2q



4q
2p —pq+2q
Vi vet har att 4¢q och F' bada ar positiva, da polyedern varken kan ha negativt
antal sidytor eller ett negativt antal sidytor som mots vid varje horn, sa for
att ekvationen ska gélla maste 2p — pg + 2q > 0.
Genom provning ges att enbart fem par av heltal (p,q) uppfyller denna
olikhet tillsammans med kravet p,q > 3. Dessa par ar:

& F

(3,3),(3,4),(4,3),(3,5), (5, 3).

Anvénder vi formeln for V, E och F fran tidigare ges vi de fem platonska
kropparnas komposition, vilket &r det som syftas till att bevisas. O]

Om vi stannar upp och funderar over vad som bevisats ovan kommer vi fram
till att beviset egentligen inte styrker det ideala utseendet hos de platonska
kropparna, vilket ar da sidytorna ér regelbundna polygoner. Detta da beviset
olikt Euklides och det kompletterande beviset i (2.3) och (2.3) inte anvénder
vinklar i argumentationen. Da beviset inte anknyter till alla delar utav satsen
maste vi bevisat nagonting annat. Det som antogs var att varje sidyta hade
lika manga kanter, samt att vid varje horn mots lika manga sidytor. Med
detta sagt kan figurerna som overensstammer med dessa krav se olika ut och
rymdvinklarna som utgor ett horn kan skilja sig i den givna figuren.

Bild 17: Kubliknande former

Dessa kombinationer och de figurer som kan skapas under dessa krav kom-
mer dock enbart vara de polyedrar som liknar tetraedern, kuben, oktaedern,
ikosaedern, samt dodekaedern.

Alltsa, antalet horn, kanter och sidytor maste vara lika manga som i en av
de platonska kropparna.

(Richeson 2008, s. 75ft.)
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3.3 Rotationssymmetri och kroppar

Rent intuitivt gar det att pasta att de regelbundna polyedrarna i hog grad
bor vara symmetriska figurer, men hur beskrivs dessa symmetrier?
I matematiken beskrivs symmetrier genom nagot som kallas gruppteori.

Definition Grupp

Definition 3.11. En grupp ar en mangd som tillsammans med en operation,
G x G — G, uppfyller foljande axiom:

e Associativitet: I'or alla a,b,c € G gdller att (a X b) X c=ax (bxc).

o Existens av tdentitet: Det finns ett element e € G, kallat identiteten
i1 G, saattexa=a=axe foralloa € Q.

e FExistens av invers: For varje a € G finns ett element b € G, kallat
inversen till a, sa att a X b= = b X a, ddr e ar identiteten i G.

(Loh, C. 2017, s. 10)

Historiskt sett har de platonska kropparna ofta visualiserats som verkliga ob-
jekt som gar att ta pa och manipulera, detta synsatt kan underlétta forstaelse
utav symmetrier.

Den mest naturliga formen av symmetri ar vad som kallas en stel rorelse
(2.6), vilken innebér forflyttning utav punkter i rummet denna gang sa att
det relativa avstanden och positionerna hos punkterna forblir de samma. 1
tre dimensioner finner vi de stela rorelserna translation, rotation och reflek-
tion.

Definition Symmetri

Definition 3.12. Symmetri hos ett objekt i rummet betyder att en stel rorelse
1 rummet omuvandlar kroppen utan att foraindra kroppens form eller dimen-
stoner.
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En sak som ar vard att ndmna ar att kropparnas storlek inte har nagon be-
tydelse for de stela rorelsernas inverkan pa kroppen. For enkelhetens skull
brukar kroppar med kantlingd 1 utav valfri mattenhet anvindas. Dessa
kroppar kallas ibland for enhetskroppen, och om inget annat ndmns i detta
arbete ar det dessa som anvands.

For att forsta hur symmetrierna uppfyller axiomen for att skapa en grupp
behover operationen sammansdattning, eller composition pa engelska, definieras.

Definition Sammansattning

Definition 3.13. Om A och B dr stela rérelser i rummet, sa ar A* B den
stela rorelsen given av att forst utfora B och sedan utfora A. Operationen,
* kallas sammansdttningen av A och B.

Sammantaget utgér symmetrierna translation, rotation och spegling en grupp
for objektet under operationen av sammanséttning. Denna grupp kallas Sym-
metrigruppen for objektet, vilken innehaller de rotationer, translationer och
speglingar som kan utféras pa objektet.
For att forklara detta anvands kvadratens symmetrier i planet. Men forst en
definition.

Dihedral symmetrigrupp

Definition 3.14. Antag n > 2.
Symmetrigruppen hos en regelbunden n-sidig polygon mdrks D, och kallas
den n:te dihedrala gruppen.

Kvadraten har symmetrigrupp Dy, dar elementen i gruppen ar de stela rorelser
som kan utforas utan att fordndra proportionerna eller form pa kvadraten.

D4 = {[d, ROtgo, ROtlgg, R0t270, HF, VF, DF, D/F},

(med Id =Identiteten, Rot; =Rotation medurs med k grader, H F' =Horisontal
flip, V' F' =Vertikal flip, DF' =Diagonal flip, D'’ =Den andra diagonala flip-
pen) dr da samlingen av alla de stela rorelserna.

Vi ser att kvadratens symmetrigrupp innehaller rotationer och speglingar,
men ingen translation. Anledningen till detta &r att en translation enbart
forlyttar kvadraten runt i rummet, vilket inte ger oss ett nytt satt att ordna
om hornen pa.

Om vi alltid laser av bokstaven i det vanstra hornet forst hos kvadraterna
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i Bild (18) och sedan resterande medsols kommer vi se att de fyra kvadra-
terna inte har hornen pa samma plats, vilket ar det vi menar med att en stel
rorelse paverkar ett objekt utan att fordndra proportion eller form hos ob-
jektet. Translationen hade inte givit oss en ny omordning utav bokstaverna
som representerar varje horn, da en sadan stel rorelse inte paverkar hornens
position jamtemot varandra.

A B D A B | A C B
D c| |c Bl |[c ' p|l b A
Id Rot90 VF DF
A.B.C.D D,A,B,C {B.A.D,C} {C,B.A,D}

Bild 18: Fyra utav elementen i gruppen D, och hur hérnen avléses

Symmetrigruppen uppfyller axiomen enligt foljande resonemang.

Forst kan det neutrala elementet beskrivas som den operation vilken inte
paverkar kroppen i rummet, som intraffar da kroppen inte har en stel rorelse.
Denna kallas identiteten for objektet och kommer anvandas i redogorelsen
for kropparnas rotationer.

Om A, B, C ar stela rorelser, kan det vara svart att visualisera varfor
Ax (B = () utgér samma stela rorelse som (A x* B) x C. Ett sétt att forestélla
sig detta ar genom att undersoka vad som hénder med en specifik punkt
hos objektet. Genom sammanséttningarna kommer bade A x (B x C') och
(Ax* B)* C att forst utfora operation C, sedan B och sist A. De har samma
effekt pa punkten och utgér darfér samma stela rorelse.

Att varje operation har en invers kan forstas genom att forestalla sig att
kroppen exempelvis roteras moturs, for att sedermera roteras lika mycket
tillbaka medurs. Rotationen medurs blir da inversen till rotationen moturs,
och vice versa. Om den forsta rorelsen filmas, kan den inversa rorelses visu-
aliseras genom att spola tillbaka filmen.
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Den stela rorelsen som kommer studeras under foljande del av detta ar-
bete ar rotationer utav kropparna vilka sker runt en axel med en viss vinkel.
Vinkeln som kroppen roteras utgar fran den plana vinkeln vilken omger ax-
eln. Samlingen av rotationerna for en given kropp utgor en undergrupp till
symmetrigruppen for samma kropp.

Undergrupp

Definition 3.15. Lat G vara en grupp.
En samling, H, av element i G kallas undergrupp om den sjilv utgor en grupp,
vilket betyder att den uppfyller axiomen i Definition (3.11).

Exempel pa en undergrupp, kalla den 74y, till D, dr samlingen av enbart
rotationerna hos kvadraten.
Alltsa:

rqay = {1d, Rotgo, Rotiso, Rotaro} (5)

vilken uppfyller axiomen pa samma vis.

Ett naturligt séitt att beskriva rotationen ar att utga ifran hur stor del utav
ett helt varv rotationen utgor. Den naturliga enheten i denna beskrivning
blir da ett varv, vilket annars hade uttrycks som rotation med 360° eller 27
radianer.

Tabellen nedan visar relationen mellan antal varv, grader och radianer.

Varv | Grader | Radianer
LT o
% 180° T
1 360° 2
1 o 27
e 5
FR 3
5 60 3

Sjalvklart kan vi anvénda negativa varv ocksa, da vi roterar en kropp at
motsatt riktning, men lat oss vara positiva.

Kvadratens rotationsgrupp skrivs nu om med den nya enheten varv som:

rqap = {Id, Rot1, Roty, Rots }
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Beskrivningen ger oss en naturlig och enkel visualisering av vad som egentli-
gen hénder med kroppen, sa omstéllningen till den nya enheten bor inte vara
allt for besvarlig.

Med den naturliga enheten varv uttrycks den minsta rotationen runt en
given rotationsaxel genom + varv, och alla de andra rotationerna runt samma
axel utgor sedermera multiplar av den minsta rotationen. Rotationerna runt
denna axel formar en grupp av ordning p, da den innehaller p stycken element
och ségs da vara en p—faldig rotationsaxel. Ett exempel pa en sadan finnes

i gruppen (5) for en kvadrats rotationer.

I det foljande reds rotationssymmertrierna for respektive kropp ut.
Den simplaste regelbundna polyedern ar tetraedern, vilket ger en utmarkt
start. Vi finner tetraedern i ett neutralt lage, exempelvis som pa Bild (19).

Cc

Bild 19: Ursprungspositionen for tetraedern

De rotationer eller stela rorelser som eftersoks ar de som far tetraedern att
likna tetraedern i det neutrala laget, men att kanterna, sidytorna och hornen
forflyttats.

Som sagt finner vi tetraedern i en ursprungsposition, vilket ar den forsta
mojliga rotationen hos tetraedern. En rotation med noll varv runt valfri axel
raknas namligen ocksa som en rotation, och utgor identitetselementet i rota-
tionsgruppen.

Nésta rotation som vi nu finner runt en specifik typ utav axel ar da axeln
gar ifran valfritt horn vinkelrdt ner i motstaende sidyta, alltsa fran punkt
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B vinkelrat genom AACD i Bild (19). Da tetraedern roteras runt denna
axel kommer rotation med % varv och % varv att fa tetraedern att se ut som
identiteten men med kanter, sidytor och horn omdirigerade. Detta kallas
ocksa for en 3-delad rotationsaxel, eller 3-faldig rotation. Da vi i tetraedern
kan finna fyra sadana axlar fran ett hérn genom en sidyta ges vi 2 -4 = 8
rotationer som far tetraedern att aterga till ursprungspositionen.

Sista rotationsmojligheten hos tetraedern finner vi genom att undersoka kan-
terna, mer specifikt de par utav motstaende kanter som finns i tetraedern.
Om vi later en rotationsaxel ga genom mittpunkten pa till exempel kanten
AB och C'D sa kommer vi ges en rotationsaxel som efter % varv kommer ge
oss nagot som liknar identiteten, aven kallad en 2-delad rotationsaxel. Efter
ytterliggare ett halvt varv ges vi identiteten, vilken redan ar medréaknad i
var forsta typ av rotation, den med noll varv. Da tetraedern har sex stycken
kanter kan vi finna tre stycken axlar genom par av motstaende kanter, vilket
ger 1 -3 = 3 rotationer till.

Totalt har vi kunnat finna en rotation med 0 varv, atta rotationer kring ax-
eln genom horn och motstaende sidyta, samt tre rotationer runt axel genom
motstaende kantpar, vilket summerat ger oss tolv rotationer hos tetraedern.
Tetrahedral symmetrigrupp ar det vi kallar samlingen av alla tetraederns
symmetrier, men i detta arbete ar vi speciellt intresserade av rotationssym-
metrierna vilka likt med exemplet hos kvadraten (5) utgér en undergrupp till
den tetrahedrala symmetrigruppen. Gruppen innehallande rotationssymme-
trierna hos tetraedern betecknas i detta arbete genom ry3 33.

Med tetraederns rotationer utredda éar det dags for kuben, vilken ocksa har
en identitet som ska efterliknas genom rotationerna.
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Bild 20: Ursprungspositionen for kuben

Likt foregaende fall finner vi den forsta rotationen med 0 varv runt valfri axel,
vilket inte ar nagon nyhet. Nésta rotation sker dock genom en axel genom par
av motstaende sidytor, exempelvis genom sidytorna JABC'D och OEFGH
i Bild (20). Denna typ av axel ger upphov till rotationer med §—, 2—, 3varv
och kallas en 4-delad rotationsaxel. Vi finner tre par av motstaende sidytor,
sa 3 -3 =9 rotationer runt denna typ av axel.

Nasta typ ar den axel som gar genom motstaende kanter hos kuben, exem-
pelvis genom mittpunkten pa AB och GH i Bild (20). I detta fall ges rotation
med % varv runt rotationsaxeln, och med sex sadana par finner vi 1-6 = 6
rotationer.

Sist finner vi rotationer runt en axel som stracker sig genom par av motstaende
horn i kuben, vilka exempelvis kan vara genom A och H. Denna axel ger oss
rotationerna % varv och % varv. Med fyra par av motstaende horn ges 2-4 = 8
rotationer, vilket gor att det totala antalet rotationer hos en kub ar tjugofyra
stycken. Dessa tjugofyra rotationssymmetrier utgér en undergrupp till den
oktahedrala symmetrigruppen, vilken innehaller alla kubens symmetrier och
betecknas i detta arbete genom 73 4;.

Slutligen undersoker vi dodekaedern, vilken ocksa har en identitet och en
0 varvs rotation i samlingen av rotationer.

47



Bild 21: Ursprungspositionen for dodekaedern

Vi finner sedermera en axel genom motstaende sidytor, exempelvis sidytorna
ABCDE och FGHIJ iBild (21), vilka ger en 5-delade rotationsaxlar, alltsa
rotationer med %—, %—, %—, % varv. Da det finns sex sadana par utger dessa
4 -6 = 24 rotationer.

Nasta rotation sker runt en axel genom motstaende kanter, genom mittpunkt
pa AB och IJ, som med % varvs rotation och femton sadana par ger oss
1.15 = 15 rotationer.

Slutligen rotatonsaxel genom motstaende par av horn, vilka ger rotationer
med %— och % varv. Det finns tio sadana par vilket ger 2-10 = 20 rotationer.
Totalt for dodekaedern finns det 1 + 24 + 15 + 20 = 60 stycken rotationer.
Som sagt kan en undergrupp skapas utav dessa sextio rotationssymmetrier,
vilken blir undergrupp till den sa kallade ikosaedrala symmetrigruppen. Den
ikosaedrala symmetrigruppen betecknas i detta arbete r3 5, och aterkommer
senare i detta arbete da symmetrierna hos Kepler-Poinsots stjarnpolyedrar
diskuteras.

(Tapp 2012, ss.87-114)

Rotationssymmetri hos tre av de fem platonska kropparna har nu blivit
utredda, vilket leder fram till fragan: Vad har oktaedern och ikosaedern
for rotationer? Och varfor har inte de presenterats som de andra?

Likt symmetrigruppernas namn indikerar visar det sig att oktaedern och
ikosaederns rotationer redan ar bestdmda och ar desamma som for kuben re-
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spektive dodekaedern. Detta pa grund utav dualiteten (2.13) mellan kuben
och oktaedern, samt dodekaedern och ikosaedern.

Kuben och oktaedern utgor ett dualt par, da oktaedern har lika manga kanter
som kuben och lika manga horn som kuben har sidytor. Samma sak géller
for dodekaedern och ikosaedern, vilka har lika manga kanter och lika manga
horn som den duala polyedern har sidytor.

Bild 22: Oktaederns hérn mot kubens sidytor

Om vi markerar centrum hos varje sidyta hos en utav kropparna i det duala
paret och sedan forbinder dessa kommer vi ha skapat den andra kroppen i
paret. Kubens symmetri ar da likstdlld med oktaederns, och vice versa, och
samma sak géller for dodekaedern och ikosaedern.

Antalet rotationer hos en polyeder kunde dock beraknats véldigt mycket
snabbare, genom foljande sats till exempel.

Sats 3.16. Antalet rotationer hos en polyeder med V' horn, E kanter och F
sidytor ar 2E. Alltsa tva ganger sa manga som antalet kanter hos polyedern.

Bevis. Den centrala punkten i polyedern {p, ¢} sammanldnkas med hérnen,
mittpunkterna pa kanterna, samt centrumpunkterna pa sidytorna genom
g—faldiga rotationsaxlar mellan tva horn eller ett hérn och en sidyta, 2—faldiga
rotationsaxlar mellan motstaende kantmittpunkter, samt p—faldiga rotation-
saxlar mellan motstaende sidytor.

Med andra ord bestar symmetrioperationerna hos polyedern av rotationer
med § varv, % varv och % varv runt respektive axel, med k,j positiva heltal
och k£ < ¢ samt j < p.

Om identiteten bortses finns da ¢ — 1 varden pa k och p — 1 varden pa j, da
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k och 7 maste vara heltal.
Men hérnen, kanternas mittpunkter och centrum av sidytorna finns i motstaende
par, varfor antalet rotationer (exklusive identiteten) &r:

%(V(q — 1)+ E+ F(p—1)) = [med Eulers formel (1)]

1
= 5((]‘/ — 2+ pF') = [med sambandet (2)] (6)
=2F -1,
och antalet element ar da 2F. ]

Da tva stycken duala polyedrar har lika manga kanter (se tabell i (7?)) kom-
mer de alltsa ha samma antal rotationer och ddarmed dela rotationsgrupp.
(Coxeter 1948, s.46f.)

Sa aven om det finns fem platonska kroppar har vi enbart tre grupper av
symmetrier som verkar pa dem.

De tre grupperna kallas som sagt for tetrahedral-, oktahedral- och ikosa-
hedral symmetrigrupp, men i detta arbete tas som sagt enbart elementen i

symmetrigrupperna vilka utgor rotationer upp.
(Tapp 2012, s. 121ff.)

Det ar ratt vackert att visualisera likt Kepler i introduktionen paret som
ett giftermal mellan herr och fru, vilket gor att herr kub och herr dodekaeder
for sina fruar oktaedern och ikosaedern genom en dans i form av rotation-
erna. Som kuben och dodekaedern roterar kommer ocksa oktaedern eller
ikosaedern gora.

Rotationselementen

For att avrunda kapiteldelen om rotationer ska vi visa hur elementen i ro-
tationsgrupperna kan representeras. Vi anvander kvadraten och tetraederns
rotationer for att exemplifiera detta.

Hos den platonska kroppen tetraedern finns som tidigare namnts olika typer

av rotationsaxlar, vilka roterar kroppen i olika riktningar. De olika typerna
av axlar ar:
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e Fyra stycken 3-faldiga rotationsaxlar genom horn och motstaende sidyta.
Dessa benams som axel 1-4, vilka betecknas A1-A4 da elementen sum-
meras.

e Tre stycken 2-faldiga rotationsaxlar genom motstaende kanter, vilka da
ar axel 5-7 eller A5-AT7.

Summeras tetraederns rotationer ges rotationsgruppen, med rotationsen-
heten varv:

T{33} = {]d,Al;,Alg,AQ;,A227A31,A3g,A4;,A42,A5;,A6;,A7;}
3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 2

Vi ser hér att det finns tolv stycken element i gruppen, varpa
|T{373}| =12.
Om vi nu studerar kvadraten i planet finner vi att denna enbart har en

rotationsaxel, vilken gar genom mittpunkten hos kvadraten. Denna axel &r
en 4-faldig rotationsaxel, vilket ger oss kvadratens rotationsgrupp:

ruay = {1, Roti,Rot%,Rot%}
och

|T{4}‘ =4.

Bada rotationsgrupperna uppfyller axiom 1 — 3 ifran Definition (3.11) och
utgor darmed grupper.

En samling utav elementen hos de resterande platonska kropparna gar likvél
ocksa att finna, men dessa ar valdigt mycket storre grupper da:

|7”{374}| = |T{473}| =24 OCh |7”{375}| = |T{573}| = 60

For att vara pedagogiska visar vi nu hur rotationernas inverkan pa tetraedern
bildligt, vilket kan foérklara Definition (3.12).
Finn tetraedern i en ursprungsposition, se vénster del av bild (23).
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[dentiteten

Bild 23: Genom operationen sammanséattning ges enliknande tetraeder

Med en rotation runt A1l med %—V&I‘V medurs ges den hogra figuren i Bild
(23).

i

1

A ]1/3 |

Bild 24: Genom ytterliggare sammansattning ges en annan liknande
tetraeder

Om denna roteras runt A5 med %—Varv medurs ges den hogra figuren i Bild
(24).

Att tetraedern efter operationerna har genomforts ser oférandrad ut, bortsett
ifran hornens nya positioner dr det som menas med att polyederns ”form och
dimensioner lamnas oféréndrade” i Definition (3.12).
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4 Kepler-Poinsot-polyedrar

4.1 Stellation

Begreppet stellation (eller stellation pa engelska) kommer fran det latin-
ska ordet ”stella”, vilket betyder stjarna. Vi kan finna stellationer bade i
planet och i rummet och genom dessa ges stjarn-polygoner respektive stjarn-
polyedrar. Exakt vad som menas med stellation forstas bast genom att rita
bilder istallet for en abstrakt definition.

Keplers definition

Definition 4.1. Stellation av en polygon eller en polyeder dar processen da
alla kanter eller sidytor forlangs tills de mots och bildar en ny polygon eller
polyeder.

I planet

Om vi borjar med den enklaste polygonen sa finner vi den vara den liksidiga
triangeln. Vi ska nu undersoka vad som hénder da vi forlanger alla triangelns
sidor, vilket vi kan gora genom Euklides andra postulat (varje begransad rét
linje kan forlangas obegrinsat). Det visar sig att vi inte finner nagon ny yta
i planet som omges i var geometriska figur da dessa linjer kommer fortsatta
langre och ldngre ifran varandra. Denna insikt kommer vi till da vi un-
dersoker forlaingningen av sidorna hos en kvadrat, varpa dessa sidor delas
in i parallella par och kommer darmed aldrig att motas och omge en del av
planet (bortsett fran den ursprungliga kvadraten).

Det ar forst nar vi undersoker pentagonen som det intressanta intraffar. De
forlangda sidorna kommer nu att skiara varandra och omger en storre yta an
den ursprungliga geometriska formen, vilket i detta fall visar sig vara den
valkanda stjarnsybolen, pentagrammet. Liknande resultat far vi med var
sex-sidiga hexagon, som istallet ger oss en sex-taggig stjarna eller ett hexa-
gram som den kallas.
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Bild 25: Stellation utav pentagon och hexagon

Vidare kommer stellationen av en n-horning med n > 5 fortsatt omge an-
dra delar i planet och darmed ge oss nya geometriska figurer. Bland annat
oktagrammet och decagrammet som vi kan stellera fran en oktagon samt en
decagon. Vi kallar fortfarande pentagrammet, hexagrammet, oktagrammet
och decagrammet for polygoner med fem, sex, atta, samt tio sidor. Detta da
vi kan folja sidornas kontinuerliga rorelse runt mittpunkten tva varv for pen-
tagrammet, i jamforelse med pentagonens enda varv runt mittpunkten. Ok-
tagrammet och decagrammet tar sig tre varv runt polygonens mitt. Notera
dock att de interna punkterna inte beaktas. Dessa data uttrycks syboliskt
genom: {2} (pentagram), {3} (oktagram) och {{} (decagram).

Detta for det tvadimensionella fallet i planet, nu vidare till det tredimen-
sionella fallet i rummet.
(Wenninger 1988, s. 34 f.)

I rummet

Innan stellationen i rummet forklaras kommer tva begrepp att redas ut.
Stellationen i rummet kan namligen ske och visualiseras pa tva olika séatt,
dels genom stellation eller genom det som kallas sidforstoring, eller greaten-
ing med engelsk terminologi . Denna terminologi kommer fran John Conway
(1937-), vilken ville beskriva vilken typ av stellation som applicerats pa krop-
pen. Dessa kommer i den nya kroppens namn beskriva hur den nya kroppen
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skapats genom stellation eller genom sidforstoring.

Definition 4.2. Processen da samtliga kanter hos en polyeder utvidgas kallas
stellation. Processen da samtliga sidytor expanderar eller utvidgas kallas
sidforstoring.

(Coxeter 1974, s.46)

De stellationer, las stellation och sidférstoring, som &r av intresse i detta
arbete ar de stellationer som kan utféras pa de platonska kropparna.

Vi borjar ocksa har med de enklaste fallet, tetraedern. Istéllet for att sidorna
som forlangda strackor kommer att omge fler delar i planet, kommer en stella-
tion nu innesluta nya omraden i rummet.Om tetraederns kanter férlangs kom-
mer inga nya omraden inneslutas, likt for exemplet med triangeln i planet.
Inte heller kommer en sidférstoring innesluta ytterliggare delar av rummet,
varpa kuben ar nastkommande kropp att undersoka.

Likt med kvadraten kommer kuben och dess tolv kanter att komma i par-
allella par, vilket i detta fall inte heller gor att en ny kropp skapas genom
stellation eller sidforstoring.

De tolv kanterna hos oktaedern leder daremot till nagot intressant. Dessa
kommer skéara varandra i rummet och innesluta delar av rummet utanfér den
ursprungliga oktaedern. Vi finner att dessa &r en uppséattning av atta mindre
tetraedrar, som celler, som var och en delar en sidyta med den ursprungliga
oktaedern och inkapslar en ytterliggare del av rummet. Om vi nu visualiserar
oss dessa adderade tetraedrar pa oktaedern med de gemensamma sidytorna
borttagna, sa har vi nu funnit en ny polyeder.

Bild 26: Stellerad oktaeder
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Ett annat satt att visualisera just denna nya figur ar att vi ser det som en
uppséattning korsande trianglar, vilket dock inte foljer Definition (3.1). Kan-
terna skér forstas ocksa varandra, men de inre skiarningspunkterna fran linje-
segmenten ignoreras, likt i fallet med de tvadimensionella stjarnorna. Varje
sida av pentagrammet korsar tva andra sidor, men dessa punkter bortser vi
ifran da vi beréknar sidorna. Slutligen kan vi se att den stellerade oktaedern
fortsatt har atta sidytor, vilka nu ar skdrande trianglar, och andpunkterna
hos dess kanter ar polyederns horn.

Vid narmare observation av denna kropp finner vi att denna polyeder inte &ar
en, utan en sammanslagning av tva storre tetraedrar som delar en gemensam
mittpunkt. Kepler fann denna kropp under det tidiga 1600-talet och dopte
denna till Stella octangula. Ytterligare utvidgning av sidytorna hos oktaed-
ern kommer inte ge oss nagon mer avgransning i rummet, varpa stellationen
avslutas med en stellerad form av oktaedern.

Nu ar det hog tid att undersoka vad som intraffar da de platonska krop-
parna dodekaedern och ikosaedern stelleras.

Om dodekaedern genomgar stellationsprocessen utvidgas dess kanter ut i
rummet, vilket leder till en formation dar dodekaedern sjalv nu utvidgats
med fem pentagonala pyramider. Denna nya polyeder liknar en stjérna,
varpa den kallas den stjarnlika dodekaedern.

Utfors istéallet en sidforstoring hos doedekaedern expanderar sidytorna och
skapar inbuktningar i dodekaederns yttre. Sidforstoringen konverterar do-
dekaedern till stora dodekaedern.

Slutligen i stellationsprocesserna ytterliggare en polyeder vilken skapas genom
en kombination utav stellationen och sidforstoringen, namligen den stora
stjarnlika dodekaedern. Genom att forst utfora en sidforstoring pa dodekaed-
ern ges som sagt en stor dodekaeder, vilken om den stelleras skapar pyramider
med tresidig bas runt de tidigare inbuktade omradena. Denna nya kropp
kallas den stora stjdrnlika dodekaedern. Om vi byter plats pa processerna
och sidférstorar dodekaedern forst och stellerar sen, kommer samma resultat
ges.

Héar avslutas dock stellationsprocesserna, da ingen av processerna skapar
nagon ny polyeder. Fran dodekaedern kan det alltsa skapas tre nya polye-
drar, varav tva upptéicktes av Johannes Kepler 1619 och sedermera en utav
Louis Poinsot (1777-1859) 1809.
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Vidare finner vi den sista platonska kroppen ikosaedern, vilken har manga
stellationer att rdkna. En utav ikosaederns 59(!) stycken stellationer visar
sig vara den stora ikosaedern, vilken ar den sista Kepler-Poinsot-polyedern.
Denna kropp ges utav en sidforstoring hos ikosaedern, varpa dess 20 sidytor
skar varandra i rummet och skapar denna regelbundna stjarnpolyeder.

Vad som finnes extra intressant ar att Kepler-Poinsot-polyedrarna inte kan
skapas genom en sammanslagning utav tva redan existerande polyedrar, utan
ger oss nya polyedrar till skillnad fran exemplet med Stella octangula. Vi kan
till och med dra det sa langt att vi kallar dessa for regelbundna polyedrar,
da tva av dem har sidytor som ar en uppsattning utav tolv skdrande penta-
grams (stjarnlika dodekaedern och stora stjarnlika dodekaedern), den tredje
en uppsattning av tolv skidrande pentagoner (stora dodekaedern), samt den
fjarde som byggs upp av 20 skdrande ekvianguldra trianglar (stora ikosaed-
ern). For att vi dock ska fa lov att kalla dessa regelbundna krévs en avslapp-
nad definition av regelbundenhet, vilken tillater en regelbunden polyeder att
vara icke konvex.

Det var matematikern Cauchy som 1811 i sin artikel Recherches sur les
polyedres i tidsskriften Journal de I'Ecole Polytechnique 9 pekade pa att
det faktiskt finns stellationer fran dodekaedern och att dessa tillsammans
med den stora ikosaedern ar de enda regelbundna stellerade kropparna som
ar mojliga (Richeson 2008, s. 151).

Bivhvi

Stora Dodekaedern  Stjcrnlika Dodekaedern  Stora Ikosaedern — Stora Sticirnlika Dodekaedern

Bild 27: Kepler-Poinsot-polyedrarna
De historiska fem platonska kropparna far darmed séllskap utav de fyra nya
stjarn-polyedrarna, vilka alla har sidytor som antingen ar regelbundna poly-

goner eller stjarnpolygoner.
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(Wenninger 1988, s.35)

Foljande ar en summering av Kepler-Poinsot-polyedrarnas komponenter:

Polyeder V|E|F|VE+F

Stora dodekaedern 12130 | 12 -6

Stjarnlika dodekaedern 12 130 | 12 -6

Stora sjarnlika dodekaedern | 20 | 30 | 12 2

Stora ikosaeder 12 ] 30 | 20 2
Fasettering

Ofta kan operationer likt stellationen och sidforstoringen vara svara att vi-
sualisera for en vanlig invanare i Flatland, vilket &r en som &ar van vid penna
och papper och tvadimensionella ting (Abbott 1952, s. 1). Det finns dock
en dual metod kallad fasettering (facetting i engelsk terminologi), vilken ger
en mer naturlig forklaring.

Definition 4.3. Fasettering dr den process inom geometri da delar utav
polyedern tas bort utan att skapa nagra nya horn.

Da en polyeder fasetteras plockas de gamla kanterna bort och de nya kanter-
erna skapas langs den gamla sidytans diagonal alternativt langs den gamla
polyederns inre diagonal vilken skar genom den tredimensionella kroppen.
For att ytterliggare forklara fasetteringen och stellationen i jamforelse med
varandra behovs tva begrepp redas ut, vilka ar:

Definition 4.4. Kdarnkroppen (core i engelsk terminologi) hos en stjarnpolyeder
ar den storsta konvezxa kroppen som kan uppritas innuti polyedern. Skalkrop-

pen (case i engelsk terminologi) dr den minsta konvexa kroppen som om-
ringar hela polyedern.

Som exempel pa dessa finner vi Stella octangula vilken har en oktaeder som
karnkropp och en kub som skalkropp. Stjarnpolyedern kan hér konstrueras
genom antingen en stellation utav karnkroppen eller genom en fasettering
utav skalkroppen.

Saledes innebar stellation att bitar adderas till polyedern, medans fasetterin-
gen betyder att delar plockas bort fran polyedern.

(Coxeter 1948, s.98f.)
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Bild 28: Kuben som skalkropp och Stella octangula som karnkropp

Hos de nyfunna Kepler-Poinsot-polyedrarna kan vi som sagt finna olika typer
av stellationer genom en utvidgning utav samtliga kanter eller genom utvidgn-
ing av polygonen som sidyta. Vi kan finna skalkroppar i form utav de platon-
ska kropparna, vilka genom en process av fasettering kan skapa just Kepler-
Poinsot-polyedrarna.

Exempelvis finner vi att den stora dodekaedern har lika manga hérn som en
ikosaeder, varpa om ikosaedern genomgar en fasettering ger det oss en stor
dodekaeder. Detta likt for exemplet med kuben och Stella octangula i Bild
(28). Ett annat exemepel ar den stora stjarnlika dodekaedern, vilken har
dodekaedern som skalkropp. Genom fasettering av dodekaedern kan vi da
skapa en stor stjarnlik dodekaeder.

4.2 Kepler-Poinsot-polyedrar i Eulers formel

Da Eulers formel appliceras pa en polyeder ar vi forsiktiga, mer dn Euler sjalv
var, och ser till att polyedern &r konvex. Likt Euler antog ocksa Legendre
(3.1) att polyedern som projiceras pa sfiaren ar konvex.

I ett appendix i Poinsots arbete fran 1810 gors dock en upptéackt i Legendres
bevis, vilket gor att beviset dven kan appliceras pa en nagot mer generell
klass an enbart de konvexa polyedrarna. Dessa polyedrar kommer att kallas
stjarnkonveza.

Forsta steget i Legendres bevis (3.1) ar att projicera polyedern pa sfirens

insida. For att gora detta behdver vi en punkt x inuti polyedern, vilken tidi-
gare liknades med en glodlampa som skickar en skuggavbildning pa insidan
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av sfarens yta. Denna punkt x har egenskapen att den kan kopplas samman
med varje annan punkt i polyedern. For en konvex polyeder kan punkt z
véljas godtyckligt, detta pa grund av Definition (3.1).

De flesta icke konvexa polyedrar saknar daremot en sadan punkt, men de
som har en sadan kallas stjarnkonvexa.

Definition Stjarnkonvex polyeder

Definition 4.5. Lat x vara en punkt inuti en polyeder, vilken med en rat
linje kan kopplas samman med varje punkt inuti polyedern.
Om dessa linjer inte skar nagon sidyta i polyedern, kallas polyedern styarnkonvex.

Fran denna speciellt utvalda punkt = kan projektionen utforas, och Legen-
dres bevis (3.1) kan appliceras pa dessa stjarnkonvexa polyedrar.

I det nyss namnda arbetet utav Poinsot namns den stora dodekaedern och den
stora ikosaedern for forsta gangen, vilka tillsammans med den stjarnlika do-
dekaedern och den stora dodekaedern utgor de fyra Kepler-Poinsot-polyedrarna.
Nagra utav dessa kommer att visa sig vara undantag till Eulers formel.

Om formeln appliceras pa stora ikosaedern, vilken har V = 12, K = 30, F =
20 eller stora stjarnlika dodekaedern V' = 20, E = 30, F' = 12, ges ratt sam-
band och Eulers formel (1) stimmer. Men {or de andra tva stjarnpolyedrarna
uppfylls inte sambandet, da stora dodekaedern (V' =12, F = 30, F' = 12)ger
12 —30+12 = —6 och stjirlika dodekaedern (V' = 12, E = 30, F' = 12) vilket
ocksa ger 12 — 30 + 12 = —6.

De tva sistnamnda kan alltsa betraktas som ytterligare undantag till formeln.
Den stora dodekaedern och stjarnlika dodekaedern ingar darmed inte bland
de Eulerska polyedrarna, men har fortfarande chans att kvala in som regel-
bundna polyederar tillsammans med de andra tva Kepler-Poinsot-polyedrarna.
(Richeson 2008, s. 149ff.)

4.3 Tkosaedrala rotationer

Med sats (3.16) bevisad &r det relativt enkelt att bestdmma hur manga rota-
tionsoperationer som finns for var och en utav Kepler-Poinsot-polyedrarna.

Da alla de fyra polyedrarna har 30 stycken kanter berdknas antalet rotation-
soperationer till 60 stycken, vilket &r lika manga som hos dodekaedern samt
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ikosaedern och inte minst den ikosaedrala rotationsgruppen.

Det visar sig dock att dessa 60 rotationer ar samma rotationer som for
ikosaedern och dodekaedern, varpa Kepler-Poinsot-polyedrarna ocksa har
ikosahedral rotationssymmetri.

For att beskriva hur dessa rotationer kan vara samma samling av rotation-
ersom hos dodekaedern och ikosaedern kan vi blicka tillbaka till Definition
(4.4) och dess efterfoljande forklaring.

Som tidigare beskrivits ar den stjarnlika dodekaedern en stellation av do-
dekaedern (4.1). Detta i sin tur gor att dodekaedern ar kiarnkropp at den
stjarnlika dodekaedern, da vi kan se den stjarnlika dodekaedern som en do-
dekaeder med tolv stycken pyramider med pentagoner som baser vilka sticker
ut fran varje sidyta.

Rotationerna for en dodekaeder beskrivs i (3.3) och utgors av rotationer runt
3—faldiga axlar genom motstaende horn, 2—faldiga axlar genom motstaende
kanter, samt 5—faldiga axlar genom motstaende sidytor. Om vi nu tanker
oss att dessa axlar finns kvar genom stellationsprocessen som konverterar do-
dekaedern till den stjarnlika dodekaedern, sa kommer de 3—faldiga axlarna
ga genom ett par utav de tolv inatvanda hornen, de 2—faldiga axlarna genom
motstaende invinda kanter, samt de 5—faldiga axlarna vilka gar genom
motstaende toppar pa de pyramider som har de gamla sidytorna som sina
baser. Dessa toppar ar den stjarnlika dodekaederns horn, vilka dessa axlar
gar genom. (se Bild (25)).
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2-delad rotationsaxel N

(inre kant-inre kant) .. 3-delad rotationsaxel
P (inre horn-inre horn)

S-delad rotationsaxel
(horn-horn)

Bild 29: Rotationsaxlarna hos den stjarnlika dodekaedern

Déarmed kan vi saga att det ar samma axlar som ar kvar for kropparna
stjarnlika dodekaedern och dess duala polyeder den stora dodekaedern.

Samma sak géller ocksa for den stora stjarnlika dodekaedern, vilken har en
ikosaeder som karnkropp, och den stora ikosaedern som &ar dual med den
stora stjarnlika dodekaedern.

Alla fyra Kepler-Poinsot-polyedrarna har darmed ikosahedral rotationssym-
metri.
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5 Summering och avslut

5.1 Keplers tankar

[ introduktionen till detta arbete (1.1) beskrivs ett giftermal mellan kuben
och oktaedern, samt mellan dodekaedern och ikosaedern. Giftermalet kan
forklaras med hjalp utav det som kallas dualiteten mellan kropparna vilken
beskrivs i Definition (2.13).

Utover att polyedrarna som ingar i giftermalet ar duala med varandra visar
det sig ocksa att de ingar i samma symmetrigrupp, vilket ytterliggare parar
ihop de duala polyedrarna med varandra. Som sagt, en av kropparna for och
den andre foljer under aktenskapets manga turer.

5.2 Fem eller nio?

Resonemanget och det uppenbara exemplet pa att tva utav stjarnpolyedrarna
inte ar exempel pa de Eulerska polyedrarna kanske racker som motiv for att
falla tanken att Kepler och Poinsot fann fyra nya kroppar vilka kunde kop-
plas samman med de fem platonska regelbundna kropparna.

"Fran denna speciellt utvalda punkt x kan projektionen utforas, och Leg-
endres bevis (3.1) kan appliceras pa dessa”, beskrivs i (4.2) i samband med
Definition (4.5) om stjérnkonvexa polyedrar.

Alla Kepler-Poinsot-polyedrarna ar just stjarnkonvexa och vi kan finna en
punkt x i alla dessa kroppar.

Att Legendres bevis kan appliceras pa en stjarnkonvex polyeder betyder
att istéllet for kuben i Bild (15) i Legendres bevisresonemang (3.1) kan en
stjarnkonvex polyeder anvandas och ge samma resultat och ett bevis som
haller.

Senare i (3.1) beskrivs dock varken den stora dodekaedern eller den stjérnlika
dodekaedern uppfylla sambandet i Eulers formel (1), vilket tordes hoja ett
ogonbryn da detta skapar en motségelse.

Det &ar namligen sa att om vi mot all féormodan hade utfort ett experiment
dar vi finner en punkt i centrum av en sfir, vilken ”ser” alla punkter i den
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stora dodekaedern eller den stjarnlika dodekaedern, hade vi getts en projek-
tion i form utav en skuggavbildning pa sfaren. Sjalvklart forutsatter detta
att polyedern ér uppbyggd av staltrad och punkten x &r en glédlampa.
Anledningen till att denna projektion, likt kubens projektion i Bild (15), ger
en samling av kanter, horn och sidytor vilka 6verrensstammer med Eulers
formel (1) &r att vi med denna projektion raknar alla polyederns komponen-
ter, och inte enbart de som den beskrivs vara uppbyggd utav.

Om den stora dodekaedern och den stjarnlika dodekaedern ska vara en del
av de Eulerska polyedrarna kravs att varje sidyta uttrycks som liksidiga tri-
anglar, att varje innatriktat horn ar ett horn samt att alla innatriktade kanter
riaknas som kanter. I detta fall 6verensstammer bade stora- och stjarnlika do-
dekaedern med sambandet V' — F' + E = 2, och kropparna ar en del av de
Eulerska polyederna enligt Definition (3.9).

Dock anses det siakerligen mer prestigefullt att tillhora de regelbundna polye-
drarna, varpa sidytorna ej kan vara liksidiga trianglar, vilka inte ar regel-
bundna polygoner. De regelbundna polyedrarna ar som flest nio stycken,
medans de Fulerska ar oéndligt manga. Alltsa ett latt val for popularitet.

For att sammanlianka de stjarnkonvexa Kepler-Poinsot-polyedrarna med de
platonska kropparna ordentligt behover vi latta pa konvexitetskraven for
polygonerna, ifran vilka vi bygger upp polyedrarna. Detta genom att lata
dem korsas, vilket gor att ocksa pentagrammet kan ses som en regelbunden
polygon och utgora sidytorna hos den stjarnlika dodekaedern samt den stora
stjarnlika dodekaedern.

Ar vi ocksa villiga att latta pa konvexitetskravet hos en regelbunden polyeder
kan de stjarnkonvexa Kepler-Poinsot-polyedrarna kallas regelbundna, pre-
cis som de platonska kropparna, trotts att de ar uppbyggda av korsande
polygoner vilket gor att inte alla punkter i Kepler-Poinsot-polyedrarna &r
"allseende”.

Det fanns endast fem regelbundna polyedrar, men 1811 bevisar som sagt
Cauchy i artikeln Recherches sur les polyédres att bara fyra polyedrar till
uppfyller den utvidgade definitionen av regelbundenhet, namligen Kepler-
Poinsot-polyedrarna.
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Definition Regelbunden polyeder

Definition 5.1. En regelbunden polyeder ar den polyeder som uppfyller féljande
krav:

1. Polyedern ar konvex

2. Varje sidyta ar en regelbunden polygon
3. Alla sidytor dar kongruenta
4

. Varje horn ar omringat av lika manga sidytor

Definition: Regelbunden polyeder (utvidgad version)

Definition 5.2. En regelbunden polyeder ar den polyeder som uppfyller féljande
krav.

1. Varje sidyta dr en regelbunden polygon, som kan vara stjarnkonvez.
2. Alla sidytor dar kongruenta
3. Varje horn dr omringad av lika manga sidytor

Med denna definition satter vi punkt pa arbetet, och tackar ldsaren for visat
intresse.
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7 Appendix

For att bevisa Proposition XI.20 behover tre stycken propositioner redas
ut, vilka sedermera bygger upp beviset. Dessa propositioner kommer inte
bevisas i detta arbete. Propositionerna beskrivs nedan utan bevis.

Proposition 1.4

Proposition 7.1. Om tva trianglar har tva sidor lika och vinkeln mellan
dessa sidor ar lika stor hos bada trianglarna, sa ar dven den tredje sidan hos
trianglarna lika lang, och trianglarna ar lika.

Denna proposition kallas ibland for det forsta kongruensfallet.

Proposition 1.20

Proposition 7.2. I en triangel AABC' dr tva utav sidorna summerade storre
an den tredje sidan.

Denna proposition kallas ibland for triangelolikheten.

Proposition 1.25

Proposition 7.3. Om tva trianglar skulle ha tva sidor som dr lika langa,
men den tredje sidan i en av trianglarna ar langre an i den andra triangeln,
ska den ocksa ha en storre vinkel an den andra som spdinns upp av de lika
rata linjerna.

Nu kan proposition XI.20 bevisas:
Proposition XI1.20

Proposition 7.4. Om en rymdvinkel bestar av tre plana vinklar dr summan
utav tva av vinklarna storre an den tredje.

LN

Bild 30: Bevisbhild fér Proposition XI.20
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Bewis. Lat rymdvinkel A A iBild (30) besta av de plana vinklarna ZBAC, ZC AD
och ZDAB.

Om /ZBAC,ZCAD och ZDAB ar lika stora ar saklart summan av tva utav
vinklarna storre an den tredje.

Men om inte, lat ZBAC vara storre, sa ska vi visa att ZCAD/DAB >
/BAC.

I planet genom BA och AC konstruera en vinkel /BAFE som ar lika stor
som ZDAB vid punkten A pa den rita linjen AB. Gor |AE| = |AD|, och
rita BEC' genom punkten F som skér de réata linjerna AB och AC' vid punk-
terna B och C och sammanfoga DB och DC.

Nu, da |AFE| = |AD|, och AB gemensam &r tva utav sidorna i trianglarna
ABAD och ABAF lika. Vinklarna ZDAB och Z/BAFE é&r ocksa lika, varpa
|BD| = |BE| (enligt (7.1)). Och da summan av tva sidor BD och DC' &r
storre an den tredje BC, och av dessa dr |BD| = |BE|, kommer |DC| > |EC|
(enligt (7.2)).

Nu, da |AD| = |AE|, AC gemensam, samt att |[DC| > |EC| ar vinkel
LDAC > ZFEAC enligt (enligt (7.3)).

Men, /BAE = Z/DAB, sa ZDAC + Z/DAB > /EAC + ZBAFE = . Vilket
var det som skulle visas.

Pa liknande sitt visas att summan av tva andra vinklar &r storre 4n den
tredje. ]
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