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1 Abstrakt

Ett objekt eller ett monster kan uppvisa olika symmetrier. I det Euklidiska
planet finns isometrierna translation, spegling och rotation, som &r de enda
avbildningar i planet som bevarar avstand. Om en isometri aterskapar objektet
eller avbildar monstret pa sig sjilv talar vi om en symmetri. Ett tapetmonster
Ar ett monster som &r repetitivt i tva riktningar, det vill séga som bestar av
tva linjart oberoende translationer. Symmetrierna hos ett tapetmoénster kan
beskrivas som en produkt av en translation, en rotation och en reflektion. Varje
tapetmonster kan dven beskrivas med en hjélp av en specifik signatur, vilken
beskriver de symmetrier som behovs for att producera hela monstret utifran ett
grundelement.
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2 Inledning

Ett objekt eller monster sdgs vara symmetriskt om det gar att manipulera det
pa olika sitt utan att det férdndras. Vi kan till exempel rotera en cirkel 180
grader och cirkeln kommer att se likadan ut och befinna sig pa samma plats
for betraktaren. De enskilda punkterna pa cirkeln kommer dock att ha flyttats.
Detta &r grunden for vad denna uppsats kommer att handla om, och dr en enkel
beskrivning av vad det innebér att nagot dr symmetriskt.

Monster med symmetrier finns éverallt omkring oss och vi ser dem i var var-
dag, till exempel pa en husvigg, en bard i sovrummet eller i kaklet i badrummet.
Huvudsyftet med denna uppsats ér att infora limpliga begrepp for att slutligen
kunna ge en matematiskt defintion av vad en tapet samt en tapetgrupp ar for
nagot. For att redan nu fa en kénsla for begreppen kan vi tédnka oss att ett
tapetmonster &r ett tvadimensionellt ménster som dr repetitivt i tva riktningar.
En tapetgrupp dr en symmetrigrupp bestaende av specifika symmetrier hos just
ett tapetmonster. Ett tapetmonster som manga har vandrat 6ver dr den tesse-
lering som finns pa Sergels torg. Alla tapetmonster kan sorteras in i nagot av
de sjutton olika tapetgrupperna (det finns faktiskt exakt sjutton stycken!). Ett
exempel fran verkligheten #r palatset Alhambra i Granada i sédra Spanien. Dér
ar palatsets viggar tackta av tapetmonster, och det ségs, men det &r &nnu inte
helt bevisat, att alla de sjutton tapetgrupperna &dr representerade bland dessa.

Uppsatsen &r indelad i tva avsnitt. Det forsta avsnittet ger en visuell inblick
i symmetrier hos objekt (sasom kvadraten) och tapetménster. Den andra de-
len av uppsatsen, syftar till att beskriva symmetrier hos figurer och monster,
utifran mer matematiska begrepp. Vi kommer bland annat att visa att sym-
metrier i planet endast kan besta av rotationer, reflektioner och translationer
(forflyttningar). Slutligen ger vi en matematisk defintion av vad en tapet re-
spektive en tapetgrupp &r, samt formulerar en kort avslutning kring hur det
visuella och det matematiska avsnittet relaterar till varandra.

2.1 Kommentarer

I det visuella avsnittet (kapitel 3) refererar vi genomgaende till huvudboken The
Symmetries of Things [1]. I kapitlet finns till exempel ett antal bilder pa olika
objekt och tapetmonster, som samtliga framstéllts med hjilp av en digital app
med influenser fran huvudboken.

I huvudboken bevisas bland annat varfér det just finns sjutton stycken olika
tapetgrupper i planet, och ldsare hénvisas till denna bok for férdjupning. Beviset
tas inte upp i denna uppsats pa grund av dess omfattning.



3 Symmetrier - en visuell inledning

I detta avsnitt ger vi exempel pa olika symmetrier i planet. Syftet &r att ge en
intuitiv kénsla for vad en symmetri &r, for att senare, i kapitel 4 och framat,
beskriva samma sak men utifran matematiska begrepp. Begreppet symmetri
anvénds i dagligt tal synonymt med spegelsymmetri, men symmetrier &r mer
dn sa. I detta avsnitt tdnker vi oss att det finns symmetrier hos ett objekt eller
monster, om det dr oforédndrat efter att det har speglats, roterats eller forflyttats.

3.1 Symmetrier av sma objekt

Vi borjar med att beskriva symmetrier av édndliga rosettmonster. Med det me-
nas monster dir alla symmetrier &r fixerade i dess centrum. Spegel- respektive
rotationssymmetrier dr de enda symmetrier ett sadant monster kan ha.

Vi avslutar avsnittet med att beskriva samtliga symmetrier hos kvadraten
och den liksidiga triangeln.

3.1.1 Speglingar och kalejdoskop

Vi talar om spegel - eller kalejdoskopisk symmetri om det gar att dra en sa kallad
symmetrilinje sa att delarna som bildas ér spegelbilder av varandra. Exempelvis
dr bokstaven Y spegelsymmetrisk eftersom vi kan dra en lodréit symmetrilinje
genom den och fa tva halvor som &r varandras spegelbilder. Bokstaven E &r
ocksa spegelsymmetrisk, men da dras linjen vagrétt istéllet. Symmetrilinjen
kallas dven for spegellinje (se figur 1).

Figur 1: Spegelsymmetrier hos bokstéverna Y och E

Om det i figuren finns en punkt dér flera spegellinjer korsar varandra kallar
vi den for en kalejdoskopisk punkt. For att fa en bild av fenomenet gar det att



koppla det till ett riktigt kalejdoskop, som genom att vara forsett med speglar
reflekterar de foremal som finns dér (se figur 2).

WAUYTUM | MUTYVAW

Figur 2: Symmetrilinjer mellan olika ord

Figur 3: Ett rosettménster med kalejdoskopisk symmetri. Hur manga symmetri-
linjer finns det?

3.1.2 Rotationer och gyrationer

Det gar alltid att rotera en figur ett helt varv och fa tillbaka samma figur, men
vissa geometriska former gar att rotera mindre &n ett varv utan att utseendet
fordandras. Vi sidger da att figuren dr rotationssymmetrisk. Exempelvis gar det
att rotera en kvadrat 90 grader och en triangel 120 grader och fa tillbaka det
identiska utseendet.



Figur 4: En kvadrat och en triangel har bada rotationssymmetrier

Inom geometri 4r en gyration en rotation som inte innehaller en spegellinje
vilken passerar rotationscentrumet. Centrum for en gyration kallar vi gyrations-
punkt. I figur 4 ser vi att bade kvadraten och triangeln &r spegelsymmetriska,
dér spegellinjerna gar igenom rotationscentrum. Héar kan vi alltsa inte prata om
gyrationer.

Bilden nedan pa triskelion (se figur 5) kan & andra sidan inte aterskapas med
hjilp av speglingar sa héir har vi gyrationssymmetri. Denna figur ser likadan ut
i tre orienteringar, da en gyration av 120 grader tar figuren tillbaka till sig sjélv.
Ett annat exempel d&r damen i en vanlig kortlek (se figur 6). Hir har vi ocksa
gyrationssymmetri, men i detta fall behover figuren roteras 180 grader for att
figuren ska aterskapas.

Figur 5: En triskelion har gyrationssymmetri med rotation 120 grader

A

Figur 6: En dam i en kortlek har gyrationssymmetri med rotation 180 grader



3.1.3 Symmetrier hos den liksidiga triangeln

Vi underscker nu den liksidiga triangeln och dess symmetrier. Den enklaste
symmetrin dr identitetsavbildningen som inte gor nagonting med figuren och
dédrmed ldmnar den helt oféréandrad. Vi kan dven rotera triangeln 120 respektive
240 grader. Om vi dédremot roterar ett helt varv runt blir det samma sak som
att tillampa identitetsavbildningen, sa denna rotation pa 360 grader ridknas
inte som en ny symmetri. Vi kan &ven spegla i linjerna L1, L2 och L3 som
4r triangelns medianer. Sammanlagt blir det sex stycken symmetrier av den
liksidiga triangeln, vilka illustreras i figur 7.

Figur 7: Den liksidiga triangeln har sex olika symmetrier

3.1.4 Symmetrier hos kvadraten
For en kvadrat finns atta symmetrier. Varje bild i figur 8 representerar en sym-
metri av kvadraten. Den enklaste symmetrin som vi kan hitta ér aterigen iden-
titetsavbildning (id) som inte féréindrar nagonting.

Dessa symmetrier kan alltsa delas in i tre olika kategorier:

1) Avbildningen som inte foréndrar nagonting (id)

2) Rotation 90°, 180° eller 270° medsols (vi kallar dessa ri, 79 eller r3)

3) Spegling kring den vertikala, den horisontella eller lings de diagonala
mittlinjerna (sp, Sy, sq eller s.)
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id (identitet, ingen = rq (rotation 90° r, (rotation 180° r3 (rotation 270°
férandring) medurs) medurs) medurs)
S T @
© B »
sy (spegling i sh (spegling i sq (spegling i en av sc (spegling i en
vertikalled) horisontalled) diagonalerna) annan diagonal)

Figur 8: En kvadrat har atta symmetrier [2]

3.2 Repetitiva monster

Vi kommer nu att undersoka repetitiva monster i planet. Skillnaden mellan dessa
odndliga monster och symmetrier hos isolerade figurer, som vi precis beskrev, &r
att dessa monster, forutom speglings- och gyrationsssymmetri, d&ven innehaller
translationer. En translation forflyttar figuren till en nérliggande figur. I detta
avsnitt kommer vi dels att beskriva frismonster, vilka &r repetitiva i en riktning,
samt tapetmonster som &r repetitiva i tva riktningar.

3.2.1 Frismonster

Ett frismonster kan beskrivas som en o#ndligt langménstrad remsa, som uppre-
par sig med ett minsta avstand d lings remsans riktning (se figur 9). Skillnaden
mellan frismonster och rosettmonster &r att frismonster, forutom spegel - och
rotationssymmetri, &ven har en symmetri som gor att en forflyttning i en rikt-
ning tar figuren till en nirliggande figur och bevarar monstret (se figur 10).
Frismonster har alltsa translationssymmetri. Vi ser att frismonstret i figur 10
dven har gyrationssymmetri med rotation 180 grader, bade kring mittpunkterna
av grundelementen samt mellan dem. Gyrationspunkterna ar utritade i figur 10.

Figur 9: Ett frismonster som upprepar sig med minsta avstandet d [3]
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Figur 10: Frismonster med translations - och gyrationssymmetri [3]

Ménstret i figur 11 &r ytterligare ett exempel pa frismonster, dir vi forut
translationssymmetri dven finner spegelsymmetri. Spegellinjerna &r utritade i
figuren.

Figur 11: Frismonster med translations - och spegelsymmetri

3.2.2 Tapetmonster

Vikommer nu att beskriva vad som menas med ett tapetmonster, som vi ndmnde
kort i inledningen. Ett tapetmonster striacker ut sig odndligt i planet och upp-
repar sin struktur i tva olika riktningar.

Tapetmonstret i figur 12 bestar av odndligt manga kopior av grundfiguren
som técker hela planet. Strukturen upprepar sig bade i horisontell och vertikal
riktning. Férutom translationssymmetri i tva riktningar har detta monster dven
kalejdoskopisk symmetri. Symmetrilinjerna korsar varandra i tre kalejdoskoiska
punkter; en punkt dér sex linjer mots, en punkt dér tre linjer mots, och en punkt
dér tva linjer mots. I figur 13 och 14 kan vi urskilja ett minsta grundelement
(i form av en triangel), som &r arean mellan de tre kalejdoskopiska punkterna.
Detta grundelement bygger pa egen hand upp hela ménstret genom att vi speglar
det ldngs dess spegellinjer.
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Figur 12: Ett tapetmonster med translationer i tva riktningar

Figur 14: Tre kalejdoskopiska punkter
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3.3 Signaturer av symmetrier

For att beskriva symmetrier hos objekt och ménster anvinds olika typer av
symboler. Vi kommer nu att introducera hur dessa signaturer skrivs och kan
anvindas.

3.3.1 Speglingar

Symmetrier av ett monster kan beskrivas med olika symboler som vi kallar
monstrets signatur, t.ex. 3x3.

Den enklaste signaturen &r en * (stjdrna). En % betecknar en spegel - eller
kalejdoskopisk symmetri. En ensam x betyder att det inte finns nagra andra
symmetrier i figuren, sasom hos fjéirilen i figur 15 eller som hos bokstédverna Y
och E i figur 1.

Figur 15: En fjdril med spegelsymmetri

Om vi har tva eller fler spegellinjer som korsar varandra i en punkt blir
signaturen en annan. Vi tittar tillbaka pa ordet OXIHO i figur 2. I denna bild
har vi tva spegellinjer, en vertikal och en horisontell, som méts i centrum av
figuren. Det ger oss signaturen * 2 e vilken uttalas ”kalejdoskopisk symmetri av
period tva fixerad i en punkt”.

Perioden av en kalejdoskopisk punkt &r alltsa méngden av spegellinjer genom
denna. Dessa betecknas x 3 e, x 4 e, x 5 o, x 6 @ och sa vidare.

3.3.2 Gyrationer

Gyrationer betecknas med sin period och sedan en punkt som symboliserar gy-
rationspunkten, t.ex. 3 o. Vi séiger att figuren har ”period tre rotationspunkts-
symmetri”. Exempelvis har triskelion i figur 5 signaturen 3 e, som innebér att
figuren kan roteras 120 grader tre ganger tills vi aterigen har identitetsfiguren.
Damen i kortleken i figur 6 har signaturen 2 e da hon roteras 180 grader at
gangen.

Andra beteckningar é4r 4 e, 5 e, 6 e och 7e, med ordning fyra, fem, sex
respektive sju. Signaturen 1 e= e &r notationen for ingen symmetri.
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3.3.3 Mirakel och wonderings

Vi introducerar nu ytterligare tva symboler. Vi har dels mirakel som skrivs
som x och dels wonderings (engelskt begrepp) som betecknas o. Ett mirakel
innebér att monstret speglas ldngs en linje och sedan forflyttas i nagon riktning.
Wonderings innebér enbart forflyttning (translation) och dessa translationer
kommer alltid i par. Notationen for wonderings anvédnds bara om symmetrierna
inte kan forklaras med hjilp av speglingar, rotationer eller mirakel.

3.3.4 Tapetmonster och dess signaturer

Ett tapetmonster dr, som vi tidigare beskrivit, ett monster i planet som é&r
repetitivt i tva riktningar. For att beskriva ett sadant monster utifran dess
symmetrier anvinder vi oss av olika symboler och det finns exakt sjutton stycken
olika varianter av dessa signaturer. I matematiska termer handlar det om sjutton
olika tapetgrupper i planet. Vi kan alltsa vilja vilket tapetmonster som helst och
symmetrierna hos det monstret kommer alltid att beskrivas av en av de sjutton
olika signaturerna. Tva monster som till synes ser helt olika ut kan alltsa ha
samma signatur, det vill siga samma kombination av symmetrier.

I figur 12, i det tidigare kapitlet, har vi ett tapetmonster med notationen
x632. Anledningen till det, &r att vi har tre kalejdoskopiska punkter, som vardera
korsas av sex, tre respektive tva spegellinjer. Orsaken till att det inte &r en e i
slutet beror pa att dir finns flera kalejdoskopiska punkter (se figur 16).

Figur 16: Monster med signatur %632

14



Nu undersoker vi ytterligare ett tapetmonster (se figur 17) i vilket vi kommer
att hitta bade gyrationer och speglingar. Detta monster har notationen 33 (se
figur 18). Siffran framfor stjirnan betecknar gyrationsssymmetri av period tre.
Vi ser dven att vi har tre kalejdoskopiska punkter, men da dessa #r av samma
slag, skriver vi %3 istéllet fér *333. Monstret har dven en gyrationspunkt av
ordning tre, vilket alltsa ger oss notationen 3%3. Vi noterar att vi har en till
punkt for gyrationssymmetri i varje kaledjoskopisk punkt, men da dessa redan
técks upp av speglingar skriver vi inte in dem i notationen.

Figur 18: Tre kalejdoskopiska punkter och en gyrationspunkt av ordning tre

15



I figur 19 har vi ett monster med signaturen 2 % 22. Detta monster har alltsa
en gyrationspunkt av ordning tva, och tva olika kalejdoskopiska punkter. For
att forsta varfor det inte &r fyra kalejdoskopiska punkter behover vi inse att tva
av dem redan técks upp av rotationsymmetri med 180 grader (se figur 20).

Figur 20: Tva kalejdoskopiska punkter och en gyrationspunkt av ordning tva

16



Vi beskriver ytterligare ett monster (se figur 21). Detta monster har signa-
turen 4 % 2. Som vi ser har vi en gyrationspunkt av ordning fyra (90 graders
rotation) samt en variant av kalejdoskopiskt punkt med tva korsande spegellin-
jer (se figur 22).

Figur 22: En gyrationspunkt av ordning fyra och en variant av kalejdoskopisk
punkt

17



Monstret i figur 23 &r ett exempel pa ett monster som inte har nagon spegel-
symmetri, utan endast tre olika varianter av gyrationspunkter. Fér att markera
att det iir tre olika punkter skrivs signaturen fér monstret som 333 (se figur 24).

Figur 24: Tre gyrationspunkter

18



Monstret i figur 25 har signaturen #x vilket star for att det ar tva varianter
av spegellinjer som inte korsar varandra (se figur 26). Nagon annat vi kan notera
i detta monster dr att regionen mellan de tva kalejdoskopen &dr o#indlig.

Figur 25: Monster med signaturen s

Figur 26: Tva spegellinjer som inte korsar varandra
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Vi tittar nu pa ytterligare ett monster (se figur 27) som liknar det foregaende.
Vid en forsta anblick kan vi tro att vi har har tva olika spegllinjer, men i denna
figur har vi endast en variant av spegellinje. Anledningen till det &r att vi har
ett mirakel i detta ménster (se figur 28). Ett mirakel innebér, som vi tidigare
beskrev, en spegling ldngs en linje och sedan en forflyttning ldngs linjen. Vi ser
hér att vi har spegelvént figuren och sedan forflyttat den nedat. Detta monster
har signaturen * x, dir x star for ett mirakel.

e
LN

Figur 28: En spegellinje och ett mirakel
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Vi kan dven ha tva mirakel i ett monster, som ges av signaturen x x (se figur
29 och 30).

Figur 30: Tva mirakel

21



Slutligen ger vi ett exempel pa ett moénster vars enda symmetri &r wonderings
(se figur 31 och 32) . Monstret har signaturen o, vilket innebér translationer i
tva riktningar som pa bilden. Det finns alltsa inga andra symmetrier i monstret
sasom rotation, spegling eller mirakel.

Figur 31: Monster med signatur o

~

Figur 32: Tva translationer
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3.3.5 The Magic Theorem

Vi ska nu introducera satsen ”the Magic Theorem”. Det finns som sagt sjutton
stycken signaturer som ar mojliga for upprepande monster i planet.

Vi anvénder oss av tabellen nedan dér vi introducerar en kostnad till varje
symbol i signaturen. Att associera en kostnad till varje symbol i signaturen &r
en god idé for att kunna analysera olika monster i planet.

Symbol (gyration Kostnad Symbol (spegling Kostnad
och wondering) och mirakel)

O (wondering) 2 * eller x 1

7 1/2 2 1/4

3 2/3 3 1/3

4 3/4 4 3/8

5 4/5 5 2/5

6 5/6 6 5/12

N N-1/N N N-1/2N
w 1 w 1/2

Figur 33: Kostnaden for signaturerna

Sats 3.1. Signaturen for upprepande mdnster i planet dr precis den som ger en
total kostnad av 2 dollar.

Alla de tapetmonster som vi precis beskrivit har alltsa kostnaden 2 dollar,
till exempel sa har *632 kostnaden

14+5/12+1/3+1/4 = 2 dollar.

Denna sats dr anvindbar for att till exempel ta reda pa om ett specifikt
monster ar en tapet eller inte, och om sa &r fallet, vilken symmetrigrupp den i
sa fall tillhor. Alternativt, om vi vet att vi har en tapet och vi ser att vi saknar en
dollar, sa kan vi med sikerhet veta att vi har missat symmetrier i ménstret. For
ett fullstindigt bevis av denna sats se huvudboken The Symmetries of things

(1.
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4 Grundliggande begrepp

Vi har nu kommit till den del av uppsatsen som syftar till att forklara symmetrier
utifran matematiska begrepp. I inledningen beskrev vi att det finns nagot som
kallas en symmetrigrupp. For att matematiskt forsta vad detta innebér behover
vi ha med oss nagra grundldggande begrepp, bland annat begreppen symmetri
och grupp. Vi borjar med att mycket kortfattat definiera méngder, funktioner
och permutationer. Detta kommer till slut att leda oss fram till den matematiska
definitionen for vad en symmetrigrupp respektive en tapetgrupp ér.

4.1 Maingder och funktioner

Vi borjar med att beskriva vad en mingd &r inom matematiken. En méngd
bestar av en samling objekt. Vi kallar objekten for element i miangden. Om vi
later A vara en méngd som bestar av elementen 1,2,3 och 4 sa skriver vi

A=1{1,2,3,4}

Definition 4.1. Lat A och B vara tva mdngder. Om alla element i mdingden
A ocksa dr element i mangden B sa sdiger vi att A dr en delmdngd till B. Vi
skriver da A C B.

4.2 Permutationer

En permutation &r en funktion fran en méngd A till sig sjélv. En permutation o
av en miangd X = x1, T2...T, kan representeras pa en tvaradsform dér elementet
xy, star pa forsta raden och o(zy) pa andra raden.

Exempel 4.2. Mdingden A= {1,2,3} innehadller sex stycken element (permu-
tationer). Exempelvis kan ett element som avbildar 1 pa 3, 2 pa 1 och 38 pa 2,

skrivas som
1 2 3
3 1 2

De resterande fem elementen i gruppen dr:
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3/)7\2 1 3/7\1 3 2)°\3 2 1)7\2 3 1

Exempel 4.3. Mdingden A= {1,2} dr en delmdngd till mdngden B={1,2,3,4}
da element 1 och 2 uppenbarligen finns i mdngden B.

Definition 4.4. Lat X och Y vara tva mdngder. En funktion f: X — Y dr ett
sdtt att till varje element x 1 X tilldela ett vildefinierat y i Y.

Anméirkning 4.5. Ett annat namn for ordet funktion dr avbildning eller trans-
formation.
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5 Gruppteori

Gruppteori dr studier av algebraiska strukturer som vi kallar for grupper. Vi
kommer nu att ge exempel pa tre olika typer av grupper; transformationsgrup-
per, permutationsgrupper och matrisgrupper. Permutationsgrupper och matris-
grupper ar speciella fall av transformationsgrupper. En transformationsgrupp ar
néra besliktad med begreppet symmetrigrupp. En symmetrigrupp &r en trans-
formationsgrupp som bestar av alla avbildningar som bevarar en viss struktur.

Definition 5.1. En grupp (G, -) bestar av en mingd G, som tillsammns med
en bindr operation, representerad av tecknet -, definieras av foljande axiom.

(G1) Slutenhet. For alla z,y € G giller z -y € G.
(G2)Associativitet. For varje ,y,z € G sa giller (x-y) -z=x- (y - 2).

(G3) Identitet. Det finns ett element e i G sa att e-x =z - e = x for varje
element z i G.

(G4) Invers. Till varje element x i G finns ett element 2/ i G sadant att
¥orx=x-2'=e

Anméirkning 5.2. Elemenetet e kallas for identitetselementet. Elementet z’

kallas for inverselementet till x och betecknas x 1.

Anméirkning 5.3. En grupp (G, -) sdigs vara kommutativ (abelsk) om den
dessutom uppfyller att for alla a, b € G sa gdiller a-b="5-a.

Definition 5.4. Lat (G, -) vara en grupp. och H C G en delmingd. Da dr H
< G en delgrupp under operationen - om den dr icke tom samt att féljande tva
axiom dr uppfyllda:

(i) For alla hy,ha € H sa gdller hy- ho€ H

(ii) Fér alla h € H sd géller h~*e H.

Exempel 5.5. Lat G vara en grupp. Da dr G < G en delgrupp, det vill siga
en grupp dr alltid en delgrupp till sig sjdlv.

Bevis. Da varje méngd &r en delméingd till sig sjélv har vi att G C G Da G ér
en grupp, som &r en delméngd av G, har vi att G &r en delgrupp till G. O

Exempel 5.6. Lat G vara en grupp med det neutrala elementet e € G. Da dr
{e} < G en delgrupp.
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Bevis. Vi noterar att {e} dr icke-tom.

(i) Vi vill visa att for alla hy, ho € {e} sa giller hy - ho € {e}. Da hy,hg €
{e} medfor det att hy = e samt ho = e. Da giller e - e = e € {e}

(i) Vi visar nu att for alla h € {e} s géller h~! € e. Dd e-e = e medfor det
atte=e1sie ! e{e}
O
Sats 5.7. Om H < G dr en delgrupp, sa dar H en grupp.

Bevis. Vi visar att H ar en grupp utifran gruppaxiomen:

(G1) Slutenhet. Da H &r en delgrupp till G vet vi att for alla hy,he € H
géller att hy - ho € H.

(G2) Associativitet. Det foljer av associativitet i G att (H,-) dr associativ.
(G3) Identitet. Da H &r icke-tom sa ligger {e} i H.

(G4) Invers. Da H ar en delgrupp til G vet vi att {or alla h € H sa finns det
en h™!' ¢ H.
O

Exempel 5.8. Vi ldater Sym({1,2,3}) beteckna alla permutationer pa mdingden
{1,2,3}. Dd dr delmdingden

(12 (s i) (o) esma

en subgrupp till Sym({1, 2, 3}).

Bewis. Vinoterar att delméngden H &r en icke-tom méngd och visar att de tva
axiomen &r uppfyllda.

(i) Utifran defintionen for matrismultiplikation & H sluten under sam-
manséttning. Som ett exempel ser vi att

L2 3\ (1 2 3\_ (1 23

3 1 2 2 3 1) \1 2 3

(ii) H dr dven sluten under inverstagning utifran definitionen av matrismul-
tiplikation. Som ett exempel ser vi att

12 3\, (3 12\ (123
3 12) “\1 23/ 23 1)
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5.1 Heltalen utgér en grupp

En av de mest vilkdnda grupperna ér méngden av heltal, Z, som bestar av
talen ...-4,-3,-2 ,1 ,0 ,1 ,2 .3, 4... och fungerar som ett exempel pa den tidigare
abstrakta definitionen av en grupp. Vi visar nedan att heltalen utgér en grupp
utifran de fyra axiomen:

(G1) Slutenhet. Vi ser att heltalen &r slutna under addtition da det géller
for alla heltal @ och b att dven a 4 b &r ett heltal.

(G2) Associativitet. For alla heltal a,b och ¢, &r (a +b) + ¢ = a+ (b + ¢).
Det vill séga om samma tre tal adderas blir det samma resultat oavsett i vilken
ordning man utfér de tva deladditionerna..

(G3) Identitet. Om a &r ett godtyckligt heltal ir 0 +a = aocha+0=a
dér talet O &r identitetselement f6r addition.

(G4)= Invers. For varje heltal a finns ett tal b, som &r sadant att a +b =0
ochb+a=0.

Andra exempel pa grupper &r de reela talen med addition som gruppope-
ration och talet 0 som enhetselement. Later vi istélletr multiplikation vara den
bindra operationen sa bildar méngden reella tal (skilt fran talet 0) en grupp
med 1 som identitetselement. I alla dessa exempel géller den kommutativa la-
gen, vilket alltsa inte géller for alla grupper.

5.2 Permutationsgrupper

Vi har tidigare definierat vad en permutation &r, och vi kommer i detta kapitel
definiera vad en permutationsgrupp ér for nagot. Detta gor vi dels for att ge
ett exempel pa en grupp, men ocksa dels for att det har betydelse senare nér
vi vill beskriva symmetrier i planet. For att forsta definionen fér en permuta-
tionsgrupp definierar vi begreppen surjektiv, injektiv och bijektiv funktion samt
identitetsfunktionen och inversfunktionen.

Definition 5.9. Lat f: X — Y. Vi sdger att f dar surjektiv om det for alla
y € Y existerar minst ett x € X sa att f(z)=y. Vi siger att [ dr injektiv om
f(z1) = f(x2) medfor att x1 = o for varje par z1,z2 € X. Vi sdger att f dr
bijektiv om den dr bade surjektiv och injektiv, det vill siga att det for varje y €
Y finns exakt ett © € X sadant att f(x)=y.

Definition 5.10. Vi kallar funktion id: X — X, definierad av id(z)=z for alla
x € X, for identitetsfunktion id, pa mdngden X.

Definition 5.11. Sammansdttningen av funktioner betecknas med o. Om vi har

tva funktioner f och g sa gdller (fo g((x) = f(9(x)).
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Definition 5.12. Lat f: X — Y. En funktion g: Y — X dr en invers till f om
det for alla x € X och y € Y gdller att go f(x) =idy = x och fo g(y) = idy = y.

Lemma 5.13. Sammansdttningen av injektiva funktioner dr igen injektiv.

Bevis. Lat f och g vara tva injektiva funktioner, dér f: X - Y och g:Y —
Z. D& dr sammanséttningen fo g injektiv. Givet x1,z2 € X vill vi visa att
om (fog)(x1) = (fog)(xa) s& maste 1 = 5. Vi skriver om uttrycket sa att
flg(z1)) = f(g(x2)) och da f enligt defintion dr injektiv sa maste g(z1) = g(z2).
Da g &r injektiv sa vet vi att 1 = z2. Vi har visat att (fog)(z) &r injektiv. [

Lemma 5.14. Sammansdttningen av surjektiva funktioner dr igen surjektiv.

Bewis. Vi visar nu att om f och g &r surjektiva sa maste f o g vara surjektiv.
Lat f : X - Y och g:Y — Z. Vi vill visa att {6r varje z € Z finns det ett
x € X sa att (go f)(x) = 2. Vivet att f och g dr surjektiva och anvinder oss
av detta. Da g dr surjektiv finns det ett y € YV sa att g(y) = z. Vi vet att f &r
surjektiv sa f(x) = y. Det ger oss g(f(x)) = z. Vi har visat att (f o g)(z) = z
fér nagot = € X. O

Sats 5.15. Om f och g dr bijektioner sa dr f o g en bijektion.
Bewvis. Pastaendet foljer direkt av lemma 5.13 och 5.14. O

Definition 5.16. Lat X vara en icke-tom mdngd. Vi sitter Sym(X)={f: X —
X | f bigektivy och kallar elementen av Sym(X) for permutationer av X.

Vi vill nu visa att Sym(X) uppfyller kraven for att vara en grupp. Vi borjar
dérfor med att visa att en funktion som &r bijektiv alltid har en invers. Vi visar
dven att en invers funktion alltid dr en bijektion, nagot som vi kommer anvinda
oss av i en senare sats.

Lemma 5.17. Lat f: X — Y vara bijektiv. Da har f en invers.

Bevis. Vi visar existensen av en invers diar f € Sym(X). Lat f: X — Y. Vi
definierar en funktion g : ¥ — X. Lat y € Y. Da f &r surjektiv finns det ett
x € X saatt f(z) =y. Lat g(y) = x. Da f &r injektiv sa ar detta = unikt, sa g ar
véldefinierad. Vi vill nu visa att g &r invers till f. Vi visar forst att go f = Id,.
Lat x € X. Enligt defintion sa dr (go f)(x) = g(f(z)) = g(y) = x. Vi visar nu
att fog=1d,. Lat y € Y. Enligt defintion &r (f o g)(y) = f(9(y)) = f(z) = v.
Vi har visat existens av en invers g. O

Lemma 5.18. Lat f: X — Y ha en invers. Da dr f bijektiv.

Bevis. Lat f: X — Y haeninvers g : Y — X. Forst visar vi att f ar surjektiv.
Anta att y € Y. Lat g(y) = «. Da dr f(x) = f(g(y)) = fog =idy = y. Sa
f &r surjektiv. Nu vill vi visa att f &r injektiv. Lat z1,x9 € X vara sa att
f(z1) = f(xg). Vivill visa att da maste x; = x5. Lat f(x1) = f(z2) = y och
lat g(y) = x. Dé &r xp = idy(22) = go f(22) = g(f(x2)) = g(y) = z. Pé samma
gang géiller 1 = idy(x1) = g o f(z1) = g(f(21)) = 9(f(22)) = g(y) = « Da é&r
x1 = x9 och vi har visat att f ar bijektiv om den har en invers.

O
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Sats 5.19. Sym(X) dr en grupp med funktionssammansdttning som gruppope-
ration.

Bevis. Lat f,g € Sym(X). Vi ska nu verifiera gruppaxiomen G1-G4.

(G1) Slutenhet. Da f o g dr bijektiv (for bevis se Sats 5.15) sa vet vi att
foge Sym(X).

(G2) Associativitet. Vi vill visa att (f o (¢))(z) = ((f o g) o h)(x). Enligt
regeln for funktionsammanséittning noterar vi att for varje z € X sa géller det
att (fo(goh))(x) = fol(g(h(x)) = flg(h(z)) = (f o g(h(x)) = ((f o g) o h)(z),

och vi har visat associativitet.

(G3) Identitet. Vi visar nu att det finns ett enhetselement. Vi tar ett god-
tyckligt element ur Sym(X), sdg g € Sym(X). Vi definierar en avbildning
id : X — X genom id(z) = z for alla z € X, dér id(z) € Sym(X). Vi noterar
att g oid(z) = g(id(z)) = g(x) samt id o g(x) = id(g(x)) = g(x) varfor id(z) &r
enhetselementet.

(G4) Invers. Vi visade existens av en invers i Lemma 5.17. O

Anmirkning 5.20. Vi kommer i fortsittningen att kalla Sym(X) for den sym-
metriska gruppen pa mdngden X.

5.3 Symmetrigrupper

I forra avsnittet definierade vi den symmetriska gruppen pa en méangd X. Detta
kommer att ha betydelse for hur vi senare matematiskt definerar vad en sym-
metrigrupp dr for nagot. I detta avsnitt kommer vi dock endast ge ett inledande
exempel pa vad en symmetrigrupp ar. Vi kommer nu att koppla tillbaka till av-
snitt 3.1.4 dér vi beskrev symmetrierna hos kvadraten. Nu nér vi har definierat
vad en grupp &r, kan vi visa att kvadratens atta symmetrier faktiskt utgoér en

grupp.

Anmirkning 5.21. Vi kan se symmetrierna som transformationer eller av-
bildningar. Om det dr sa att transformationerna avbildar figuren eler monstret
pa sig sjilv talar vi om en symmetri. En symmetrigrupp bestar saledes av den
uppsdttning av avbildningar (symmetrier) som bevarar figuren eller monstret.

5.3.1 Symmetrigruppen av kvadraten

Symmetrigruppen for kvadraten bestar av atta symmetrier (element), som vi
sett tidigare (se figur 34). Varje sidan symmetri innebér da en transformation
som leder till att kvadraten avbildar sig pa sig sjilv. En kvadrat har, som vi
nidmnde i kapitel 3.1.4, atta symmetrier. Vi ska nu med hjélp av en gruppta-
bell visa att dessa atta element av symmetrier tillhér en grupp, som vi kallar
symmetrigruppen av kvadraten, betecknad Dj.
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id (identitet,ingen | ry (rotation 90°  r, (rotation 180° 3 (rotation 270°

férandring) medurs) medurs) medurs)
sy (spegling i s, (spegling i sq (spegling i en av sc (speglingi en
vertikalled) horisontalled) diagonalerna) annan diagonal)

Figur 34: En kvadrat har atta symmetrier [2]

En grupp defineras genom att de atta avbildningarna for en kvadrat far
utgora elementen. Den bindra operationen utgérs av en sammanséttning av
avbildningar. Tillaimpat pa avbildningarna a och sedan b skrivs detta som b o
a, dar vi tillimpar a och sedan applicerar b pa resulatet av a. Vi visar att
gruppaxiomen G1-G4 #r uppfyllda genom att anvinda oss av grupptabellen (se
figur 35). Grupptabellen dr en forteckning 6ver resultatet av sammanséttningen
av alla de mojliga paren i Dy.

(G1) Slutenhet. Utifran grupptabellen gar det att se att sammanséttningen
b -a av ett godtyckligt par av de atta avbildningarna, a och b, ocksa ingar bland

dessa avbildningar.

Grupptabell for D4

id ry rp r3|s, s, Sq Sc
id id rq|rp rg|s, s Sqfsc
ry ry | rp rz id|sg | sq | Sy|Sh

Iy Iy ra id|ry s, s, Sc|Sq

rg r3 id ry rp|sq Sc i spfsy

Sy [Sy|Sq|Sh|Sc|id|r|r|rs

Sp | Sh | Sc svr2 id r3|ry

Sq Sq|Sh Sc Sy r3 ry id|r

Sc|Sc|Sy|Sq Sp|f | r3 roid

Figur 35: Grupptabell for kvadratens symmetrier [2]

(G2) Associativitet. Vi vill visa att om a,b och ¢ € Dy sa géller (a-b)-c eller
a - (b-c). Vi kontrollerar likheten (sq - s,) - 72 = 84 - (Sy - 72) och anviinder oss
av grupptabellen. Det ger oss (84 8y) - 72 = 7373 = r1 som dr samma sak som
Sq- (sv-r2) = s4-sh = ry. Det gar att visa att detta géller for samtliga tripplar
i Dy.
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(G3) Identitet. Identitetselementet i D4 &r avbildningen id. Detta ger id-a =
a och a-id = a.

(G4) Invers. Var och en av symmetriavbildningarna har en invers och kan
aterstéllas. Vi har att foljande avbildningar &r sina egna inverser: id, ro, och alla
speglingarna sy, Sy, S4, Se. Utfor vi nagon av dessa transformationer tva ganger
efter varandra sa &r vi tillbaka dér vi borjade, till exempel sa ar sy, - s, = id.
Vi har att rotationerna rs och ry &r varandras inverser. Med symboler kan det
skrivas som: r3 - r; = r1 - r3 = id. Det géller alltsa att om vi roterar 90 grader
och sedan roterar 270 grader sa far vi en total rotation av 360 grader och figuren
Ar aterstalld.

Till skillnad fran gruppen av heltal, déir resultatet inte paverkas av i vilken
ordning transformationerna utfors, har ordningsféljden i D, betydelse. Till ex-
empel sa dr sp - 11 = s, medan rq - s, = sq. Operationen 1 D4 &r alltsa inte
kommutativ. Detta gor att den hér gruppens struktur &r mer komplicerad &n
heltalsgruppen.

5.4 Matrisgrupper

Vi behover nu ett sétt att representera elementen i symmetrigruppen, exempel-
vis en rotation pa 180 grader. Vi anviinder oss da av matrisrepresentation for att
beskriva de olika transformationerna. Vi borjar med att definiera att méngden
av alla inverterbara n X n matriser utgér en grupp, den sa kallade allménna
linjéra gruppen. Vi visar sedan att O(2) &r dess delgrupp, som representerar
speglingar och rotationer i planet.

Definition 5.22. Vi later GL(n,R) vara mdngden av alla inverterbara n X n
matriser, som vi kallar for den allmédnna linjdra gruppen.

Definition 5.23. Inom linjdr algebra har en matris A egenskapen inverterbar-
het om och endast om det existerar en matris B sadan att AB=BA=I ddir I dr
enhetsmatrisen. Da kallas A en inverterbar matris och B kallas inversen till A
och skrivs A=,

Sats 5.24. Produkten av tva inverterbara matriser dr igen inverterbar.

Bevis. Detta foljer av egenskaper hos determinanten. En inverterbar matris har
alltid en determinant som &r nollskild [4]. Om A,B € GL(n, R) sa #r Det A # 0
och DetB # 0. Da ér Det(AB) = Det(A)- Det(B) #0. Sa AB € GL(n,R). O

Sats 5.25. GL(n,R) utgor en grupp med matrismultiplikation som bindr ope-
ration.

Bevis. Vi verifierar gruppaxiomen D1 till D4.

(G1) Slutenhet. Produkten av tva inverterbara matriser &r ocksa inverter-
bara (se Sats 5.24).
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(G2) Associativitet. Fran linjar algebra vet vi att matrismuliplikation &r
associativ. Om A, B,C € GL(n, R) sa giller att A- (B-C)=(A-B)-C.

(G3) Identitetselementet. Identitetselementet av en n X n matris ar I,=

1 -+ 0
0 --- 1
Matrismultiplikation ger AT = A = [ A for alla A € GL(n,r).

(G4) Inverterbarhet. Da GL(n, R) dr méngden av alla inverterbara matriser
finns det for en inverterbar matris A ett B € GL(n, R) saatt A-B =1, = B-A.
O

Lemma 5.26. Det finns en isomorfi mellan GL(n, R) — Sym(R") via A —
ta for A € GL(n,R) definierad av T (v)=A- v.

Bevis. Vi visar existens av en isomorfi genom att visa att t4.5 = ta4 o tp och
att t4 &r bijektiv for alla A € GL(n, R).

(i) Vi visar att for alla v € R"™ sa géller Ta.p(v) = (A-B)v=A-(B-v) =
TA(B . U) = TA(TB<U)) = TA o TB(U).

(ii) Vi visar nu att ¢4 &r inverterbar och dérmed bijektiv enligt lemma 7.18.
Vi visar inverterbarhet genom Ty 0T y-1 = Ty p-1 = 17, = idgs. Pa samma siitt
visar vi att Ty-1 0Ty = idgn. O

Anméirkning 5.27. Vi kallar elementen i Sym(R™) som dr pa formen Ta for
ortogonala transformationer.

Definition 5.28. En inverterbar n x n matris A dr ortogonal om ATA =1, =
AAT | det vill siga A=t = AT,

Definition 5.29. Vi later O(n) vara mingden av alla ortogonala n X n matri-
ser.

Proposition 5.30. O(n)< GL(n,R) dr en delgrupp.
Bevis. Det #r klart att I,, € O(n). Om A, B € O(n) sa giller
(ABY'(AB) = BT ATAB=B"1,B=B"B=1,

och pa samma siitt (AB)(AB)T = I,,. Och dd AT = A~! sd vet vi att A™1 €
O(n). O

Den ortogonala gruppen O(2) &r relevant for att forsta symmetrier i planet
och beskrivs nidrmare i kapitel 6 och 7. Bade rotation och spegling i planet
representeras némligen av matriser 1 O(2).
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Exempel 5.31. Avbildningarna i D, kan representeras med hjilp av matriser.
Vi anvénder oss av grundldggande kunskaper i linjar algebra for att beskriva
elementen i kvadratens symmetrigrupp. Vi kan da representera Dy pa foljande
satt.

1
Identitetsmatrisen (O 9
Spegling i y-axeln ( _O

1
Spegling i x-axeln ( 0

0

Spegling i linjen y = x ( 1

Rotation 180 grader medurs (
1
0

0—1
Rotation 90 grader moturs ( 10

0 1
Rotation 270 grader moturs ( —-10
0 —1
Spegling i linjeny =-x | __ 1 0

Definition 5.32. Vi later

Dy ={L (5 9). (6 %) (" %), (26)- (05, (% 6): (A 0"}
Sats 5.33. D4 utgor en grupp tillsammans med matrismultiplikation.
Bewis. Vi veriferar gruppaxiomen G1-G4.

(G1) Slutenhet. Den binira operationen av Dy #r given av matrismultipli-
kation med I,, som identitetselement. Produkten av tva godtyckliga element i
D, dr ett element i Dy, och &r alltsa sluten under matrismultiplikation.

(G2) Asssociativitet. Vi visar enligt defintion for matrismultiplikation att for
alla a,b,c € Dy géller a-b- (¢c) = (a-b) - c.

(G3) Identitet. Vi visar enligt defintion for matrismultiplikation att for alla
a € Dy galler I, -a=a-1I, =a.

(G4) Invers.Vi visar enligt defintion for matrismultiplikation att det for alla
element a € Dy finns en invers be Dy sa atta - b =b - a= I,. O
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5.5 Transformationsgrupper

De grupper som vi hittills beskrivit har varit definierade som mangder av funk-
tioner med gruppoperationen tolkad som sammanséittning av funktioner. Vi har
dven definierat grupper bestaende av matriiser med matrismultiplikation som
bindr operation.

Vi ska nu lata en grupp verka pa en méngd X. Transformationsgrupper verkar
pa ett rum X och bevarar dess struktur. Fér matrisgrupper, som ar speciella
fall av transformationsgrupper, ér X ett vektorrum.

Definition 5.34. Om G dr en godtycklig grupp och X en godtycklig mingd sa
ar en gruppverkan av G pa X en regel som till varje par g € G och x € X ordnar
ett element gxr € X. Regeln ska uppfylla foljande aziom.

(i) Associativitet. For alla g,h € G och € X sa gdller (gh)r=g(hz).

(i) Identitet. For alla x € X gdller id(z)=x.

Sats 5.35. GL(n, R) x R™ — R™ dr en gruppverkan under matrismultiplikation
for alla g € GL(n, R) och v € R".

Bewis. Vi visar att de tva axiomen &r uppfyllda.

(i) Associativitet. Vi har I,, € GL(n, R). Enligt defintionen f6r matrismulti-
plikation &r I,, x v = v for alla v i R".

(ii) Identitet. Vi visar associativitet genom att g-h-(z) = (¢ h) -z for alla
g,h € GL,(R) och x € R" enligt defintionen for matrismultiplikation. O

6 Talplanet

Malet med uppsatsen dr att beskriva symmetrier hos olika tvadimensionella
monster. Av den anledningen ges nu en matematiskt tolkning av nagot som
ligger i det sa kallade talplanet. Dérefter beskrivs nagra avbildningar i planet,
som kommer att spela roll for att sedan férsta symmetrier.

6.1 Talplanet och dess delméingder

Definition 6.1. Det Euklidiska planet (talplanet) dr méingden R? = {(z,y)}
som bestar av alla reella par (z,y) .

I planet gar det att ta reda pa lingden av ett element, samt avstandet mellan
tva olika punkter. For att gora detta anvinder vi formlerna nedan.

Definition 6.2. Lingden, eller normen, av ett element © € R? ges av

lo ]l =va?+y?
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Definition 6.3. Avstindet mellan tvd punkter x =(z1,y1) och y=(w2,7y2) i R?
betecknas

d(z,y) = || (z1,01) — (@2, 92)l| = /(21 — 22)% + (y1 — y2)?

Vi ger nu nagra exempel pa olika delméngder av det Fuklidiska talplanet,
daribland ett tapetmonster.

Exempel 6.4. En cirkel med medelpunkt i origo dr en delmingd av R? som vi
kallar S*. Dd dr S* = {x € R? | d(x,0) = 1}.

Exempel 6.5. En linje lings z-azeln dr en delmingd av R? som vi kallar P.
Dd ir P= {(x,0) €R? fér alla z }.

Exempel 6.6. FEtt tapetmonster dr en delmdingd av R? som upprepar sig i tvd
riktningar och stricker ut sig odndligt langt.

6.2 Avbildningar i talplanet

Vi definierar nu néagra avbildningar i talplanet som har betydelse for hur vi
senare beskriver symmetrier i planet. Nedan ges exempel pa identitetsavbild-
ningen. Det &r en funktion som tar en punkt i planet och avbildar den pa sig
sjalv. Darefter beskrivs avbildningarna translation, rotation, och spegling.

Exempel 6.7. Identitetsavbildningen definieras som id: R2— R? dir id(x)= x
for alla = i R2.

6.3 Translation

Translation betyder parallelforflyttning. Det som en translation gor, dr att den
forflyttar alla punkter i planet en viss stricka i en viss riktning.

Definition 6.8. En translation, t, : R? — R? i riktning v € R? dr en avbildning
som flyttar alla punkter i planet i riktning av vektorn v. Den definieras av t,
(z) =z + v for alla v € R%.

ty (X)=x+v 4\ ty () =y+v

>
>t ty@=z+v

Figur 36: Punkterna x,y och z parallelférflyttas i riktning av vektorn v
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Exempel 6.9. Translation med v=0 ger t,(z)= to(x) = 0+z= id.

Lemma 6.10. Semmansdttningen av tva translationer dr aterigen en transla-
tion.

Bevis. Vi vill visa att for alla v,w € R? sa giller t, o t, = tyi,. Vi skriver
(ty o tw)(x) = ty(tw(®)) =tz +w) = (z+w) +v =2+ (W+ V) = tyi(T),
vilket vi ville visa.

Sats 6.11. Varje translation t, har en invers t,* =t_, och mingden av alla
translationer dr en subgrupp till Sym(R?)

Bevis. Vi visar forst existensen av en invers. Da géller att varje ¢, i gruppen av
translationer 4r inverterbar med inversen ¢} = t_,. Vi visar att (t,0t_,)(x) =
t_y4y = tg = id. Da alla inversa funktioner &r bijektioner enligt lemma 7.18
har vi att alla translationer &r en delmiingd av Sym(R?). Vi anviinder oss nu av
axiomen for en subgrupp:

(i) Vi vill visa att sammanséttningen av tva translationer aterigen #r en
translation. Det har vi redan visat i Lemma 6.10.

(if) Vi har precis visat existens av invers t_,. Alltsa & méngden av alla
translationer en subgrupp av Sym(R?)
O

Anmirkning 6.12. Gruppen av alla translationer dr isomorf med R? som en
grupp via v = t, for v € R2. Vi skriver att t, = R2.
6.4 Rotationer och speglingar

Rotation inom matematiken har sina rétter inom geometrin. En rotation runt
punkten v &r en avbildning som roterar alla punkter i planet moturs runt v. Vi
kommer dock endast att definiera rotation runt origo.

Definition 6.13. Vi deifnierar en rotation runt origo med vinkeln 6 som
_ (cos(f) —sin(6) T
ro ()= (sin(@) cos(0) y/)’

Exempel 6.14. Rotationer med 90 grader respektive 180 grader ges av
T90 (x,y):(-y,x) och 7'180('7;’?/) = (_.Z’, _y)
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Figur 37: Rotation 90 respektive 180 grader moturs runt origo

Vi ska nu definiera vad som menas med en spegling. En speglingen i en linje
L ar en avbildning som ges av att vi speglar alla punkter i planet i den givna
linjen L. Vi kommer endast definiera en spegling langs z-axeln.

Definition 6.15. En spegling M lings x-azeln kan beskrivas av av

M= (5% (1) = -0,

Anméirkning 6.16. Vi ser att avbildningen for rotation respektive spegling
fizerar 0 och dérfor dr ortogonala transformationer, som vi betecknar Tx dir
A € O(n). O(n) dr, som vi tidigare niamnt, gruppen av alla ortogonala n X n
matriser.

(x,y)

(x, -y)

Figur 38: Spegling i z-axeln
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7 Isometrier och symmetrier

Det visar sig att avbildningarna translationer, rotationer och speglingar ar funk-
tioner som alla bevarar avstandet mellan samtliga punkter i planet. Dessa &r
faktiskt de enda avbildningarna i talplanet som bevarar avstand, om man inte
raknar med identitetsavbidningen. Vi kallar dessa avbildningar for isometrier.

7.1 Isometrier

Vi borjar med den formella defintionen en av en isometri och visar att av-
bildningarna fran kapitel 6 &r isometrier. Som vi tidigare ndmnt sa betecknas
avstandet mellan tva punkter z,y € R? som d(x,y)= || = —y ||.

Definition 7.1. En isometri dr en avbildning som bevarar avstandet mellan
alla punkter, det vill siga en funktion f: R2 — R2 som uppfyller att

I f(z)- f(y) | = llz - yl| for alla z,y € R>.

Exempel 7.2. Vi ger exempel pa en funktion som inte dr en isometri. Vi
later f(z,y)=(2x,2y). Vi tar punkterna (0,0) och (1,0) vilket ger oss avstandet
I/(1,0) = (0,0) =]l (1,0) = 1 medan avstindet || £(1,0) — £(0,0) || (2,0) —
(0,0) ||= 2. Funktionen dr dirmed inte en isometri.

Vi visar nu att identitetsavbildningen, translationen och de ortgonala trans-
formationerna spegling och rotation ar isometrier.

Exempel 7.3. Identitetsavbildningen dr en isometri da || id(x) — id(y) ||=

[ 2z—yl

Exempel 7.4. En translation t, dr en isometri da || t,(z) — t,(y) |=] (z +
v) = (o) ll=lz-yl

Sats 7.5. Varje ortogonal transformation T dr en isometri.

Bevis. Vilater A € O(n) och Ty € Sym(R™). Vi vill visa att T4 € Isom(R"™).
Vi ska visa att for alla v, w € R? sa giller d(T4(v), Ta(w)) = d(v,w). Vi far att
d(Ta(v), Ta(w)) =[ Ta(v) =Ta(w) =[] A-v—A-w [|=] Alv—w) =] v—w |=
d(v,w). O

7.2 Isometriska gruppen i planet

Vi kommer nu att definiera en ny grupp i planet som bestar av alla bijektiva
permutationer i R? som bevarar avstandet.

Definition 7.6. Vi ldter Isom(R?) = {f € Sym (R?)| V z,y € R? : d(x,y) =
(d(f (), f ()}
Sats 7.7. Isom(R?) < Sym(R?) dr en delgrupp.
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Beuvis. Vi observerar forst att idge € Isom(R?) och for alla z,y € R? sa giller
idgrz(x) = x och idr2(y) = y och vi har att d(idg2(z),idg2(y) = d(z,y).

(i) Vi visar slutenhet under funktionssammansittning. Lat f,g € Isom(R?).
Ta z,y €R2. Vi vill visa att d((f o g)(z),(f o 9)(y)) = d(z,y). Da f och g
dr isometrier giller det att d((f o g)(x), (f o 9)(y)) = d(f(g9(x)), f(9(y))) =
d(g(x), 9(y)) = d(z,y).

(ii) Vi visar slutenhet under inverstagning. L&t f € I'som(R?) och z,y €R2.

Vi vill visa d(f~1(z), f~(y)) = d(z,y), det vill siga att f~1 € Isom(R?).

Da f #r surjektiv sd dr f(z) = x och f(w) = y for ndgra z,w € R2. Di

giller f~1(z) = 2z och f~!(y) = w, och da vi vet att f #r en isometri giller
d(f~H(z), 71 (y) = d(z,w) = d(f(2), f(w)) = d(z,y).

O

Anmirkning 7.8. Vi kallar Isom(R?) for den isometriska gruppen i planet
som bestar av alla bijektiva funktioner som bevarar avstand.

Lemma 7.9. Ldt )\ : R? — R? vara en isometri sd att \(0,0)=(0,0), \(1,0)=(1,0)
och A(0,1)=(0,1). Da dr A= idg>.

Bewvis. Lat x € R2. Vi vill visa att A(x) = x. Las oss skriva y = A(z) och notera
att foljande samband géller

(1) yi + 3 = lyl? = d(y,0)* = d(z,0)* = 27 + z}

(2) (yl - 1)2 + y22 = d(y’ (170))2 = d(A(X)a)‘(LO))2 = d(xv (170))2 =
(21— 1) + 23

(3) yi + (v = 1)* = d(y, (0,1))* = d(x, (0,1))* = 2% + (22 — 1)?

Om vi subtraherar (2) fran (1) far vi —2y; + 1 = —2x1 4+ 1 och dérmed att

x1 = y1. P4 samma sétt far vi yo = zo genom att subtrahera (1) fran (3). Sa vi
har visar att y = (y1,92) = (v1,22) = =.

O

Sats 7.10. Varje element i Isom(R?) dr en produkt av en translation, en ro-
tation och en reflektion. Mer specifikit, for alla X € Isom(R?) finns det x € R?
och 6 € [0,27] sa att A = tyo Ry eller A=ty o Rgo M

ddar M dr beteckningen for speglingen i x-axeln.

Bewvis. Lat X € Tsom (R?). Séitt x= A (0). DA drt_,oA(0) =t_,(A(0)) = A(0)+(-
x)= 0. Vi skriver ¢ = t_, o \. D4 ¢ (0)=0 och ¢ € Isom(R?) finner vi att
d(c(1,0),0) = d(o(1,0),0(0) = d((1,0),0) = 1. Sa punkten o(1,0) ligger pa
avstandet 1 fran origo. Da finns det en vinkel § € [0, 27] s& att Ryp(1,0) =
o (1,0). Det foljer att R;"' o 0(1,0) = (1,0). Vidare ar R, "' o o(0) = 0. Vi
skriver oo =Rj ' o 0. Vi hivdar att 02(0,1) € {(0,1),(0,—1)}. Da 02(0) =
0,02(1,0) = (1,0) samt o2 € Isom(R?) hittar vi pa ett liknande sitt som
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ovan att d(02(0,1),0) = 1 och d(o2(0,1),(1,0)) = v/2. Genom att korsa de tvi
cirklarna som beskrivs av dessa likheter finner vi att 02(0,1) € {z € R? 53 att
d(z,0)=1} N {z € R? 54 att d(x,(1,0))= v2} = {(0,1), (0, 1)}

I fallet o2 (0,1)=(0,1) kan vi applicera lemma 7.10 och finna att oo = idge.
Om vi skriver ut oy = id = Rg_1 oT_,o\kan vi dra slutsatsen att A =T, o Ry. I
fallet 02(0,1) = (0, —1) kan vi applicera Lemma 7.9 till M o o5 dér M betecknas
som spegling genom x-axeln. Fran M o 0o = idgz kan vi dra slutsatsen att
A= Tl o Rg oM.

7.3 Normal delgrupp och inre semidirekt produkt

Vi har nu visat att varje element i Isom(R?) dr en produkt av en translation,
rotation och en reflektion. Vi vill nu visa att elementen i Isom(R?) &r en unik
produkt av en translation och en ortogonal transformation. For att visa det-
ta behover vi definiera vad som menas med en normal delgrupp samt en inre
semidirekt produkt.

Definition 7.11. Om G dr en grupp och H < G. Da dr H en normal delgrupp
till G om det for alla g € G och for alla h € H giller att ghg™' € H. Vi skriver
att H < G.

1 1

Exempel 7.12. {e} < G for varje grupp G, eftersom geg~ = e for alla

ge G

=99

Exempel 7.13. G < G for varje grupp G, eftersom ghg~*c G for alla g,h €
G.

Exempel 7.14. Viwvisar att {(12),id} inte dr en normal delgrupp till Sym({1,2,3})
eftersom

29639030t

Proposition 7.15. Delgruppen av alla translationer i Isom(R2?) dr normal, det
vill sdga
{t, € Isom(R?) for v € R?} < Isom(R?)

Bewvis. Enligt Sats 7.10 dr varje element av Isom(R?) en produkt av en transla-
tion och en ortogonal transformation. Vi vill visa att fér varje A € O(2) och fér
varje v €R? har vi att t4 ot, 0 t;l = t4,. Vi noterar att t;l =t 7 och riknar
for ndgot godtyckligt w € R2. Vi skriver (tg ot, o tar)(w)= t(t,(t s (w)))=
ta(ty(ATw)))= ta(ATw + v) = A(ATw +v) = AATw + Av = w + Av =
tAo(w) vilket implicerar att gruppen av translationer &r normal i Isom(R?).
O

Definition 7.16. Givet en grupp G med identiteslementet e, H< G , N G
sa kallar vi G en inre semidirekt produkt av N och H, som vi skriver G= N x
H om G=N-H={n-hlhe NJhe H} och NN H = {e}
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Sats 7.17. Lat G= N x H vara en inre semidirekt produkt. Da dr varje element
1 G en unik produkt av ett elemet i N och ett element i H. Sa for alla g € G
ezisterar det ett unikt n € N och ett unikt he H sa att g = nh.

Bevis. Enligt defintionen for en inre semidirekt produkt har vi att G=N - H,
dir N-H= {n-h ddr n € N och H € H}. Alltsa for alla g € G, finns det
n € N och h € H sa att ¢ = nh. Vi vill visa att denna produkt &r unik. Vi
later ni,ne € N och hy,hy € H sa att nihy = nghg. Vi vill visa att ny = no
och hy = hy. Fran den givna likheten drar vi slutsatsen att ny'ny = hihy .
D& N och H &r subgrupper av G finner vi att detta element ligger i N NH.
Enligt defintionen fér en semidirekt produkt har vi att N N H = {e} sa att
nflng —e= hlhgl som visar att no = nq och hy = ho. O

Exempel 7.18. S5 = Z3xZs dr en inre semidirekt produkt, dir < (123) > Z3
och < (23) > Zs.

Bevis. Vi visar nedan i tre steg att S3 = Z3 X Zs.

(i) Vi verifierar att < (123) >< Ss. Vi underssker produkten ghg~!
dir h €< (123) > och g € S3. Det riicker att undersdka generatorn, vilket redu-
cerar problemet till kalkyleringen (12)(123)(12)~! = (132), som &r ett element
i S5

(ii Vi noterar att < (123) > N < (23) >= {id}

(iii) Det dr klart att id, (123), (132),och (23) kan skrivas som en produkt av
element i Z3 och Zs. Efter lite rikning gar det dven att visa att (12) = (132)(13)
och (13) = (132)(23). Alla element i S5 gar alltsa att skrivas som en produkt
fran element i undergrupperna. Vi har visat att S3 = Z3 X Zs. O

Sats 7.19. Isom(R?) kan skrivas som en inre semidirekt produkt sd att R?x

0(2).

Bevis. Vi vill visa att varje isometri i Isom(R?) iir en produkt av en translation
och en ortogonal transformation. Vidare vill vi visa att R2NO(2) = {id}. Enligt
Proposition 7.15 s& dr R? < Isom(R?). Om vi antar att ¢, ir en translation som
ocksa #r en ortogonal transformation sa géller ¢,(0) = 0, eftersom ortogonala
transformationer fixerar 0. Da giller v = v + 0 = ¢,(0)=0 och vi ser att ¢, =
to = id. Tack vare Sats 7.10 s& vet vi att alla isometrier i R? antingen #r en
produkt pa formen t,o Ry eller t, o Rg o M, dér t, ar en translation, Ry Ar
en rotation runt origo och M &r reflektion ldngs x-axeln. Da bade Ry och M
dr ortogonala transformationer finner vi att varje isometri dr en produkt av en
translation och en ortogonal transformation. O
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7.4 Symmetrier i planet

Utifran de defintioner vi nu infort &r vi nu redo att ge en mer matematisk de-
fintion av vad en symmetrigrupp i planet dr. Vi beskrev tidigare att symmetrier
hos en figur eller ett monster dr de avbildningar som avbildar figuren/ménstret
pa sig sjilv. Det sammanlagda antalet symmetrier hos en viss figur eller ett
monster bildar tillsammans en symmetrigrupp.

Definition 7.20. Om P C R? dr ndgon delmdngd sd dr Isom(P C RQ):
{ X € Isom(R?) |\(P) = P} som vi kallar for symmetrigruppen av P.

Exempel 7.21. Om P = {x € R?|d(x,0) = 1} sd dr Isom(P C R?) = O(2)

Exempel 7.22. Om P= {(21,0) € R? |z; € R} sd dr Isom(P C R?) =R?x D,
ddr Dy bestar av 180 graders rotation och reflektion i tva axlar.

7.5 Tapetgrupper

Vi infér nu begreppet tapetgrupper som &r symmetrigrupper i planet éver de
sa kallade tapetmonstrena. Vi vet nu att ett tapetmoénster dr ett monster som
upprepar sin struktur i tva riktningar. Nu utvecklar vi detta, och definierar vad
en tapet respektive en tapetgrupp dr rent matematiskt utifran de begrepp som
vi nu har infort.

En tapetgrupp &r en grupp av isometrier i det Euklidiska planet, som in-
nehaller tva linjart oberoende translationer. Med det menas att det finns tva
linjirt oberoende vektorer v och w i R? si att gruppen innehaller bade ¢, och
tw. Detta skiljer tapetgrupper fran grupper av frismonster, diar det endast finns
en translation langs en axel. Ett annat villkor for att vara en tapetgrupp &r att
gruppen ska innehalla en kompakt fundamental domén som repeteras genom
hela planet. Nedan ges den formella defintionen.

Definition 7.23. G dr en tapetgrupp om G < Isom(R?) samt att féljande tvd
villkor gdller.

(i) Genom att identifiera gruppen av translationer med R? (se Anmdrkning
6.12), har vi att G NR? ska innehdlla en bas for R

(ii) G NR? dr diskret, dvs det finns ett > 0 dir B, (0) = {z € R?|d(x,0) <r}
och B.(0) N (GNR?) = {0}
Definition 7.24. Mingden P C R? dr en tapet om Isom(P C R?) dr en tapet-
grupp.
Exempel 7.25. Z2C R? dr en tapet.

Bevis. Vi ska visa att Z2 C R? &r en tapet. Vi behover visa att

Isom(Z* C R?) NR? innehaller en bas fér R2. Med andra ord, vi ska bestdmma
vilka translationer som bevarar Z? C R2. Forst noterar vi att for v € Z2 har vi
to(Z2) = 7% + v =72
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A andra sidan, om v € R? giller t,(Z%) = Z2? sa t,(0) = v € Z?. Sa
Isom(Z* C R*)NR? = Z2. Nu ér det litt att se (i). Vidare By 5(0) NZ* = {0}
s& da dr ocksa (i) verifierad. Sa Isom(Z? C R?) #r en tapetgrupp och dirfor dr

7Z? C R? en tapet.
O
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8 Avslutande ord

I den forsta delen av denna uppsats beskrev vi symmetrier utifran ett visu-
ellt perspektiv. Vi introducerade begreppen speglingar, gyrationer, mirakel och
wonderings. I det matematiska avsnittet definierade vi symmetrier som de iso-
metrier i planet vilka avbildar ndgon delmingd i R? p4 sig sjilv. Vi bevisade att
varje element i den isometriska gruppen bestar av en produkt av en translation,
en rotation och en reflektion. Pa sa vis finns det en koppling i denna uppsats
mellan det visuella och det matematiska. Exempelvis &r wonderings detsamma
som translationer i planet, medan ett mirakel kan beskrivas som avbildningen
reflektion f6ljt av en translation.

Vi avslutade foregaende kapitel med att visa att Z2 &r en tapet. Om vi ritar
upp ménstret av Z?2 ser vi direkt att den ir repetitiv i tva riktningar (figur 39).
Vi anvénder oss nu av terminologin fran det visuella kapitlet for att bestdmma
signaturen av Z2. I figur 39 visas det minsta grundelement som behévs for att
aterskapa hela monstret med hjilp av speglingar. Signaturen ges av %442 | da
vi har tre kalejdoskopiska punkter dir var och en av punkterna korsas av fyra,
tva respektive fyra spegellinjer. Vi ser dven att vi har rotationssymmetri, men
da denna symmetri tidcks upp av reflektionerna skrivs det inte in i signaturen
fér monstret.

4

ghia %

Figur 39: Tapetmonstret Z2? med signaturen %442
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