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Abstract

The main theme of this paper is the evolute. That is, a curve generated by all
of the centers of curvature of a given plane curve. In order to understand this,
terms as center of curvature and curvature itself are explained. The concept of
curvature will be approached from different angles. First by having arc length
as paramter and later by using circumscribed circles.

After these necessary definitions and basic concepts the evolute will be defined
together with some of its properties, even the involute will be presented. As
the cherry on top, the evolute will in fact be used to draw different curves and
patterns, which is mostly just a treat for the eye.

The primary goal is to communicate all this in a way that is both comprehensible
and interesting for someone who’s been studying mathematics at university for
about a year.
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1 Inledning

I grundskolan under mattelektionerna var det ofta fragan “men nér ska vi ha
anvindning for det hér i verkligheten?” dok upp. Jag ska inte ljuga for er, mycket
av det som presenteras i det hér arbetet har man egentligen ingen anvéndning
for i den sa kallade wverkligheten. Det &r ju faktiskt sa, att en del matematik
inte fyller nagon funktion mer &n att vara matematiskt intressant. Men oj, vad
intressant det kan bli &ndal

Under viigens gang kommer vi ga igenom begrepp sasom baglingd, omskrivna
cirklar och krokning som kan ha tydliga anvéindningsomraden inom till exempel
fysiken, men dessa anvindningsomraden ska vi inte tala sa mycket om. Istéllet
ska vi se hur dessa kan anviandas for att rita héftiga kurvor, sé kallade evolutor.
For jag skulle d&nda vilja sdga att evolutan, som ju &r det hir arbetets absoluta
huvudtema, det som allt annat bygger upp till, &r utéver matematiskt intres-
sant, dven vackert att titta pa. Men huruvida det riknas som en anvindning ¢
verkligheten eller inte kan jag inte svara pa.

Nagonstans dr énda malet med arbetet att definiera evoluta pa ett sadant sitt
att det dr intressant och begripligt for nagon som ldst matematik pa universitet
i ungefir ett ar, eller for glada entusiaster!

2 Differentialgeometri

Differentialgeometri &r en gren inom matematiken dar man forsoker 16sa geomet-
riska problem med hjélp av differentialkalkyl, integralkalkyl och linjar algebra.
Nedan kommer ett géng grundlaggande begrepp, beteckningar och definitioner
som kan vara bra att forsta resten av arbetet. Beskrivningar och hérledningar i
denna sektion &r huvudsakligen hiamtad fran Analys i Flera Variabler av Persson
och Béiers [3, s. 23, 52].

2.1 Differentierbara kurvor

Att en funktion f av en variabel dr deriverbar i punkten a med derivatan f/(a) =
A kan tolkas som att

lim p(h) — lim LR =@,

h—0 h—0 h

eller som att

fla+h) = f(a) = Ah+ hp(h)

dér limp_ p(h) = 0 och A = f’(a). Vidare for en funktion av tva variabler, eller
varfor inte for det mer generella fallet av n variabler, formulerar vi en liknande
definition.



Definition 2.1. Lat funktionen f av n variabler ha en inre punkt @ = (aq, ..., a,)
i definitionsméngden D. Vi séger da att f &r differentierbar i punkten a om det
finns konstanter A; och en funktion p(h) sa att

fla+h)— f(a) = A1hy + ... + Anhn + |h|p(h),

déar limp—0 p(h) = 0. Vi séger &ven att om f &r differentierbar i alla punkter
a € D sa ar f differentierbar.

Vidare finns &ven en sats som séger att om en funktion &r differentierbar sa ges
dessa konstanter A; av g—a:fi(a), med andra ord att f ér partiellt deriverbar. At
andra hallet géller d4ven att om en funktion har kontinuerliga partiella derivator
s& #r funktionen differentierbar. Annu en egenskap hos differentierbara funktio-
ner dr att de dr kontinuerliga [3, s. 53-54]. Fran den sist ndmnda egenskapen
kan det plockas ytterligare en definition.

Definition 2.2. Lat funktionen f vara definierad i den 6ppna méngden D C
R™. Vi siéiger d& att f tillhor klass C! om f #r partiellt deriverbar och om de
partiella derivatorna &r kontinuerliga i D.

Pa samma sétt som ovan kan vi dven gora en definition for det mer allména
fallet.

Definition 2.3. Lat funktionen f vara definierad i den 6ppna méngden D C
R™. Vi siger da att f tillhor klass C* om det finns kontinuerliga, partiella
derivator upp till ordning ki D.

Exempel 2.1. Lat oss exempelvis betrakta funktionen

)= | e

Vi konstaterar att f € C* eftersom f’(x) = |z|. P4 samma siitt forstar vi sedan
att f ¢ C? eftersom

1 forxz>0
f(z) = -1 forz<O0.
odef. forz =0

Exempel 2.2. Betraktar vi nu istéllet funktionen f(x) = cos(x) drar vi snabbt
slutsatsen att denna tillhér C* for alla k.

Virt att ndmna ar att detta, det vill siga att f € C* for alla k, &r den situation
vi oftast kommer stéta pa i det hir arbetet. Detta géller till exempel dven for
vanliga polynom eller exponentialfunktioner.



2.2 Parametrisering av en kurva

For att kunna fortsidtta hérifran behover vi forsta hur man kan skriva kurvor
pa parameterform. Mer specifikt kommer vi nu rikta in oss pa plana kurvor, det
vill siiga kurvor vars virdemingd innefattas i R2. Givet en vektorviird funktion
i planet, skulle den pa parameterform da kunna ges av

f(t) = (f2(1), f2(1)),

dar t da kallas for parametern.

Exempel 2.3. Vi bérjar med en simpel parabel, y = 2%, dir (z,y) € R?. Har
ser vi da att det dven kan skrivas som

r=1t
y =t

och vidare p& parameterform far vi dirmed f(t) = (¢,t?), t € R%

Exempel 2.4. Pa liknande vis kan vi géra med en godtycklig ellips med mitt-
punkt i origo. Denna kan ges av

dér a,b > 0 representerar halvaxlarna. Samma ellips kan beskrivas pa parame-
terform som f(t) = (acos(t),bsin(t)), 0 < ¢ < 2. Virt att notera hér dr att
en och samma kurva kan ha flera, alternativa parameterframtéllningar. Samma
ellips skulle till exempel dven kunna ges av f(t) = (acos(2nt), bsin(2nt)), 0 <
t<l1.

Att skriva kurvor pa parameterform kan underléitta da vi gor det mojligt att
beskriva en kurva av tva variabler, x och y i det hér fallet, med hjilp av endast
en variabel, ndmligen parametern, t.

3 Oskulerande kurvor

Ibland hénder det att tva olika kurvor i planet rédkar ha lite saker gemensamt i
en viss punkt. Det skulle kunna handla om ett gemensamt funktionsvérdet eller
derivatan eller varfor inte andraderivatan for den delen. Det hér dr precis vad
oskulerande kurvor handlar om. Ordet oskulera kommer ifran latinets osculari
som betyder kyssa [6], vilket jag tolkar som att tva kurvor har ett hastigt, intimt
ogonblick tillsammans.

3.1 Kontakt av grad k

Philip Franklin formulerar detta nagot mindre utsmyckande i Osculating Curves
and Surfaces [2, s. 401].



Definition 3.1. Vi siéiger att en plan kurva, g(x), oskulerar kurvan f(zx) i
punkten zy om

F (o) = g1 (x0),
for alla 0 < i < k, dédr dessa da har kontakt av grad k.

Exempel 3.1. Tangentlinjen till kurvan f(z) i punkten zo (se figur 1) kan ses
som en oskulerande kurva. De har kontakt av grad 1 da de har férstaderivatan
gemensamt. Tangenten dr ddrmed den réta linje som bést approximerar kurvan
i en viss punkt.

Exempel 3.2. Den oskulerande cirkeln (se figur 1) till kurvan f(z) i punkten
x ar, som namnet kanske redan avsléjat, en oskulerande kurva. De har kontakt
av grad 2 da de har bade forsta- och andraderivatan gemensamt.

Figur 1: En kurva, C, med dess tangentlinje och oskulerande cirkel i P.

Hér skulle man kunna fraga sig vad en oskulerande cirkel egentligen #r. Senare,
i kapitlet om krokning och omskrivna cirklar kommer detta att definieras, sa
hall till godo! I vardagligt sprak kan man se det som att vara ute och kéra bil
dér ratten plotsligt laser sig i en viss position sa att bilen kor i en cirkel dér
cirkeln snuddar viigen i den punkt dér ratten laste sig.

Kan for 6vrigt tipsa den som &r intresserad av poetiska formuleringar av mate-
matik om The Kiss Precise av Frederick Soddy, en dikt om hur dessa oskulerande
cirklar forhaller sig till varandra [4].

4 Krokning

Ett begrepp som kommer visa sig vara néra kopplat till just oskulerande cirklar
ar krokning. Aven detta skulle i vardagligt sprak kunna forklaras i termer av att
vara ute och kora bil. Krokningen skulle da kunna beskrivas som hur mycket man



behover vrida ratten i varje given punkt. Rent matematiskt kanske man skulle
beskriva det som ett sétt att beskriva hur en plan kurva beter sig i omgivningen
till en viss punkt. Nedan ska vi definiera krokning pa tre olika sitt. Forst genom
att ha baglingd som parameter och sedan genom att ga via den sa kallade
omskrivna cirkeln.

4.1 Bagliangd

Innan vi gar in pa hur man kan anvinda baglingden som parameter kan det vara
pa sin plats for lite repetition av vad baglingd egentligen &r. Denna definition
dr huvudsakligen hidmtad ifran [3, s. 124].

Definition 4.1. Givet en plan Cl-kurva, f(t), a <t < 3, dir f'(t) # 0 for
alla ¢ sdtter vi

5= s(t) = / () |dr

som baglingden mellan f(t) och f(«), dir s da &r en funktion av ¢.

Exempel 4.1. Lat f vara en cirkel med radie  och mittpunkt i origo. Berdkna
baglingden for halva cirkeln.

Lésning. En ldmplig parametrisering av denna kurva skulle kunna vara f(t) =
(rcos(t),rsin(t)), 0 <t < 2m. Detta ger att

s s ™
s(m) = / |(—=rsinT,rcosT)|dr = r/ Vsin? 7 4 cos? 7dr = 1“/ dr = mr,
0 0 0
vilket vi intuitivt borde se ar korrekt. 0

4.2 Baglingd som parameter

I termer av bilkérning kan baglingd som parameter férklaras med att aka fran
Stockholm till Uppsala. Da kan du forklara hur langt du har kommit antingen
genom att beritta vilken punkt du befinner dig pa, till exempel Miérsta. Eller
s& kan du forklara det genom att berétta hur langt du har kort fran Stockholm,
knappt 4 mil. T det senare fallet har vi da kurvans baglingd som parameter.
Senare har det visat sig att denna parametrisering for med sig en hel del fif-
figa egenskaper som kommer att vara anvéndbara framover. Bevisen nedan ar
himtade fran [3, s. 124, 211].

Proposition 4.1. Givet en plan kurva, f(s), kommer riktningsvektorn for tan-
genten, #ven kallad kurvans tangentvektor, T' = (f{(s), f4(s)), alltid ha lingden
1 da vi har baglingd, s, som parameter. Den kommer med andra ord alltid vara
en enhetstangent till kurvan.



Bevis. Vi borjar med att betrakta definition 4.1 for baglingd dér analysens
huvudsats sedan ger oss att

ds , a1
GOl = = 1)

Anvinder vi oss sedan av formeln

L F(o() = F (o) )

for parameterbyte far vi

_df df dt (1)
T =4 = a5~ 7

= |T| =1

O

Utifran detta kan vi alltsa dra slutsatsen att om vi har bagliangden, s, som
parameter och kurvan ar f(s) = (fi(s), f2(s)) sa har tangentvektorn, T'(s) =
f'(s), alltid lingden 1. Anmérkningsvért ar att detta ocksa #r ekvivalent med
pastaendet att fi2+ f52 = 1. Lat oss nu istillet titta lite noggrannare pa vektorn

& = (f1(s), 5 (5))-

Proposition 4.2. Givet en plan kurva, f(s), och dess enhetstangent, T, sa

kommer vektorn ‘fl—f alltid vara ortogonal mot T da vi har baglangd, s, som

parameter.

Bevis. Fran proposition 4.1 har vi att

T|=1 = T -T=1,

dér vi anvinder oss av det faktum att lingden av T &dr 1 da vi har baglangd
som parameter. Deriverar vi sedan bada sidor med avseende pa s far vi att

dT dT
— - T+T - — =
ds + ds 0
dT
— . T =0.
:>d 0



Att skaldrprodukten mellan tva vektorer blir 0 &r, som vi redan vet, synonymt
med att vektorerna &r ortogonala. Detta for med sig att % dr ortogonal mot
sjiilva kurvan i punkten f(s) och ér en sa kallad normalvektor till kurvan. Ett
annat sétt att skriva detta pa ar fif; + f5f4 = 0. Vi ska komma tillbaka till
denna normalvektor senare nér vi gar igenom krokningscirklar.

4.3 Fran baglingd till krokning

Nir vi ska beskriva hur mycket en kurva, f = f(s(t)), o <t < B, svénger i
en viss punkt kan detta ses som att skildra foréndringen i rikting av kurvans
enhetstangent, T' = T'(s). Vi kallar vinkeln mellan T'(s) och T'(s+ h) for 0 [3, s.
210] och vi ser att den motstaende sidan till 6 ges av |T'(s+h) —T'(s)|. Eftersom
|T(s+h)| =|T(s)] =1 kan vi dven dra slutsatsen att den motstaende katetern
till 36 blir 3T (s + h) — T(s)| (se figur 2). Detta ger oss att

LT (s+h)—T(s
0 %9 28111(%9) %0 2 2] (|-r_;(2)‘ <
- = T . = T .
2 2

h  sin(16) h sin(

sin(50) . h
1lg —
:xlim9<lim'21>(limT(s—'_h)T(s)>dT,
h—0 h—0 sin(56) h—0 h ds

dar vi bland annat anvénder oss av standardgransvirdet lim, ¢ ﬁ =1.

Figur 2: En kurva med enhetstangenter T'(s) och T'(s + h).

Definition 4.2. Givet en Cl-kurva i planet, f(s), parametriserad med bag-
langden, s, ges dess krokning, k = k(s), 1 punkten f(sg) av

_|eT
= ds

10



Vi ser alltsa att krokningen dels ges av hastigheten med vilken tangentvektorns
vinkel férdndras. Men da vi har baglingd, s, som parameter kan krékningen
dven ges av storleken av tangentvektorns derivata.

Exempel 4.2. Vi betraktar cirkeln som ges av f(s) = (f1(s), f2(s)) déar

Jy=rcos (%) 0<s<2mr.
fz = rsin (f)

Observera hér att vi har baglingd, s, som parameter och att = svarar mot
vinkeln ¢ fran exempel 4.1. Dess tangentvektor ges da av

=2 = (- 2) o (3)

dér vi snabbt och foéga férvanande ser att |T'| = 1. Vidare berdknar vi dess
krokning,

dT
K= |—
ds

[ (= Eeon () Fain (2) )| = 1y feost (5) s (2) = 1.

som vi ser har ett konstant virde, %, som beror pa cirkelns radie. Detta kidnns

naturligt, for om vi aterigen aker bil, denna gang ldngs en enorm cirkel, sa
kommer vi inte behtva vrida ratten lika mycket som om vi kor langs en vildigt
liten cirkel.

Vi har nu betraktat krokning med hjilp av vinkeln #. Denna vinkel kan egent-
ligen ses som en funktion av h sa att @ = 6(h) didr 0(0) = 0. Pa sa vis far vi
aven

lim & = jim 20 =00

Y
h=0 h  h—0 h =(0)

sa att vi lika gérna kan tolka krokning som hastigheten med vilken kurvan vrider
sig.

Richard Courant hade ett tdmligen liknande sétt att se pa krokning [1, s. 380-
381]. Men istéllet for att betrakta derivatan av vinkeln 6 valde han att arbeta
med vinkeln A, mellan den positiva tangentlinjen och z-axeln. Vi inser rétt
snabbt att

A(R) = \0) + 6(h),

dér det da finns ett tydligt koppling till foregaende defintion av krokning.

11



Vinkeln X kan &dven beskrivas som vinkeln mellan tangentvektorn, T'(s) = (f1, f4),
och z-axeln. Vi forstar att A kommer féréndras beroende pa var pa kurvan vi
dr, den &r alltsa en funktion av s. For att fa fram denna funktion boérjar vi med
att konstatera att

motstaende katet

tan(A(s)) =

nérliggande katet

motstaende katet
nirliggande katet /

= A(s) = arctan <

dér vi vid ndrmare eftertanke (se figur 3) far att

) = arctan (1£). @)

£

Figur 3: Vinkeln A mellan T'(s) och z-axeln.

Vidare, for att fa fram krokningen, k, deriverar vi nu med avseende pa s, vilket
ger

DD
ds dt ds’

dér den andra faktorn #r bekant fran (1) och den forsta faktorn fas med hjilp
av kedjeregeln och kvotregeln. Detta ger oss att

N U 7 Y S

dt ds 1+(%)2 12 e+ 2

7
1

- B

(f2+ 1%

12



Men da vi har baglingd som parameter, vilket fran proposition 4.1 och 4.2 for
med sig att fi2 + f32 = 1 och att fi fI' + f5f¥ =0, sd ger detta oss att

A BY_ B
== nty s =g (e nl) =T
Definition 4.3. (Alternativ definition.) Givet en Cl-kurva i planet, f(s), pa-
rametriserad med baglangden, s, ges dess krdkning, x = k(s) 1 punkten f(so)

av

" "
J2 _ _JL

T TR

Exempel 4.3. Lat oss betrakta samma cirkel som i tidigare exempel dér

=rcos (2

h . (’”) 0<s < 2mr.
fa =rsin (i)

Detta ger oss att fi = f% sin (f) och att f{ = —sin (%) Anvinder vi oss nu

av var nya formel for krokning far vi

B —ten(s) 1

m= - —sin(%) T

vilket vi ser stdmmer 6verens med vad vi fick i den tidigare utrdkningen fran
exempel 4.2.

4.4 Krokningscirkel

Lat oss nu ga tillbaka till kurvans normalvektor, %' Vi vet fran definition 4.2 att

denna har ldngd k. Normerar vi nu denna vektor far vi kurvans enhetsnormal.

Definition 4.4. Givet en kurva, f(s), i planet ges dess enhetsnormal, eller
huvudnormal av

1dT

Utifran detta kan vi nu introducera &nnu lite fler begrepp som kan vara bra att
ha ldngre fram.

Definition 4.5. Givet en plan C'-kurva, f(s), definierar vi p(s) = ﬁ som
dess krokningsradie i punkten f(s).

13



Denna definition kdnns &n mer naturlig da vi i exempel 4.2 och 4.3 kom fram
till att krokningen av en cirkel var %, det vill séiga det inverterade vardet av
dess radie.

Definition 4.6. Givet en plan C'-kurva, f(s), kallar vi punkten

F(s)+p(s)N(s)
for dess krokningscentrum i punkten f(s).

Definition 4.7. Givet en plan Cl-kurva, f(s), kallar vi cirkeln, vars radie ges
av krokningsradien och vars mittpunkt ges av krokningscentrum, for kréknings-
cirkeln i punkten f(sp). Denna ges pa parameterform av

C(0) = p(so)(cos(0),sin(0)) + f(so) + p(s0) N (s0)- (4)

Anmérkning 4.1. Det visar sig sedan att kurvan f och krokningscirkeln C' har
kontakt av grad 2 i punkten f(sg). Det vill siiga, krokningscirkeln ér den osku-
lerande cirkeln i punkten f(sp). Att detta verkligen stimmer kommer bevisas
senare i proposition 6.4, da vi har lite mer kott pa benen.

Exempel 4.4. Anviinder vi oss dn en gang av samma cirkel som i exempel 4.2
ser vi att dess krokningscentrum ges av

1 1dT
f—|—fN:f—|-f2f:
K k2 ds

o (3 () (o (2) - (3) =00

Det vill sdga att dess krokningscentrum é&r sjalva cirkelns mittpunkt, ndmligen
origo och krokningsradien &r r i alla punkter. Ddrmed &r krokningscirkeln cirkeln
sjalv i alla punkter.

4.5 En omskriven cirkel

Som jag tidigare berédttat sa finns det fler &n ett séitt att nidrma sig begreppet
krokning. Vi vet sen innan enligt Euklides férsta postulat att det finns en unik
rit linje mellan tva punkter. Givet tva punkter pa en kurva, C, dér vi later
de tva punkterna ndrma sig varandra far vi derivatan, som riktningskoefficient
for denna réta linje. Pa liknande vis ska jag nu visa att det finns en unik cirkel
som gar genom tre givna punkter och om vi later dessa tre punkter ndrma sig
varandra kan dven detta leda oss till en definition av krokning.

Proposition 4.3. Givet tre godtyckliga punkter P,@Q och R i planet finns en
unik cirkel som gar igenom dessa tre.

14



Bevis. Givet de tre godtyckliga punkterna i planet P, @ och R far vi triangeln
APQR med sidorna PQ, PR och QR. Ritar vi nu en mittpunktsnormal fran
tva av dessa sidor ser vi att dessa linjer korsar varandra i en unik punkt som vi
kallar C' (se figur 4). Utifran denna illustration drar vi slutsatsen att

|[PCl=1QC| , |QC|=|RC]
= |PC| = |QC| = [RC|
Alltsa, det finns en unik punkt, C, sadan att den ligger pa samma avstand, r,
fran alla horn i triangeln APQR. Om vi sedan konstruerar en cirkel sadan att

den har mittpunkt i C och radien r ser vi, féga férvanande, att punkterna P, Q
och R befinner sig pa denna cirkel. O

Figur 4: En omskriven cirkel med mittpunkt C' och radie r.

Vi har nu visat geometriskt att det finns en unik cirkel som gar igenom tre
givna punkter. Nu vill vi formulera en generell formel foér hur man hittar denna.
Lat oss borja med att beskrivna dessa punkter som vektorer istéllet. Lat oss for
enkelhetens skull anta att punkten P &r origo och vidare att 5 = (a1,az) och
R = (b1, b2). Mittpunktsnormalerna till dessa ges da av (%, %) + t(—az,a1)
respektive (%1, %2) + s(=bo,by).

Det vi vill gora sen &r att hitta punkten, 8, dér dessa tva mittpunktsnormaler
korsas. Virt att nimna dr att kommande formler kraver en hel del rdkning och
kanske inte inses med ens. Men det vi vill i det stora hela &r att hitta ¢t och s
sadana att

ay a2 bl b2

L2 - =(2, =2 —bs,b
(232)+(a27a1) <272>+8( 2, 1)
—a1b1 + b% — agbg + b% o a% + a% — a1b1 — a2b2

=>1t= , 8=
2(0,2[)1 — albg) 2(—a2b1 + albg)
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Satter vi sedan in nagon av dessa i mittpunktsnormalen far vi att

8 . E ag(falbl + b% + a2b2 + b%) ag al(falbl + b% — G,sz —+ b%)
o 2 2(0,2()1 — albg) ’ 2 2(a2b1 — &1b2) '

For att sedan fa radien, r, dr det inte svarare &n att beriikna lingden av 8, det
vill séga

- \/(al ag(—albl—I—b%—‘—ang—{—b% >2+ (CLQ al(—albl—l—b%—ang—l-b%))z o

2 + 2(0,2()1 — albg) 5 B 2(a2l)1 — a1b2)

V(@ +a3) (3 +b3)((a1 — b1)? + (a2 — b2)?)
o 2(a2b1 — albg) o
(a1, a2)|(b1,b2)[|(a1 — b2, az — by)|

- 2|(a1,a2,0) X (bl,b2,0)|

Definition 4.8. Givet tre punkter ?, 5 och ﬁ i planet kallar vi den unika
cirkel som géar genom dessa tre for den omskrivna cirkeln déir

g (a1 | as(—aibi + b? + agbs + b2) ag  ai(—aib + b? — azby + b3)
o 2 2(a2b1 — albg) ’ 2 2(a2b1 — a1b2)

ar den omskrivna cirkelns mittpunkt och

_ (a1, a9)[|(b1, b2)|[(a1 — b2, a2 — ba)|
2|(a17a270) X (blab270)|

_ [PQ|IPR|QH
2|PE) X PE|

ir den omskrivna cirkelns radie. Tolkar vi |]@ X ﬁ| som arean av det paral-

lellogram som spénns upp av PQ) och PR kan vi dven formulera den omskrivna
cirkelns radie som

__ IPQIPRIQH
4A ’

dér A &r arean av triangeln vars horn ges av P, @ och R.

Da har vi bade visat att det finns en unik cirkel som gar genom tre givna punkter
samt formulerat generella formler fér denna cirkelns mittpunkt och radie. Det
dr hog tid att ga vidare till nista steg.
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4.6 Krokning via den omskrivna cirkeln

Hir, i nésta steg, ska vi specifiera oss lite. Istéllet for att lata de tre punkterna

, @ och ﬁ vara helt godtyckliga later vi dom vara tre godtyckliga punkter pa
en kurva, f(t), i planet. Vi kan da formulera vara punkter sa att

P= f(to)
6 = f(t1)
R = f(t2),

dér tg < t1 < to. Dessa formar en triangel med sidorna

PG =G - P =f(t)) - flto) = f'(to)At
QR=F — 0 = ...~ f'(t;)At
PR = }77)2 + Cﬁ = ...~ (f(to) + F(t1))At.

Vidare sétter vi in dessa i var formel for den omskrivna cirkelns radie, vilket ger

__ IPQIQRIPE| _  [PQIQEIPE
2QKx PG 2IQk x (PQ - QR)|
WIS @IS () + £ (1)

2 .f/(tl) % f'(tO)A—tf’(tl) '

Later vi nu alla t; — ¢ och antar att f(t) € C? (se definition 2.3) ser vi bland
annat att

Jim = £'(t0) + f' (1) = 2f'(1)

f'(to) = f'(tr)

tihg%l B At =1,
vilket ger oss att
fo [FEIFEF o) + £ ()l IF@P

t;—t1 )

[f'(t1) x f"(t1)]

3
2

£(t) x Htgre)

(R 1))
T 75 () = (1) o)
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Men vinta, ser inte detta uttryck lite vél bekant ut? Det borde det gora i alla
fall, for jamfor vi det med uttrycket (3) for krokning ser vi ndmligen att det &r
dess invers. Tittar vi dessutom pa definition 4.5 fér krokningsradie ser vi att
den dr definierad som just den inverterade krokningen.

Dérmed kan vi konstatera att om vi har tre godtyckliga punkter pa en plan
kurva och sedan later dessa punkter néirma sig varandra sa gar den omskrivna
cirkelns radie mot krokningsradien. Pa samma sidtt gar dven den omskrivna
cirkeln mot sjélva krokningscirkeln. Dérmed har denna omskrivna cirkel och
kurvan f kontakt av grad 2 (bevisas senare i proposition 6.4). Ligg dven mirke
till att vi har kunde komma fram till samma slutsats med var helt godtyckliga
parameter t istéillet for baglingden, s.

Definition 4.9. (Alternativ definition.) Givet en Cl-kurva i planet, f(t), ges
dess krokning, k = k(t) 1 punkten f(t) av

R
(F2+ 1)
dér f! da &r den partiella derivatan med avseende pa t.

Exempel 4.5. Lat oss betrakta tredjegradskurvan y = 3 + 22, som pa para-
meterform kan beskrivas som f(t) = (¢,t> + t?). Dess krokning ges d& av

6t + 2
(1+ (3t2+2t)2)

Figur 5: En graf 6ver kurvan y = 23 4+ 22 (bla) och dess krokning (gul).

Vidare skulle man kunna fraga sig saker angaende kurvans krokning. Till ex-
empel, var kroker den sig kurvan som mest? Vad hinder med krokningen da
t — oo? For att svara pa forsta fragan vill vi hitta ¢ sadana att ' = 0. Detta
blir en del knoliga utrdkningar som jag inte ska besvira er med. Ni far helt
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enkelt lita pa mig néir jag siger att krokningen &r som storst for ¢t ~ —0,8 och
t ~ 0,1, vilket vi i figur 5 borde se stdmmer ganska bra.

For att svara pa den andra fragan konstaterar vi att

. 6t + 2
lim B
t=oo (14 (3t2 4 2t)2)2

)

vilket vi i princip kan tolka som att kurvan gar att likna vid en rit linje da
t — co. Pa samma sétt ser vi att samma sak géller da t — —oo.

4.7 Relationen mellan s och p

Om vi stannar kvar i exempel 4.5 en kort stund kan vi &ven fraga oss vad som
hénder da k — 0. I figur 5 ser vi till exempel att k = 0 precis i orginalkurvans
inflexionspunkt. Vi kom ju dven fram till att k — 0 da t — oo. Eftersom vi
definierat krokningsradien som p = % far detta konskvensen att p — oo (och
didrmed dven krokningscirkeln) da x — 0. Pa samma sétt far vi ju dven att
p— 0dak — oo.

Vidare kan vi dven undersdka relationen mellan " och p’. Av definition 4.9 ges

K pa formen % dar kvotregeln for derivering sedan ger oss

o = 9 Oh(t) — 9N ()
(h(t))? '

(5)

Dap= %, ges p darmed pa formen %, vilket ger oss

| K (Hg(t) — h(D)g (1)
e VO ©)

dér vi nu ser att & = p’ =0 da ¢'(t)h(t) = g(t)h/(t). Vi kan alltsa konstatera
att de har lokala extrempunkter pa samma stillen, men av olika karaktér. Detta
kommer vi ha nytta utav senare nér vi undersoker evolutans egenskaper.

5 Evoluta

Nu borde vi ha alla ingredienser for att boérja tala om arbetets absoluta hu-
vuddmne, ndmligen evoluta. Rent krasst kommer det handla om hur vi fran en
given funktion kan generera en ny funktion med hjélp av krokningscirklar. Later
det inte spannande?
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5.1 Evoluta av en parametrisk kurva

Definition 5.1. Givet en C?-kurva, f(t) = (f1(t), f2(t)), i planet definierar vi
dess evoluta, E(t), som mangden av dess krokningscentra. Av definition 4.6 far
vi ddrmed att

E(t) = f(t) + p(t)N (1)

dér p(t) da dr krokningsraiden och N (¢) dr huvudnormalen. Detta ger oss vidare
att

B (0 + £0?)
OO OO

fa(t) +

S (

E(t) = (h(t) THON o ) '

'(t) = f1(£) f2(2)
(7)

5.2 Nagra vanliga exempel

Exempel 5.1. En godtycklig ellips pa parameterform ges av

f(t) = (acos(t),bsin(t)), 0<t<2m.

Av (7) far vi da att

3() (a2 — b2) sin3 2 42
() - (S0P 00 ),

Exempel 5.2. Parabeln f(t) = (t,t?) har evolutan

E(t) = (—4t3, 1 +6t2) |

vilken presenteras i figur 7.

Exempel 5.3. Parametriseringen for en cirkel bor vara bekant vid det hér laget
och ges av

f(t) = (rcos(t),rsin(t)), 0<t<2m.
I exempel 4.4 kom vi fram till att krokningscentrum for en cirkel alltid ges av

dess mittpunkt. Déarfor kan vi konstatera att en cirkels evoluta ges av endast en
punkt, ndmligen cirkelns mittpunkt.
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Figur 6: En ellips (bla) och dess evoluta (gul).

Figur 7: Kurvan y = 22 (bla) och dess evoluta (gul).

6 Egenskaper hos evolutor

I Courants Differential and Integral Calculus, Vol.I, [1, s. 307-310] presenteras
en handfull egenskaper hos evolutor som jag nu ska presentera.

6.1 Tangenvektorerna

Vi bérjar med att kolla in hur tangentvektorerna hos en kurva f(s) och dess evo-
luta E(s) forhaller sig till varandra. Vi observerar att vi aterigen har baglingd,
s, som parameter och ddrmed fran proposition 4.1 och 4.2 giller det att

PP =1 samt fA S =0
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N
P

Figur 8: En cirkel och dess tangenter.

Vidare fran defintion 4.5 och 4.3 far vi att

1 1’ 1/
1 _ 2 __
p fi 3
= pfy = fi samt pff =—f;. (8)

Uttrycket for evolutan (7) kan nu forenklas och skrivas som

E(s) = (f1 — pfa, f2+ pf1) 9)

dér (8) och (9) sedan ger oss tangentvektorn

E'(s)=(fi—pfs —=0'fo, fotpfi +0' 1) = (=0 f2. 0" f1). (10)

Betraktar vi nu

B f =g fifl+ 0 fifs=0

sa konstaterar vi att evolutans tangentvektor dr en normal till kurvan eller att
kurvans normal &r tangent till evolutan. Det visar sig d&ven att detta ger oss ett
nytt sitt att se pa evoluta. Men for att forsta det maste vi i forst veta vad ett
envelopp ar.

Definition 6.1. Givet en méngd kurvor i planet, M, kallar vi kurvan (om den
finns) som i varje punkt tangerar nagot element i M samt tangerar varje element
i M for mangdens envelopp.

Exempel 6.1. Lat M vara mangden av tangenter till enhetscirkeln. Enveloppen
av M blir ddrmed enhetscirkeln sjélvt (se figur 8).
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Figur 9: En parabel (r6d) tillsammans med dess evoluta (bla) och ett par nor-
maler (svarta).

Proposition 6.1. Givet en kurva, f(s), ges dess evoluta, E(s), av enveloppen
av kurvans normaler.

I exempel 6.1 sag vi att en kurva dr enveloppen till sina tangenter. Tidigare kom
vi dven fram till att evolutans tangenter &r normaler till kurvan. I figur 9 kan
vi sedan se hur evolutan dédrmed kan ses som enveloppen av kurvans normaler.

6.2 Evolutans spetsar

Pa de flesta evolutor uppstar spetsar, eller horn (se figur 6 och 7). Dessa beror
pa singulariteter pa evolutan.

Definition 6.2. En singuldr punkt pa en kurva f(t) dr en punkt dér derivatorna
fi = f4 = 0. Med andra ord, punkter pa kurvan dir tangentvektorn ges av
nollvektorn.

Vidare, for att hitta singulariteter pa evolutan behtvs evolutans tangentvektor.
Av (10) far vi

E'(s) = (=p'f5,0' 1),
dar vi sedan ser att
_)
(=P f2,0' f1) = 0
f

= (= f5, f1) =

=0 =0

Vi observerar ddaremot att den sista implikationen endast géller da motsvarande
punkt pa den ursprungliga kurvan #r icke-singulir, det vill siga da T'(s) =
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Figur 10: Kurvan y = 23 + 2% (bla) och dess evoluta (gul)

— . o o .. vy . .
(f1, %) # 0. Viser alltsa att dessa spetsar uppstar dir krokningsradiens deri-
vata, p’ = 0. Av (5) och (6) vet vi att detta dven implicerar att " = 0 da vi har
spetsar pa evolutan.

Exempel 6.2. Om vi aterigen betraktar tredjegradskurvan y = x3 + 22 fran
exempel 4.5 far vi efter en del rikning evolutan

B(t) = (_t (=3+1t(2+3t)°) 1+t (6+5t(4+3t))).

6t + 2 ’ 6t + 2

I figur 5 kunde vi se hur krokningen beter sig i férhallande till f. Om vi nu
istéllet betraktar figur 10 kan vi se hur evolutan beter sig i forhallande till f. Vi
vet nu att evolutan har sina spetsar da p’(t) = £’(s) = 0. Vi har fran exempel
4.5 att «'(t) =0dat ~ —0,8 och t ~ 0,1 och det &r #ven for dessa t:n evolutan
har sina spetsar.

Nagra andra egenskaper vi kan fa ut av detta ar att da f dr konkav sa hamnar
evolutan under kurvan och da f dr konvex hamnar evolutan éver kurvan.

En sista sak som bor nimnas angaende det hir exemplet &r vad som héinder
da kurvan har en inflexionspunkt, det vill siga didr x = 0. Evolutan &r inte
definierad da x = 0 eftersom p = % och division med 0 ej dr definierad. Daremot
vet vi sedan innan att p — oo da Kk — 0, vilket i sin tur leder till att &dven
evolutan sticker ivig. Detta dr ocksa precis vad vi ser i figur 10 i alla &ndar pa
den gula kurvan, att den sticker ivig.

6.3 Bagliangd och krokningsradie

Da gar vi vidare till att jamfora evolutans baglingd med krokningsradien. Lat
oss kalla evolutans baglingd fran en godtycklig punkt for o. Med hjilp av (10)
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och proposition 4.1 far vi sedan att
do\?
<d) — 0= B2 = (— )% + (4 I)2 = 0.
Viljer vi en lamplig riktning pa o indikerar detta #ven att

/ /

o =p

for o # 0. Integrerar vi nu bada sidor far vi

01— 00 = P1 — Po,

dér vi nu med tydlighet ser att evolutans baglingd mellan tva punkter &r lika
med skillnaden i motsvarande krokningsradier. Observera déremot att detta
endast giller for segment som inte innehaller nagra spetsar pa evolutan.

6.4 Parallella kurvor

I den hir delen ska det visas att parallella kurvor har samma evoluta. Men for
att kunna gora det ar det lite andra saker vi maste veta forst.

Som bekant d&r IN och T ortogonala, det vill séiga
N-T=0
=N . -T+N-T'=0. (11)

Det dr dven kint sen innan att N - N =1 = N’'- N = 0. Att IN &r ortogonal
mot bade T och N’ implicerar dven att N’ &r parallell med T', med andra ord

N’ =aT.

Av definition 4.4 far vi dven att T’ = xIN. Sétter vi nu in allt detta i (11) far vi

N T+N.-T' =0
ol - T+rN-N=0

=>a+k=0
=>a=-kK
= N' = —«T. (12)
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Lemma 6.1. Givet en kurva f i planet med krokningsradie p ges kroknings-
radien till en parallell kurva, f,, med avstand A av

pr=p—A

Bewis. Givet en godtycklig kurva, f, ges en parallell kurva med avstand A av

= fA=f +AIN'=T - \cT = (1 - \x)T
[FAl=1-Ax.

Av definition 4.1 far vi dirmed att

dS)\
E=|f&|=1—>\/€-

Vidare har vi dven

dér derivering med avseende pa sy ger att

dTx(sx) _ dT'(s)

dS)\ dS)\
N dT)‘(SA) _ dT(s) ﬁ
dsy ds dsy
N dT,\(S)\) _ dT(S) ) 1 )
dsy ds 1—Xr

Definition 4.2 for krokning ger sedan att

dT'»(sx)
dS)\

B k
T 1=k

_ |dT(s) 1
Tl ds 1—-Xs

Ry = ‘
dér defintion 4.5 for krokningsradie slutligen ger oss

1 1- Xk
Px=—=
R K

=p—A
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Figur 11: Tva paralella kurvor, f och f,, med deras evoluta, E.

Proposition 6.2. Parallella kurvor har samma evoluta.

Bewvis. Givet en godtycklig kurva f ges en parallell kurva med avstand d (se
figur 11) som bekant av

fa=Ff+dN

dér vi alldeles nyss i lemma 6.1 kommit fram till att pg = p — d. Den parallella
kurvans evoluta ges saledes av

Ej=fs+paN=f+dN+(p—dN=f+pN=E,

dér vi ser att vi far samma evoluta som fér den ursprungliga kurvan. Det vill
siga, parallella kurvor har samma evoluta. O

6.5 Involuta

Forestéll dig nu en evoluta, E, och att det ligger en otédnjbar trad langs med
denna kurva. Den sista snutten av traden viker sedan av fran kurvan tangentiellt
pa sa sitt att slutéindan ges av punkten @ pa kurvan f. Fortsitter vi sedan att
linda upp traden pa det héir sédttet kommer punkten @ att beskriva kurvan f.
Det #r faktiskt sa att ordet evoluta kommer fran latinets evolvere linea som
betyder ungefér utrullad linje [5]. Vidare kallas da kurvan f for involutan till
E.

Definition 6.3. Givet en C%-kurva, f(t), i planet definierar vi dess involuta
som
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(a) Cirkel med tangentlinjer. (b) Involutan (réd) av en cirkel (bla).

Figur 12: Konstruktion av involuta.

c) = f(t) - m ( [ 1@+ zo) ,

dér [y da &r ldngden av den bit som viker av tangentiellt fran kurvan i borjan.

Exempel 6.3. Lat oss nu rita en involuta av en cirkel tillsammans pa det hér
sittet. I figur 12a ser vi hur den oténjbara traden viker av tangentiellt fran
cirkeln allt eftersom vi lindar upp traden fran cirkeln. Fortsdtter vi att linda
upp traden pa det hir viset far vi tillslut involutan som visas i figur 12b.

Ska vi istallet till att fa fram en formel fér involutan konstaterar vi att for en
cirkel med radie r och centrum i origo géller

f(t) = (rcos(t), rsin(t))
f'(t) = (—rsin(t),r cos(t)),
£/(8)] = /(=) sin2(t) + 12 cos?(t) = 7.

Detta infort i definitionen for involuta ger sedan

C(#) = r(cos(t), sin(t)) — " Sm(?’ cos(t)) /O rdr =
= r(cos(t) + tsin(t), sin(t) — t cos(t)),

vilket &ven &r kurvan som illusteras i figur 12b.
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Proposition 6.3. Givet en kurva, f(s) € C?, i planet iir kurvan involutan av
dess evoluta, for segment dér p’ > 0 eller p’ > 0.

Bewvis. Det hiir beviset &r for fallet da p’ > 0. En involuta av en evoluta kan
med hjélp av definition 6.3 d& beskrivas som

E/ S
C=E- o </0 E'(T)dTHO) .

Eftersom E = f + pN kan vi beskriva dess derivata med hjilp av (12) som

E=f+p)N+pN' =T+ pN —prT = p'N.

Vidare ger detta att

C—f+pNN</OSP’(T)dT+lo> — £+ (p(0) )N,

som vi ser dr lika med f just da p(0) = lo.
O

I bérjan av arbetet ndmnde jag att vi inte skulle tala sa mycket om anvindnings-
omraden men hér kommer i alla fall ett. Fér det dr nédmligen sa att cirkelns
involuta &r helt essentiell nir man konstruerar de flesta av dagens kugghjul, sa
kallade involute gears. Det man gor i stora drag &r att konstruera kugghjulens
tédnder pa sa vis att den 6vre delen ges av just en cirkels involuta. En skiss for hur
dessa kugghjulsténder kan se ut ser vi i figur 13. Det har visat sig fordelaktigt att
anvéanda just denna funktion eftersom det resulterar i att tva sammanfallande
kugghjul endast har kontakt i en enda punkt, vilken minskar friktionen [7].

6.6 Den oskulerande cirkeln

Som jag ndmnde i anmérkning 4.1 skulle vi véinta med att bevisa att kroknings-
cirkeln ar den oskulerande cirkeln tills vi hade tillréickligt med kott pa benen.
Tiden &r nu kommen sa har kommer det.

Proposition 6.4. En plan kurva f(s) och dess krokningcirkel C () har kontakt
av grad 2 i en given punkt f(sg).

Bevis. Det vi i stora drag vill visa ar att

Fs) =)

for 0 < i < 2. For f giller som bekant att
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Figur 13: En tand pa ett kugghjul déir de rodmarkerade partierna &r involutan
till den blastreckade cirkelbagen.

I(s) = (f1, f2)
f'(s) = (fi, f5) = T(s)
f(s)= (I, f5) =T'(s) = 6N (s).

Med hjilp av (4) far vi sedan parametriseringen

C(0) = p(cos(8),sin(8)) + E(s)

av krokningscirkeln. Om vi istéllet har krokningscirkelns baglangd, s., som pa-
rameter dir 0 = 570, far vi

(o) () 20
- (- (3)(2)
(o (z)- ()

Vidare vill vi hitta s., som motsvarar so sa att

| =

C”(SC) —

f(50) = Csc,)-

Da vi har baglingd som parameter far vi av (9) att

(1, f2) = <f1 p ( (p) - fé) ot <sin (p) ; f{)) -
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Vi noterar att denna likhet géller for s., sadan att

Secq ’
COS =
(%) =1
sin (“’;0) —

_ <—f{ >
= 8¢, = parctan — |-
f2

Vidare ger oss detta att

C/(SC()) = (f{afé) = f/(SO)

1
C"(5¢0) = =(=f2. f1)
p
diir vi ser att C”(s¢,) har samma lingd och rikting som xIN (sg) = f"(s0). Med
andra ord, kurvan f och dess krokningscirkel C' har kontakt av grad 2 i punkten
f(s0) och krokningscirkeln #r dérmed den oskulerande cirkeln i denna punkt.

O

7 En babushka av evolutor

Nu nér vi har lite koll pa vad evoluta faktiskt &r sa &r det hog tid att vi borjar
anvanda oss utav detta for att konstruera lite mer avancerade grejer. For vad
hénder om vi har en funktion och dess evoluta och sedan hittar evolutan av
dess evoluta och evolutan av den evolutan? Hur skulle det hér kunna se ut?
Fragorna dr manga och spanningen #r olidlig sa jag ska inte halla pa det langre.
Har kommer en samling babushkor av evolutor.

Exempel 7.1. Fran exempel 5.1 vet vi att en ellips evoluta ges av en asteroid,
vilket &ven illusteras i figur 6. Jag tdnkte bespara er modan att ldsa igenom
utrikningarna hér. Den hir gangen far ni helt enkelt ndja er med att endast
betrakta det stiliga resultatet i figur 14.

Exempel 7.2. Téank dig en cirkel som rullar léings en rét linje. Skapar du sedan
en kurva av en fix punkt pa denna rullande cirkel far du en sa kallad cykloid.
Denna ges pa parameterform av

f(t) = (t —sin(t),1 — cos(t)).

Vidare far vi da att

E(t) = (t +sin(t), cos(t) — 1),
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Figur 14: En ellips (bla), dess evoluta (gul) och vidare evolutor i ordningen gron,
rod och till sist lila.

dér vi gor parameterbytet t = 7 + 7, vilket ger oss

E(r) = (t+m+sin(r + 7),cos(t + ) — 1) = (7 —sin(7) + 7,1 — cos(7) — 2)

som vi ser dven det dr en cykloid men forskjuten med vektorn (m, —2). Gor vi
nu som i figur 14 dér vi illustrerade en kurva, dess evoluta och vidare evolutor
far vi i figur 15 ett slags fiskfjéllsliknande monster.

Figur 15: En cykloid (bla), dess evoluta (gul) samt vidare evolutor i ordningen
gron, rod och lila.

Exempel 7.3. I det forra exemplet anvinde vi oss av en cykloid. Later vi
nu istéllet cirkeln med den fixa punkten rulla ldngs insidan av en annan cirkel
far vi en hypocykloid. Dessa kurvor kan se lite olika ut beroende pa den lilla
cirkelns radie i relation till den stora cirkelns radie. Ar den stora cirkelns radie
tre ganger sa stor som den lilla cirkelns far vi till exempel en deltoid (se figur
16). Pa parameterform ges en godtycklig hypocykloid med centrum i origo av

F(t) = ((a — b) cos(t) + beos <“T_bt> ,(a — b)sin(t) — bsin (“T_bt>> (13)
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dér a dr radien pa den storre cirkeln och b dr radien pa den mindre cirkeln med
den fixa punkten.

I det hér exemplet ér det ddremot hypocykloiden dér den stora cirkelns radie &r
fem ganger sa stor som den lilla cirkelns som ska undersokas. Narmare bestamt
later vi a =5 och b = 1. Av (13) far vi da att

F(t) = (4dcos(t) + cos(4t),4sin(t) — sin(4t)). (14)

Figur 16: En hypocykloid dér § = 3, &ven kallad deltoid.

Vidare far vi da att

E(t) = (? cos(t) — gcos(4t), ? sin(t) + gsin(élt)) =
= 2(4 cos(t) — cos(4t), 4sin(t) + sin(4t)).

Betraktar vi detta uttryck sa mérker vi att det dr tdmligen likt vart ursprungliga
uttryck (14). Undersoker vi saken lite noggrannare mirker vi att det &r en %
ganger sa stor hypocykloid som &r forskjuten 1—10-dels varv (se figur 17). Pa

samma satt som i tidigare exempel kan vi dven ldgga till vidare evolutor.

8 Sammanfattning

Da har vi alltsa kommit fram till slutet. Tillsammans har vi nu definierat evoluta
pa tva olika séitt. Dels som mingden av en kurvas krokningscentrum och dels
som enveloppet av en kurvas normaler. Dérefter har vi anvént oss av evolutan
for att rita kurvor och monster.

Pa viagen dit fick vi dessutom en djupare forstaelse for savil krokning som
oskulerande och omskrivna cirklar. Vi har definierat krokning pa inte mindre
&n tre olika sétt.
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Figur 17: En hypocykloid (bla), dess evoluta (gul) och vidare evolutor i ord-
ningen gron, rod och slutligen lila.

“Men nér ska vi ha anvindning for det hir i verkligheten?”, fragar ni. “Det vet
vél inte jag”, svarar jag. For det dr ju sa att ibland dr matematik en formel pa
ett papper eller ett kugghjul i en maskin, men ibland kan det ocksa fa vara en
dikt eller ett vackert moénster.
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