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ABSTRACT

In most of the books covering Euclidean geometry a few well known geometrical
theorems is mentioned, but they forget a quite interesting one. In this paper we pre-
sent Routh’s theorem and it’s application on famous theorems from Menelaus and
Ceva, using only elementary Euclidean geometry methods. To do that we give an in-
troduction on the foundation of Euclidean geometry, it’s history and summarize the
development of geometry after Euclid’s lifetime.
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1 Inledning

I de flesta bocker som omfattar den Euklidiska geometrin ndmns endast ett fital
geometriska satser fran kédnda matematiker som Menelaos (ca. 70-140 e Kr.) (Tam-
bour, 2002, s.72) och Giovanni Ceva (ar 1627-1734) (Roero, 2019). En sats som dessa
bocker ofta missar publicerades ar 1891 av matematikern och ingenjoren John Ed-
ward Routh (Fuller, 1997). Satsen som namnges Rouths sats bestéar av tva formler,
dér Cevas sats dr omedelbar konsekvens och med viss omskrivning d4ven Menelaos.

Syftet med den hdr uppsatsen &r att presentera denna bortglémda sats och visa dess
tilldmpningar for att bevisa Menelaos och Cevas satser, genom att anvdnda meto-
der frdn den elementédra Euklidiska geometrin. For att gora det kommer vi redogo-
ra grundldggande bestdndsdelarna for den Euklidiska geometrin, utforska Euklides
historia och hur geometrin kom att utvecklas efter Euklides livstid. Vi kommer dven
utforska Menelaos och Cevas bakgrund samt introducera deras vilkdnda satser.

Jag vill tacka min alltid s positiva handledare Torbjorn Tambour for sitt engage-
mang och smittsamma arbetsvilja. Jag vill dven tacka Paul Vaderlind f6r tipset av
detta &mnesval.



2 Euklidisk geometri

"The Elements of Euclid is the most important mathematical text of Greek times and
probably of all time”, menar Victor J. Katz (2009, s.51). Likt Katz anser manga att
Euklides verk fran 300 f. Kr. har varit betydande fér matematikens historia. Sldende
med hans verk var att den i tretton bocker sammanstéllde tidigare matematikers
satser och bevis, samt sina egna, i en enkel struktur.

I Elementas sex forsta bocker ber6rs amnet geometri, ddr en méngd tva-dimensionella
geometriska satser presenteras (Katz, 2009, s.52). Allt frdn kongruens och likformig-
het till Pythagoras sats och cirkelgeometri. Vad som &r speciellt med verket dr att
alla satser och bevis utgar fran négra grundférutsittningar. Dessa kallas axiom, el-
ler postulat enligt Euklides, och dr antaganden som gjordes men aldrig bevisades
(Tambour, 2002, s.67). I Elementa s& bygger bockerna pd fem stycken sddana. I arti-
keln fran Tambour (2002, s.67-68) finner vi en ndgot uppdaterad variation av dessa
som lyder:

1. Genom tva punkter gér en och endast en linje.
2. Varje stracka kan forldngas till en linje.

3. Givet en punkt och en stricka, s finns det en cirkel med punkten som som
medelpunkt och strickan som radie.

4. Allaridta vinklar dr kongruenta.

5. Om en linje skér tva andra linjer och de inre vinklarna pa samma sida om den
skdrande linjen tillsammans blir mindre &n tvé réta vinklar, s kommer de tva
andra linjerna vid forlangning att skira varandra pa den sidan som de tva inre
vinklarna ligger.

Fram till 1800-talet var det ett flertal matematiker som forsokte bevisa det femte ax-
iomet utifrdn de forsta fyra. De ansag att axiomet var for komplicerat for att vara
ett axiom men fann att det inte gick att bevisa. For att bevisa satser pa ett elemen-
tart euklidiskt sétt, som Euklides och manga matematiker under denna tid gjorde,
anvindes endast jamforelser mellan storheter och verktyg som en passare samt en
ograderad linjal (Tambour, 2002, 5.48). Vilket dr det sitt vi kommer anvdnda oss av i
denna uppsats. Trots att vi idag kan finna felaktigheter och luckor i Elementas reso-
nemang och bevis har boken haft en betydande roll for dagens algebra.

I foljande delavsnitt kommer vi g igenom viktiga bestdndsdelar inom den Eukli-
diska geometrin och visentliga satser. Detta gor vi for att, liksom Euklides med sina
axiom, bygga upp en grund varpa vi kan bevisa de framtida satserna.



2.1 Skérningar, vinklar och kongruens

Linjer, langder och skdrningar dr grundldggande inom geometrins virld. Begrepp
har darmed uppkommit for att ldttare forstd dess forhdllanden mellan varandra.
Man séger tillexempel att om tva linjer i planet inte skér varandra sé dr de parallella
(Tambour, 2020a). Nér tva linjer faktiskt skir varandra bildas fyra vinklar, i Figur 2.1
nedan kan vi avldasa dessa vinklar u, v, w och t. Vinklarna som ir motstaende i den-
na skdrningspunkt, dvs u och w respektive v och ¢, kallar man for vertikalvinklar
och 4r lika stora.

Figur 2.1

Om tva linjer L och K skérs av en tredje, kallas denna tredje linje for en transversal,
se Figur 2.2 nedan.

Figur 2.2



Vinklar som u och a respektive v och b ar likbeldigna vinklar medan vinklar som ¢
och b respektive w och a dr alternatvinklar. Om linjerna L och K ddremot dr paral-
lella ger det att de likbeldgna vinklarna och alternatvinklarna &r lika stora. Detta har
formulerats till en sats kallad alternatvinkelsatsen:

Sats 2.1 (Alternatvinkelsatsen). Antag att tva linjer K och L skdrs av en tredje trans-
versal linje M. Om linjerna K och L dr parallella sa dr alternatvinkar respektive lik-
beléigna vinklar lika stora. Om det istdllet dir ett par alternatvinklar eller likbeldgna
vinklar som dr lika stora, ger det att K och L dr parallella.

For att uttrycka att tva vinklar dr lika stora anviander vi oss av begreppet kongruens.
Om tva vinklar dr kongruenta betecknar man det Zu = Zv. Det &r inte endast vinklar
som kan vara kongruenta utan dven sidor, langder och geometriska figurer. I denna
uppsats kommer vi betrakta kongruens av trianglar som definieras nedan.

Definition 2.1 (Kongruens). Tvd trianglar AABC och AA'B'C' dr kongruenta om
motsvarande sidor (AB = A'B’, AC = A'C’ och BC = B'C') och vinklar (/A= LA,
/BZ /B och /C = /(') éir kongruenta. Kongruensen betecknar vi AABC = AA'B'C'.

A A'

Figur 2.3

Att tva trianglar dr kongruenta innebar att de har samma form och storlek. Defini-
tionen for kongruens bestér av sex stycken villkor men det racker med att vissa av
de, i ratt kombinationer, dr uppfyllda for att pavisa att resterande géller. Dessa kom-
binationer av villkoren kallas de tre kongruensfallen:

Sats 2.2 (Forsta kongruensfallet, SVS). Om det i tva trianglar AABC och AA'B'C’
gilleratt ABZ= A'B', ACZ A'C' och ZA= /A, sadir AABCZ AA'B'C.

Sats 2.3 (Andra kongruensfallet, SSS). Om det i tvd trianglar AABC och AA'B'C’
gilleratt AB= A'B', AC= A'C' och BC= B'C', séiéir AABCZ AA'B'C'.

Sats 2.4 (Tredje kongruensfallet, VSV). Om det i tvd trianglar AABC och AA'B'C’
gilleratt AB= A'B', /A= /A och /BZ /B, s dr AABC= AA'B'C'.

Kongruens mellan trianglar kan anvdndas for att bevisa kongruens av andra geo-
metriska figurer. Ett exempel pa detta dr parallellogramsatsen.



Sats 2.5 (Parallellogramsatsen). Om tva kongruenta parallella stréickor XV och YW
dr sammanbundna med tva strdckor XY och VW sa dr dven dessa tva kongruenta
och parallella.

Bevis. Drag en rit linje frdn punkten X till W, mellan de tvé parallellerna XV och
Y W. Enligt alternatvinkelsatsen ger det att vinklarna /Y WX och ZVXW é&r kon-
gruenta, da de dr alternatvinklar.

V

Figur 2.4

Da de tva vinklarna har sidan XW gemensamt samt att XV = WY sa ger det enligt
forsta kongruensfallet att
AXVWZAWYX.

Enligt definitionen f6r kongruens ger det att XY = VW, men &dven att ZVWX =
ZY XW. Da de tva vinklarna dr kongruenta och alternatvinklar far vi enligt alter-
natvinkelsaten att de tva sidorna XY och VW éar parallella. Beviset dr da klart.

2.2 Likformighet, dess tre likformighetsfall och topptriangelsatsen

Tvéa geometriska objekt dr likformiga om de har samma form men nédvéndigtvis in-
te samma storlek. Alla geometriska former som kvadrater och cirklar &r likformiga,
men for trianglar sa skiljer det sig. Definitionen for likformighet for trianglar lyder:

Definition 2.2. Tvd trianglar AABC och ADEF dr likformiga om
|AB| _|AC| |BC]|
IDE| ~ IDF| ~ |EF|

och
/A=/D, /B=/E, /C=/FE



Figur 2.5

I definitionen forutsitts att |AB| dr langden av strackan AB och att motsvarande
vinklar i trianglarna dr kongruenta. Likformighet mellan tvd trianglar betecknas

AABC ~ ADEF.

For att visa likformighet mellan tva trianglar kravs dock inte att visa att alla de sex
forhallandena stimmer utan endast ndgra i ratt kombinationer. Detta har resulterat
i tre stycken likformighetsfall som presenteras senare i kapitlet. For att bevisa de tre
fallen anvinder vi oss av topptriangelsatsen som vi nedan introducerar och bevisar.

Sats 2.6 (Topptriangelsatsen). Ldt det i en given triangel AABC finns tva punker D
och E pa sidorna AB respektive AC sadana att DE dr parallell med BC. Da giller att
AADE och AABC likformiga, dvs AADE ~ AABC.

llm

Figur 2.6



Grundlédggande for bevisa satsen ar att forstd hur vi anvander begreppet area for tri-
anglar. Euklides utvecklade aldrig ett begrepp som definierade area, utan resonerade
kring olika egenskaper som underforstatt kan anknytas till det implicita begreppet
(Tambour, 2020b). Begreppet area dr ett exempel pa en modellering av vardagligt
sprék till matematiskt sprak, dar forklaringen “storleken av ett omrade“ inte &r till-
réckligt for en matematisk definition som annars anvinds i vardagen (ibid).

Denna uppsats syftar inte pa att reda ut en korrekt matematisk definition av area-
begreppet. Istédllet anvinder vi det for att undersoka forhéllandet mellan trianglars
sidor. Om vi undersoker forhallandet mellan tva trianglar som har samma bas el-
ler hojd ger det forhallandet mellan héjdernas respektive basernas langder. Men om
tva trianglar har samma h6jd och bas dr deras areor kongruenta. Arean av en triangel
betecknas a(ABC).

Bevis. Antag att D och E &r tva punkter pé sidorna AB respektive AC sddana att DE
dr parallell med BC samt att DE dr kortare dn BC. Det ger att de likbeldgna vinklarna
ZADE och ZDBC respektive ZAED och ZECB &r kongruenta. Vilket innebér att
trianglarnas AADE och A ABC motsvarande vinklar dr kongruenta.

For att pavisa likformigthet behover vi visa att dven trianglarnas motsvarande sidor
ar proportionella. Detta gor vi genom att dra tvé linjer, en frdn punkten B och vidare
genom E samt den andra fran punkten C genom E enligt Figur 2.7.

Figur 2.7

Fran figuren kan vi utlédsa ett flertal trianglar som har samma hojd eller bas. Betrak-
ta de tva trianglarna AABE och AADE. De har héjden gemensamt om den dras
genom punkten E mot baslinjen AB. Férhallandet mellan dess areor ger d férhal-

landet mellan dess baser:
a(ABE) _ |AB|

a(ADE) ~ |AD|’



P& motsvarande sétt ger det
a(ACD) |AC|

a(ADE) _ |AE|

Lagg mérke till att trianglarna ACBE och ABCD har samma bas och hojd, dir basen
dr BC och hojden dr avstdndet mellan de parallella linjerna DE och BC. Det medfor
att a(ABE) = a(ACD). Da foljer dven att

|AB| _ a(ABE) _a(ACD) _|AC|
|AD|  a(ADE) a(ADE) |AE|

)

Nu ska vi visa att &ven | BC|/| DE| har samma forhéllande. For att uttrycka férhallan-
det mellan dessa sidor betraktar vi de tvd trianglarna ACBE och ADEC. Trianglarna
har samma hojd som &r avstdndet mellan de parallella linjerna DE och BC. Det ger
att forhallandet mellan dess areor ger forhallandet mellan dess baser:

a(CBE) _ |BC|
a(DEC) ~ |DE|’

2

Hédanefter betraktar vi att dessa trianglar har baslinjen CE. Om man studerar tri-
angeln ACBE ser man att A ABE har samma h6jd, dragen fran punkten B mot bas-
linjen AC. Dérav ger forhéllandet mellan dess areor

a(CBE) _ |EC|

a(ABE) ~ |AE|’
P& motsvarande sitt ger det

a(DEC) _ |EC]|

a(ADE) ~ |AE|’

Det betyder att

a(CBE) _ a(DEC)
a(ABE)  a(ADE)’
a(CBE) _ a(ABE)
a(DEC) ~ a(ADE)’

Fran (1) och (2) innebér det att

IBC| _ a(CBE) _ a(ABE) _|AB|
IDE| ~ a(DEC) a(ADE) ~ |AD|’

Forhallandet mellan |BC|/|DE| &r lika med |AB|/|AD| och |AC|/|AE|. Trianglarna
AADE och AABC 4r ddrmed likformiga och beviset dr klart. O
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Som tidigare ndmnts krdvs det inte att visa alla de sex villkoren for likformighet f6r
att pavisa likformighet mellan tva trianglar. Om exempelvis tva sidpar har samma
forhallande och dess mellanliggande vinklar dr kongruenta dr de likformiga triang-
lar. Utifrén detta kan vi beskriva tre likformigthetsfall:

Sats 2.7 (Forsta likformighetsfallet). Antagatt det for tva trianglar AABC och ADEF

giller att

AB A
u:ﬂ och ZAZ=/D.
|DE| |DF)]

Da dr AABC ~ ADEF.
Bevis. Antag att DE dr kortare dr AB och 1at E’ vara en punkt pé linjestycket AB

sddana att AE’ dr kongruent med DE. Lat dven F’ vara en punkt pd AC sidana att
E'F’ dr parallell med BC, enligt Figur 2.8 nedan.

A

Figur 2.8

Enligt topptriangelsatsen d&r AAE'F' ~ A ABC. Eftersom det 4r givet att |DE|/|AB| =
|DF|/|AC]|, ger det enligt topptriangelsatsen att

|AF'| _|AE'| _|DE| _ |DF|
|AC| ~ |AB| ~ |AB|  |AC|”

Alltsd dr AF' = DF och utefter givna forutsittningar dr /A = /D. Enligt forsta kon-
gruensfallet sa foljer att AAE'F' = ADEF. Slutligen ger da detta att

ADEF=AAE'F' ~ AABC

och beviset dr klart. O

Sats 2.8 (Andra likformighetsfallet). Antag attdet for tva trianglar AABC och ADEF

giller att
|AB| _ |AC|

—— =—— och ZA=/D.
|IDE|  |DF|

Da dr AABC ~ ADEF.

11



Bevis. Antag igen att DF inte dr lingre dn AB. Lat E' och F' vara punkter pa linje-
stycket AB respektive AC sddana att AE' = DE och AF' = DF. Fér att bevisa satsen
krdvs det att vi visar att E'F’ 4r parallell med BC. Lat d4 F” vara en punkt pad AC
sddan att E'F” dr parallell med BC, enligt Figur 2.9.

A

Figur 2.9

Dé dr AABC ~ AAE'F" enligt topptriangelsatsen, vilket ger att

|AF"| _ |AE'| _|DE| _ |DF|
|AC| ~ |AB| |AB| |AC|

Detta ger da att AE' = DE och AF” = DF, som &r analogt med att AF"” = DF = AF'
enligt tidigare definition. Det visar att F’ = F' och att E'F’ dr parallell med BC. Det
leder till att AAE'F’ ~ AABC och enligt topptriangelsatsen att

|E'F'| _|AE'| _|DE| _|EF|
IBC| ~ |AB| ~ |AB| ~ |BC|

Det ger att E'F’ = EF. Enligt andra kongruens fallet far vi da att
AAE'F'= ADEF ~ AABC

och beviset dr klart. O

Sats 2.9 (Tredje likformighetsfallet). Antagattdet for tva trianglar AABC och ADEF
giller att
LA=/D, /B=/E, /ZC=/F.

Da dr AABC ~ ADEF.

Bevis. Antag aterigen att DE &r kortare 4n AB och 1at E’ vara en punkt pa AB sd att
AE' = DE. Lat dven F' vara en punkt p4 AC sddana att E'F’ 4r parallell med BC, se
Figur 2.7 fran forsta likformighetsfallet. Alternatvinkelsatsen ger da att

/AE'F'=/B och ZAF'E'=/C.
Da géller dven att

/AE'F'=/E och /AF'E'=/F

12



Tillsammans med ovanstdende méste dven /A = /D samt tidigare nimnt AE' =
DE, ger det enligt tredje kongruensfallet att

AAE'F' = ADEF.

Eftersom att det enligt topptriangelsatsen A AE'F' ~ AABC, sa giller dven att AABC ~
ADEF och beviset dr klart. O

13



3 Geometri efter Euklides tid

Euklides Elementa omfattar saklart inte all geometri. Efter hans tid finns det ménga
framstdende matematiker som utvecklat geometrin at olika hall. Tva viktiga figu-
rer, som levde i slutet och strax efter Euklides livstid, var Arkimedes och Apollonius
(Katz, 1977, 5.95). Den grekiska forskaren Arkimedes (ca 287-212 f.Kr.) &r framst kédnd
for sina satser Arkimedes princip och Akrimedes skruv inom fysiken (ibid). Inom
matematiken undersokte han cirkuldra geometriska former och var den forsta att
berdkna samt framstélla formler for cirkelns area samt en sfirens volym och man-
telarea. Den &@ven grekiska Apollonius frén Perga (ca 260-190 f.Kr.) intresserade sig
for kdagelsnitt och undersdkte exempelvis ellipser, parabler och hyperbler (Tambour,
2002, s.72). Euklides sédgs dven ha skrivit ndgot om detta &mne men det finns inte
léngre bevarat.

Trigonometrin kom att grundas kort darefter av Hipparchos fran Niacea, for att se-
nare utvecklas av Menelaos (ca 100 e.Kr.) och darefter &ven Ptolemaios (ca 150 e.Kr.)
(Tambour, 2002, s.72). Menelaos studerade bland annat sfdrisk trigonometri och
hans forskning har haft en betydande roll fér navigation och sjofart (ibid). Vi kom-
mer gé igenom en betydelsefull sats kallad Menelaos sats i ndsta avsnitt.

Att forsoka avbilda en tredimensionell verklighet pd en tvddimensionell malarduk,
lertavla eller stenvédgg dr ndgot ménniskan kdmpats med sedan langt tillbaka. Det
var dock under 1400-talet man borjade undersika det s& kallade perspektivmaleri
med matematiska geometriska verktyg (Tambour, 2002, s.72). Filippo Brunelleschi
och Leonardo da Vinci dr nigra kdnda personer som utforskade perspektivmaleri-
et (Wikipedia, 2020a). Perspektivmaleri lade grunden for den projektiva geometrin
som sedan borjade utvecklas pa 1600-talet (ibid.).

Under 1600-talet utvecklade fransmannen René Descartes (1596-1650) en alterna-
tiv metod att angripa geometrin, som nu kallas analytisk geometri (Tambour, 2002,
s.73). Metoden innebdr att genom att inf6ra ett koordinatsystem till de geometriska
formerna kan omvandla geometrin till algebra. I slutet av 1600-talet aterupptéckte
matematikern Giovanni Ceva (1647-1734) Menelaos sats och fann en utveckling av
den (Roero, 2019). Denna sats kom att kallas Cevas sats, som vi i ett féljande avsnitt
ska undersoka.

Matematiker i bérjan av 1800-talet insdg att Euklides skrifter hade luckor i sina re-
sonemang och flera felaktigheter. Fran detta utvecklades den icke-Euklidiska geo-
metrin som grundar sig pa Euklides fyra forsta axiom och det femte axiom byttes
ut. Tvd matematiker som grundade, frimjade och publicerade artiklar om denna
struktur var ryssen Nikolaj Lobatjevskij (1829-30) och ungraren Johann Bolyai (1831)
(Tambour, 2002, s.73). Nu for tiden ar det f& som forskar med den elementéra eller
Euklidiska geometrin, men geometridmnet dr mycket populért.

14



I foljande kapitel ska vi presentera tva kinda matematiker som var verksamma efter
Euklides livstid. Dessa tvd matematiker 4r Menelaos och Giovanni Ceva som for-
made varsin sats inom Euklidiska triangelgeometrin. I f6ljande kapitel presenteras
dessa satser och tillhérande bevis.

3.1 Menelaos

Trots sitt stora avtryck vet vi valdigt lite om Menelaos av Alexandria. Matematikern
och astronomen levde mellan cirka 70-140 e Kr. och fick sitt namn da han siges vara
fodd och uppvuxen i Alexandria i Egypten (Britannica, 2017). Resten av sitt liv tror
man att han bosatte sigi Rom i Italien for att bedriva sin forskning. Menelaos sédgs ha
skrivit ett flertal bocker men det dr endast boken Sphaericaien arabisk 6versédttning
som har aterfunnits (ibid). Boken, som bestér av tre bocker, behandlar sfarisk geo-
metri och dess tillampningar pd astronomiska matt. I den tredje boken introduceras
sfariska trianglar och en sats, som sedan kom att kallas Menelaos sats.

Sats 3.1 (Melelaos). Ldt AABC vara en triangel med en transversal som skdr sidor-
na AB och AC i punkterna Z respektive Y. Lat dven X vara skdrningspunkten mellan
transversal och en forldngning av sidan BC, da gdller att

|AZ| |BX| ICY]|

|ZB| |XC| YAl

Figur 3.1

Bevis. For att bevisa satsen dras tre stycken linjer genom hérnen A, B och C som
alla dr vinkelrdta mot transversalen och parallella med varandra (Tambour, 2015).
Skdrningspunkterna mellan linjerna och transversalen bendmns D, E och F.

Om vi betraktar Figur 3.2, kan ett flertal likformiga trianglar urskiljas. Observera de
tva rdatvinkliga trianglarna ADZB och AEZA. Dé vinklarna /DZB och ZEZA 4r

15



Figur 3.2

kongruenta sa innebar det att /ZBD = /Z AE géller. Enligt tredje likformighetsfal-
let&r ADZB ~ AEZ A och forhéllandet mellan dess sidor kan uttryckas

|AZ| _ |AE|

|ZB|  |BD|’ )

Se nu triangeln ADBX. Dé linjerna BD och CF &r parallella far vi enligt topptriang-
elsatsen att ADBX ~ AFCX samt att

|BX| _ IBDI

1XCl ~ ICF’ @

Analogt fas att AEAY ~ AFCY, vilket ger att

ICY| _|CF|

YAl ~ |AE[ ©)

Genom att multiplicera de tre forhéllandena (1), (2) och (3) far vi att

|AZ| |BX| |CY| |AE| |BD| |CF|

|ZB| |XC| |EY| |BD| |CF| |AE|
_ |AE|-|BD|-|CF|
" |BD|-|CF|-|AE|
=1

Eftersom detta dr detsamma som giller i satsen ovan &r beviset klart. O

16



3.2 Ceva

Matematikern, ingenjoren och fysikern Giovanni Benedetto Ceva levde mellan ar
1647-1734 och foddes samt péborjade sina studier i Milano, Italien (Roero, 2019).
Han fortsatte sina studier pa universitetet i Pisa, ddr han dven kom att arbeta. Geo-
metri var ett &amne Ceva var mycket intresserad av och forskade om i néstan hela sitt
liv. Ar 1678 publicerade Ceva sitt forsta verk som hette De lineis rectis, som dversatt
till engelska blir "Concerning straight lines" (ibid). I detta verk fanns bevis for flertal
geometriska satser varpa en idag kind sats som kallas Cevas sats.

Sats 3.2 (Ceva). Antagatt trelinjer AX, BY och CZien given triangel ABC skdir varand-
ra i samma punkt O om och endast om
|AZ| |BX| ICY]| _

afann i els el | (6)
|ZB| |XC| |YA

Figur 3.3

Bevis. For att bevisa satsen krédvs det att visa att
1. Om linjerna AX, BY och CZ skir varandra i samma punkt sa géller (6).
2. Om (6) géller s skér linjerna varandra i samma punkt.
For att visa att den forsta delen stimmer drar vi en linje genom punkt A som 4r

parallell med BC. Punkterna D och E dr skdrningspunkter med denna linje och en
forldngning av linjerna BY och CZ, se Figur 3.4.
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Figur 3.4

Enligt alternatvinkelsatsen ger det att likbeldgna vinklar och dess alternatvinklar ar
lika stora. Fran Figur 3.4 kan vi nu utldsa ndgra likformiga trianglar. D& vinklarna
/AZD och ZBZO ér vertikalvinklar, ZADZ och ZXCO samt /DAZ och /ZBX
ar alternatvinklar ger det enligt tredje likformighetsfallet att AAZD ~ ABCZ. P&
motsvarande sitt far vi att

AAYE~ABYC, AAOE~ABOX och AAOD~AXOC.

Enligt definitionen for likformighet, se definition 2.2, giller foljande:

|AZ| _|AD| ICY| _|BC| -
|ZB|  |BC|"  |YA|l |AE/
|AE| _ |AO| |AD| _ |AO| ®
IBX| |XOI" |XC| |XO|

Fran (8) fas det att | AE|/|BX| = |AD|/|XC|, vilket ger att

|BX| _ |AE|

1XCl ~ 1ADI ©)

Om man dérefter multiplicerar hogerleden i (7) med hogerledet i (9) far vi

|AZ| |CY| |BX| |AD| |BC| |AE|

IZB| |YA| 1XC| |BC| |AE| |AD|
__|ADI-|BC|-|AE|
~ |BC|-|AE|-|AD|
=1
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Om linjerna AX, BY och CZ skir varandra i en och samma punkt O sa uppfyller
detta (6). Vi har nu bevisat punkt 1 som pdpekades i borjan av beviset.

For att bevisa punkt 2 s& antar vi att (6) géller och att de tre linjerna inte skir i en
och samma punkt. Antag istdllet att O ar skdrningspunkten for de tvé linjerna BY
och CZ. Drag en linje AO och fortsiitt till den skir linjestycket BC i punkten X’ som
Figur 3.5 nedan.

Figur 3.5

Frén den forsta delen av beviset ovan fas da att

|AZ| |BX'| ICY|
|ZB| |X'C| |YAl

A andra sidan s ger det enligt antagandet

AZ| 1BX| ICY| _,
|ZB| |IXC| |YAl

Om de tvd kombineras ger det att

IBX'| _|BX|
IX'Cl  |XC
IXC|-|BX'| = |BX|-|X'C| (10)

Men eftersom |BX| < |BX'| och | X'C| < | XC]| s& &r (10) en omdjlighet. Situationen att
(6) stammer trots att de tre linjerna inte skér varandra i en och samma punkt dr en
motsigelse. Didrav kan X och X' inte vara tvd olika punkter utan maste sammanfalla.
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Dérav stimmer (6) endast om de tre linjerna skdr varandra i en punkt och andra
delen av satsen &r klar samt ddrmed hela satsen bevisad.
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4 Rouths sats och bakgrund

I f6ljande kapitel ska vi ldra oss mer om personen i frdga som skrivit Rouths sats
och sedan bevisa satsen med hjilp av den Euklidiska geometri som har redovisats
i tidigare kapitel. Darefter tilldimpas Rouths sats for att bevisa Menelaos och Cevas
satser.

4.1 Edward John Routh

Edward John Routh foddes ar 1831 i Kanada men kom som 11-aring att flytta till
England, dédr han senare borjade studera matematik (Fuller, 1977). Han inledde sina
studier i London for att ddrefter ta sin examen i Cambridge. Pa examensprovet fick
han det hogsta resultatet for sin drskull, dar man p& Cambridge universitet far titeln
”Senior Wrangler” fér en sddan prestation (ibid). Efter sin examen bérjade Routh ar
1855 att jobba som privat studiecoach i matematik pa Cambridge, vilket han kom
att arbeta med i 33 ar (Wikipedia, 2020b). Under sin tid som coach hjélpte han mer
dn 600 studenter varpa 27 av de, likt han, fick titeln "Senior Wrangler” (Fuller, 1977).

Forutom sitt pedagogiska arbete fann Routh tid till att skriva ett flertal bécker och
artiklar samt att varje dag ta en tva timmars promenad (Fuller, 1977). Nar Routh ar
1888 avslutade sin anstéllning som studiecoach fortsatte han att forska och produ-
cera texter om allt frdn geometri och astronomi till vagor och vibrationer. Satsen som
senare kom att namnges Rouths sats uppenbarade sig i f6r forsta gdngen i boken Tre-
atise on Analytical Statics with Numerous Examples upplaga 1 &r 1891 (Wikipedia,
2020b). Till den efterféljande andra upplagan hade en fotnot under satsen tillkom-
mit:

"The author has not met with these expressions for the areas of two triangles that
often occur. He has therefore placed them here in order that the argument in the text
may be more easily understood.”- Fuller (1977)

Enligt vissa uppkommer satsen i ett tidigare verk och detta dr Rouths sitt att rentva
sig att han inte tidigare sett en sddan sats innan. Satsen sdgs dock ha varit materi-
al till examensprov p4 Cambridge vilket gor situationen och sanningen nagot oklar
(Wikipedia, 2020b). Routh somnade in i Juni ar 1907 i Cambridge och blev 76 ar gam-
mal. Ett portrdtt som nagra av hans elever finansierade ska sitta i matsalen i "The
Petershouse” pa Cambrige campus (Fuller, 1977).

Namnet E. J. Routh &r ként hos ingenjorer som hanterar mekaniska kontrollsystem
fr&n den anvindbara algoritmen Routh-Hurwitz stabiliseringskriterium (Fuller, 1977).
Med hjélp av tillampningar av den tyska matematikern Adolf Hurwitz fungerar al-
goritmen som ett test for att kontrollera om ett linjart dynamiskt system &r stabilt
(ibid). Utdver detta 4r matematikerns manga verk och insatser sorgligt nog okénda.
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4.2 Rouths sats

I fdljande avsnitt presenteras Rouths sats som foljs av ett tillhorande bevis. Formu-
lering av satsen och bevismetod &r utarbetad av Paul Vaderlind och har formulerats
om av forfattaren.

Sats 4.1 (Routh). Ldat X, Y och Z vara tre godtyckliga punkter pa vardera sida i
triangeln AABC (Figur 5.1), som med linjer dragna mellan dessa bildar en triang-
el AXY Z. Antag dven att AX, BY och CZ dr tre linjer i triangeln A ABC samt att

BX| _ ., ICYI|_

|AZ|
Ixcl 7 YAl

l ——=m
|ZB|

Om a(ABC) och a(DEF) dr areorna for de givna trianglarna sa dr

a(XYZ) _ kim+1
a(ABC)  (k+D(+D(m+1)"

Vidare, antag att de tre linjer AX, BY och CZ skdir varandra i punkterna P, Q och R.
Om a(ABC) och a(PQR) dr areorna for de givna trianglarna sa dr

a(PQR) _ (klm-1)2

a(ABC)  (kl+k+1)(Um+I1+D(km+m+1)’

Figur 4.1

I de f& publikationer dir Rouths sats tas upp formuleras satsen pé ett flertal olika
sétt, dar den vanligaste dr att satsen syfte dr att berdkna a(XY Z) respektive a(PQR).
Satsen uttrycks da istdllet genom att a(ABC) multipliceras i bdde hégerled och véns-
terled och ddrav berdknas areorna for A XY Z respektive APQR.

22



For att bevisa satsen kan flertal olika sédtt anvdndas som antingen med vektorkalkyl,
geometriska transformationer eller barycentriska koordinater. Dessa metoder stric-
ker sig utdver den elementéra Euklidiska geometrin och gor det mer komplicerat 4n
vad det mdste vara. Satsen bevisas dven i manga fall som en tillimpning av Menela-
os sats, ddr vi ska gora tvédrt om. Beviset som presenteras hir anvidnder sig endast av
grundldggande Euklidiska geometrikunskaper som har redovisats i tidigare avsnitt.

Bevis. Antag att

IBX| . ICY| _ |AZ]

ixcl " Tval izB ="
For att tydligt redovisa utrdkningarna i beviset anviands nollskillda reella tal a, b och
¢ for att forma uttryck for triangelns olika sidor. D& det dr antaget att |[BX|/|XC| = k,
ansdtter vi sidorna till

l

|IBX|=ak och |XC|=a.
P& samma sétt ansétter vi sidorna, som Figur 4.2 visar, till
|ICY|=bl och |YAl=b

samt
|AZ|=cm och |ZB|=c.

Figur 4.2

Lat Ty = a(XY Z)/a(ABC). Dd kan a(XY Z) uttryckas som a(ABC) subtraherat med
arean for allt som inte tillhor AXY Z. Det ger att
T, = a(ABC)—a(AYZ)-a(BZX) - a(CXY)

' a(ABC) ’

som blir
_ a(AY Z) _ a(BZX) _ a(CXY)

a(ABC) a(ABC) a(ABC)’

(1D
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Vi studerar nu ett av segmentet fran (9) som a(AY Z)/a(ABC). For att uttrycka seg-
mentet med hjilp av givna k, [ och m utfor vi en division med a(ABY) som ger

a(AYZ) a(AYZ)/a(ABY) |AZ|/|AB|
a(ABC)  a(ABC)/a(ABY) |CAl/|YA|’

Hér anvinds faktumet att de tva trianglarna har samma hojd dragen frdn punkten Y
mot baslinjen AB respektive frdn B mot basen C A. Forhéllandet mellan trianglarnas
areor ger ddrmed forhdllandet mellan dess baser. Fortsatt ger det att

|AZI/|ABl _cml(cm+c¢) ml(m+1) m 12)
ICAI/IYAl  (bl+b)/b — 1+1  (I+D(m+1)
Pa& motsvarande sitt berdknar vi att
a(BZX) k
= (13)
a(ABC) (m+1)(k+1)
och
a(CXY) 1
= (14)

a(ABC) ~ (k+1)(I+1)’

Vi sdtter nu in (12), (13) och (14) i formel (11). Efter en utrdkning ger det slutligen

- m B k B l

(I+D)(m+1) (m+Dk+1) (k+DUI+1D)
_k+DU+DYm+ D) -mk+1) - k(I +1)-l(m+1)
B (k+D(I+1)(m+1)

T =

_ kim+1
T k+DU+ DM+’

Saledes dr den forsta delen av satsen bevisad.

For att bevisa andra delen av satsen observerar vi forst att

XAl kl+k+1

L 15
|PA| k+1 (15)

giéller. For att inse detta drar vi en linje frdn punkten X parallellt med BY och skir
sedan sidan AC i punkten S, se Figur 4.3.

Enligt topptriangelsatsen ger detta att AAPY ~ AAXS och foljande forhéllande

IXP| _ISY|
IPA| YA
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Figur 4.3

géller. For att uttrycka segmentet med hjélp av givna k, [ och m utfor vi en division

med |[CY]| som ger
ISY|/ICY| _|BXI|/|IBC]

[YA|/|ICY|  |YAl/|CY]|
Omskrivningen |SY|/|CY| = |BX|/|BC| dr dven trivialt enligt topptriangelsatsen. Fort-
satt ger det att

IBX|/|BC| _akl(ak+a) ki(k+1) ki
IYAl/ICY| ~  bibl 1/  k+1

Nu erhéller vi fran (15) att

|XA|_|XP|+|PA|_|XP|+|PA|_ kl +1_kl+k+1
|[PAl ~  |PAl  |PAl |PAl k+1 = k+1

vilket skulle visas och vi kan nu bérja beviset fér den andra delen av satsen.

Lat T, = a(PQR)/a(ABC). Dd kan a(PQR) uttryckas, likt forsta delen av beviset, pa
foljande satt

7,  WABC) ~ a(ABP) - a(BCQ) ~ a(CAR)
2- a(ABC)

som blir
_ a(ABP) 3 a(BCQ) 3 a(CAR)

a(ABC) a(ABC) a(ABC)’

(16)

For att sedan fortsitta beviset studeras ett av dessa segment fran (16) som a(ABP)/a(ABC).

Likt tidigare undersoker forhallandet mellan trianglarnas areor vilket ger oss vid di-
vision med a(ABX)

a(ABP) a(ABP)/a(ABX) |PA|/|XA|
a(ABC)  a(ABC)/a(ABX) |BC|/|BX|
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Med hénsyn till (15) samt att

IBC| ak+a k+1

IBX| ak Kk’
ger det att
IPAI/IXAl _ (k+1/(kl+k+1)  (k+Dk &k an
|BC|/|BX| (k+1)/k C(kl+k+1)(k+1)  kl+k+1
P& motsvarande sitt berdknar vi att
a(BCQ) l
= 1
a(ABC) Im+1+1 (18)
och
a(CAR) m
= (19)

a(ABC)  km+m+1’

Vi sétter nu in (17), (18) och (19) i formel (16). Efter en elementir utrdkning ger det
slutgiltligen att

T, =1 k a l B m
2T T klvk+1 Im+l+1 km+m+1
(klm—1)2

T kl+k+DUm+ I+ ) (km+m+1)

Saledes dr andra delen av satsen bevisad och ddrmed hela satsen. O

4.3 Tillampningar till Rouths sats

I detta avsnitt ska vi ge exempel pa hur Rouths sats kan tillimpas for att bevisa Me-
nelaos och Cevas sats. Vi inleder med att aterigen titta pd Menelaos sats.

Sats 4.2 (Melelaos). Ldt AABC vara en triangel med en transversal som skdir sidor-
na AB och AC i punkterna Z respektive Y. Lit dven X vara skdrningspunkten mellan
transversalen och en forldngning av sidan BC, sd giller att

|ZB| |XC| |YA|

Bevis 2. Menelaos sats foljer ur forsta delen av Rouths sats, men dir punkten X istél-
let befinner sig pa en forlangning av BC. For att formeln ska kunna tillampas da X
befinner sig utanfor triangeln krdvs det att vi uttrycker kvoten efter det. For uttryc-
ka detta drar vi tre nya linjer: en linje fran A vidare genom X, en linje frdn hornet
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B genom punkten Y och en frén C till Z. I detta forsta steg formulerar vi alltsd om
Rouths sats sd att punkten X befinner sig utanfor triangeln AABC.

Lat T3 = a(XY Z)/a(ABC). Vi kan da uttrycka a(XY Z) som a(ABX) subtraherat
med de resterande areorna, vilket ger

a(ABX)—a(BXZ) - a(AY Z) — a(AXY)
a(ABC)
a(ABX) a(BXZ) a(AYZ) a(AXY)

= - - - (20)
a(ABC) a(ABC) a(ABC) a(ABC)

T3

Vi studerar nu ndrmare pa segmentet a(ABX)/a(ABC) frn (20). D& trianglarna har

samma hojd frdn A mot baslinjen |BC| och |BX] ger divisionen mellan dess areor
a(ABX) |BX| ak _ k
a(ABC) |BC| ak-a k-1

21)
det vill sdga forhallandet mellan dess baser.

Vi studerar nu ndrmare pa segmentet a(BXZ)/a(ABC) fran (20). For att uttrycka
segmentet med hjélp av givna k, [ och m frdn Rouths sats utfér vi en division med
a(BCZ) som ger

a(BZX) _ a(BZX)la(BCZ) _ |BX|/|BC]|

a(ABC) B a(ABC)/a(BCZ B |AB|/|ZB|

Hér anvdnds aterigen att féorhallandet mellan dess areor ger forhéllandet mellan
dess baslinjer om de har samma héjd. Fortsatt ger det att

|BX|/|BC| _akl(ak-a) k/(k-1) _ k 2
|AB|/|ZB]  (cm+c)lc  m+1  (k—-1(m+1)
Pa motsvarande sitt berdknar vi att
a(AY Z) m
= (23)
a(ABC) (I+1)(m+1)
och
a(AXY) 1
= (24)

a(ABC) ~ (k-1(I+1)’

Vi sdtter nu in (21), (22), (23) och (24) i (20) som ger

B k k m 1

T k-1 (k-Dm+1) (I+Dm+1) (k-DU+D
_kU+Dm+D)—k(+1D) —m(k—1)— (m+1)

- (k—1DUI+1)(m+1)

_ kim—1

T k-DU+D(m+1D)’

T3
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Det resulterar till att
aXyZz) kim-1

a(ABC) ~ (k-DUI+D(m+1)’

Vi har nu uttryckt forsta delen av Rouths sats for nédr X befinner sig pé en forlangning
av BC. De tre punkterna X, Y och Z ligger pa en linje om och endast om

a(XYZ)=0,

som i Figur 4.4.

Figur 4.4

Det vill sdga om och endast om

kim-1=0

|ZB| |XC| |YA|
|AZ] 1BX] ICY] _ |

|ZB| |IXC| |YAl

Vilket dr Menelaos sats och beviset dr klart. O

Vi har nu tillampat Rouths sats for att bevisa Menelaos sats. Vi tittar nu pa Cevas
sats, vars bevis dr négot kortare.

Sats 4.3 (Ceva). Antagatttrelinjer AX, BY och CZien given triangel ABC skdir varand-
ra i samma punkt O om och endast om

|AZ| |BX| |CY]|
ik el L (25)
|ZB| |XC| |YA|
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Bevis 2. Cevas sats foljer direkt frdn den andra delen av Rouths sats. Punkterna P, Q
och R sammanfaller i en punkt om och endast om

a(PQR) =0.
Det vill siga om och endast om (klm — 1)2 = 0. Vi far da att
kim-1=0

|ZB| |XC| |YA
|AZ| |BX| ICY]| _

IZB| |XC| |YA

Vilket dr Cevas sats och beviset 4r klart. O
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5 Avslutande ord

Det finns ett flertal fascinerande geometriska satser som inte lyfts upp i &mnesom-
fattande litteratur, diar Rouths sats dr en av de. Jag hoppas denna uppsats har gett
en insikt till geometrins breda omfattning och rika historia. Matematikens historia
far tyvarr inte sa stort utrymme i grundskolan och gymnasieskolans utbildning. Som
blivande gymnasielédrare i matematik dr detta ett omrade att utforska. For trots den
Euklidiska geometrins alder lar man ut de grundlédggande satserna i skolan &n idag.
Varfor berédttas det inte om alla de som utvecklat geometrin eller funnit tillampning-
ar pa kdnda satser? Jag hoppas att denna uppsats vickt ett intresse att uppmaérksam-
ma matematikens grunder och att ni kanske likt Giovanni Ceva med Menelaos sats
utvecklar det till ndgot nytt.
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