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Sammanfattning

Malet med detta arbete dr att ge ldsaren en introduktion till den linjira
vagekvationen, dess losningar och egenskaper. Arbetet visar kidnda formler for
entydiga I6sningar till begynnelse- och randvéardesproblem avseende den linjéra
vagekvationen i en till tre dimensioner. Losningsformlerna visar pa centrala
egenskaper som beroendeomrade, paverkansomrade och begrdnsad fortplant-
ningshastighet. Avslutningsvis hirleds vagekvationens tillimpning fér en vibre-
rande strang samt for spridning av ljus och ljud.
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1 Introduktion

1.1 Mal, motiv och resultat

Malsittning med detta arbete dr att ge ldsaren en introduktion till vagekvationen.
Vi fokuserar pa den linjira vagekvationen som i sin homogena form skrivs

Arbetet har bedrivits genom studier av befintlig litteratur som ldrobo6cker,
artiklar och allmént publicerade foreldsningsanteckningar.

I arbetet presenterar och bevisar vi, med utgangspunkt i den karaktéristiska
metoden, entydiga losningsformler for linjdra vagekvationsproblem i en, tva
och tre dimensioner. Vi diskuterar centrala egenskaper som beroendeomrade,
paverkansomraden och begrinsad fortplantningshastighet. En energimetod pre-
senteras och anvinds i bevisféring av 16sningarnas unikitet. Avslutningsvis hérleds
den linjéra vagekvationen som modell for en vibrerande stréing, ljus och ljud.

Motiven till valet av &mne ar att vagekvationen har viktiga och intressanta
fysikaliska tillampningar och att insikter om vagekvationen kan fungera som en
ingang till djupare studier om partiella differentialekvationer.

Partiella differentialekvationer anvinds ofta som modeller for vitt skilda fy-
sikaliska fenomen som elektricitet, virmeledning, vagor, med mera. Studier av
partiella differentialekvationer ett stort och vitt forgrenat falt déar till skillnad
mot de ordinéra differentialekvationerna det saknas en generell teori for 16sning,
enligt [4, s.3]. For exempel pa olika partiella differentialekvationer se [4, s.3].

1.2 Grundliaggande begrepp

For att underlédtta ldsningen redovisas hér ett antal definitioner som anvéinds
aterkommande i arbetet.

En Partiell differentialekvation (PDE) &r en ekvation med en funktion u av
flera variabler och dess partiella derivator [14, s.1]. Detta kan kontrasteras mot
en ordindr differentialekvation (ODE) som &r en ekvation med en funktion u av
en variabel och dess derivator. En av variablerna i en PDE &r ofta tiden ¢.

Partiella derivator skrivs i uppsatsen ofta med hjilp av index. Till exempel
betecknas forsta ordningens partiella derivata for u med avseende pa x som
)

ug(2,t) = z-u(x,t) och andra ordningens partiella derivata for « med avseende

pa x betecknas u,, (x,t) = éd—;u(a:,t).

En PDE i n rumsliga dimensioner och en tidsdimension ¢ med funktionen
u(z,t) = u(zry, ..., Tn,t) kallas i denna text for en PDE i R™ eller f6r en PDE i
n dimensioner.



Med ordningen av en PDE menar vi den hogst forekommande ordningen av
partiella derivator i ekvationen. Ordingen av partiella derivator bestdms av an-
talet partiella derivationer. I uppsatsen behandlas PDE:r av ordning ett och tva.

En PDE kan generellt skrivas pa formen L(u) = f dir L &r en differentialo-

perator, till exempel % + %, och f &r en funktion. Fér f = 0 kallas PDE:n
for homogen. '

En differentialoperator L kallas linjdr om for godtyckliga u; och us pa funk-
tionens definitionsomrade och godtyckliga konstanter A och B géiller L(Auy +
BUQ) = ALu1 + BLUg, se [15}

Om L &r en linjir operator och f inte beror av u sa kallas PDE:n L(u) = f
for linjir, se [15]. Denna uppsats fgnas uteslutande at linjira PDE:r.

Ett begynnelsevillkor definierar u eller en partiell derivata av u vid en given
tidpunkt. Ett randvillkor definierar u i en given punkt pa randen av definitions-
omradet med avseende pa Z. Givna begynnelsevillkor och randvillkor bendmns
dven som data for en PDE.

En PDE som ska uppfylla givna begynnelsevillkor och eventuella randvillkor
kallas for ett problem.

Lat funktionen u vara definierad i en 6ppen méingd i R™. Vi sédger att funktio-
nen u ir av klass C* om alla partiella derivator till och med ordning k existerar
och #r kontinuerliga i definitionsomradet {or u [8, s. 86].

Néar vi i uppsatsen talar om en [dsning till ett problem sa menar vi att
16sningen dr atminstone k ganger kontinuerligt deriverbar, det vill sdga att u &r
av klass CF.

1.3 Historik

Studierna av vagor och vagekvationen stracker sig langt tillbaka i historien. Har
foljer en grov sammanfattning éver nagra milstolpar och centrala personer med
relation till innehallet i uppsatsen.

Brook Taylor (1685-1721) upptickte vagekvationen endast med fysiska in-
sikter, enligt [16]. D’Alembert (1717-1783) hérledde ekvationen us = uy, med
generell 1osning F(x + t) + G(z — t) didr F och G &r tva ganger differentier-
bara funktioner som fortplantas i motsatta riktningar, enligt [20]. Begynnel-
sevirdesproblem av Cauchytyp kan 1osas med d’Alemberts formel. Leonhard
Euler (1707-1783) argumenterade mot d’Alembert att #ven icke kontinuerli-
ga funktioner (till exempel vars grafer har skarpa horn) kunde accepteras som
begynnelsedata, enligt [20] och [3]. Daniel Bernoulli (1700-1782) menade att
en vibrerande string borde kunna beskrivas med trigonometriska serier, enligt



[20]. Alla tre hade delvis rédtt. D’Alemberts generella 16sning &r fortfarande kor-
rekt. Metoder for att beskriva Eulers begynnelsefunktioner, liksom Bernouillis
antagande, kom senare att bekraftas med upptéckter av Jean Baptiste Joseph
Fourier (1768-1830), se [20] och [3].

Senare under 1800-talet publicerades lsningsformler for tva och tre dimen-
sioner. Ett par personer som bidrog var Siméon Denis Poisson (1781-1840) och
den tyske fysikern Gustav Kirchhoff (1824 — 1887).

2 Transportekvationen

Inspirerade av [14, s. 11-15] och [9] nérmar vi oss vagekvationens losningar via
en forsta ordningens, och dirmed nagot mer littlost, PDE som kallas transpor-
tekvationen. Transportekvationen loser vi med vad som kallas den karaktdristiska
metoden.

2.1 Karaktiristiska metoden

Vi presenterar hir grunderna for hur den karaktéristiska metoden fungerar for
linjira PDE:er, men forst nagra definitioner.

Definition 2.1 (Vektorfilt). En funktion pa formen V(z,y, z) =

= (a(z,y,2),b(z,y, 2), c(x,y, 2)) definierad i ett delomrdde av R® och med virden
i R3 med tre komponenter a,b och ¢ som beror av tre variabler x,y och z kallas
for ett vektorfilt, se [8, s. 825].

Ett vektorfilt associerar en vektor med varje punkt (x,y, z) i ett delomrade
av rummet.

Definition 2.2 (Graf). For en funktion z = f(x,y) frin ett omrdde Q i R?
til R, dar (z,y) ligger i Q definierar vi grafen av f som den tredimensionella
punktmdingden {(z,y, z) : z = f(z,y), (z,y) € Q}, se [8, s. 16].

Grafen bildar en yta rummet, uppspéand ovanfor (2.

Definition 2.3 (Yta). En yta i rymden beskrivs av en funktion (s,t) ——
(x(s,1),y(s,t), 2(s,t)) fran R? till R3. For firt sq utgort — (x(so,t),y(s0,t), 2(s0,1))
en kurva i rummet som vi kallar parameterkurva. For fixt ty far vi motsvarande
parameterkurva s — ((s, o), y(s,to,t), 2(s, to, t)),se [8, s. 27].

Vi kan ténka oss ytan konstruerad av dessa bada kurvor.

Definition 2.4 (Kurva). En funktion t — (x(t),y(t), z(t)) fran R till R® kal-
las for en tredimensionell kurva. Variabeln t kallas parameter. Parametern de-
finierar en genomloppsriktning (orientering) av kurvan. Olika funktioner kan
ha samma vdirdemdngd och orientering, vilket vi kallar for olika parameter-
framstillningar av kurvan, se [8, s. 23].



Antag en forsta ordningens PDE pa formen

a(x>y)uz(xvy)+b(x7y)uy(xay) :c(a:,y), z,y eR. (1)

Antag att u(x,y) 16ser (1). Betrakta grafen z = u(z,y) for v och definiera
ytan Y parametersatt med x och y som (z,y,u(x,y)). Normalvektor till Y':s
tangentplan ir da Ny = (U, uy, —1). Ekvationen (1) innebér for en given punkt
(z,y) att

(a(z,y),b(z,y), c(2,y)) - (e, uy, =1) = 0

vilket betyder att Y':s tangentplan &r parallell med vektorn (a(x,y), b(x, y), c(z,y)).
Dirmed giiller att en 16sningsyta i varje punkt (z,y, z) tangerar ett vektorfilt

V(z,y) = (a(z,y),b(z,y), c(z,y)).

Definition 2.5 (Integralyta). En yta i rummet som i varje punkt tangerar ett
vektorfilt kallas for integralyta till vektorfiltet, se [14, s. 13].

En integralyta associerad till (1) kan vi konstruera genom att bilda en union
av karaktaristiska kurvor fran alla punkter pa en ickekaraktéristisk kurva.

Definition 2.6 (Karaktéristisk kurva och karaktéristiska ekvationerna). Kur-
van x parametriserad som (z(s),y(s), z(s)) kallas for karaktdristisk for PDE:n

(1) associerad med vektorfiltet V (z(s), y(s)) = (a(z(s), y(s)), b(z(s), y(s)), c(z(s), y(s)))
om x uppfyller de karaktdristiska ekvationerna

dx dy dz

% —a(ac(s),y(s)), % —b(x(s),y(s)), % —c(at(s),y(s))
Definition 2.7 (Ickekaraktiristisk kurva). Kurvan T’ parametriserad som (x(r), y(r), z(r))
kallas for ickekaraktiristisk for PDE:n (1) associerad med vektorfiltet V (x(r), y(r)) =
(a(z(r),y(r)),bx(r),y(r)),c(z(r),y(r))) om ' ingenstans tangerar vektorfiltet

V(a(r),y(r), [14, s. 14].

Vi tolkar definitionen sa att att vektorprodukten mellan tangentvektorn till
en ickekaraktéristisk kurva I och en vektor i vektorfiiltet &r skilt fran noll i varje
punkt.

Vi behover en hjilpsats i form av Picard’s existenssats. Bevis uteldmnas.
Den intresserade finner detta och mer insikter om satsen i [5].

Lemma 2.1 (Picard’s existenssats). Betrakta ekvationen

y' = f(z,y) med villkoret y(xo) = yo. Antag att f(z,y) och g—i(w,y) ir konti-
nuerliga funktioner i nagon dppen rektangel R = {(x,y) 1 a < z < b,c < y <
d} som innehaller punkten (xo,yo). Da har begynnelsevirdesproblemet en unik
losning © nagot slutet intevall I = [xg — h,zo + h], ddr h > 0, se [5].

Foljande sats dr hamtad och tolkad fran [14, s. 14].

Sats 2.2. OmT = (x(r),y(r), 2(r)) dr en kurva i R® och T dr icke-karaktdristisk
till vektorfiltet V = (a(z,y),b(z,y),c(z,y)), dir a,b,c € C! sd tilldter V en
unik integralyta S som innehaller T'.



Bevis. Enligt antaganden ovan och forutsatt att Picards existenssats kan appli-
ceras [21]) kan vi 16sa systemet av karaktéristiska ekvationer

7 = alz(s),y(s))
e = bla(s,y(s))
& = cla(s).y(s)

ds

villkorat av I"
xo = x(s0) = z(r)
Yo = y(so) = y(r)
z0 = 2(s0) = 2(r)

s& att losningarna for x,y, z dr unika (atminstone i en omgivning nira sg, se
[14, s. 14]). Vi har da for alla s och r 16sningarna

Lat ytan S : (x(r,s),y(r,s),2(r,s)). Ytan S #r di en integralyta till V
eftersom de karaktéristiska ekvationerna uppfylles i varje punkt langs med I'.
Ytan S existerar da den spianns upp i en omgivning till alla punkter pa kurvan I"
eftersom den ar ickekaraktéristisk. Vidare ar ytan S unik eftersom lésningarna
till de karaktéristiska ekvationerna &r unika. O

Antag att vi kommit fram till en integralyta enligt ovan. For att komma
fram till en 16sning u(z,y) for (1) aterstar att byta variabler fran r och s till =
och y sa att

z(r,8) = 2(r(z,y), s(2,y)) = w(z,y).

Det allménna villkoret for att detta ska kunna genomféras ar att kurvan T’
dr ickekaraktéristisk, vilket kan bevisas med hjilp av inversa funktionssatsen,
se [9]. Detta gar vi dock inte djupare in pa i detta i arbete.

Vi sammanfattar den karaktéristiska metoden for en linjar PDE (1) av forsta
ordingen med tva variabler (Figur 1):

1. Vi betraktar l6sningen som en funktionsyta i rummet som tangerar ett
vektorfilt konstruerat av ekvationens koefficienter.

2. Vi reducerar PDE till ett system av karaktéaristiska ODE:er.

3. For en ickekaraktéristisk kurva I' i rummet kan vi hitta en unik integra-
lyta (atminstone i en omgivning nira I') fran vilken z-komponenten med
variabelbyte kan visa oss en 16sning for PDE (1).



Figur 1: Karaktéristiska metoden

Anméirkning 2.1. Den karaktiristiska metoden kan dven appliceras pad icke-
linjira PDE:er, se [14, kap. 1]. En genomgang ligger utanfor vald avgrdnsning
for denna uppsats.

2.2 Transportekvationen

Vi applicerar nu den karaktéristiska metoden pa transportekvationen.

2.2.1 Utan villkor
Betrakta PDE:n (transportekvationen)
ug(x,t) + cuy(z,t) =0, r €R, t>0, (2)

dér c dr en nollskild konstant. Vi ser att ekvationen &r linjir, homogen, av forsta
ordningen och med tva variabler (dér ¢ representerar tid i fysikalisk mening).
Inga begynnelsevillkor eller randvillkor &r givna.

Fran (2) ges de karaktéristiska ekvationerna som
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vilket ger foljande 16sningar for karaktéristiska kurvor y:

z(s)=cs+ A
t(s)=s+ B (3)
z(s) =C,

med godtyckliga konstanter A, B och C.

Infor kurvan T' : (x(r) = r,t(r) = 0,2(r) = f(r)) dir f(r) #r en funktion.
Kurvan gar lings med z-axeln och dr per definition icke-karaktéristisk.

Lat sop = 0. Da far vi for alla virden pa parametern r

z(0)=A=z(r)=r
t(0)=B=t(r)=0
2(0) = C=z(r) = f(r)

och for alla viarden pa parametern s far vi systemet

z(r,s) =cs+r
t(r,s) =s
z(r,8) = f(r),

som definierar en integralyta innehallandes kurvan T'.
Vi skriver om z(r,s) = ¢s + r som r(z,t) = x — ct , da har vi

u(z,t) = z(r,s) = f(r) = f(x — ct).

Vi har ddrmed kommit fram till den generella 16sningen u(z,t) = f(z — ct) till
(2) dér f &r en godtycklig C'-funktion.

En egenskap for 16sningen som far implikationer ldngre fram i uppsatsen ér
att u har konstant virde 6ver de karaktéristiska kurvornas projektioner i wt-
planet. Detta inses genom att elliminera s ur de forsta tva ekvationerna i (3).
Vi kan skriva om (3) som

x—ct=D
z=C

dér D &r en konstant och x — ¢t = D saledes en ritlinjig kurva i at-planet 6ver
vilken z-vdrdena dr konstanta. Grafiskt tolkar vi det som att ett givet z-vérde
fardas till hoger langs med x-axeln med hastigheten c. Detta innebér att PDE:n
beskriver transport av en funktion lings med x-axeln.

Om ¢ < 0 sa beskriver (2) en funktion f som firdas at andra hallet (till
vénster) pa z-axeln och den generella 16sningen ér f(x + ct). Det vill siga

ug(x,t) — cug(x,t) =0, r € R, t>0

har den generella 16sningen u(z,t) = f(x + ct) dér f dr en godtycklig funktion
av klass C'.
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2.2.2 Begynnelsevirdesproblem

Lat oss nu dven applicera den karaktéristiska metoden pa ett begynnelsvirdesproblem,
ocksa bendmnt som Cauchy-problem, fér transportekvationen.
Betrakta

(4)

w(x,t) + cuy(z,t) =0, z € R, t>0
u(z,0) = g(z), z€R,

dér vi till skillnad mot det generella fallet har exakt information om lésningen
vid tidpunkten noll. Funktionen ¢(z) kallas f6r begynnelsevillkor eller initialvill-
kor.

Om vi parametersitter I' : ((x(r) = r,t(r) = 0, f(r) = g(r)) och 15ser (4)
med den karaktéristiska metoden ovan far vi att

u(z,t) = g(x — ct).

Vi observerar egenskapen att 16sningens alla vérden 6ver tid beror data som ges
av g vid nolltidpunkten.

Anmirkning 2.2. Antag att g(x) inte dr av klass € Ct. Om vi till ezempel har
inatialvillkor med diskontinuitet i vissa punkter kommer dessa att transporteras
med tiden dver de karaktdristiska kurvornas projektioner xt-planet.

3 Vagekvationen i R

I denna sektion studerar vi den homogena vagekvationen

(2, 1) — gy (2,t) =0, x €1 CR, t>0

och den inhomogena vagekvationen
Ut (@, 1) — gy (w,t) = f(,1), zelCR, t>0

med lampliga begynnelse- och randvillkor. Den endimensionella vagekvationen
kan representera en vibrerande string. Detta hérleds i uppsatsens sista avsnitt.

3.1 Homogena vagekvationen i R

Betrakta
Ut — CCUgy = 0, x €R, t>0 (5)

som bekriver den homogena vagekvationen definerad éver hela den reella tallin-
jen, utan specifik information om 16sningen vid nagon tidpunkt.

Den generella l6sningen {or (5) ges av summan av en funktion som transpor-
teras hogerut lings med tallinjen med hastigheten ¢ och en funktion som ror sig
at vanster med hastighet c. Vi formulerar detta som en sats med ett bevis som
till stor del foljer bevisen i [4, s. 67] och [10].
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Sats 3.1. Den generella losningen till ekvationen (5) ges av

u=(x,t)=F(z+ct)+ Gz —ct)
dir F och G dr godtyckliga funktioner av klass C*.

Beuwis. Vi skriver om ekvationen pa operatorform och inser att om u &r av klass

O es 2 2 . oo . . 328
C? sé &r gtai = gzgt och darfor kan operatorn faktoriseras enligt foljande

0%u 0%u 0? 02

g (2, 1) — gy (x,t) = <8t2 — CQW) = (5%2 — 028x2> ”
- (2 - C2 A + 02 u=20
-\ ot ox ot ox o

0 0
v(x,t) = En + o0 ) U

Da har vi en homogen transportekvation

Definiera

vy — vy =0
som vi visat har generella 16sningen
v(z,t) = f(z+ ct)

darmed ar
Ut — gy = 0

ekvivalent med
up + cuy = fx +ct).

Vi l6ser denna inhomogena transportekvation. De karaktaristiska ekvationerna

ds — €
dt __
E—l

% = f(z+ct)
ger
xz(s)=cs+ A
t(s) = s+ B.

Infér kurvan
I': (z(r) =rt(r) = 0,2(r) = g(r)),
dér g(r) dr en funktion. Sétt z(sp) = x(r) och t(sg) = t(r). Lat sp = 0. Da far vi

{x(r,s) =cs+r

t(r,s) = s.

13



Insittning i g—z = f(x + ct) och analysens huvudsats [7] ger

% = flx+ct) = f(2es+ 1)
2cs+r
S =g [ S+ co)

med integrationsvariabeln y = 2cs + r. Sétt z(sg) = x(r) = g(r) och lat s =0
vilket ger

Aon) = 5. [ Hwdy+ €Y =gl & 0 = 90) = 5 [ sy

sa att st
1 CcCSTT 1 T
o) =g [t -5 [ fwan
Losningen blir da
1 x+ct 1 xr—ct
) =20l t)s@t) = 5o [ f@dyrota—er -5 [ swan

som kan skrivas
u(z,t) = F(x + ct) + G(x — ct),

dér F och G ges av

x+ct x—ct
Fate)=g [ fadn G-y == [ fa)dy+ge—)

och ddrmed &ar beviset klart. ]

Kurvorna x — ct = konstant och x4+ ct = konstant kallas for vagekvationens
karaktdristikor. Om F,G # 0 betyder det att vi har tva familjer av korsande
karaktéristikor i xt-planet.

3.2 Homogen vagekvation med begynnelsevillkor i R
Vi infor begynnelsevillkor for 16sningens ldge och hastighet vid tidpunkten noll.

Da har vi att underséka Cauchy-problemet

Ut — CCUgy = 0, xz € R, t>0
u(z,0) = g(x) (6)
Ut(I, 0) = h($)7

dér g och h &r givna funktioner.

Problemet kan losas med d’Alemberts formel. Vilket vi formulerar som en
sats.
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Sats 3.2 (d’Alembert’s formel). Om g € C? och h € C* sd ger

x+ct
u(z,t) = % [9(z + ct) + gz — ct)] + % /7 t h(s)ds

en C2-l6sning till (6).

Bewis. Bevisidén &r att lata den generella 16sningen u(z,t) = F(x+ct)+G(z—ct)
uppfylla begynnelsevillkoren och se vilka krav dessa stéller pa funktionerna F
och G, se [14, s. 75].

Lat t = 0, vilket ger

u(z,0) = F(z) + G(z) = g(x)
ur(x,0) = cF'(z) — ¢G'(z) = h(x).
Derivering av forsta uttrycket och division med c i det andra uttrycket ger

{F/(x) +G(x) =g'(2)
F'(z) - G'(z) = Lh(z).
Gausselliminering ger
{F’(z) = 1¢/(x) + Lh(2)
G'(x) = 3¢'(z) — Lh(z).

Integration ger
F(z)=1g(z)+ 5 H(z)+ A
Gle) = Lo(a) - LH(x) + B,

déar H &r primitiv funktion till h. Observera att konstanterna A + B = 0 enligt
begynnelsevillkoret F'(z) + G(z) = g(z).

Lat nu ¢t > 0, vilket innebér att vi substituerar variabeln x med x +ct i F(z)
och med = — ct i G(x), vilket ger

Flz+ct)=3g(x+ct)+ 5 H(x+ct)+ A
Gz —ct)=4g(x—ct)— LH(x —ct) + B

som innebér

u(z,t) = F(z+ct) + G(z — ct)

:%[g(x+ct)+g(x—ct)]—l—%[H(:c—l—ct)—H(x—ct)}—l—A—O—B

1 x+ct
=3 l[g(z + ct) + gz — ct)] + % /I_Ct h(s)ds.
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Darmed ar begynnelsevillkoren uppfyllda. Partiell derivering ger

ug(x,t) = % l¢"(x +ct) + " (x — ct)] + g W (x4 ct) — b (z — ct)],
Ugy (7,1) = % 9" (x + ct) + g" (z — ct)] + i (A (x + ct) — W' (z — ct)],
wie,t) = 3 lol + et) + glz — ct)

Vi ser att om g € C? och h € C! da #r per definition v € C? och vi har att
2 _
Upp — C“Ugzy = 0. O

Den del av definitionsméngden fér begynnelsedata g och h som péaverkar
viardet av u vid en given punkt i tid och rum kallas beroendeomrade, mot-
svarande engelskans domain of dependance. For vagekvationen i R avléser vi
beroendeomradet ur d’Alemberts 16sningsformel. Virdet av u i en given punkt
(z0,t0) beror pa virdena av g for © = xg — cto och & = xo + ctp samt av virden
av h pa intervallet

{z 29 —cto <x < xp+ cto}-

Detta intervallet &r lika med beroendeomradet eftersom inga andra varden ut-
anfor detta intervall bidrar till virdet av u(xo, to) (Figur 2).

Mingden punkter (z,t) € R x (0, 00) vilkas beroendeomraden innehéller en
initial punkt (g, 0) kallas fér paverkansomrade, motsvarande engelskans domain
of influence, for (xo,0).

Paverkansomréde

ta b7 IPROPPRPRROIL .~ = 5 G 00 0000003

Xo-Ct

Xo-Clo Xo Xo+Clo Xo

—_—!

Beroendeomrade

Figur 2: Beroende- och paverkansomraden
For vagekvationen i R avliser vi beroendeomradet geometriskt (Figur 2).

Vi ser att endast for virden u(z,t) till hoger om linjen g — ¢t och till viinster
om linjen zy + ct finns begynnelsevirdet (xg,0) i beroendeomradena. Dérmed
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inser vi att vérdena g(zo,0) och h(xg,0) endast paverkar 19sningar u(x,t) pa
méngden
{(z,t) r 20 —ct <z <xo+ct,t >0}

. Detta intervallet &r lika med paverkansomradet, med avseende pa (zg,0).

Koncepten med beroende- och paverkansomraden ger upphov till ett feno-
men som kallas dndlig fortplantningshastighet. Vilket innebér att vid varje fix
tidpunkt to har begynnelsevirdet ingen paverkan pa losningsvirden utanfor in-
tervallet [xo—cto, zo+cto] och att det tar tiden t = @ for ett begynnelsevirde
att rora sig fran xq till z.

3.3 Homogena vagekvationen pa halvlinjen i R

Vagekvation pa halvlinjen betyder att vi tillfor ett randvillkor till begynnelsvardesproblemet
i den fysikaliska meningen att stréngen fixeras i punkten x = 0. Betrakta pro-
blemet

Ut — gy = 0, 0 <z < +oo, t>0
u(z,0) = g(z)
B (7)
ut(x,0) = h(z)
u(0,t) = 0, t>0.

Det ska visa sig att problemet har tva olika 16sningsformler beroende pa om x &r
storre eller mindre dn en karaktéristika ct. Vi kommer dit via udda kontinuerlig
utvidgning av problemets villkor till ett hjdlpproblem i hela tallinjen dér 16sning
ges av d’Alemberts formel, se [4, s. 69] och [9].

Definition 3.1. Den udda kontinuerliga utvidgningen av funktionerna g och h
definieras som, se[4, s. 69]

B g(z), x>0 _ h(z), x>0
gudda(m) = {—g(—x), 2 <0 ;hudda(l') - {—h(-%), x <0.

Betrakta problemet

Utt*CQszZO, —o0o < x < +00, t>0
U(I,O) = gudda(x)
Ut(:c,O) = hudda(r)

med en C%-16sning som ges enligt d’Alemberts formel

1 x+ct
U(C[’,t) = 5 [gudda(l‘ + Ct) + Gudda (1‘ — Ct)} + ch / hudda(s)ds.
x—ct

Sats 3.3. Lat u(x,t) definieras som U(x,t) pa halvlinjen 0 < z < 4o00. Da
gdller att u(x,t) dr en lésning for problemet (7).
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Bevis. Eftersom u per definitionen ovan uppfyller PDE:n i (7) aterstar att un-
dersoka att u dven uppfyller villkoren i problem (7). Begynnelsevillkoren uppfylls
for t =0 och = > 0, ty

u(z,0) = U(z,0) = gudda(z) = g(z)
och
ut(2,0) = Ug(2,0) = hygaa(x) = h(x).
Randyvillkoret for x = 0 och t > 0 uppfylls, ty
1 1 ct
u(0,8) = 5 (Gutia () + guai(~c) + 5 [ husin(s)ds

—ct

= 3 (glet) — glet) + 5 ( / to h(s)ds + /0 ! h(s)ds)
—04+0=0, t>0.

Darfor dr u(z,t) definierat som U(x,t) pa halvlinjen 0 < x < 400 en lésning
till problemet (7). O

Vi bestdmmer u. Definitionen av g,qqq 0ch hyqqe ger olika 16sningsformler i
tva omraden A och B som separeras av karaktiristikan ct (Figur 3).
For A= {(x,t) : t > 0,2 > ct} far vi

1 1 x+ct
u(z, t) =U(x,t) = 3 g(z 4+ ct) + gl —ct)] + %/ h(s)ds.
r—ct
For B = {(z,t):t> 0,z < ct} far vi
1 1 x+ct
u(z, t) =U(z,t) = 3 [9(z +ct) — g(ct — )] + 2—/ h(s)ds.
CJet—a
I formlerna ser vi att 16sningar for region B har beroendeomrade
{z:cto—zo < <20+ cto}-

Geometriskt tolkar vi det som att den vanstergaende vagen reflekteras i = 0.
Halvlinjens l6sningar har paverkansomrade som inramas av linjerna ct — x,
xg + ct och xg — ct (Figur 3).

3.4 Homogena vagekvationen pa ett intervall i R

Vagekvation pa ett intervall betyder att vi utéver begynnelsvirdesproblemet
infér randvillkor kallat Dirichletvillkor som i den fysikaliska meningen betyder
att stringen fixeras i punkterna = 0 och x =1 sa att u(0,t) = u(l,t) = 0 for
t > 0. Da har vi begynnelse/randproblemet

Ut — gy = 0, 0<z<l, t>0
u(z,0) = g(x)

u(z,0) = h(z)

u(0,t) =u(l,t) =0, t>0.
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ot et

Paverkansomrade

(xo,ta)

Xo-ct

xo+Clo

Clo-Xo Xo Xo

re—

Beroendeomrade

Figur 3: Beroende- och paverkansomraden pa halvlinjen

Vi understker tva olika 19sningsmetoder for (8). Parallellogrammetoden och
variabelseparation.

3.4.1 Parallellogrammetoden

Fran [22] och [14, s. 76] hdmtar vi en geometrisk egenskap for vagekvationens
l6sningsméangd langs med dess karaktéaristikor.

Sats 3.4 (Parallellogramregeln). Antag ett parallellogram ABCD i ett dppet
omrdde RxR™T dér parallellogrammets sidor dr karaktdristikor for en vigekvation
Uy — gy = 0, enligt figur 4.

x-ct=konstant

x+ct=konstant

Figur 4: Parallellogram

Da giller u(A) + u(C) = u(B) + u(D).

Bevis. Alla lsningar for PDE:n kan skrivas som u(x,t) = F(z+ct)+ G(z —ct).
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Det ger

Vidare, eftersom punkterna ligger pa karaktéristikor pa vilka funktionsvirdena
for F' respektive G dr konstanta har vi for funktionen F' som forflyttar sig at
vanster

F(B) = F(C),
F(A) = F(D),
och for funktionen G som forflyttar sig at hoger
G(A) =G(B),
G(D) =G(C),
vilket ger att
u(A)+u(C)=F(A)+ G(A) + F(C)+ G(C) = F(D)+ G(B) + F(B) + G(D)
= F(B)+G(B)+ F(D)+ G(D) = u(B) + u(D),
vilket bevisar satsen. O

Satsen sdger att vi kan bestimma u(A) f6r en punkt (xg,%p) om vi kéinner
till w(B), u(C) och u(D).

Vi applicerar parallellogramregeln pa problem (8). Vi delar upp zt-planet
i regioner Rj, Ro, R3,... bildade av karaktéristikor som utgar for ¢ = 0 fran
randvillkorspunkterna = 0 och x = [ och vi later sedan karaktéristikorna
reflektera mot intervallgrénserna for ¢ > 0. (Figur 5). Vi later varje R; innehalla
karaktéristikan/karaktéristikorna som bildar regionens 6vre grins/grénser.

Betrakta regionen

Ry ={(z,t):ct <z <Il—ct,t >0}

For (xo,t) i regionen R; ges losningen av d’Alemberts formel.
Betrakta regionen

Ry ={(z,t):0<z<ct,0<a<Il—ctt>0.
For A = (xo,to) i regionen Ry ges losningen av parallellogramregeln

u(A) = u(B) +u(D) — u(C)

20



t
R5 . R6 R2
R4
R2 "+ R3
R1
> X
0 i
0 clo-Xo x[j+cfo
e—
Beroendeomrade

Figur 5: Parallellogrammetoden

dar
u(B) =u(0,t) =0,
1 1 —xo+cto
u(€) = 5 1a0) + gm0+ cto)] 45 [ h(s)ds
¢Jo
1 1 —xo+cto
= 59(—950 + cto) + %/0 h(s)ds
och

zo+cto
(D) = 3 1(60) + o+ et + 5 [ nee

| = DN =

zo+cto
2g(x0 + cto) + %/0 h(s)ds.
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Sa att
1 1 zo+cto
u(A) = 5g(aco + cto) + % /0 h(s)ds

1 1 —xzo+cto
- 59(—960 + cto) — %/0 h(s)ds

1 1 xo+cto
= 5 lg(wo + cto) — g(—xo + cto)| + - / h(s)ds.
2 2c —xo+cto
Observera att for (zg,to) € Ry far vi beroendeomradet

{cto —xo < x < cto+xp}.

Vi kan successivt finna l6sningar i dven regionerna R3, R4 och sa vidare. Vi
exemplifierar for A = (x4,t4) 1 R4. Se figur 6.

Cla-Xa 21‘-(XA+C{A) |

Figur 6: Parallellogrammetoden i region Ry

Parallellogramregeln ger att
u(A) = u(B) +u(H) — u(E),

dér
u(B) = u(C) + u(E) —u(D) = u(E) — u(D)

och
u(H) =u(E) +u(G) — u(F) = uw(E) — u(F)
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sa att
u(A) = u(E) —u(D) — u(F).

Beriakna med d’Alemberts formel

1 1 rp+ctp
u(D) = ulzpsto) = 3(o(0) + glen +ctp) + 5 [ h(s)ds.
0
Eftersom ¢(0) = 0 och karaktéristikornas geometri ger att xp + ctp = cta —xa
sa, ar

1 cta—x A
u(D) = Eg(ctA —x4) + ?C/o h(s)ds.

D’Alemberts formel for u(F') och karaktiristikornas geometri zp — ctp = 21 —
(x4 +cta) ger att

l
u@nzémm—@m+wm»+§;L h(s)ds.

l—(mA+ctA)

D’Alemberts formel ger

l
M@z%ﬁh@w

Vi far da
u(A) = u(E) —u(D) — u(F)

1 1 20— (IA +CtA)
=—[g(cta—xa)+ g2l — (xa +cta))+] + 7/ h(s)ds.
2 2C cta—xa
Notera att paverkansomrade far vi genom att lata karaktéristikorna strala ut
fran en punkt (xg, 0) och sedan reflekteras pa intervallgrinserna 2 = 0 respektive
z =1 (Figur 7).

Anmirkning 3.1. Samma l6sningsformler for vagekvationen pa ett intervall
kan dven hdirledas med utvidgning av begynnelsedatafunktionerna h och g, se

[10].

3.4.2 Variabelseparation

Parallelogrammetoden (och udda utvidgning) har fordelen att ge en explicit
16sningsformel for evaluering av u i en specifik punkt, men tenderar att bli
tidskrédvande och tungarbetad nér vi vill studera storre delar av xt-planet.

Dérfor ska vi se pa en annan 16sningsmetod for intervall som har en helt
annan infallsvinkel och ger 16sningen presenterad som en oéndlig periodisk funk-
tionsserie.

Representation med parallellogramregeln/udda utvidgning respektive med
funktionsserie kan ségas representera vad tva olika sinnesorgan (6ra respektive
oga) uppfattar av en vibrerande striing, se [6, s. 141]. D’Alemberts formel visar
vad 6gat uppfattar och odndliga periodiska serier representerar vad orat hor.

Vi borjar studiet av variabelseparation med att definiera separerad 16sning
till ett renodlat randvirdesproblem av sa kallat Dirichlettyp.
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/ Paverkansomrade

(2l-x0)-ct
ct-xo

Figur 7: Paverkansomrade

Definition 3.2 (Separerad 16sning). En ldsning till Dirichletproblemet for vagekavationen

Ut — gy = 0, 0<z<l, t>0
u(0,t) =0, t>0
ul,t) =0, t>0

pa formen

u(z,t) = X(x)T(t)
dir X dr en funktion 0 < x <1 — R och T ér en funktion t > 0 — RT kallas
for separerad losning [18, kap. 4.1].

Med fortsatt [18, kap. 4.1] som kélla transformerar vi Dirichletproblemet till
ett system av ordiniira differentialekvationer (ODE:er) enligt f6ljande.

Antag att separerad 16sning till (8) existerar. Inséttning av u(x,t) = X (z)T'(¢)
i PDE:n uy — c*uge = 0 och division med —c2XT ger

T"(t) B X”(:E)

T T X@)

dér A &r en konstant. Vi kan dirmed transformera PDE:m uy — c2ug, = 0 till
ett system av tva ODE:er

—X"(z) = AX (z)
—T"(t) = ACT ().
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Randvillkoren implicerar

u(0,t) = X(0)T(t) = 0 = X(0) =0,
u(l,t) = X ()T () = 0= X (1) = 0.

Dérmed har vi transformerat PDE:n och randvillkor till ett systemet av ODE:er

—X"(x) = AX(x)
X(0) =0
X(1) =0
—T"(t) = A\*T(1).

En ODE &r ofta enklare att 16sa &n en PDE. Observera dock att vi &nnu ej
infért begynnelsevillkoren och dérfér kan forvinta oss en méngd losningar till
systemet.

Vi identifierar 16sningar pa ODE:n med randvillkor med avseende pa X (x).
Forst introducerar vi begreppen egenvirde och egenfunktion som dessa beskrivs
i[11].

Definition 3.3 (Egenvirde och egenfunktion). Om det finns ett tal X som léser
ekvationssystemet

—X"(x) = XX (x)
X(0)=0
X(1) =0

dir X (z) # 0 sa kallas A for egenvirde for differentialoperatorn —88—; pa inter-
vallet [0,1]. Den till egenvirdet tillhorande funktionen X (z) kallas for egenfunk-
tion.

Sats 3.5. Fkvationssystemet

—X"(x) = AX(x)
X(0)=0
X(x)=0

har egenvirden A, = (”l—”)z, A > 0 med tillhorande egenfunktioner
X, (x) = Dy sin VAz = D, sin (?m)

ddr D, dr godtyckliga konstanter forn =1,2,3, ...
Bewvis. Antag att A > 0. Da har vi

—X"(z) = XX (x)
ekvivalent med

X" (z) + AX(z) =0,
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vilket dr en homogen linjir ODE av andra ordningen. Vi loser denna genom att
finna l6sningar till det karaktéristiska polynomet och applicera den allménna
losningsformeln, se [7, s. 388]. Ansittning X = Ce™®, dér C = konstant ger

X"(2) 4+ AX(2) =0 Ce™(r2 +A) =0 & r = +ivVA
som ger losningarna
X(z) = C1eV™ + Che ™A% = CcosVAz + Dsin VAz.

didr C och D &r reella konstanter (de komplexa 16sningarna ignoreras ty X &r
per definition reell). Inférande av randvillkoret X (0) = 0 ger

X(0)=Ccos0+ Dsin0=C =0,
medan X (I) =0 ger
X(l) = Dsin VAl = 0.

Per definition dr X (x) # 0 vilket implicerar att D # 0, vilket ger sin VXl = 0
och dédrmed &r
w=(7)
"N

Xn(x) = Dy sin VAz = D, sin (nl—ﬂ-x)

Antag att A = 0. Detta ger att X (x) = 0, sa alltsa dr per definition A # 0.
Antag att A < 0 och séitt A = —f. Da har vi

for heltal n > 1.
Dirmed fas

—X"(w) = =BX(2)X"(x) - BX (x) =0,
vilket ger
X"(2) — BX(2) = 0 Ce* (12 — f) =0 r = £,/B

som ger l6sningarna
X(z) = CreVPr 4 CheVPe,
Randvillkoret X (0) = 0 medfor da att C; = 0 och Cy = 0 sa att X(x) = 0,

vilket motséger definitionen for egenvérde. O

Vi viinder uppmirksamheten till ODE:n —T"(t) = Ac?T(t) vars 16sningar
med samma lésningsmetod som ovan, se [7, s. 388], ges av

T(t) = Ecos eVt 4+ Fsin eV \t.

dér E och F &r godtyckliga konstanter.
Vi har fran sats 3.5 differentialoperatorns egenvérden A,, = ("T”)2 Inséttning
ger

T,.(t) = E, cos (gt) + F, sin (nlﬂx)
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Systemet av ODE:er &ar nu 16st och vi har funnit att den separerade 16sningen
till randvérdesproblemet

Upt — CUgy = 0, 0<z<l, t>0
u(0,t) = 0, £>0
u(l,t) =0, t>0
ges av
un(x,t) = X (2)Th(t) = {An cos (#t) + B,, sin (nlﬂtﬂ sin (?ib)

dir A, = E,D,,, B, = F,D,, och n =1,2,3,.... Men eftersom sy — c?tzy = 0
dr homogen och linjar dr &ven méngden av alla summor av 16sningar en del av
16sningsméngden.

Darfor pastar vi att dven funktionsserien

u(et) = 3 [Ancos ("T4) + Bysin (250) s (“Ta) (0)

n=1

16ser problemet

Upt — CUgy = 0, O<z<l ,t>0
u(0,) =0, t>0
u(l,t) =0, t>0.

Vi aterkommer senare till konvergens. Forst undersoker vi om serien uppfyller
PDE:n och problemvillkoren. Randvillkoren uppfylls ty

u(0,t) = Z {An cos (@t) + B, sin (ﬂt)} sin0 = 0,
l l
n=1
u(l,t) = Z {An cos (@t) + By, sin (@t)} sin (n7) = 0.
l l
n=1
Insdttning i PDE:m visar att funktionsserien ocksa uppfyller us — ¢tz = 0.
Givet att pastaendet ovan ar korrekt dr vi dr nu redo att inféra begynnelse-
villkoren f6r ursprungsproblemet (8). Vi deriverar (9) med avseende pa ¢

want) = 30 [~ A sin ("T4) + " 5, cos (") sin (“Ta).

n=1

Om (9) ska ge losning for (8) sa maste foljande konvergens uppfyllas

u(x,0) =Y Apsin (“Fz) = g(), 0<z<l
wy(x,0) = 3 T B, sin (“Fz) = h(z), 0<z <L

n

Om vi antar att vara begynnelsevillkor kan beskrivas som likformigt konver-
gerande serier enligt ovan sa kan vi visa formler for koefficienterna A,, och B,,.
For detta behover vi tva hjilpsatser.
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Lemma 3.6. Om funktionerna f, dr kontinuerliga och funktionsserien - | fn
konvergerar likformigt i det begrinsade intervallet [a,b] sa dr

’ f: fndz = i ’ frndx.
n=1

a n=1va

Bevis. Se [13]. O

Lemma 3.7. For heltal m och n gdller att integralen

L' omr L onm é, m=n
sin —x sin —xdx =
0 l l 0, m # n.

Bevis. Beviset kommer fran [11]. De trigonometriska sambanden

cos (a+b) = cosacosb —sinasinb
cos(a —b) = cosacosb+sinasinb
ar ekvivalent med

cos(a—b) cos(a+Db)
2 2

sinasinb =

som ger

! l !
1 — 1
/ sin macsin Ealcclac = f/ cos dem— f/ cos Mmdm.

For m = n har vi

l l l
1 1 2
/sinmxsinn—wxdxzf/ dx—f/ cos mwxd:c
0 l l 2 Jo 2 Jo l
!
2

For m # n har vi

l 1 _ l
/ sin mx sin njxdw = 1 / cos Mazdw - 1 / cos Mmdw =
0 l l 2 Jo l 2 Jo l

1<lsin(m—n)7r_ Isin0 )_1<lsin(m—|—n)7r Isin0 )_

2 (m—n)m (m—n)m 2 a

(m+n)m (m+n)m
vilket slutfor beviset. O

Vi formulerar virdena for koefficienterna A,, och B,, i en sats.
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Sats 3.8. Sitt

2 nmw
B, = pll A sin (Tx)h(x)dx
Bevis. Betrakta -
g(x) = Z A, sin 7
n=1

Lat m vara ett heltal. Multiplicera vénster- och hogerled med sin (%w) och
integrera med avseende pa 0 < z < [. D& har vi

/Ol sin (?z)g(x)dm = /Ol sin (?aj) 214” sin (?r)dw

Lemma 4.6 ger

/Ol sin (#w)g(z)dw = i:: /Ol sin (?w) A, sin (nl—wx) dz.

Lemma 4.7 ger

dar m = n, sa att
l l
A, = f/ sin (E:B)g(x)dx
P& motsvarande sétt genomfors beviset for B,,. O

Sammanfattningsvis har vi visat foljande. Losning till det homogena begyn-
nelseproblemet med Dirichletvillkor (8) ges av

[e°]
u(z,t) = Z {An cos #t + By, sin nlﬂt sin nl—ﬂac
n=1
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déar

2 l
A, = 7/ sin n—7Tacg(:1c)clyc7
U Jo l

l

2
B, =— [ sin Tzh(m)dw
nme Jg l

om serieutveckling av begynnelsedatan dr mojlig sa att serierna

g(z):ZAnsingw 0<x <l

h(x)zngnsin?x ,0<z<lI,

bada dr absolut konvergenta.

Serierna ovan kallas for Fourierserier och enligt litteratur kan manga funk-
tioner g(x) serieutvecklas pa ett intervall [0,1] [18, kap. 4.1]. En genomgang for
utveckling och konvergens av Fourierserier ligger dock utanfér ramen for denna
uppsats. For mer om Fourierserier, se till exempel [11].

Vi kommer under avsnittet om Energimetoder se att om det finns en 16sning
som #r C? sa kommer denna att vara unik. Det vill siiga 16sning pa formen (9)
och formerna vi far med parallellogrammetoden representerar en och samma
16sning.

3.4.3 Randvillkor av andra typer

I foregaende avsnitt studerade vi vagekvationsproblem med randvillkor av Di-
richlettyp. Varabelseparation dr d&ven en metod lamplig fér vagekvationsproblem
dér randvillkoren inte dr av Dirichlettyp under forutséittning att randvillkoren
ar symmetriska [11]. Vi exemplifierar med ett problem med randvillkor av Neu-
manntyp, det vill siga u,(0,t) = u,(I,t) =0 for t > 0, se [18, kap. 4.2].

Antag att Neumannproblemet

Uy — C2Ugy = 0, 0<z<lI, t>0
42 (0,1) = 0, t>0 (10)
us(1,) = 0, £>0

har separerad 16sningar u(z, t) = X (z)T'(¢). Vi applicerar metoder fran féregaende
sektion vilket ger egenvardesproblemet

X"xz)+AX =0
X'(0)=0
X'(l)=0.

Antag att A > 0. Da ges alla ovillkorade l6sningar av

X(z) = CcosVAz + DsinVzx
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sa att

X'(x) = VAD cos V Az — VAC'sin Vz.

Vi infér randvillkor
X'(0) = VAD cos0 — VACsin0 = VAD =0 < D = 0.

Infor randvillkor

X'(I) = —VACsin VAl = 0 & \ = ?

darn=1,2,3,....
Sammantaget har vi for A > 0 egenvarden och tillhérande egenfunktioner
A= ()
X, (z) = Cy cos vV Az = C,, cos .
Antag A = 0. Da ges ovillkorade 16sningar av

X(z)=Cx+D

sa att
X'(z) =C.
Vi infér randvillkor
X'(0)=C =0.
Infoér randvillkor
X'(l)=C=0.

Sammantaget har vi att A = 0 ar ett egenvirde med korresponderande egen-

funktion
A=0

Lat A < 0, Siatt A = —v2. D& skriver vi egenviidesproblemet

X"(x) —v*X(x) =0
X'(0)=0
X'(l)=0.
Da far vi ovillkorade 16sningar
X(z)=Ce"™ + De *
sa att
X'(z) = y(Ce’™ — De™ "),

Vi infér randvillkor X’(0) = v(C — D), vilket ér ekvivalent med att C = D.
Vi infor randvillkor X'(1) = yD(e" — e™!) = 0, vilket ger att D = C' = 0.
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Sammantaget har vi da att X(z) = 0 for A < 0 som da per definition av
egenvirde inte ar ett egenvérde.

Pa samma sitt som i Dirichletfallet kan vi finna 7'(t). Fran omskrivning av
ursprungsproblem har vi ODE:n

T"(t) + AT (t) = 0.
Egenvérdet Ao = 0 ger
Ty (t) = 0 = To(t) = Ag = To(t) = Aot + Bo,

medan egenvérden A, = (%)% ger

T(t), = Acos C\/Et + B,, sin cmt = A,, cos (CnTﬂt) + B, sin (chwt>’

dér A och B &r konstanter och n > 1. En separerad 16sning kan da skrivas

u(z,t) = uo(z, t)fun(z,t) = Apt+Bo+ [An cos (chwt) + B, sin <CnT7Tt)} cos (nwa)

och analogt med tidigare resonemang om oéndlig serieutveckling har vi att
u(z,t) = Aot + By + Z [A cos (CTZW ) + By, sin (CnTﬂt)} cos (n%z) (11)

definierar en 16sning av vagekvationen med randvillkor av Neumanntyp.
Légg till begynnelsevillkor u(z,0) = g(x) och ut(x,0) = h(z). Da har vi att
(11) ger en 16sning om fourierserierna

g(x) = By + i A, cos (?w),
n=1

h(x) = Ay + B cos ( ﬂx)
(z) = Ao nz1 i

existerar. Och om sa ir fallet gar det ocksa att bestamma koefficienterna ef-
tersom Neumannvillkoren dr symmetriska. Detta finns beskrivet i [11]. Ge-
nomgang av teorin for detta ingéar inte i uppsatsen av avgrinsningsskal.

Podngen med avsnittet, som forhoppningsvis har framgatt, har varit att visa
att ett vagekvationsproblem pa ett intervall kan reduceras till ett egenvéirdesproblem
pa ett system av ordinéra differentialekvationer.

3.5 Den inhomegena vagekvationen

Vi vill 16sa den inhomegena vagekvationen definierad pa hela den reella tallinjen
och med begynnelsvillkor av Cauchytyp
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utt(wﬂf) - C2uzm(xvt) = f(xat): US R: t>0
u(@,0) = g(@), reR (12)
ut(z,0) = h(x), xeR.

Losningen u kan skrivas som en summa uv = v 4+ w dér v 16ser problemet

Vgt — C2vmz = f(xv t)
v(z,0) =0 (13)
ve(z,0) = 0.

och w l6ser problemet
Wyt — CPWyy =0
w(z,0) = g(x) (14)
wy(z,0) = h(x).

Till f8ljd av att ekvationerna &r linjéra kan vi séga att (13) och (14) 1gser (12).

Sats 3.9. Om w(z,t) dr en lésning till (14) och v(x,t) dr en lésning till (13)
sa dru=v+w en ldsning till (12).

Beuvis. Definiera differentialoperatorn

0? 02
Li=(35-55 ).
(at2 ‘ 83:2)

Da har vi per definition av linjéritet att

Uy — gy = Lu = L(v+w) = Lv 4+ Lw = f(z,t) + 0 = f(x, 1),
u(z,0) = v(z,0) + w(z,0) =0+ g(z) = g(x),
ur(z,0) = ve(x,0) + we(z,0) = 0+ h(z) = h(z).

Detta visar att u 16ser (12). O

Fran tidigare avsnitt vet vi att formeln

x+ct
w(z,t) = %(g(sc +et) +gle—ct) + zic/ h(s)ds (15)

ger en losning till (14).

Vi vill nu beskriva en l6sning for (13). Detta kan vi gora med hjélp av Du-
hamels princip. Duhamels princip fungerar for linjara differentialekvationer i
allménhet och innebér att en inhomogen ekvation med homogena begynnelse-
villkor bryts ner till summan (integralen) av lésningsmingden fér en homogen
hjdlpekvation med ett specifikt begynnelsevillkor, se [15]. Vi applicerar princi-
pen pa (13). I detta fall kan vi med inspiration fran [14, s. 80] anvénda féljande
hjélpekvation och begynnellsevillkor.

33



Vie(z,t,8) — Vyg(x,t,8) =0, reER, t>s
V(z,s,s) =0, t=s (16)
Vi=f(z,s,5) = f(z,s), t=s

som har 16sning V' (z, ¢, s) for s > 0.

Jamfort med de vagekvationsproblem vi sett tidigare har vi héir ersatt den
fixerade tidpunkten 0 med en parmetriserad tidpunkt s.

Lat n(t,s) =t — s da &r (16) ekvivalent med

‘/tt(x777)762vxx(x>77):07 IGR,U>0
V(z,0)=0
Vi = f(2,0) = f(x).

som, givet f(z) € O, loses av

1 T+cn 1 z+c(t—s)
Ve =g [ iy e vats =g [
r—cn r—c(t—s

Sats 3.10 (Duhamels princip). Antag att V(z,t,s) € C? for x och t tillsam-

mans, kontinuerlig for s och att V' léser (16). Da dr v(x,t) = fot V(x,t,s)ds en
lésning till (13).

Bevis. Om V(z,t) och V; &r kontinuerliga sa géller regler for derivation under
integraltecken, enligt [8, kap. 5.1], vilket ger att

t

¢
ve(x,t) = V(x,t,t) +/ Vi(z,t,s)ds =V (x,s,s) +/ Vi(z,t,s)ds
0 0

t t
=0+ / Vi(z,t,s)ds = / Vi(x,t, s)ds.
0 0

Vidare derivation med avseende pa t ger
t t
v (x,t) = Vi(a, t,t) +/ Vie(z, t,s)ds = Vi(z, s, s) +/ Vie(z, t, s)ds
0 0
t t
= f(z,s) +/ Vit(x, t, 8)ds = f(z,t) +/ Vie(x, t, s)ds.
0 0
Derivation med avseende pa x ger

¢
vm(:r,t):/ Va(z,t, s)ds
0

och .
vm(x,t):/ Viw (2,1, 5)ds.
0
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Da far vi att v uppfyller PDE:n (13), ty
t t
Vit (2, 1) — Cuge(z,t) = f(2,t) +/ Vie(z,t,s)ds — C2/ Vew (2, t, 8)ds
0 0
t

= f(z,t) +/ Vie(w,t,8) — 2 Vyp(w, t, 5)ds
0
= [, ) + 0= f(z,1)

och villkoren i (13), ty
0
v(z,0) = / V(z,t,s)ds =0,
0

0
ve(2,0) = / Vi(z,t,s)ds = 0.
0

Beviset ar slutfort. O

Sats 3.10 och 16sningsformeln f6r V' ger oss att

t t 1 z+c(t—s)
U(x,t)z/ V(x,t,s)dSZ/ 2—/ fy)dy | ds.
0 0 CJz—c(t—s)

Minns att ursprungsproblemet (12) 16ses av u(z, t) = w(z, t)4v(x,t). Ddrmed

har vi att
1 1 /z+ct /t 1 /z+c(t—s)
= h(s)ds+ — fy)dy
2 2¢ Jo—et () o \2c z—c(t—s) (®)

u(z,t) = = [g(x + ct) + g(z — ct)]+—

ger en 16sning pa det inhomogena vagekvationsproblemet (12).
Notera att den sista termen i 16sningsformeln medfér att beroendeomrade
for en punkt (z9,tg) bestar av den triangulidra mingden

{(z,t) rmog—clto—t) <z <zp+clto—1t) ,0<t<4}

och att paverkansomradet dr identiskt med dito fér motsvarande homogena
ekvation (Figur 8).

Anmirkning 3.2. Vi kan dven anvinda Duhamels princip pa ett begynnel-
se/randvidesproblem av Dirichlettyp, enligt [10]. Beroende och paverkansomraden
kommer vara samma som for det korresponderande homogena problemet

4 Véagekvationen i R?

En tredimensionell vagekvation kan representera ljud- eller ljusvagor i ett tre-
dimensionellt medium. Detta hérleds i uppsatsens sista avsnitt.
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Paverkansomrade

- X X
Xo-Clo / Xo Xo+Clo Xo

Beroendeomrade

Figur 8: Inhomogena ekvationens beroende- och paverkansomrade

I detta avsnitt hirleder vi, med [14, kap. 3.2.a—c| som frimsta kiilla, 1sningar
till begynnelseproblem av Cauchytyp for den homogena vagekvationen i tre
rumsdimensioner

uge(%,t) — 2 Au(z,t) = 0, T €R3, t>0
’U;(.f,',()) = g(i.)7 zeR3
ut(z,0) = h(T), T e R3.

Forst infor vi nagra beteckningar som kommer anvéndas flitigt.
Definition 4.1. En punkt eller vektor i R3 betecknas & = (w1, 2, 3), vi be-

tecknar gradient med V = (%,8%2,%) och Laplaceoperatorn med A =

5° 9? 9°
(Br+dz+am)
Begreppet sfiriskt medelvirde kommer vara helt centralt i fortsattningen.

Definition 4.2 (Sfiriskt medelviirde i R3). Ldt h vara en kontinuerlig funktion
h : R® — R. Lat K wvara ett klot med centrum i punkten T och med radie
r. Klotets yta betecknas OK och dess ytarea ges av 4nr?. Funktionens sfiriska
medelvirde dver ytarean for K betecknas My (Z,r) och ges av

My(#,r) = /a ROZOE - /| M r2)s ()

ddr z dr den sfdariska parameterframstillningen av enhetsklotet och dS dr ytele-
mentet pa sfiren.

Likheten i definitionen ges av sfirisk parameterframstéllning

y1 =1 +rsinfcosp
Yo = Tg + rsinfsin
Y3 = T3 + 7 cosf
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déar vi satter
z1 = sin# cos ¢

29 =sinfsinp
z3 = cos b

och kan diarmed se

1 2m
47r7"2/ h(y)dS(y = r2/ / §)r? sin 0dfdyp

/ /27f h(g) sin 6dOdp = h(z 4+ rz)dS(Z).

|zl=1

Notera att lim,_,q My (Z,r) = h(Z), pa grund av kontinuitet.
Vi anvinder nu sfiriskt medelvirde for att hirleda den sa kallade Darboux-
ekvationen i tre dimensioner. Darbouxekvationen beskriver verkan av Laplace-

operatorn pa sfiriska medelvirden.
Derivera M), med avseende pa r. Funktionen h &r kontinuerlig sa vi kan
derivera innanfor integralerna och kedjeregeln ger

th(iz,r) L / gh(:v+7"z)dS( )

or A z1=1 OF
:i |z|=1 %%+%% f?: EZLSCZS( )
- 417r " %zl + aaThzg + 88:323615(5)
_ ﬁ - (;Ll? aih; aig) W@ +12) - (21, 20, 23)dS (2)
_ ﬁ . Vh(z +12) - 2dS(2)

Fran definitionen kan vi byta integrationsomrade till K, dir § = Z + rZz och
eftersom den utatriktade enhetsnormalvektor pa randen av K dr —* kan vi
applicera Gauss sats (divergenssatsen), [8, s. 368], vilket ger att

o 1 e
EMh(x,r) = e Vh(z +rz) - z2dS(Z)
_ 1 YT
= | V) as

1 / 1
- Ah(g)dg = —— A / h()dg
47TT2 |§—f\<7‘ 471'7”2 |g—i\<'r

Vi beréknar integralen med sfiriska koordinaterna 0 < p < r,0 < ¢ < 27
och 0 < @ < 7. Integrationsomradet som detta definierar kallar vi E. Det ger
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att
0 1
— My (z =——A h(y)dy
or h(l’,T’) ) /777 (y) Y
lg—z|<r
1
4mr?
1
T Anr?

A/ h(z1 + psinf cos @, xo + psinOsin @, x3 + p cos 0) sin d0dpdp
E

A/ P> </ h(zq + psinf cos @, xo + psinfsin @, x5 + pcos ) sin 9d9d<P> dp,
0 F

dir F = {(¢,0) : 0 < p < 27,0 < 0§ < 7}. Enligt definitionen av sfiriska
medelvérden &r integralen inom parantesen lika med 47w My, (Z, p). Da far vi

I B
5y Mn(@,7) = ﬁA/o p~Mp(Z, p)dp.

Vi multiplicerar med r2, ger
0 _ " _
rza—Mh(w,r) = A/ p* My (z, p)dp.
r 0

Derivera med avseende pa r, ger med produktregeln och enligt regler for deri-
vering under integraltecken att

0? 0
7‘2%(Mh(i°,r)) + 2TE(Mh(i“,r)) = ATQM;L(QY:,T) + 0.
Dividera slutligen med 2, vilket ger
0? 2 0 _ _
<a712 + 7’87’) (Mh(l’ﬂ’) = AMh(w,r),
som #r Darbouxekvationen i R3.

Anméirkning 4.1. Motsvarande ekvation kan hdrledas for alla R™,n > 2, se
[14].
Foljande sats knyter ihop Darbouxekvationen med Cauchyproblemet.

Sats 4.1 (Euler-Darboux-Poisson-ekvationen). Om w(Z,t) dr en ldosning till
problemet

ug (Z,t) — 2 Au(z,t) = 0, 7 € R3, t>0
u(z,0) = g(2), 7 € R? (17)
ut(Z,0) = h(T) reR?

sa dr My (z,r,t) en losning till problemet

g—;Mu(i,r, t) —c? (5‘—; + %%) M, (z,7,t) =0
M, (z,7,0) = M,(&,7) (18)
%Mu(i“,r, 0) = Mp(z,r)

forz e R3, r € RY ocht > 0.
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Bevis. Betrakta t > 0 som en parameter. Vi far av definitionen av sfiriska
medelvirdet, derivation under integraltecken och Darbouxekvationen att

82

or2

M, (z,r,t) = 417r/||1 up (T +rz,t)dS(z) = 417T/|1¢2Au(x+rz, t)dS(z)

1, - 1, .
= ¢ A/ll u(Z + 1z, t)dS(z) = e Adn M, (Z,r,t)
92 290
_ 2 - _ 2 -
=c*AM,(z,rt)=c <0T2 . 87“) M, (Z,r,t),

vilket visar att M, (z,r,t) uppfyller PDE:mn i (18). Aven begynnelsevillkoren
uppfylls, ty

1
M, (z,r,0) = / u(z +rz,0)dS(z)
4 iz
- @ TS E) = My
och
9 My(,1,0) = 2 / wi (% +77,0)dS(2)
ot u 471_ 2=1 t )
1
== - Mz + rz)dS(z) = Myp(z,r),
vilket bevisar satsen. O

Satsen indikerar att om vi kan hitta 16sning till (18) sa kan vi genom att
lata r ga mot noll erhalla en l6sning till (17).

Sats 4.2 (Kirchhoffs formel, se s. 87 [14]). Om g € C® och h € C? sd ges en

C2-losning till (17) av
// h(Z + ctz)dS(z).
|z|=1

u(@, )_ A Ot [ //|z| 1 9(@ + )5 +

Bevis. Multiplicera PDE:n i (18) med r, vilket foér forsta termen ger att

2

H? _
8 g Mu(Z,7,t) = 2 (rMy(z,rt)).

Multiplikation av andra termen med r ger

0? 20 0?2
2 “ M. (T — 2 M. (7
re <87’2 r 87“) u(@rt)=c or? (rM (2, 7,2),
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Da kan vi skriva om PDE:n i (18) som

2 2
68152 (rMy(z,rt)) = 028—

For fix punkt Z infor vi
VE(r,t) = rM,(Z,r,t),
V®(r,0) = rM,(z,r,0) = rMy(z,r) = G*(r),
Vi (r,0) = 0 TM (z,7,0) = Myr(z,r) = H"(r).
Notera att V*(0,t) = lim,_,o rM,(Z,7,t) = 0.

Vi kan da skriva (18) som endimensionell PDE péa halvlinjen r med begyn-
nelsevillkor och randvillkor

VE(r,t) — 2VZ(r,t) = 0, r >0, t>0
VZ(r,0) = G*(r)

Vi¥(r,0) = H*(r)

VZ(0,t) =0, t>0.

Enligt den tidigare genomforda endimensionella undersdkningen (se Homogena
vagekvationen pa halvlinjen i R) ges lsning av

%[Gx(rJrct)JrG’”(rfct + 5 f7+Ct (s)ds, {(ryt) : 7 > ct,t >0}
VA(r,t) = LGP (r +ct) — G®(ct — )] + & [ H?(s)d {(r,t):r <ct,t >0}
0, {(r,t) : 7 = ct,t > 0}.

Nista steg &r att se vad som hénder vid gransévergang med r mot noll. Vi
inser att for ¢ > 0 sa &r formeln f6r r < ct den relevanta losningsformeln och vi
#r inte intresserade av nollésningen V7 (r,t) = 0.

Dérmed &r

1. .
U(i,t) = }E}% Mu(jan t) = }g}% ;Vz(ra t)

T _ T _ r+ct B
_ fim (G (r+ct)—G*(ct—r) N L/ Hw(s)ds> .
2r 2cr

ct—r
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Grinsovergang for G®-termen. Variabelbytet, 7 = ¢t — r, kontinuerlig G*
och definition av derivata ger

im G*(r +ct) — G*(ct — 1) — lim G*(1 +2r) — G*(1) QG””( )

r—0 2r r—0 2r or

dér vi efter grinsdvergangen har 7 = ct. Per tidigare definitioner av sfiriska
medelvirden och variabelbyte ater till ¢ ger

i / /IZl_lg(x—l—Tz)dS(z)]
:cat[ // B x+ctzdS(z)]
47r8t l //z| 1g(z+ctz ds(z )}

Grinsovergang for H®-termen ger

9 qriimy = 2 s =2
52G7(7) = (M, (3,7) = 5~

) 1 r+ct . 1 . 1 )
lim — H*(s)ds = —H"(1) = = My7(Z, 1)
. ¢ c

t
= — // hZ + ctzdS(z),
4 |z|=1
Déarmed har visat att

u(z,t) 47”,% [ //lzl ) g(Z + ctz)dS(z) | + //|| ) h(Z + ctz)dS(Zz),

ger en 16sning till (17). O

Kirchhoffs formel visar att losningsvirdet i given punkt w(Zg,to) beror av
begynnelsedata pa randen av ett klot med centrum i Zy och med radien ctq. Det
vill sdga att beroendeomradet bestar av méangden

{z €R®: |Z — ao| = cto}-
Vi skriver paverkansomradet fér £y som unionen av alla sfirer
{(z,t) € R® x (0,00) : |Z — 2| = ct,t > 0},
till vilka den initiala data hinner pa tiden ¢. Initial data i punkten (Zg,0) fort-
plantar sig sfiriskt, liksom ytan pa en ballong som blases upp (Figur 9). Vi inser
att paverkansomradet ir en begrinsad méingd for alla ¢ > 0, vilket implicerar att

vagekvationen i R? har #ndlig fortplantningshastighet. Betrakta for fixt ¢ > 0
mingden {Z € R3 : |Z — g| > ct}. For alla dessa punkter #r u(Z,t) ej paverkat
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ot < |X-xo ct = |X-x0 ct> |x-Xo

Paverkansomrade

4 0
; X Xo ct .:
Paverkansomrade —
—i H
%0 [y

|x-xe|
Figur 9: Paverkansomrade i R3

av data fran punkten (2o, 0) och de kommer fortsitta vara opaverkade sa linge
som t < @

En konsekvens av paverkansomradets natur dr att vagsignaler firdas di-
stinkt: en betraktare i punkten Z i rummet upplever forst inget, sedan vid exakt
vid tidpunkten t = ‘i;f“l uppfattas signalen och dérefter ingenting igen, se [22].
Fenomenet kallas for Huyghyens princip i stark form och géller fér vagekvation
med udda n > 3. Detta séigs vara orsaken till att vi kan kommunicera med ljus
och ljud i det fysiska rummet, se [2].

5 Vagekvationen i R?

Vagekvationen i tva rumsdimensioner kan till exempel modellera vagor pa en
vattenyta eller ett vibrerande membran.

I denna sektion studerar vi den homogena vagekvationen med begynnelse-
villkor av Cauchytyp i tva dimensioner i rummet.

ug(%,t) — 2 Au(z,t) = 0, 7 € R?, t>0
u(z,0) = g(2), 7R (19)
u(7,0) = h(Z), T eR?

Definition 5.1. En punkt eller vektor i R? betecknas T = (x1,x2), vi betecknar
gradient med V = (i i) och Laplaceoperatorn med A = (% + & ) .
1

Ox1’ Oxa axg
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Vi anvénder en metod kallad som fritt 6versatt kallas Hadamards nedstig-
ning. Namnet torde komma sig av principen att vi utgar fran en 16sning i tre
dimensioner och sedan stiger ner till tva dimensioner genom att integrera bort
den tredje variabeln. Vi bevisar en sats fran [14, s. 88].

Sats 5.1. Om g € C? och h € C? sd ges en C*-losning till (19) av

_ g(x1 + ctzy, w2 + ctza)
t) dz1d
u(% 471' 875 [ //l <1 - 2'2 i 21022

1_22

// h(z1 + ctzr, 22 + CtzZ)dzlsz.
|z]<1

N —
1721722

Bevis. Lat u uppfylla vagekvationsproblemet i tre dimensioner, enligt féljande.
Betrakta problemet

U4t (Z,t) — 2AUW(Z, 1) = 0, T €R3, t>0
ﬂ(i’70) = g(j)7 zeR3
i (%,0) = h(Z), T € R?

dér en 16sning ges av Kirchhoffs formel

0= [ o s

Sétt z3 = 0 och definiera

+//|| ) h(Z + ctz)dS(Z).

a(z,t) = a(z1, 22,0,t) := u(z1, 22, 1), t >0,
ﬂ(j70) :g(zlax%o) = 9(1'171'2), t:(),
i (%,0) = h(x1,T2,0) := h(z1,22),  t=0.
Betrakta integrationsytorna |z| = 1 for integralerna i Kirchhoffs formel. Ef-

tersom
Zl=1le 2+ +2=1

kan vi definiera integrationsytan som halvklotsunionen Y+ UY ™~ dér
YT = {(21,22,23) : 23 = /1 — 22 — 22}

och

Y~ ={(21,22,23) : 23 = —/1 — 23 — 22}.
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Med dessa definitioner kan vi for tva dimensioner skriva l6sningsformeln

19
4 Ot

+ t/ g(x1 + ctzy, o + ctze)dS(Y ™) +
v

u(z,t) = {t /Y+ g(x1 + ctzy, xo + ctze)dS(Y+)+

+ t [ h(zy + ctzy, oo + ctze)dS(Y )+
471' Y+

+ / h(z1 + ctzy, o + ctze)dS(Y 7).
Parameterframstill Y med z; och 2z som YT : 7 = (21, 20, /1 — 27 — 22)

dér parameterytan dr z? + z2 < 1. Enligt [8, s. 305] #r i detta fall ytelementet
dS(Y*) = |, x 7, |dzidz. Berikna

21

F/ = 17077 )
= ( 1 —zf —zg)
_ 2
r/z = Ovla_ )
2 ( 1—2’% —zg)
vilket ger
_ _ Z1 zZ2
oxTL = (- ,— 1),
' = VI -2 J1-24-2 :
9 9 1/2
‘17/ X 7 | — A + 2 +1 — ;
= =2 1—z%—z§ 1—2%—2’% 1—z%—z§'
Da har vi att
1
dS(Y+) = |’f/21 X f22|d21d2’2 = dzleQ

2
V91— 22— 22
2

med parameterytan 27 + 22 < 1 & |z| < 1. Integralen med avsende pa Y+
motsvaras ddrmed av integrering éver enhetsskivan.
Motsvarande parameterframstéllning och berdkning fér Y~ ger att dven
[ . " )
dsiY-) = mdzldzg med parameterytan |Z| < 1. Detta medfor att g

integralerna respektive h-integralerna kan summeras och 16sningsformeln skrivas

om sa att
t t
(3 1) = // glx1 +c zl,wg—i—cz'g)ledzz
4’/T 815 |z\<1 ]_—22 2

1 22
(x ctzy,x ctz
// 1+ dz = 2 +2 2)dzlsz.
lzI<1 1 - 21 %2
Satsen ar bevisad. O
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Formeln visar att 18sningsvirdet i given punkt u(Zo,to) beror av begyn-
nelsedata i en cirkelskiva med centrum Zy och med radien cty. Det vill siga
beroendeomradet bestar av méngden

{z € R?: |5p — Z| < cto}.
For alla viirden u(Z, t) som for ett fixt ¢ > 0 ska paverkas av ett initialt viirde

fran en punkt Z géller da att |Zg — Z| < ct. Det vill sdga paverkansomradet av
initial data fran en punkt Ty dr méingden

{2 €R*t>0: |7 — x| < ct}.

Vi inser att paverkansomradet dr en begridnsad méngd for alla ¢t > 0, vilket
implicerar att vagekvationen i R? har #ndlig fortplantningshastighet. Betrakta
for fixt t > 0 méngden {Z € R? : |z —2p| > ct}. For alla dessa punkter &r u(Z,t)
ej paverkat av data i punkten 2y och de kommer fortsitta vara opaverkade sa
lénge som t < Lfol

Végsignaler firdas inte distinkt i R2. En betraktare i punkten Z i planet upp-
lever forst inget av en kommande vagfront, sedan vid vid tidpunkten ¢ = ﬁ_jf“'
upplevs vagen och dérefter fortsétter rorelse i form av historiska storningar i all
tid ¢ > Lf‘)l, dven om rorelsen ebbar ut med ¢ — oo, se [22].

6 Energimetoder

I detta avsnitt introduceras begreppet energi for homogena vagekvationen. Vagekvationens
energiméngd visar sig under vissa forutsdttningar vara konstant 6ver tiden.
Energiegenskapen anvinder vi for bevis av entydighet for C2-16sningar.

Definition 6.1. Betrakta en funktion u(Z,t) Vi skriver funktionens energi vid
tidpunkt t som

1
B(t) = 5 /D(ut(az,t)Q + | Vu(z, t)|?dz, D CR™

Allmént borde vi kunna férvinta oss att funktionens, i detta fall vagornas,
energi E(t) okar (laddas), minskar (urladdas) eller &r konstant 6ver tiden.

I det foljande ska visas att for losningar fran de explicita formler vi visat ti-
digare till den homogena vagekvationen i R™ med begynnelsedata av Cauchytyp
géller att energin dr konstant, under forutsidttning att datan har kompakt stod.

Definition 6.2 (Kompakt stéd). Stddet for en kontinuerlig funktion dr forslutningen
av den mdngd ddr den dr skild fran noll. En kontinuerlig funktion har kompakt
stod i Q@ C R™ om den dr noll utanfor en kompakt mdangd som omfattas av

0, se [17, s. 8]. Mingden av kontinuerliga funktioner definierade i ett dppet
sammanhdingande omrade Q vilkas stéd dr en kompakt delmingd av Q0 noteras
C.().

Foljande hjalpsats anvinder vi for vagekvationen 1 R™, dir n > 2.
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Lemma 6.1 (Partiell integration i flera variabler). Lat Q vara en begrinsad
dppen delmingd av R™ dir 0 € C*. Lit F = (Fy, ..., Fy) vara ett vektorfilt i
R™ och v en funktion. Om v, F € C*(QU 0R) dd dr

/vv-ﬁd:z: (vﬁ)-NdS—/u(v-ﬁ)daé
Q o0 Q

diir N dr den utdtriktade enhetsnormalvektorn pa 0f).

Bevis. Anvind identiteten V - (vF) = v(V - F) 4+ Vo F, se [17, 5.12]. Da har vi
att

/Vv-ﬁda‘c:/v-(vﬁ)daﬁ—/U(V-ﬁda‘c).
Q Q Q

Divergenssatsen pa forsta termen i hogerledet ger

/vv-ﬁdfc:/ (vﬁ)~ﬁd$—/v(V~ﬁ)di,
Q o0 Q
vilket bevisar Lemmat. O

Sats 6.2. Om u(Z,t) dr en C2-lésning och denna losning ges av ndgon av de
explicita formlerna visade i sats 3.2 (d’Alemberts formel), sats 4.2 (Kirchhoffs
formel) och sats 5.1 (formel for R?) av Cauchyproblemet

uge(Z,t) — 2Au(F,t) = 0, z € R, t>0
U(E,O):g(f), z e R
u(z,0) = h(Z), zeR"

dirn =1,2,3 och g,h € C.(R™) sa ir E'(t) =0, sa energin E(t) = konstant.

Vi paminner om att vi tidigare motiverat att vagekvationen har dndlig fort-
plantningshastighet. Detta implicerar att om stodet for ¢ = 0 &4r méngden
{r € R" : |z] < a} sa giller for varje fixt viirde pa ¢t > 0 att v = 0 for
véirden 1 méngden {z € R™ : |Z| > a + ct}. For varje t > 0 kan vi bilda ett
sammanhéngande begridnsat 6ppet omrade 2 C R™ sadant att funktionens stod
blir helt inneslutet i 2. Vidare, om w &r kontinuerligt deriverbar har dven de
partiella derivatorna och darmed energiintegranden kompakt stod.

Bevis. Lat n = 1. Per definition &r energin for u

1 [T (0u? ou?
E(t) == gut L 2% g
(t) 2/_00 <8t —l—cax)d:p
1 [t _0udu ou 0%u
E'(t) == 22—~ t 2 — ——du.
®) 2/_00 ot 0 % or 010 ™
Partialintegrera den andra termen
t° 9u 0%u ou ou] o 924 du
2 ou _o2 [ |Cudu _ gruou
2 /, _ Gwows T [83@ (’91&]_00 /, 927 ot

oo
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Av kompakt stéd och begrinsad fortplantningshet har vi att termen

a— o0

det vill sédga att denna term forsvinner och kvar far vi att
1 +oo 2 +oo 92 +oo 2 2
E’(t)zf/ 28“8——28/ @@dxz/ Qu(Ou_ 2070 g,
2 ot Ot? oo O Ot oo Ot \ Ot2 Ox?

+o0 +oo
/ Ut (utt —c u“) dx = / ut(0)dz = 0

—00 —00

och satsen ar bevisad for n = 1.
Lat n = 2. Da skriver vi energin som

1

E(t) = 5/}1@? (uf + Pl + Pu2,) daides.

Derivering ger

/ 2 2 =
E'(t)= / UpUgt + CoUgy Uty + C Ugy Uty AT
R2

/ 2 2 =
E'(t) = / Uplps + CoUgy Upy + C Uy Uy, AT
Q

Definiera ett vektorfilt F = (g, Uz,) och tillimpa partiell integration i flera
variabler, enligt lemma 6.1 sa att

E'(t) = / wpugy + 2 Ugy Uty + C uxzutmdx

-,
J
J

<

J

<

Uptigg + ¢ Vut } dz

2

’U,tutt+c V(utﬁ)fut(Vﬁ)} dz

2

U dT + C / wF - NdS — 02/ u(V - ﬁ)di
o0 Q

o~

wpudT + 2 / utuxlNldS+c2/ Uglgy NodS—
1o} Ele)

~

S

2 —
Uty 5, AT — C / Uty 3, AT =
Q
/ wpupdT +04+0— ¢ / Uy 37 T UtUgyz, AT
Q Q

= / wy(ugy — Au)dz = 0,
Q
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Déar termerna pa randen forsvinner pa grund av kompakt stdd och begrinsad
fortplantningshastighet. Satsen &dr dédrmed bevisad for n = 2.
Beviset for n = 3 genomfors analogt med tva dimensioner och utldmnas

dérfor. O
Anméirkning 6.1. Satsen gdller dven forn > 3. [14, s. 91]

Energiintegraler ska vi nu anvinda for att visa att det existerar som mest en
unik 16sning av klass C? till ett rand- /begynnelsevirdesproblem for vigekvationen
i R™, under foljande forutséttningar, se [4, s. 83 och s. 51].

Lat U C R™, med en slit rand OU. Sitt Ur = Q x (0,T),I'r = Up — U, déir
UT:UTLJaUOChT>0.

Betrakta rand/begynnelsevirdesproblemet

ugt(Z,) — A Au(z,t) = f, z,t € Ur
u(z,t) =g, z,t eIy (20)
ut(i,O):h, zeU

Sats 6.3. Det existerar som mest en funktion u € C?(Ur) som loser (20), se

4, s. 83].

Bevis. Antag att u; och uy biigge tva dr C2 och léser (20). Definiera w(Z,t) =
u1 — ug som pa grund av linjéritet 16ser

wi (Z,1) — A Aw(z, t) =0, z,teUr
w(z,t) =0, r,telr
wt(:E,O):O, xelU

Energi for w i U skriver vi per definitionen som

1
Fu(t) = i/th(a‘c,t)Q + A Vu(z, b)%dE,  0<t<T.

Vi deriverar med avseende pa t. Da far vi
E,(t) = / WWyt + 02(wxlwtx1 + Way Wiyy + ...)dT
U

= / wywyy + (Vw - Vw,dz)dz.
U

Definiera F' = Vw och tillaimpa partiell integration i flera variabler, enligt lemma
6.1. Da far vi

E{U(t) = /thwtt + Cz(ﬁ . th)di’

:/ wtwttdf—l—cQ/ wtﬁ-]\?dS—cz/ wt(V-ﬁ)d:E.
U U U
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Andra termen &r noll, ty w = 0 och dérmed w; = 0 pa OU x [0,T]. D& har vi
E,(t) = / wywyy — wy(V - Vw)dz
U
= / wiwer — CwAwdz = 0.
U

Vi har E,,(0) = 0, ty w(Z,0) = 0 och w = 0 pa I'p, vilket ger E,,(t) = 0. For

t > 0 giller da att
wt = 0
V| =0,

vilket innebir att w = ¢(Z), ddr ¢ dr en funktion. Da far vi villkoret
V| = |Vo(z)| =0,

vilket betyder att w = ¢(Z) = konstant. Denna dr noll, ty w(z,0) = 0. Ddrmed
géller att w =wu; —us =01 Up. O

Minns fran sektion om vagekvationen i en dimension pa ett intervall att
vi pastod att C2-l6sning med variabelseparation och parallellogrammetod re-
presenterarde samma unika 16sning till ett Cauchyproblem med randvillkor av
Dirichlettyp. Vi visar detta med ett exempel.

Exempel 6.1. Vi visar att om u(z,t) dr en C?-16sning av cauchyproblemet med
randvillkor av Dirichlettyp

g (2, ) — gy (w,t) =0, 0<x<l >0

u(z,0) = g(z), O<z<l (21)
w(x,0) = h(z), O0<az<l

u(0,1) = u(l,t) = 0, t>0,

sa dr u unik.
Antag att uy och ug bigge tvd dr C? och loser (21). Lit w(Z,t) = uy — us.
Da giller

wit(T,t) — Cwey(z,t) =0, 0<z<l >0
w(z,0) =0, O<z<l

wy(z,0) =0, O<az<l

w(0,t) = w(l,t) =0, t>0,

Berdkna

! l l
El(t) :/0 Wity + Cwpwipdz :/0 wiupdz + 2 ([wth]é —/O wtumdac>

l l 1
= / weupds + 2 <0 — / wtwmdx> = / wi(we — Cme)dx =0.
0 0 0
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Da dr B, (t) = Ey(0) = 0. Fért > 0 gdller da fran definitionen av energi att

Wy = 0

wy, = 0,
vilket ger att w(xz,t) = konstant. Denna dr noll, ty w(z,0) = 0. Ddrmed gdller
att w = uy; —ug = 0.

7 Vibrerande strangar, ljus och ljud

Vi ska se hur den fysikaliska motiveringen ser ut for vagekvationen i R som
modell fér en vibrerande string och i R? som modell for spridning av ljus och
ljud.

7.1 Vibrerande string

Antag att en vibrerande string dr fist i punkterna x = 0 och x = . Definiera
funktionen u(z,t) som stringens vertikala forflyttning fran z-axeln vid given
position x och tidpunkt ¢. Punkterna P och @ &r tva godtyckliga tétt placerade
punkter pa stringen (Figur 10).

t
+
X
?2
?A
Lo
= P
7
a
Ax
X X+4x x

Figur 10: Vibrerande stréing

50



Vi antar att: Strdngens massa per langdenhet ar konstant p(x). Strangen
ar perfekt elastisk och inget motstand mot b&jning existerar. Gravitationen kan
ignoreras. Fastpunkterna ar fixerade. Den horisontella forflyttningen av stringen
ar noll eller sa liten att den kan negligeras. Kurvans lutning &r liten, det vill
siga |u(z,t)| dr litet.

Summan av den horisontella kraften i bagge &ndar &dr noll. Vi kallar den
horisontella kraften en dnde f6r T och skriver T = T cosa = T cos 5. Vidare
enligt fysikalisk lag dr summan av den vertikala krafterna

§ F'Uertikal = MAayertikal

dér a ar accelleration och m &r massa.
Observera att Az i detta avsnitt betecknar en stricka i x, inte Laplaceope-
ratorn. I var modell av strdngen mellan punkterna P och Q &r da

m = pAz = p(x + Az) — p(z),

Auertikal — Wtt (x7 t)

Samtidigt stipulerar modellen att

sa 1 var mo

T

E Fvertikal = T2 sinﬁ — T1 sin Q,

dell av strangen mellan punkterna P och @) har vi att

Tysin —Tysina  pAzx
— = = Utt-

inB — T sina = pA &
sin 3 1sina = pAzuy T T

Vi skriver om vénsterledet sa att

Alltsa ar

Thsin B — T sin o ThsinB Tisina

T " Tycosf Tycosa
= ux(r + Az, t) — ug(x,t).

uz(x—i—Ax,t)—uw(w,t) = = Utt-

‘e 1
Division med - ger att

ug(x 4+ Ax,t) —ug(x,t)  p
Az T

Lat Az — 0 sa for fixt ¢ ser vi att

déar 2 = %
gy (1)

Uge (T, 1) = %utt S ug(2,t) — Cuge(x,t) =0

. Dérmed har vi, enligt [12] motiverat att vagekvationen wuy (z,t) —
= 0 kan fungera som en matematisk modell fér en vibrerande striang.
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7.2 Ljus
Vi hérleder ljusets spridning i vakuum med utgangspunkt i arbetet [14, kap.

3.5a, A2b].
Vi Acceptera utan vidare motivering att spridning av ljusstralning i vakum

ges av nedanstaende version av Mazwells ekvationer

SFE=c(VxH) (1)
O H=—¢(V x E) (2)
V-E=0 (3)
V-H=0 (4)

dir E och H #r vektorviirda funktioner R? x [0,00) — R? som representerar
ett elektriskt filt respektive ett magnetiskt filt. Konstanten c &r lika med ljusets

hastighet. Se illustration i Figur 11, [1].

Electric Field

— =|
) l Light Source

" : 3; Magnetic Field

FPhoton
Direction

Figur 11: Ljusvagor

Berdkning av rotationen pa vénsterledet av (1) och inséttning av V x E frén

(2) ger
0~ 0 - 102

Berdkning av rotationen pa hogerledet av (1) ger vidare att
V x (e(VxH)=cVx(VxH)=¢V(V-H) —AH)
=c(0— AH) = —cAH,

ty identiteten V x (V x V) = V(V - V) — AV, se [14, s. 414] och ekvation (4).
Ekvation (1) #r dérmed ckvivalent med PDE for vektorviird funktion H(z, t)

10% - . 0% 4 L
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Antag att begynnelsevillkoren

géller. Med (2) far vi

9 - . .
aH(i‘,O) = —¢(V x E(Z,0)) = —c(V x Ey(Z)).
Nu kan vi skriva (1) som ett begynnelsevirdesproblem f6r PDE:n
Htt*CQAﬁ:(i jER:; t>0
H(z,0) = Ho(z), TeR3 (22)
ﬁt(i,O) = —C(v X E_:()(«f)% S RS

Definiera
H = (Hy(z,t), Hy(z,t), H3(Z, 1)

dar H;(Z,t) : R® x [0,00) — R. Skriv (22) pa kolonnvektorform (observera att
sista kolonnvektorn representerar utriikning av V x Ep)

Hiyg AH, 0

Hou | - |AH | =10

H3yy AHs; 0

H,(z,0) Hy, (z)

Hy(2,0) | = | Ho,(2)

H;(z,0) Hy,(z)

Hy4(2,0) Eoy2,(Z) — Eoyas (T)
H(7,0) | = —c | Eoy2,(T) — Eoyz, (T)
Hs(,0) Eo,2, (%) — Eo,4,(T)

och inse att (22) #r ekvivalent med ett system av tre begynnelsproblem fér
tre PDE med avseende pa H;, Hs respektive H3 som var och ett kan 16sas
med Kirchhoffs formel (givet uppfyllda differentierbarhetsvillkor). Motsvarande
hérledning till tre andra l6sbara begynnelsproblem kan pa samma séitt dven
goras for (2) och E. Dirmed har vi visat att Maxwells ekvationer kan delas
upp i ekvationssystem dér vagekvationen &r applicerbar, med andra ord att
vagekvationen i tre dimensioner kan appliceras pa ljusets spridning i vakuum.

Anméirkning 7.1. [ fallet med ljusspridning i icke-vakum sa behéver vi tillfora
elektrisk laddningsdensitet p(Z,t) och en fysikalisk konstant o beroende av mediet
in 1 Mazwells ekvationer pa féljande sdtt

gé o(V x H) — 4ncE
gﬁﬁ —¢(V x E)
V-E=4 p

V-H=
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Omskrivningar och berdkningar analogt med vakuum-fallet ger att forsta ek-
vationen kan skrivas som begynnelsevirdesproblemet

Fltt — CAH = —4770%[?, zeR? t>0
H(z,0) = Ho(z), z € R?
ﬁt(.’i',()) = _C(v X E_:O(:Z.))a TS R37

se[14, kap. 3.5a, A2b]. Detta beskriver en sa kallad dimpad vagekvation med en
term som verkar sa att vagorna avtar. Eftersom teorin for hantering av dimpad
vagekvation inte gas igenom i detta arbete hinvisas intresserade lasare till [14,

kap. 4.4].

7.3 Ljud

Vi hérleder ljudets spridning med hénisning till [14, kap. 3.5b, A2¢| och [19,
kap. 1].

Betrakta en vitska med ett stabilt viloldge. Vid en liten stérning kommer
vitskans partiklar att vibrera/sviinga kring detta lige.

Ljudets fortplanting i luft kan beskrivas som denna typ av partikelforflyttningar.
Dessa kan i sin tur beskrivas i termer av ett hastighetsfilt @ = [u1(Z, ), ua(Z, 1), uz(z, t)]
och en densitetsfunktion p(z,t). Vi bortser fran temperatur och viskositet. Vi
antar att filtet och densitetsfunktionen &r tillrackligt manga ganger kontinuer-
ligt deriverbara for vara kommande riknesyften.

Vi antar att trycket &r en slit funktion som beror av p sa att p = p(p). Vilket
ger att

Vp =p'(p)Vp,

ty kedjeregeln ger for komponenterna i gradienten i = 1,2, 3 att

O p(pl@.0) = 9 (5) - p(a.).

81‘7;

Darmed ska féltet och densiteten uppfylla Eulers ekvationer fér konservering av
momentum respektive massa i féljande form

pliy + (@ V)i +p'(p)Vp =0 (1)
pt+V-(pi) =0 (2).
Vi gor f6ljande antaganden om jamviktsldget (betecknas med index 0):

po = konstant > 0
o =0
po = p(po)-

Betrakta nu en ytterst liten storning fran jamviktsldget. Eulers ekvationer géller
fortsatt, men &r svara att finna losningar till eftersom de bland annat inte &r
linjéra [14]. Dérfor ska vi for ¢ > 0 goéra om dessa till linjéra approximationer.
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Lat € > 0 vara tillrackligt litet. Taylorutveckla p fér e — 0
A/€2

2!

p = po + pe+ + ..

dér p motsvarar p’ for € = 0. Vi ignorerar alla termer med grad storre én ett
och vi har ett approximativt linjirt samband for mycket sma e
p = po + pe.
Inséttning av denna linjéra approximation i férsta termen i (2) ger
Pt = 0+ Gﬁt.
Lat vidare @ = ev dér 0 = [v1(Z, t), v2(Z, t), v3(Z, t)] Vi sédtter in i andra termen
i(2), vilket ger
V- (p) =V - (po + €p)ev &= V - (epov1, €pova, €povs) = €poV - U,

dér vi negligerar e2-termer som uppstar i berdikningar av vektorkomponenter-
na. Vi kan nu skriva en linjir approximation av (2) for liten avvikelse fran
jamviktslige som

Pt +poV -7 =0,

dér e har forkortats bort.
Vi véinder oss till ekvation (1) och pa liknande sétt som ovan med inséttning
och negligering av andragradstermer berdknar

Uy = €Uy,
o7 o o7 -
(@ V)i = (et V)et = 621116—::1 + 621)28—;; + 621138—;3 ~ 0,
dpo 0p 0p .
Vp=V pe) = — +e—+..=04+e=— + ... = €V,
P (po + pe) 0xq +68$1 + +68x1 + i

P (p) =P (po + €p).

Vi kan nu skriva en linjar approximation av (1) for liten avvikelse fran jamviktslige
som

e(po + €p)Ti +p'(po + €p)eVp = (po + €p)T; +p'(po + €p)Vp
= poli + 9/ (p0)Vp=0, €—0.
Erséitt p med p och @ med , definiera p/(po) := 2 och skriv linjira Eulerekva-
tionerna
pr+poV U= (4).

Vi kan skriva systemet (3) och (4) som en ekvation med p genom att derivera
(4) med avseende pa ¢ sa att

{pgﬁt +&Vp=0 (3)
0

pe +poV -ty =0,
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ta divergensen (V) for (3) och dividera med py som ger att

C2
Vi, =—="Ap
Po

som vid insdttning i (4) ger
2 —
pre — cgAp = 0.

som vi ser dr dr en vagekvation for p.

Det aterstar att hirleda vagekvationen for hastighetsfiltet «. Vi antar att
faltet @ dr ett potentialfilt, vilket ofta &r fallet nér viskositeten kan negligeras,
enligt [19].

Definition 7.1 (Potentialfilt). Ett fdilt @ som i hela sin definitionsmdngd kan
skrivas

u=Vo
for nagon funktion ¢, kallas for ett potentialfilt.

Vi sétter in potentialen i (3), vilket ger
poVei +cgVp =0

som &r ekvivalent med
pods + cgp = 0.

Derivering med avseende pa t ger att
Podit + Cgﬂt =0.
Vi sitter in potentialen i (4) vilket ger att
pt = —poV - Vo = —poA¢d
som vi sétter in i omskrivningen av (3). Da far vi
bt — C(Q)A¢ =0

vilket visar att ¢ uppfyller vagekvationen. Tag gradient pa ekvationen ovan. Da
far vi

Vi — c2VAp =0,

vilket dr ekvivalent med

Vd)tt — C%AV(b = 6,

vlket inses genom beriikning av VA¢ pa komponentniva. Aterinsittning, @ =
V¢ ger

ﬂtt — CgA’lj =0
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som &r ekvivalent med ekvationssystemet

Uy — AUy =0

Uy — CGAUy =0

U3y — c2Augz = 0.
Det visar sig alltsa att vagekvationen kan sta modell for utbredningen av en
liten rubbning av hastighetsfiltet «. Darmed har vi hérlett att de linjariserade

Fulerekvationerna och kan med givna antaganden och approximationer hivda
att vagekvationen kan appliceras pa ljusets utbredning.
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