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1 Introduktion

Vi lever i det 3-dimensionella rummet, den hir uppsatsen &r skriven pa en 2-
dimensionell yta med 1-dimensionella linjer och O-dimensionella punkter. Objekt
i dessa dimensioner &r inte svara att forestéilla sig men objekt i hégre dimen-
sioner &r nagot som de flesta av oss inte kan forestélla sig. Trots detta kan vi
matematiskt beskriva objekt i hogre dimensioner med hjélp av vektorer. For
ett 4-dimensionellt objekt anvénder vi vektorer med fyra komponenter, for ett
5-dimensionellt anvénder vi vektorer med fem komponenter osv.

Det hir sdttet att beskriva dimension skulle kunna fa en intet ont anande per-
son att tro att dimension endast kan vara heltal. Men det visar sig att det finns
mer komplicerade objekt vars dimension inte dr heltal och inte ens rationella
tal! Dessa objekt som existerar i icke-heltals dimensioner &r fraktaler.

I den hér uppsatsen kommer vi borja med att diskutera grundldggande ana-
lys fran Rudin (1976). Dérefter diskuterar vi vad en fraktal &r och visar hur
Cantorméangden, von Kocks kurva och Sierpinskitriangeln konstrueras. Darefter
gar vi igenom tre olika definitioner pa dimension. Forst den sjélvliknande di-
mensionen som dr ganska intuitiv men vildigt begrinsad. Sen gar vi igenom
laddimensionen. Sist gar vi igenom Hausdorffdimensionen som ar teoretiskt tung
jamfort med de tva andra definitionerna men existerar for manga fler objekt &n
den sjélvlikande dimensionen. Dérefter visar vi att for varje tal mellan 0 och



1 finns det ett objekt med den sjélvliknande dimensionen, laddimensionen och
Hausdorffdimensionen. Sist avslutar vi uppsatsen med en diskussion om hur
arbetet gatt och eventuella vidare utvecklingar.

2 Bakgrund

I det hér avsnittet ska vi diskutera grundliggande analys fran kapitel 1, 2, 3
och 5 fran Rudin (1976). Den forsta delen &r fran kapitel 1 och den diskuterar
lite definitioner om méngder. I den andra delen kommer vi att diskutera nagra
definitioner om metriska rum fran kapitel 2 av Rudin. Den tredje delen kommer
diskutera lite om griansvirden fran kapitel 3 och derivator fran kapitel 5 av
Rudin.

2.1 Mangdlara

Vi borjar med en definition som introducerar anvéindbar notation.

Definition 2.1. Lat A vara en méngd. Om x &r ett element i A betecknar vi
det med x € A och om «x inte dr i A betecknar vi det z ¢ A

Mingden som inte innehaller nagot element heter den tomma méngden och
betecknas ). I de fall en miingd har minst ett element #r den icke-tom.

Lat A och B vara méngder. Om alla element av A dr i B &r A en delméngd av
B och vi betecknar det A C B eller B D A. Vi séiger att A &r en dkta delméngd
om A och B inte &r samma méngd.

Om A C B och B C A skriver vi A = B om sa inte &r fallet skriver vi A # B.

Ofta dr det bra att kunna sédga vilket element som kommer fore eller efter ett
annat element i en méngd. Darfor definierar vi ordning av méngder.

Definition 2.2. Lat S vara en méngd. En ordning pa S betecknat med < har
tva egenskaper

(i) For varje z € S och y € S géller endast ett av de foljande pastaenden
<y, T=y, T>Y.

(ii) For varje z,y,z € S om = < y och y < z da giiller det att = < z.

Notationen = < y anvénds for att vissa att antingen géller z < y eller x = y
och analogt definieras >.

Med denna definition kommer definitionen fér en ordnad méngd naturligt.

Definition 2.3. En ordnad méngd S ar en méngd dar det finns en ordning for
alla element i S.

Tva exempel pa en ordnade méngder kan vara de rationella talen eller de reella
talen med den vanliga ordningen. Ett exempel pa en oordnad méingd kan vara de
komplexa talen. Ordnade méngder &r anvandbara eftersom man kan diskutera
o6vre och undre granser till delméngder av ordnade méngder.



Definition 2.4. Lat S vara en ordnad méngd och £ C S. Om det finns ett
B € S saatt x < forallaxz € E da séger vi att E dr uppat begridnsad och 8
Ar en Ovre grans. Pa ett analogt sétt definierar vi undre gréns.

Definition 2.5. Lat S vara en méngd, £ C S och E dr uppat begridnsad. Antag
att det existerar ett « sa att

(i) o &r en dvre grans till E.
(ii) om 7y < « sa &r vy inte en dvre gréns.
Da kallas « for supremum av E och det betecknas
a=supF
Infimum av F definieras pa ett analogt sétt och betecknas
a=inf F.

Vi vill ocksa ha nagot sitt att kunna kombinera méangder. Vi definierar nu
unionen och snittet av méngder fran kapitel 2 av Rudin (1976).

Definition 2.6. Lat A och € vara mingder och anta att for varje element « i
A associerar vi en méngd F, som &r en delmingd av Q. Méngden A kallas for
indexméngd.

Vi definierar nu unionen av miangden E, som méngden S dir x € S om och
endast om x € F, for minst ett o € A. Notationen som anvands dr

S=J Ea

acA
och om A bestar av heltal 1,2, ...,n anvinds
S={]J Em

m=1

eller
S=FE UFEyU..UE,.

I fallet da A &r alla positiva heltal anvénds
S=J En
m=1

dér oo betyder att det &r unionen av en uppriknelig samling.
Snittet av E,, definieras som méngden P sa att x € P om och endast om = € F,
for alla a. Notationen vi anvénder &r véldigt lik den fér union,

P:ﬂEa

acA



om A bestar av heltal 1,2, ...,n skriver vi

P= ﬂ E,=E NEyN..NE,

m=1

och om A &r en uppriiknelig samling skriver vi

P= ) E,.

1

Y

Léngre fram i uppsatsen kommer vi att jobba med linjer av olika slag och déarfor
Ar nésta definition bra for att precisera vad vi menar. Den hér definitionen ar
inte fran Rudin och &r nagot vi sjéilva vijer att definiera.

Definition 2.7. Intervallet [a,b] dr de = sidan att a < z < b. Det 6ppna
intervallet ]a, b[ dr de x sadana att a < x < b.

2.2 Metriska rum

Aven om vi har en ordnade mingd har vi inte manga antagande att jobba med.
For att kunna ha fler anvindbara antagande for de méngder vi arbetar med
véljer vi att definiera ett metriskt rum.

Definition 2.8. En méngd X vars element vi kallar for punkter ar ett metriskt
rum om for alla punkter p,q € X kan vi definiera en avstands funktion d(p, q)
som &r ett reellt tal sa att

(i) d(p,q) > 0 om p # q och d(p,q) = 0 om och endast om p = g;

(i) d(p,q) = d(q, p);

(iii) d(p,q) < d(p,r)+ d(r,q) for alla r € X.

Med hjilp av avstands funktionen kan vi klassificera punkter i ett metriskt
rum och denna klassificering av punkter leder till att vi kan séga saker om det
metriska rummet. Vi gor f6ljande definition.

Definition 2.9. Lat X och E vara metriska rum sa att £ C X. Alla punkter
som diskuteras nedan &dr i X om inte annat ségs.

(a) En omgivning runt en punkt p &r en méngd N, (p) sa att ¢ € N,(p) om
och endast om d(p, q) < r. r kallas for radien av N,.(p).

(b) En punkt p kallas for randpunkt av méingden F om alla omgivningar runt
p innehaller punkter av F som inte &r p.



(c¢) Om p &r en punkt i £ men inte en randpunkt da kallas p for isolerad.
(d) E kallas for sluten om alla randpunkter till £ &r en del av E.

(e) En punkt p av E kalls for inre punkt om det finns ett r sa att N,.(p) C E.
(f) En méngd E kallas 6ppen om alla punkter i F dr inre punkter.

(g) Komplementet till en méngd E betecknas E° och ér alla punkter € X
sa att v € E.

(h) FE kallas perfekt om E ir sluten och alla punkter av F dr randpunkter till
E.

(i) F &r begriansad om det finns ett reellt tal M och en punkt ¢ € X sa att
d(p,q) < M for allap € E.

(j) E dr tét 1 X om varje punkt i X &r en randpunkt av F eller dela av E
(eller bada).

Vi behover ocksa veta vad diametern av en méngd i ett metriskt rum &r. Denna
definition &r inte fran Rudin. Definitionen &r baserad pa konceptet av diameter
i Falconer (2014).

Exempel 2.10. Lat E och X vara metriska rum sa att £ C X och d &r avstands
funktionen fér X. Vi definierar nu diametern av £ som

|E| = sup d(p,q).
P.aEE

Vi gar nu vidare till att diskutera kompakta méngder. Forst behover vi veta
vad en overtéickning dr for nagot.

Definition 2.11. En 6ppen 6vertickning eller 6vertdckning av en méngd E i ett
metriskt rum X &r en samling {G} av 6ppna méngder i X sa att £ C |J, Ga.

Vi definierar ocksa en d-tiackning. Denna definition &r inte fran Rudin. Defini-
tioner ar baserad pa J-tdckning fran Falconer (2014).

Definition 2.12. Lat {V,,} vara en 6vertéickning 6ver en méngd. Om det finns
ett tal & sa att |V,,| < § séger vi att {V,,} dr en d-téickning.

Overtéckningar kommer vi anviinda mycket i uppsatsen sa dérfor viljer vi att
visa ett exempel pa en overtickning.



Exempel 2.13. Lat F vara det slutna intervallet mellan 0 och 1. Vi skulle
kunna goéra en overtdckning med de tva Sppna intervallen U; = }_71, %[ och
Uy = ] %, % [ eftersom F' C Uy U Us.

Vi visar ocksa ett exempel pa nagot som inte ar en Gvertickning.

Exempel 2.14. Lat F vara som i exempel 2.13. Nagot som inte &r en dvertickning
skulle kunna vara U; = 0, 1 L och Uy = ]%, 1[. Vi har da att F ¢ U; U Us ef-

10,5
tersom {0,%,1} € F men {0, +,1} ¢ U; U Us.

’ 9 59

Nu &r vi redo att definiera vad en kompakt méngd &r fér nagot.

Definition 2.15. En delmingd K av ett metriskt rum X &r kompakt om for
varje overtdckning 6ver K finns en éndlig delovertiackning.

Man skulle kunna forklara den hér definitionen som att om {G,, } &r en 6vertidckning
av K finns det dndligt manga G, ..., G4, sa att

K C Gy U...UG,,.

Att en mingd dr kompakt ger ofta manga anvindbara konsekvenser. I vart fall
vill vi anvidnda en sats som sdger nagot om att en méngd &r icke tom. Vi vill
kunna vissa att méngder dr icke tomma sa att vi vet att nir vi arbetar med en
fraktal att vi inte har den tomma méngden. Innan vi visar denna sats sa visar
vi nagra andra satser som dr anvindbara for att kunna av gora om en méngd
Ar kompakt eller inte.

Sats 2.16. Lat X vara ett metriskt rum, K en kompakt delmdngd till X och F
en sluten delmdngd till K. Vi har alltsa

FCKCcCX.

Da gdller det att F' dr kompakt.

Bewis. Lat {V,} vara en dppen téickning av F. Da far vi att
Q=FU{V,}

ar en 6ppen tickning av K. Eftersom K &r kompakt finns det en &ndlig delméngd
d av () sa att ® ar en Oppen tickning. Observera att F'° inte kan vara det enda
elementet i ® eftersom F' C K. Om nu F° &r del av & far vi att ® \ F° ar
en #ndlig 6ppen tickning av F. Om F°€ inte adr en del av ® &r & en #ndlig
overtéackning av F. O

Sats 2.17. Om {I,,} dr en foljd av intervall i R sd att I,41 C I, da gdller det
att -

ks

n=1

ar icke tom.



Bevis. Lat I,, vara intervallet [ay,,b,] och E vara mingden av alla a,,. Eftersom
E &r begrénsad av b; finns ett supremum av E och vi betecknar den med x. Lat
nu n och m vara positiva heltal. Da giller det att

(7% S an+m < bn+m S bm

Detta betyder att = < b, for varje m. Nu eftersom z &r supremum over alla a,
maste det gilla att a,, < x och dirmed ar z € I, for alla m. ]

Sats 2.18. Lat k wvara ett positivt heltal och {I,} en foljd av k-dimensionella
rdtblock sa att 1,11 C I,. Da gdller det att

o0
A
n=1
ar icke tom.
Bevis. Lat I, vara alla punkter x = (z1, ..., ) sa att

Qnp 5 Sx] Sbn,] (1 S] Skan:1a2a3)7

och 1&t I, ; = [an,j, by ;]. Nu har vi att for varje j uppfyller I,, ; kraven for sats
2.17 och darmed finns det tal x;‘ med (1 <j <k) sa att

an; < :z:;‘ <b,; (1<j<kn=1,2.3.).
Om vi nu sétter x* = (7, ..., z}), da géller det att x* € I,,. O

Aven om dessa tva satser inte siiger nagot om en mingd &r kompakt eller inte
kan vi anvinda dem for att visa en véldigt kraftfull sats om vilka méngder som
Ar kompakta.

Sats 2.19. Varje k-dimensionellt rdtblock dr kompakt.

Bevis. Lat I vara ett k-dimensionellt ratblock med punkterna x = (z1, ..., zx)
sd att a; < x; <b; dir 1 < j < k. Sétt nu

2

k
6= (b —a;)’
j=1
Da kommer det gilla att |[x —y| < om x,y € I.
Vi gor nu ett motsigelseargument. Antag att det finns en ppen tiickning {G,}

av I sa att det inte finns en delméngd som técker I. Siatt nu
o aj + bj
G ="
D4 kommer intervallen [a;, c;] och [¢;, b;] att begrinsa 2¥ k-dimensionella riitblock,
kalla dem @); och deras union dr I. Atminstone en av dessa ); kan inte téckas



med en #ndlig delméngd av {G,} for att annars skulle vi kunna técka I med
en dndlig delméngd av {G,}. Vilj en av dessa @; och kalla den for I. Dérefter
fortsétter vi denna process med I;. Om vi fortsdtter denna process far vi en
foljd {I,,} med egenskaperna

(a) IDLDLDI3D ..y

(b) I, téckes inte av nagon éndlig delméngd av {G, };

(¢) omx €I, ochyel,da|x—y|l <27".

Enligt (a) och sats 2.18 finns den en punkt x* som ligger i varje I,, och da maste
det finnas ett « sa att x* € G,. Nu eftersom G, dr 6ppen finns det ett r sa att

x" —yl<r

implicerar att y € G,. Om n &r sa stort att 2776 < r da kommer c att implicera
att I, C G, vilket 4r en motséigelse mot b. O

Nu kommer vi till satsen vi vill anvénda for att visa att méngder &r icke tomma.

Sats 2.20. Ldat {K,} vara en samling kompakta del mingder av ett metriskt
rum X sa att snittet av alla dndliga delméingder av {K,} dr icke-tom. Da gdller
det att (K, dr icke tom.

Bevis. Vi bevisar att detta dr sant genom att anta att slutsatsen inte &r sann
och det ger oss en motsigelse. Fixera ett K fran {K,} och 1at G, = K. Anta
att ingen punkt av K7 finns i alla K. Da kommer G, att vara en 6vertickning
av K7 och eftersom K &ar kompakt finns det dndligt manga index aq, ..., o, sa
att K1 C Go, U...UG,,, . Detta betyder att

KiNnK,,..NK,,
ar tom vilket 4r en motségelse. O

Den hér satsen kan paminna mycket om sats 2.17 och sats 2.18. Den stora
skillnaden ar att foljden i fragan inte har nagot krav annat &n att den &r kom-
pakt. I sats 2.17 maste det vara ett intervall och i sats 2.18 maste det vara ett
k-dimensionellt riatblock.

2.3 Gransviarden och derivatan

Senare i uppsatsen kommer vi att berdkna gransvirden och darfor tar vi den
hér biten for att definiera grinsvéirden. Vi borjar med att definiera en talfoljd
vilket dr fran kapitel 2 av Rudin (1976).



Definition 2.21. En talf6ljd 4r en funktion f definierat pa méngden J av alla
positiva heltal. Nir f(n) = z,, for n € J brukar man beteckna talféljden f med
{zn} eller 1, zo, ... elementen i talféljden kallas for termer av talféljden. I det
fall A &r en méngd och z,, € A {or alla n da séger vi att f &r en foljd i A.
Ibland &r det passande att ersdtta J med alla icke-negativa heltal sa att man
borjar pa 0 istéllet for 1.

Med hjélp av talfoljder kan vi definiera grinsvéirden. De tva nésta definitionerna
och den nést kommande satsen ér fran kapitel 3 av Rudin (1976).

Definition 2.22. En talfoljd {p,} i ett metriskt rum X séigs konvergera om
det finns en punkt p € X med egenskapen att fér varje € > 0 finns det ett heltal
N sa att om n > N har vi att d(p,,p) < € dér d dr distans funktionen for X.
Om ett sadant hir p finns séger vi att {p, } konvergerar till p och vi skriver

lim p, =p

n—oo

eller p,, — p nir n — oo. I det fall det inte finns ett sadant hir p séger vi att
foljden divergerar.

Vi visar nu en sats for att underlétta att berdkna grinsvardet.

Sats 2.23. Lat {s,} och {t,} vara talféljder sa attlimy, o t, =t ochlim,_ s Sy =
s. Da gdller det att

(a) limy, oo (Sp, + tn) = s+ t;
(b) lim,—s00(csn) = s, limy,yo0(c+ s,) = ¢+ s, for alla konstanter c;
(¢) limy, 00 (Sntn) = st;

(d) lim, s 711 = % ,om s, #0 formn=1,2,... och s # 0.

Bewvis. Vi viljer att visa (¢). De andra visas pa ett liknande sétt.
Forst har vi att (b) ger att

lim (s,t,) = st < lim (s,t, — st) = 0.
n—oo

n—oo

I beviset kommer vi att anvinda att
Sptn — st = (Sp, — 8)(tn) + s(ty, — t) +t(sn, — ).

Eftersom s,, — s och t,, — t nédr n — oo betyder det att for varje € > 0 finns
det N7 och Ny sa att
n> Ny = s, —s| < e

n> Ny = [t, —t| < Ve.



Lat nu N = max(Ny, Na). Detta ger att n > N implicerar
|(sn, — 8)(tn — )] = |sn — 8| - [tn — t] < Ve -Ve=E¢.
Lat nu n > N, da far vi med hjélp av a och b foljande berdkning

lim (s,t, — st) = lm (s, — 8)(tn —t) + s(tn — ) + t(sn — 5) =
n— o0

n— oo

= lim (s, — 8)(tn, — t) + s lim (£, —n) + ¢ lim (s, — 8) < € + t/e + s\/e.
n— 00 n—00

n—oo

O

I uppsatsen kommer vi dven att berdikna oéndliga summor och darfor definierar
vi nu en serie.

Definition 2.24. Givet en f6ljd {a,} anvinder vi notationen

for summan ap + apt1 + ... + a4 Till f6ljden {a,} associerar vi en annan 5ljd

{sn} dér
n
=Y a,
k=1
Vi séger nu att
oo
D>
n=1

#r en serie och s, dr en partialsumma. Om talféljden {s,} konvergerar till s
séger vi att serien konvergerar och vi skriver

)
E anp = S.
n=1

Med hjalp av gransvirden kan vi diskutera ett speciellt gransvirde av funktioner
nédmligen derivatan. Den kommande definitionen och sats dr fran kapitel 5 av

Rudin (1976).

Definition 2.25. Lat f vara definierad och reell viird pa intervallet [a, b]. Fér
varje x € [a,b] gor vi kvoten

s~ O 1@)

a<t<bt#uz)
t—x

och definiera
PN 1
£/(z) = lim 6(1)
forutsatt att det hir griansviirdet finns. Vi kallar f’(z) for derivatan till f(z) i

punkten z.

10



Derivatan har manga anvindningar men i den hir uppsatsen vill vi anvéinda
den for att underldtta att berdkna gréinsvirden med hjélp av foljande sats.

Sats 2.26 (L’Hopitals regel). Lat f och g vara reell virda funktioner som dr
deriverbara pa |a,b[ och ¢'(x) # 0 for alla x €]a,b] och —c0 < a < b < oo.
Antag nu att

f'(x)

— A nir z — a. 2.1
g'(x) 2
Om nu
f(x) = 0 och g(x) = 0 nir z — a (2.2)
eller
g(x) = +o0 nirx — a (2.3)
da gdller det att
S — A nirz — a. (2.4)
g(x)

Bevis. Vi borjar med fallet da —oo < A < +o0. Lat g och r vara reella tal sa
att A < r < ¢. Enligt (2.1) finns det en punkt ¢ €]a,b[ sd att om a < z < ¢
maste vi har att

f'(x)

g'(x)
Om a < z < y < ¢ da enligt medelviirdessatsen finns det en punkt ¢ €]z, y[ sa

att
fl@)—fly) _ f'@)

<r.

= <r. 2.5
o(@) o) ~ o0 (%)
Antag nu att (2.2) dr sann. Om vi nu later x — a i (2.5) far vi att
fy)
—~<r<q (a<y<ec). 2.6
) ( ) (2.6)

Antag nu att (2.3) dr sann. Om vi later y vara fixt i (2.5) kan vi vélja ett
c1 €la,y[ sa att g(z) > g(y) och g(z) > 0 om a < z < ¢;. Om vi forlinger (2.5)
med 2B-9W) 5, i
g9(z)
f(x) 9y) ., f)
L <r—r=——<+="=< (a<zx<c). 2.7
e e T ! >0
Om vi nu later ¢ — a i (2.7) kommer (2.3) visa att det finns en punkt co €]a, ¢1]
sa att

f(x)
— <q (a<x<cy).
g(x) ( )
I slutdndan far vi att (2.6) och (2.7) visar att for varje ¢ sa att A < ¢ finns det
f(z)

en punkt cy sa att o) <gqoma<z<co
Pa samma sétt kan vi vélja ett p sa att p < A och hitta en punkt c3 s att

f(z)
<= (a<x<cy).
(@) ( 3)
och da foljer (2.4) av dessa tva pastaenden. O
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3 Fraktaler

Det finns ingen tydlig definition av vad en fraktal &r fér nagot. Falconer ger en
idé om varfor det &r s i inledningen av Falconer (2014). Falconer menar att man
borde se definition av en fraktal pa samma sétt som biologer ser pa liv. I stéllet
for en fast definition 6ver vad liv dr finns det nagra karakteristiska egenskaper
och det som kallas for levande har de flesta av dessa egenskaper. For fraktaler
formulerar Facloner denna lista

(i) Fraktalen har fin struktur, alltsa detaljer pa godtyckligt liten skala.

(ii) Fraktalen &r for oregelbunden for att beskrivas med traditionell geometri,
bade lokalt och globalt.

(iii) Ofta &r fraktalen sjélvliknande, kanske approximativt eller statistiskt.
(iv) Normalt ér 'fraktaldimensionen’ stérre &n den topologiska dimensionen.

(v) T de intressanta fallen &r fraktalen definierad pa ett enkelt sétt, t.ex. re-
kursivt.

I den hir texten kommer vi jobba med fraktaler som uppfyller alla dessa krav.

Exempel 3.1. Den forsta fraktalen vi gar igenom dr Cantorméngden. For att
konstruera Cantorméngden gor vi det rekursivt. Vi borjar med att lata Ey vara
intervallet mellan 0 och 1. For att sedan gora F; delar vi upp Ey i tre lika
stora bitar och tar bort mittenbiten. Detta betyder att Fy = [0, %] U [%, 1]. For
att hitta FEs upprepar vi denna process for varje intervall i Ey. Sa vi har att
Ey = [0 1] U [2 l] u [g Z] U [%, 1]. Vi definierar nu Cantorméngden E som de

punkternz somgféur3 i By gf('jgr) alla k. Formellt &r detta
(o)
E = () Ex.
k=0

Vi visar nu att den hér definitionen ger nagot som &r kompakt och icke-tomt.
Vi borjar med att observera att Intervallet mellan 0 och 1 dr ett 1-dimensionellt
ritblock och dédrmed enligt sats 2.19 &r det intervallet kompakt. Fran konstruk-
tionen av Cantorméngden far vi att den &r sluten och en delméngd till intervallet
mellan 0 och 1. Ddarmed ger sats 2.16 att Cantorméngden &r kompakt. For att
visa att Cantorméngden ar icke-tom anvander vi sats 2.20. Forst noterar vi att
alla Ej, ar en delméngd av intervallet mellan 0 och 1 och didrmed kompakta
med samma resonemang som ovan. Sedan observerar vi att varje dndligt snitt
ar icke tomt eftersom Fjyi1 C Ej sa da maste vi ha att varje dndligt snitt &r
den iteration med storst index. Darmed har vi uppfyllt kraven for sats 2.20 och
dérmed &r Cantorméngden icke-tom.
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Figur 1: De 5 forsta iterationerna av Cantorméngden.

Exempel 3.2. Det andra exemplet vi gar igenom &r Von Kochs kurva och den
skapas pa ett liknande sitt. Lat Fy vara intervallet mellan 0 och 1. For att
skapa FE1 delar vi upp Ejy 1 tre lika stora bitar och ersdtter mittenbiten med tva
sidor av en liksidig triangel baserad pa den borttagna biten. For att gora Fs
gbr vi samma process pa intervallen i Fy. Sa for att skapa Fy givet Ei_; delar
vi upp varje intervall i E}_1 i tre lika stora bitar och byter ut mittenbiten mot
tva sidor i en liksidig triangel med samma sidlingd som den biten vi tog bort.
Vi far nu att for stora k kommer skillnaden mellan E}, och Ej_; inte att vara
véldigt stor och nér k gar mot oédndligheten kommer Ej na en grins kurva F
och det dr denna som &r von Kochs kurva.



Figur 2: De 4 forsta iterationerna av Von Kochs kurva.

Exempel 3.3. Det tredje exemplet och sista vi gar igenom &r Sierpinskitri-
angeln och den konstrueras ocksa rekursivt. Lat Ey vara den liksidiga triangeln
med sidlingd 1. E; fas genom att ta en bort en liksidig triangel fran Ey sa att
hornen pa den liksidiga triangeln dr i mitten av sidorna pa Fy. For att fa Ey gor
vi nu samma process som tidigare pa de trianglarna som finns i £;. Med samma
resonemang som nér vi konstruerad von Kochs kurva far vi en granskurva F
som &r Sierpinskitriangeln.
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Figur 3: De 4 forsta iterationerna av Sierpinskitriangeln.

4 Sjialvliknande dimensionen

Den forsta definitionen pa dimension vi ska diskutera &r den sjélvliknanden
dimensionen. Falconer diskuterar den sjalvliknande dimensionen i introduktions
delen av Falconer (2014), vi foljer samma logiska kedja som han gor.

Om vi tar ett intervall av lingd 1 och skalar den med en faktor % da behover vi 2

sadana for att kunna gora ett intervall av lingd 1. Nu fragar vi vilken potens D
vi behover for att (2)71 = (%)D och det &r D = 1. Det betyder att ett intervall
av ldngd 1 har sjélvliknande dimension 1. Vi kan géra samma resonemang for
en kvadrat. Ta en kvadrat av sidlédngd 1 och skala den med en faktor % och da
behover vi 4 sadana for att kunna gora en kvadrat med sidlangd 1. Igen fragar
vi vilken potens D som loser (4)~! = (%)D och det &r D = 2. Alltsa har en
kvadrat med sidlangd 1 sjélvliknande dimension 2. Pa ett analogt sétt kan vi
visa att en kub har sjédlvliknande dimension 3.
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Tyvérr sa kan man inte alltid definiera den sjalvliknande dimensionen. Om vi
tar en cirkel med radie 1 och sedan en cirkel radie % och fragar hur manga cirklar
med radie % behovs for att gora en cirkel med radie 1 sa finns inget uppenbart
svar och dérfor kan vi inte definiera den sjélvliknande dimensionen for cirklar.
Vi kan nu ge en definition pa den sjialvliknande dimensionen.

Definition 4.1. Lat F vara en méngd i planet. Om det finns en méngd
Q = {U;} Y, som uppfyller foljande krav.

(i) F dr unionen av alla méngder i Q.

(ii) Snittet av nagon delsamling av  &r alltid tom eller innehaller endast
randpunkter fran méngderna i delsamlingen.

(iii) Varje U; har samma geometri som F fast skalad med en faktor ¢ > 0.

Da har F den sjilvliknande dimensionen

—In(N)

In(4)
Vi anvénder nu den hér definitionen for att formalisera berédkningarna vi gjorde
for att fa4 den sjélvliknande dimensionen av ett intervall. Berdkningarna for en
kvadrat och en kub &r analoga.

Exempel 4.2. Lat F vara ett intervall av sidldngd 1. Skalar vi F' med en faktor
% behover tva sadana for att gora F. Detta ger

—In(2) —1In(2)

In (%) - —1n(2) -
Aven om vi inte alltid kan definiera den sjilvliknande dimensionen kan vi defi-
niera den for fraktalerna vi definierat.

Exempel 4.3. Cantorméngden kan vi skala med en faktor % och med tva
sadan kan vi gora Cantorméingden igen. Det betyder att Cantorméingden har
den sjélvliknande dimensionen

—In(2) In(2)

(1) @)
Exempel 4.4. Von Koch kurvan &r gjord av 4 kopior av sig sjélv skalade med
en faktor % Detta ger att den sjéalvliknande dimensionen av von Koch kurva &r

—In(4) In(4)

(i) )

Exempel 4.5. Slutligen ar Sierpinskitriangeln gjord av 3 kopior av sig sjélv

skalade med faktorn i och didrmed har den sjélvliknande dimensionen

—In(3) In(3)

In(1)  In(2)
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5 Laddimension

Ett sdtt att definiera dimension dr med laddimensionen. Falconer (2014) gor
detta i kapitel 2 och i det hir avsnitet kommer definitioner och begrep fran
Falconer (2014) om inte annat ségs.

Lat F vara en delméngd av planet och § > 0. Sedan betecknar vi det minsta
antalet méngder som behévs for att gora en J-tickning ver F med Ns(F').
Falconer forklarar sedan att dimensionen av F' ska reflekteras i hur Ns(F') vixer
nér § gar mot 0. Det hir betyder att om Ns(F') foljer nagon form av potenslag
alltsa
Ns(F) ~=cd™°

for nagra positiva konstanter ¢ och s da sidger vi att F' har laddimension s. Vi
kan nu 16sa ut s och vi far

_In(Ns(F)) | In(e)

~ —In(d) In(d)"
Tar vi nu griansvérdet da § gar mot 0 sa kommer den andra termen att forsvinna.
Vi far

s = lim 7IH(N5(F))
0—0 — 111(5)
Vi ger nu en formellare definition av laddimensionen.
Definition 5.1. Lat F och Ns(F) vara som ovan. Vi definiera nu den 6vre och
undre laddimensionen som
In(Ns(F
dimp F' = lim inf w
5—0 — 111((5)
respektive
In(Ns(F)
—1In(d) °
Om dessa tva nu dr samma sa definieras deras gemensamma virde som laddimensionen
av F

dimpF = li
imp lim sup

| (N (F))
dimpF = lim ————==.
B = e —In(o)
Falconer pekar sedan ut en intressant konsekvens av denna definition nédmligen
att
lim N5(F)0® = oo om s < dimpF
6—0

och
lim N5(F)6®* -0 om s> dimgF
6—0

Falconer ger inget bevis for dessa gransvirden men vi kan ge en idé om varfor
det hér dr sant. Om s < dimpF finns det ett tillréckligt litet 6 sa att det finns

ett € > 0 sa att s = % — €. Speciellt giller det da att

In(Ng(F))

lim Ns(F)6% = lim Ns(F)§ —m® ¢ =
Lim s(F) lim 5(F)
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. 1 o1
= i No(F) - - iyge = i 5e = oo

Det andra griansvirdet kan vi visa pa ett analogt sétt.

Falconer visar sedan ett antal ekvivalenta definitioner till den vi redan har av
laddimensionen. Vi viljer att visa en av dem.

Lemma 5.2. Ndr vi beriknar den dver och den undre laddimensionen sa dr
de ekvivalent att lata Ns(F) vara det minsta antalet mingder for att géra en
0-tdckning over F och lata Ns(F') vara antalet rutor i ett rutndit med rutor av
sid lingd § som tdcker F'.

Bevis. Vi gor Falconers bevis for fallet da F' &r en delméngd av planet. Lat
Ns(F) vara det minsta antalet méngder med diameter § som behovs for att
tiacka F' och lat N§(F') vara antalet rutor i ett rutnét dér rutorna har sidlingd
§ som ticker F. Eftersom de N}(F) stycken rutorna har diameter §v/2 ger de
en overtackning av F. Detta betyder att

N 5(F) < N5(F).

Nu behover vi veta hur manga rutor av sidlangd ¢ vi behéver som mest for att
tdcka en méngd av diameter 6. Den méngden i planet med diameter § som har
storst area dr en cirkel med diameter ¢. Vi behéver som mest 9 rutor av diameter
§ for att tdcka en cirkel med diameter 0. Ett fall som ger att vi behéver 9 rutor
skulle vara om vi placerade centrum av cirkel pa centrum av en ruta. Detta ger
att

NY(F) < ON5(F).

Nu kombinerar vi dessa olikheter och delar med —In(¢). Vi far
n(Nyya(F)  _ N(F) _ In(9) + In(Ns(F))
“IEV2) +In(va) S —(@) =~ ()
och tar vi det undre grinsviardet nér 6 — 0 far vi

A
lim inf M < lim inf In(N;(F)) < lim inf M

50 —1In(0) §—0 —1In(d) T s-0 —1In(0)

vilket visar att den undre laddimensionen #r den samma oavsett om vi tar Ns(F')
eller Nj(F). For att visa att den 6vre laddimensionen ér den samma tar vi det
ovre gransvardet i stéllet for det undre grénsvérdet. O

Nu gor vi ett exempel pa hur man kan beriikna laddimensionen av ett intervall.

Exempel 5.3. Lat F vara ett intervall med ldangd 1. Vi vill nu hitta det minsta
antalet méngder med diameter § som técker F. Vi far att

-1
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dér hakparenteserna betecknar avrundat uppat till ndrmaste heltal. Vi kan nu
beriikna den 6vre och den undre laddimensionen. Vi far

In([4]) In(} +1) st 1
g < 1i 9 7 — ] — i =
L ) Y R i R g L S W
och . ) )
In([1 In(L _1
) > i inf 26 e T8
§—0 7111(5) §—0 —111(5) 5—0 7%

i bada dessa berdkningar har vi anvint oss av L’Hopitals regel. Detta ger oss

att
Ns(F)

550 —In(8)

Alltsa har ett intervall av lingd 1 laddimension 1.

Det dr vért att notera att den hér beridkningen dr oberoende av lingden pa
intervallet. Skulle vi gjort det hér for ett intervall av lingd ¢ skulle vi ha haft

och sedan hade berdkningarna varit analoga.

Vi visar nu Falconers berdkning av laddimensionen av Cantorméngden.

Exempel 5.4. Lat F beteckna Cantormingden. Om 37% < § < 37F+1 d3
kommer de 2% niva-k intervallen av Ej, av lingd 37% utgdra en é-téckning av
F. Detta ger att om Ns(F') dr det minsta antalet médngder som behovs for att
ticka I giller det att Ns(F) < 2*. Fran definition 5.1 far vi

In(2%) kln(2) In(2)

— : n(Ns(F)) _ . .
= — K —_— = .
dimpF= g sup =3 5y = RSP T ey — S G D (3) — n(3)

Vi har ocksa att avstandet mellan alla niva-k intervall &r atminstone 37, Vilket
ger att alla intervall av lingd 6 med 37%~! < § < 37* ticker som mest ett niva-k
intervall av lingd 37% som anviints i konstruktionen av F. Det finns totalt 2¥
sadana intervall sa det behovs atminstone 2% intervall av lingd § for att téicka
F. Alltsd Ns(F) > 2*. Detta ger

. .. In(Ns(F)) . In(2%) . k1n(2) In(2)

F=1 f——=>1 f—— =7  — ] f = .

dimps I =l inf == 75y = i inf =y ey = i inf ) T )
Déarmed har Cantorméngden 1laddimension Eg;

19



6 Hausdorffdimensionen

Falconer definierar Hausdorfidimensionen i kapitel 3 av Falconer (2014) och i
det hir avsnittet kommer definitioner och begrepp fran Falconer (2014) om inte
annat ségs. Vi borjar med en definition.

Definition 6.1 (Hausdorflinnehallet). Lat s > 0, F C R™ for nagot n € N och
0 > 0. Vi definierar nu Hausdorffinnehallet av F' som

H§(F) = inf {Z |U;|° : {U;} ar en -6vertéickning av F} .

i=0

Falconer bendmner inte det hir infimumet for nagonting men vi har valt den
hér terminologin for att enkelt kunna refererar till den. Namnet &dr baserat pa
terminologin av samma infimum i kapitel 1 av Bishop och Peres (2016).

For att illustrera Hausdorflinnehallet gor vi tva exempel.

Exempel 6.2. F('jr det forsta exemplet later vi F' var ett intervall av langd 1,
s=3 1 och 6 = L for nagot positivt heltal n. Nu kan vi for alla € > 0 ticka F'in
stycken 6ppna 1nt0rvall av diameter ~ och en av lingd € och berékna summan

” L 1
St =yt s ve= i ve
1=0

Vi vill nu visa att infimum av den hér summan dr Hj(F).

Antag att {V;}™, dr en annan overtéckning sa att vi har m; stycken méngder
med diameter % och my stycken med diameter strikt mindre &n % och moy &r
minst 2. Vi observera nu att eftersom {V;}7, dr en 6vertickning av ett intervall

av langd 1 mast summan av diametrarna vara storre &n 1. Vi har alltsa

STl > 1 (6.1)
=0

Vi observera ocksa att om V; har positive diameter som &r strikt mindre &n %

ar det ekvivalent med

>n 6.2
Vi (6:2)

Med (6.1) och (6.2) kan vi gora f6ljande beridkning

SRS SVIED BVIED BE TR SR

> Vs Vil+ Vi Vil =¢H<ZM|+Z%|) =
=0 =0 =0 =0
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=Vn-Y Vil >vn-1=yn
i=0
Nu eftersom e dr godtycklig kan vi alltid vélja € sa att
Z Vil > Z VUil
i=0 i=0
for alla 6vertdckningar {V;}™,. Vi far nu

H;(F) = inf(vi + /@) = Vi

Exempel 6.3. For det andra exemplet later vi F' och § vara som i det tidigare
exemplet och s = 2. Vi hittar nu en 6vre grians av Hausdorflinnehallet av F. Vi
kommer se senare att d&ven om vi inte har ett explicit uttryckt for Hausdorffin-
nehallet sa kommer det hér sittet att hitta en 6vre grians vara tillrackligt for
att berdkna Hausdorffdimensionen.

Lat {U;}, vara en overtéckning av F' sa att vi anviinder sa fa méngder som
mojligt for att tédcka F. Vi far da att

1
n=|-|.
0
Om det &r sa att % ar ett heltal skulle vi sattan = %—}- 1 eftersom att vi behover

en extra bit s& att alla andra bitar kan 6verlappa varandra. I detta fallet blir
beréikningarna analoga till om n = [$]. Lat nu

0= Zn:|Ui|2.
=0

Fran vart krav pa overtdckningen far vi nu att.

Q=S"UiP <62 =né? = M 52 < <5+1>52=5+52.
=0 =0

Nu observera vi att
QcC {Z |U:|° : {U;} &r en d-6vertiickning av F}
i=0
vilket betyder att
Hi(F) <Q<d+06°.
Med hjélp av Hausdorffinnehallet kan vi géra en till definition.

Definition 6.4. Med samma forutsidttningar som i definition 6.1 far vi att det
s-dimensionella Hausdorffmattet definieras som

H*(F) = lim H3(F).
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Detta gréansvérde finns for alla méngder F' C R™ eftersom nér § minskar kommer
Hausdorffinnehallet av F' att 6ka eller forbli ofériandrat. Det héir betyder ocksa
att gréansvirdet kan vara 0 eller co.

Innan vi rdknar ut det s-dimensionella Hausdorffmattet for nagra méngder sa
visar vi ett lemma.

Lemma 6.5. Lat s > 0, F ett intervall av lingd £, 6 > 0 och §' = % for nagot
positivt heltal n. Da gdller det att

H°(F)=1lim Hi(F) = lim H§ (F).
6—0 n—o0
Bevis. For varje § kan vi vilja ett nq sa att 6 < §; = n%. Vilket ger att
{d-overtdckningar av F} C {01-6vertickningar av F} .

Detta ger nu att

{Z |U;|° : U; &r en 5—téickning} - {Z |U;|° : U; &r en 51—téickning}
i=0 i=0

vilket betyder att

inf {Z |U;|° : U; ar en 5—téickning} > inf {
i=0
och med definition 6.1 far vi att

H5, (F) < H (F).

Vi kan nu viilja ny € N sa att - = 5 < § och pa analogt siitt fa

na

Hi(F) < H;,(F).

3

|Ui|* : U; ér en 51—téickning}

i=0

Totalt har vi da att
H; (F) < H§(F) < H, (F).

Om vi nu later ny — oo betyder det att 6; — 0 vilket ger att
lim Hj (F) < lim H§(F) < lim Hj (F
éllgo 5 (F) = 53%0 3 (F) < 511210 3 (F)
som &r ekvivalent med

lim HY (F) < lim H{(F) < lim_ H* (F).
—00

ni1—oo  ng N2—00  ng
Nu observerar vi att vi maste ha att
lim H{ (F) = lim H{ (F
51 —0 o ( ) 92—0 d2 ( )
eftersom i bada fallen kommer diametern pa overtickningarna att ga mot 0. Da

har vi att
lim H;(F)= lim H?’ (F).
d—00

no—00  ng
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Vi berdknar nu tva exempel pa s-dimensionella Hausdorffmatt.

Exempel 6.6. Lat F' vara som i exempel 6.2 och s = % Vi vill nu beréikna det
s-dimensionella Hausdorffmattet av F'. Eftersom att s < 1 far vi att Hausdorf-
finnehallet dr det samma som i exempel 6.2. Detta ger foljande berdkning

H3(F) = lim n = lim v = cc.
6—0 n—00
Exempel 6.7. Ta F som tidigare och lat s = 2. Vi far en 6vre grins for
Hausdorflinnehallet av F' fran exempel 6.3. Vilket ger
H?*(F) <1limé + 6% =0.
6—0
Vi observera nu att H2(F) > 0 eftersom att HZ #r ett infimum éver summor
som endast har positiva termer. Detta ger att
2 1 2 S T —0.
H*(F) }%Hé(F) > (}12%0 0
Totatl har vi nu att
0<H*F)<0
vilket betyder att
H*(F) =0.

For att definiera Hausdorffdimensionen beh&ver vi nagra observationer till. Fal-
coner noterar att om {U;}7”_, &r en d-téickning 6ver F och 0 < 1 sa &r H(F')
icke -vixande med s. Detta innebér att om ¢ > s sa har vi att

H3(F) > Hy(F)
Det hér dr for att om 0 < 1 s maste vi ha att |U;| < 1 for alla i. Om nu ¢ > s
sa har vi att
Uil > |Us[f
for alla 4. Vilket ger att
|UL1P + oo + |Un)® > |Uh " + oo + U

och detta visar det vi ville visa.
Dérefter gor Falconer foljande berdkning, aterigen med t > s,

n n n
St < S Ul < ot > o)
i=0 i=0 i=0
och om vi tar infimum o6ver detta far vi att

HY(F) < 6"* H(F).
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Om vi nu later 6 — 0 ser vi att om H*(F') < oo sa kommer H!(F) = 0. Det hér
betyder att om vi gor en graf med H*(F') pa y-axeln och s pa x-axeln sa kommer
grafen vara oo tills den fér nagot virde pa s gor ett hopp och detta virde pa s
ar det som kallas for Hausdorffdimensionen och den betecknas dimgF.

Vi gor nu ett enkelt exempel pa hur man kan berdkna Hausdorffdimensionen
hos en méngd.

Exempel 6.8. Vi vill nu berikna Hausdorffdimensionen for ett intervall F' med
lingd 1. Var intuition siger att ett intervall borde ha dimensionen 1 sa vi vill
visa att &ven dimyF=1. Vi later aterigen § = % Vi borjar med fallet da s < 1.

Forst hittar vi H3 (F). Vi kan técka F' med n stycken 6ppna intervall av diameter
& och ett 6ppet intervall av diameter e for nagot godtyckligt € > 0. Da har vi

att
n 1 S
Z U;|° =n <> +ef=nt" 4 €.
n
i=0

Lat nu {V;}™, vara en annan overtickning med m; stycken méngder av dia-
meter % och mg stycken méngder av diameter strikt mindre &n % och mo > 2.
Da har vi att

il >1 (6.3)

i=0

och 1
. 4
Vil >n (6.4)

Med (6.3) och (6.4) far vi nu att

d T IR W IR W\

s __ — v v
Z|Vz| —Z‘W|S+Z|Vi|—z|v|l_s +Z|V-\1_s >
i=0 i=0 i=0 i=0 ' * i=0 '?

mi m2 m
>anfs|vi|_’_znlfs|vi|>nlst|Vi|>
=0 =0 =0

>nl=s.1=nl"s

Eftersom att e aterigen dr godtycklig kan vi for varje dvertickning {V;}7, vilja
€ sa att

DoVl (Uil
=0 1=0

Vilket betyder att Hi(F) = inf(n'~%+¢°) = n'~%. Vi far nu det s dimensionella
Hausdorffmattet genom

limn'™* = lim =n'"* = .
5—0 n— 00
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Nu gor vi fallet da s > 1. Som i exempel 6.3 hittar vi en 6vre gréns av Haus-
dorffinnehallet for F. Lat {U;}7_, vara en Gvertidckning av F' sa att vi anvénder
sa fa méangder som mojligt for att técka F. Vi far da att

-l

Aterigen far vi att om 5 dr ett heltal sitter vi n = % + 1 och far analoga
berikningar som nedan. Lat nu

Q=> "|Ui".
=0

Fran vart krav pa overtidckningen far vi nu att.

- S - S S 1 S 1 S S— S
Q= "|U]" <> 5" =né _Ma <<5+1>5 =044
=0 =0

Nu observera vi att

o0
QcC {Z |U;|° : {U;} &r en d-6vertidckning av F}
i=0
vilket betyder att
Hi(F)<Q <6 4 6%

For det s-dimensionella Hausdorffmatet observerar med samma argument som
i exempel 6.7 maste det vara storre &n 0. Med var ovregrins for Hausdorffin-
nehallet och for att s > 1 far vi nu att

H*(F) < lim H{(F) < lim 6* ' +6°=0
5—0 5—0

och déarmed

H°(F)=0.
Detta betyder att en for ett intervall F' av lingd 1 sa gor det s-dimensionella
Hausdorffmattet ett hopp vid s = 1 och ddrmed maste vi ha dimygF=1.

Den hér beréikningen ar oberoende av ldngden pa intervallet. Hade vi gjort den
hér berdkningen for ett intervall av lingd ¢ hade vi satt

5=~

n

och sedan gjort analoga berékningar.

I exempel 6.8 berdknade vi Hausdorffdimensionen genom att berédkna Hausdorf-
finnehallet och sedan det s-dimensionella Hausdorffmattet men det &r inte det
enda séttet att gora det pa. Eftersom Hausdorffdimensionen dr det virdet pa s
da det s-dimensionella Hausdorffmattet hoppar fran oo till 0 dr det ocksa det
enda virdet pa s da det s-dimensionella Hausdorffméattet kan vara nagot annat
dn oo eller 0. Falconer anvander sig av det hér for att berdkna Hausdorffdimen-
sionen av Cantorméngden. Vi visar hans berdkning nedan.
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Exempel 6.9. For notations skull later vi F' beteckna Cantorméngden och vi
kallar intervallen som bygger upp Ej i konstruktionen av F' for niva-k intervall.
Detta ger att Ej, bestar av 2* niva-k intervall dér varje intervall har lingd 37F.
Genom att ta dessa intervall som en 6vertidckning av Ej, far vi att

HS (F) <2F37F =1

In(2)

for s = n(3)"

Vilket ger att
H*(F)= lim H§(F)<1.
k—o0

Fér att visa den dvre gréinsen H*(F) > 1 visar vi att

Yol =

for alla overtdckningar {U;} av F. Det réicker att lata {U;} besta av intervall
och genom att gora dem lite storre och med kompaktheten av F' behover vi bara
verifiera (6.5) om {U;} dr en dndlig samling av slutna delintervall av [0, 1]. Fér
varje U, lat k vara det heltalet sé att

=3¢ (6.5)

N | —

3=+ < U] < 37,

Da kan U; vara éver som mest ett niva-k intervall eftersom mellanrummet mellan
niva-k intervallen &r minst 37%. Om j > k d4, per konstruktion, kommer U; ligga

over som mest
2i=k — 9ig=sk < 213%|U;|*

niva-j intervall av E;. Vilj nu j stort nog sa att j~U+Y < |U;| for alla U;. Da
kommer {U;} ligga 6ver 27 intervall av lingd 377. Detta ger att om vi riknar
intervallen far vi 29 < 3°.273°|U;|* vilket reduceras till (6.5).

7 General Cantorméingd

Idén for att kunna skapa en fraktal med en given dimension &r att anvinda
Cantorméngden med parameter A. Falconner diskuterar denna méngd kort i
kapitel 4 av Falconer (2014). Den mingden konstrueras pa samma sétt som
Cantorméngden men istéllet for att ta bort % fran varje intervall tar man bort
andelen A fran varje intervall. Vi observerar att vi inte kan ta bort hela andelen
av intervallet da det skulle ge en tom méngd och vi kan inte heller ta bort inget
da det skulle ge oss samma intervall hel tiden och dérfér har vi att 0 < A < 1.
Vi borjar med att observera att vi kan visa att Cantorméngden med parameter
A ar icke-tom och kompakt med analoga argument som de vi anvédnde i del 2
for att visa att Cantorméngden ar kompakt.

Vi visar nu att givet ett tal D mellan 0 och 1 kan vi hitta ett A sa att den
motsvarande Cantorméngden med parameter A har sjélvliknande dimension D,
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laddimensionen D och Hausdorffdimension D. Vi féljer den ordningen som vi
presenterat dimensionerna i. Alltsa borjar vi med den sjilvliknanden dimensio-
nen.

Lemma 7.1. Cantormdngden med parameter A kommer att ha den sjilvliknande
dimensionen
In(2)

B In(2) —In(1 — A) 1)

och 0 < D < 1.

Bevis. Vi visar detta genom att berdkna den sjalvliknande dimensionen for
Cantorméngden med parameter A och observera att den &r det samma som
(7.1).

I iteration 0 av konstruktionen har vi ett intervall av lidngd 1. I steg 1 av kon-
struktionen har vi 2 intervall av langd % Det hir betyder att Cantorméngden
med parameter \ dr gjorde av 2 kopior av sig sjilvt skalade med faktorn (%) -
Detta ger att Cantorméngden med parameter A har dimension

—1n(2) In(2)

ln((%)_l) ©In(2) —In(1 = \)’

Nu behover vi visa grénserna for dimensionen. Eftersom att 0 < A < 1 far vi
att

B In(2) In(2) ~ In(2)
D= @ —mi—n “h@) -ni-1)  m@

och
D In(2) > lim In(2) =0.

T @) —In(1 -\ ~ Aa=oln(2) —In(1— N)
O

For att bevisa att Cantorméngden med parameter A har den ovanstanden di-
mensionen som laddimension och Hausdorffdimensionen sa generaliserar vi ex-
empel 5 respektive exempel 6.9.

Lemma 7.2. Lat F beteckna Cantormdngden med parameter \. Da gdller det
att
In(2)

dszF = m

Bevis. Om (1552)7F < 6 < (:Z;) 7%+ d& kommer de 2* nivé-k intervallen av
By av lingd (725) " utgdra en 0-téckning av F. Detta ger att om Ns(F) &r det
minsta antalet méngder som behdvs for att ticka I giller det att Nj(F) < 2F.
Fran definition 5.1 far vi

In(Ns(F In(2F

n(Ns(F)) < lim sup—n( ) =

—(@) o Tn((Z) R

dimpF' = lim sup
0—0 Y
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— Jim sup k1n(2) _ In(2) _ In(2) .

koo (k—1)In((+%5)) In((t%)) In(2) —In(1-2A)
Vi har ocksa att alla intervall av lingd § med (125)7%7! <& < (:25) 7 tiicker
2 )~* som anvints i konstruktionen

som mest ett niva-k intervall av lingd (=

av F. Det finns totalt 2% sddana intervall s& det behévs tminstone 2% intervall
av lingd § for att ticka F. Alltsd Ns(F) > 2%, Detta ger

o In(Ns(F) In(2") _
dimpF' = gl—%me@ < ]ClgrgolrlfW =
— i inf k1n(2) _ In(2) _ In(2)
k—oo  (k+1) ln((ﬁ)) ln((ﬁ)) In(2) —In(1 — A)’

O

Lemma 7.3. Lat F beteckna Cantormdngden med parameter \. Da gdller det
att

In(2)
In(2) —In(1 — A)’

Bevis. Lat § = % och s = % Vi har att Ej bestar av 2F niva-k

intervall dér varje intervall har lingd 6~ %. Genom att ta dessa intervall som en
vertiickning av Ej, far vi att Hy_ (F) < 2k67F =1 for s = izgg Vilket ger
att

dimHF =

H*(F) = lim Hi(F) < 1.
k—o0
For att visa den dvre griinsen H*(F) > 1 visar vi att

Sz g =5 (7.2)

for alla tdckningar {U;} av F. Det ricker att lata {U;} besta av intervall och
genom att gora dem lite storre och med kompaktheten av F' behover vi bara
verifiera (7.2) om {U;} &r en &ndlig samling av stingda delintervall av [0, 1]. For
varje U;, lat k vara det heltalet sé att

o~k < Uy < 67k

Da kan U; vara dver som mest ett niva-k intervall eftersom mellanrummet mellan
niva-k intervallen &r minst 6 —*. Om j > k d4, per konstruktion, kommer U; ligga
over som mest

oIk — 955k < 2333 |U;|*
niva-j intervall av E;. Vilj nu j stort nog sa att j~U+Y < |U;| for alla U;. Da
kommer {U;} ligga &ver 27 intervall av lingd 6 7. Detta ger att om vi riknar
intervallen far vi 27 < 3°.273°|U;|* vilket reduceras till (7.2). O

I kapitel 4 av Falconer (2014) visas ett bevis for en mycket generellare Cantorméngd.

I det beviset anvinds massdistribution och eftersom det dr for avancerat for den
héar uppsatsen har vi valt att inte ha med det beviset. Trots detta sa stAmmer
vart resultat 6verens med Falconers resultat.
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8 Diskussion

Under arbetets gang gjordes det ett forsok att berikna Hausdorffdimensionen av
Cantorméngden genom att forst hitta Hausdorffinnehallet for Cantorméngden.
I slutdndan blev detta for komplicerat och jag &r inte sidker pa om det ens
dr mojligt. Idén var att forst berdkna Hausdorffinnehallet for varje iteration av
Cantorméangden. Problemet som uppstod var att ju fler iterationer man behévde
tdcka desto mindre behdvde diametern pa méngderna man téckte med bli. Om
man lit diametern pa méingderna man tickte med vara § = % behévde man
visa att det géllde att

(o) n

s T s

H (ﬂ Ek> = lim Hi (ﬂ Ek> .
k=0 k=0

Det skulle vara intressant att undersoka mer om det finns nagot séitt att berikna

Hausdorffdimensionen fér Cantorméngden genom Hausdorffinnehallet eller visa

att det dr omojligt.

Jag visade bara att man kan skapa fraktaler med dimension mellan 0 och 1
for de tre olika dimensionerna som diskuterats. Det skulle vara intressant att
undersoka om det &r mojligt att gora fraktaler med vilken dimension som helst
storre dn 0. I kapitel 7 av Falconer (2014) diskuteras produkter av fraktaler.
Bland annat visas det att under vissa forutsdttningar géller det att

dimg (B x F) = dimg (E) + dimg (F) (8.1)

dér F och F ar fraktaler och x menar den cartesiska produkten. Jag valde att
inte diskutera detta i den hir uppsatsen eftersom beviset kriver manga andra
satser som anvinder for avancerade tekniker for nivan pa den hir uppsatsen.
Falconer anvinder bland annat massfordelning for att visa att (8.1) stdmmer.
Som vidare utveckling av det hir arbetet skulle det vara intressant att undersoka
mojligheten av att ta den cartesiskaprodukten av tva fraktaler for att kunna
skapa fraktaler med vilken dimension som helst storre &n 0.

I arbetet anvindes Cantorméngden i manga beridkningar. Detta beror pa att
Cantorméngden dr ganska enkel att arbeta med da den #r definierad som ett
snitt av intervall. Det skulle vara intressant att gora liknande berdkning som
de vi gjorde pa Cantorméngden pa Von Kochs kurva eller Sierpinskitriangeln
och undersoka om man kan géra nagon generalisering av dessa for att kunna
manipulera deras dimension.

Slutligen vill jag ge ett stort tack till Alan Sola fér hans handledning och
radgivning.
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