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Abstract

In this paper we study a particular bent function (bent functions defined
by Rothaus in 1975) from a Groebner basis perspective. By generating an
ideal from the chosen bent function in conjunction with a set of polynomials
limiting the variety to Zn

2 we construct Groebner bases algorithmically in
various dimensions and analyze them to find a pattern. From this pattern we
construct a set of polynomials which we then prove to be a Groebner basis for
this ideal. It is possible that other bent functions have Groebner bases that
can be described in this way which may lead toward a general classification
of bent functions.
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Abstrakt

Detta arbete undersöker den böjda funktionen x1x2+ · · ·+xn−1xn : Zn2 →
Z2 fr̊an ett Gröbnerbasperspektiv. Idealet In = 〈x1x2 + · · · + xn−1xn, x21 +
x1, . . . , x

2
n + xn〉 bildas i polynomringen Z2[x1, . . . , xn] och en Gröbnerbas

genereras med hjälp av datoralgebraprogram för flera n. Analys av resultaten
leder till bildandet av en polynommängd som hypotetisk Gröbnerbas. Vi visar
sedan att denna mängd är en Gröbnerbas för det givna idealet för godtyckliga
jämna n.
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2.2.7 N̊agra satser om Gröbnerbaser . . . . . . . . . . . . . . 15
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1 Fr̊ageställning

Vi vill undersöka Gröbnerbasen till den böjda funktionen x1x2 + · · · +
xn−1xn. Gröbnerbasen ger insikt i huruvida ett polynom i polynomringen
k[x1, . . . , xn] ing̊ar i idealet som genereras av en mängd polynom. För att
bestämma Gröbnerbasen av ett ideal används Buchbergers algoritm. Vi
kommer beräkna Gröbnerbasen till idealet In = 〈x1x2 + · · · + xn−1xn, x21 +
x1, . . . , x

2
n+xn〉 ⊆ Z2[x1, . . . , xn] med hjälp av ett datorprogram för att sedan

bestämma formen p̊a Gröbnerbasen. Vi vill beskriva hur denna Gröbnerbas
ser ut i godtycklig dimension samt bevisa att det är en Gröbnerbas. Ett
s̊adant resultat kommer till̊ata oss att undvika Buchbergers algoritm och
istället konstruera en Gröbnerbas utifr̊an en given form.

En vinst med detta är att vi kan beskriva Gröbnerbasen för mycket stora
n och undviker begränsningar i beräkningskapacitet hos datorer.

En Gröbnerbas hjälper oss att se vissa egenskaper hos ett ideal, till exem-
pel s̊a ger det en metod för att avgöra hur m̊anga nollställen In har. Mängden
nollställen betecknas varieteten V (I).

Det finns ännu ingen klassificering [1] av böjda funktioner och vi hoppas
att kunna utröna n̊agot mer om deras egenskaper genom att studera just
dessa Gröbnerbaser. Böjda funktioner definieras i avsnitt 2.3.

2 Teoretisk Bakgrund

2.1 Ringar och ideal

2.1.1 Ringar

En ring R är en algebraisk struktur med tv̊a binära operationer, + och ·
med egenskaperna att:

a. ringen är en kommutativ grupp för +, och

b. den är sluten, associativ och distributiv för ·.

2.1.2 Polynomringar

En polynomring betecknas k[x1, . . . , xn] där k är en kropp och x1, . . . , xn
är variabler. Monom m är en produkt av variabler x1, . . . , xn p̊a formen
xα1
1 , . . . , x

αn
n där αi ≥ 0; en term t är ett monom med en koefficient ur k

s̊a att t = km och ett polynom p är en summa av termer. Vi kan skriva
ett polynom f som f(x1, . . . , xn) för att visa att f beror p̊a variablerna
x1, . . . , xn. Variabler kan ges en tolkning a där xi : i = 1, . . . , n ges ett
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värde xi = ai, ai ∈ k. Vi f̊ar d̊a att v̊art polynom f(a1, . . . , an) = b. Att
k[x1, . . . , xn] verkligen är en ring är lätt att verifiera.

L̊at oss ge ett exempel. I detta arbete kommer vi röra oss i polynomringen
Z2[x1, . . . , xn]. Detta innebär att vi väljer koefficienter ur kroppen Z2 vilken
best̊ar av elementen {0, 1}. Addition och multiplikation fungerar som vanligt
i Z2 med undantaget att 1 + 1 = 0 och 0 − 1 = 1. Vi l̊ater n = 2. Vi g̊ar
nu vidare och konstruerar ett polynom i v̊ar ring. Alla monom i Z2[x1, x2]
är produkter av variablerna x1 och x2, till exempel x21, x1x2. Vi tar sedan
koefficienter ur kroppen Z2 och bildar termer. Vi kan till sist kombinera v̊ara
termer till ett polynom som nedan:

f(x1, x2) = x31x2 + x1x
2
2 + x1 + x2.

Vi kan nu ge f en tolkning a s̊a att f(a) = b.
Tag a = (0, 1). Vi f̊ar d̊a

f(0, 1) = 03 · 1 + 0 · 12 + 0 + 1 = 1.

2.1.3 Ideal

Definition 2.1 (Ideal). Ett ideal I är en delmängd av en kommutativ ring
R med egenskaperna att

a. mängden är en additiv delgrupp

b. för varje element i av idealet och x ∈ R gäller att ix ∈ I. i

Ett ideal I är en delmängd av en ring R men kan ocks̊a vara lika med
ringen. Om 1 ∈ I s̊a är I = R d̊a 1 · r : r ∈ R ⇒ r ∈ I. Man kan säga att 1
genererar I och betecknar detta 〈1〉 = I. Mer generellt kan man säga att ett
ideal genereras fr̊an en mängd polynom P = {p1, . . . , pm} genom att skriva
I = 〈p1, . . . , pm〉. I best̊ar i detta fall av alla möjliga summor av polynom
som kan bildas genom att multiplicera p ∈ P med polynom ur k[x1, . . . , xn].
Att multiplicera ett element i idealet med ett element ur ringen kallas en
R-kombination.

Ta till exempel polynomringen Z2[x1, . . . , xn] och l̊at n = 2. Bilda idealet
I = 〈x1〉. Vi har i detta fall att x1x2 + x1 ∈ I d̊a x1(x2 + 1) = x1x2 + x1 men
x1+x2 är inte i I d̊a vi inte kan välja ett polynom p s̊adant att x1p = x1+x2.

iFör ringar som inte är kommutativa m̊aste definitionen utökas för att inkludera höger
och vänstermultiplikation, det vill säga att för varje element i av idealet och x, y ∈ R
gäller att ix, yi ∈ I
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Ett viktigt problem i kommutativ algebra är att avgöra ifall ett polynom
f i en polynomring är del av ett ideal givet av en genererande mängd polynom
P . D̊a vi i detta arbete kommer att jobba med ringen Z2[x1, . . . , xn] s̊a är
det här problemet liktydigt med att avgöra ifall det finns n̊agra qi : qi ∈
Z2[x1, . . . , xn] s̊a att f = q1p1 + · · ·+ qmpm.

2.1.4 Kroppspolynom

I det här arbetet kommer vi se p̊a ideal som genereras av n̊agot polynom p ur
polynomringen Z2[x1, . . . , xn] tillsammans med polynomen x21 + x1, . . . , x

2
n +

xn. Dessa kallas kroppspolynom. Konsekvensen av detta är att betrak-
tandet av polynom i idealet s̊a kommer det var analogt med att betrakta
polynom i kvotringen

Zn2 [x1, . . . , xn]

〈x21 + x1, . . . , x2n + xn〉
.

En kvotring delar upp en ring i ekvivalensklasser där a ∼ b om a och b
ing̊ar i samma ekvivalensklass. I det här fallet f̊ar vi de restklasser som bildas
vid division med x2k + xk för k = 1, . . . , n. Rent praktiskt innebär det att
xtk ≡ xk(mod x2k + xk) för t ≥ 1. En mer teknisk genomg̊ang av detta följer i
resultatdelen.

2.1.5 N̊agra satser om ideal och polynomringar

Sats 2.1 (Hilberts bassats). Varje ideal I ⊆ k[x1, . . . , xn] har en ändlig
genererande mängd. Det vill säga att I = 〈g1, . . . , gn〉 där g1, . . . , gn ∈ I [2].

Satsen p̊ast̊ar allts̊a att varje ideal I i en polynomring kan genereras av en
ändlig mängd polynom, även i de fall d̊a idealet självt är en oändlig mängd.
Ta till exempel I = 〈1〉, I ⊆ R[x1, . . . , xn]. D̊a gäller att alla de reella talen
ing̊ar i I. I inneh̊aller allts̊a överuppräkneligt många element men genereras
av ett enda tal.

Definition 2.2 (Algebraisk tillslutning). En algebraiskt tillslutning k̄ av k
är en utvidgning av k s̊a att alla polynom i en variabel av grad > 1 med
koefficienter ur k kan faktoriseras i linjära faktorer.

Denna sats kan ocks̊a formuleras som att alla polynom i en variabel med
koefficienter ur k har ett nollställe i k̄. Tänk p̊a de reella talen: polynomet
x2+1 har inga nollställen bland de reella talen. Polynomet har dock lösningen
x = {i,−i} bland de komplexa talen, vilket ocks̊a r̊akar vara den algebra-
iska slutningen till de reella talen. Det g̊ar att visa att varje kropp har en
algebraisk tillslutning.
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Definition 2.3 (Varietet). Varieteten av ett ideal V (I), I = 〈f1, . . . , fm〉
över en polynomring k[x1, . . . , xn] är mängden punkter (a1, . . . , an) ∈ k̄n för
vilka det gäller att f(a) = 0, ∀f ∈ I.

Varieteten är allts̊a lösningsmängden som ger f(x) = 0 för alla polynom i
idealet. Viktigt är att varieteten tar element ur den algebraiska slutningen till
den kropp v̊ar polynomring tar koeffecienter ur vilket innebär att (a1, . . . , an)
inte nödvändigtvis ligger i kn.

Nästa sats beskriver dock ett fall när vi inte måste ta hänsyn till den
algebraiska slutningen av en kropp, och har särskild betydelse i detta arbete
där vi rör oss i Z2.

Sats 2.2. Om I = 〈f1, . . . , fm, xp1 − x1, . . . , xpn − xn〉 ⊆ Zp[x1, . . . , xn] där p
är ett primtal s̊a är V (I) = {(a1, . . . , an) ∈ Znp |fi(a1, . . . , an) = 0 ∀i}.
Bevis. Satsen p̊ast̊ar att vi endast behöver betrakta nollställen i Znp till po-
lynomen f1, . . . , fm för att finna varieteten. Detta kommer sig av att Zp =
(Z/pZ)∗ ∪ {0} för primtal p. Vi kan d̊a utnyttja Fermat’s lilla sats

ap−1 ≡p 1⇔ ap − a ≡p 0, ∀a ∈ (Z/pZ)∗

och att 0p + 0 ≡p 0 alltid är sant. Vi f̊ar att polynomet xpi − xi har
exakt p nollställen. I Zp[x1, . . . , xn] kan vi kan allts̊a ignorera polynomen
xpi − xi, 1 ≤ i ≤ n när vi beräknar varieten för I d̊a de alltid är lika med 0.

Satsen p̊ast̊ar även att varieteten är en delmängd av Znp . Varieteten är
snittet

V (〈f1, . . . , fm〉) ∩ V (〈xp1 − x1 . . . , xpn − xn〉)
d̊a vi inte kan ha n̊agra nollställen som inte uppfyller kravet p̊a att va-

ra nollställen för b̊ada ideal. Vi vill visa att V (〈xp1 − x1 . . . , x
p
n − xn〉) =

Zp[x1, . . . , xn]. Fr̊an argumentet ovan vet vi att alla punkter i Znp är nollställen
till 〈x21 + x1 . . . , x

2
n + xn〉. Vi vill nu visa att det inte finns fler.

Betrakta polynomet p(x) = xpi − xi. Tag ai som ett av dess p nollställen.
D̊a har vi att

p(x) = (xi − ai)q(x) + r(x)

där r(x) är av strikt lägre grad än xi−ai, allts̊a en konstant. Utvärdering
av p(ai) ger att den första termen blir noll, och antagandet att ai är en rot till
p(x) leder till slutsatsen att även resttermen är noll. Allts̊a delar (x−ai) p(x).
Vi f̊ar d̊a att p(x) har en delare (x− ai) för var och en av v̊ara p rötter, och
d̊a produkten av dessa ger ett polynom av grad p s̊a kan vi inte heller ha fler
nollställen. Allts̊a är det just tolkningarna ai = 0, . . . , p− 1, 1 ≤ i ≤ n som
ger varieteten för 〈xp1 − x1 . . . , xpn − xn〉 vilket är exakt Znp .
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Definition 2.4 (Nolldimensionellt ideal). Ett ideal I är nolldimensionellt
om V (I) är en ändlig mängd.

Följdsats 2.2.1. Ett ideal I = 〈f1, . . . , fm, xp1−x1, . . . , xpn−xn〉 ⊆ Zp[x1, . . . , xn]
är nolldimensionellt.

Bevis. Satsen följer fr̊an 2.2 d̊a V (I) ⊆ Znp och Znp är en ändlig mängd.

Här ser vi igen kroppspolynomen xp1−x1, . . . , xpn−xn som diskuterades
i anslutning till polynomringar. I Z2 blir polynomen just x21 +x1, . . . , x

2
n+xn.

En vidare konsekvens av att vi använder kroppspolynomen är att vi inte
behöver ta hänsyn till den algebraiska tillslutningen.

En annan egenskap vi f̊ar när vi genererar ett ideal med kroppspolynomen
i Z2 är att varieteteten begränsas till Zn2 vilket är precis vad som utnyttjas
i datavetenskap. Vi f̊ar möjlighet att tillämpa v̊ara matematiska resultat i
praktiken.

Definition 2.5. Ett ideal I är radikalt om f s ∈ I ⇒ f ∈ I.

Sats 2.3 (Hilberts weak nullstellensatz [2]). Om I ⊆ k[x1, . . . , xn] s̊a gäller
att V (I) = ∅ ⇔ 1 ∈ I.

Satsen ovan beskriver fallet d̊a f(x) = 1 ing̊ar i idealet. Det är tydligt att
det inte finns n̊agra lösningar om 1 6= 0.

2.2 Gröbnerbaser

Givet ett ideal I s̊a vill vi veta om ett visst element i en ring R är del av
detta ideal. Om vi har en mängd som genererar I s̊a innebär detta att man
vill avgöra ifall v̊art element är en R-kombination av en eller flera element i
den genererande mängden med element ur ringen.

Tag en polynomring som exempel: givet en ring R = k[x1, . . . , xn] s̊a kan
vi definiera ett ideal I = 〈p1, . . . , pm〉. Ett polynom f ⊆ I om det finns
q1, . . . , qm s̊a att f = q1p1 + · · · + qmpm. Detta ser ut som att vi vill dela f
med elementen i I och f̊a rest 0. Detta problem är relativt enkelt i de fall vi
jobbar med heltal och i polynomringar med en variabel. Dock kräver det efter
hand en del tekniska förberedelser när vi dividerar i polynomringar med flera
variabler och generande mängder som inneh̊aller linjärt obereoende polynom.

En av de fr̊agor vi behöver lösa är att bestämma gradordning av monom
i fler variabler. Det är inte omedelbart tydligt vilket av monomen x21, x1x2,
och x22 som har lägst grad. G̊ar det att bestämma?
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2.2.1 Ordning av monom

Vi vill hitta ett sätt att jämföra graden av monom i flera variabler. En ord-
ning av tv̊a monom m1,m2 till̊ater oss att säga att m1 ≺ m2,m1 � m2 eller
m1 = m2.

Definition 2.6 (Till̊aten ordning av monom). För att en ordning av monom
ska vara till̊aten m̊aste den vara

a. total: för alla monom m1,m2 s̊a gäller att m1 ≺ m2,m1 � m2 eller att
m1 = m2

b. transitiv: om m1 ≺ m2 och m2 ≺ m3 s̊a gäller att m1 ≺ m3

c. kompatibel med multiplikation av monom: om m1 ≺ m2 s̊a gäller
att mm1 ≺ mm2

d. ha egenskapen att 1 ≺ m för alla monom m 6= 1.

Det finns tre standardordningar för monom i flera variabler

1. Lexikografisk Ordning

Givet tv̊a monom m1 = xα1
1 x

α2
2 · · ·xαn

n och m2 = xβ11 x
β2
2 · · ·xβnn s̊a är

m1 � m2 i det fall det finns ett k s̊a att för alla i < k, αi = βi och
αk > βk.

2. Gradordnad Lexikografisk Ordning

Givet tv̊a monom m1 = xα1
1 x

α2
2 · · ·xαn

n och m2 = xβ11 x
β2
2 · · · xβnn s̊a är

m1 � m2 om
∑n

i=1 αi >
∑n

i=1 βi eller i det fall d̊a
∑n

i=1 αi =
∑n

i=1 βi
s̊a gäller att det finns ett k s̊a att för alla i < k, αi = βi och αk > βk.

3. Gradordnad Omvänd Lexikografisk Ordning

Givet tv̊a monom m1 = xα1
1 x

α2
2 · · ·xαn

n och m2 = xβ11 x
β2
2 · · · xβnn s̊a är

m1 � m2 om
∑n

i=1 αi >
∑n

i=1 βi eller i det fall d̊a
∑n

i=1 αi =
∑n

i=1 βi
s̊a gäller att det finns ett k s̊a att för alla i > k, αi = βi och αk < βk.
Här räknar man bakifr̊an och jämför först graden av variablerna med
högst index.

Lexikografisk ordning ger prioritet till variabler med lägre index. Vi jämför
graden av variablerna var för sig och letar efter variabler av lägsta möjliga
index. Det monom som har en variabel av högst grad av det lägsta index
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som finns bland de jämförda monomen sägs leda det andra. Gradordnad lex-
ikografisk jämförelse tar i första hand hänsyn till den totala graden av alla
variabler i monomet och i det fall graden är lika s̊a används lexikografisk
ordning. P̊a samma sätt fungerar gradordnad omvänd lexikografisk ordning
med den viktiga skillnaden att i de fall den totala graden av tv̊a polynom
är lika s̊a används lexikografisk ordning men vi jämför först variablerna med
lägst prioritet. Märk att ingen ordning tar hänsyn monomets koefficient.

I ett polynom p sägs den term t med högst ordning enligt n̊agon given
ordning vara ledande och betecknas lt(p).

2.2.2 Reduktion

Vi återvänder nu till v̊ar diskussion om hur man kan avgöra ifall ett polynom
ing̊ar i ett visst ideal.

I heltalsaritmetiken är division av ett tal med ett annat en algoritm för
tv̊a tal a och b som ger tal k och r s̊adana att a = kb+r där r < b. P̊a samma
sätt kan man för tv̊a polynom i en variabel p, q ∈ k[x], q 6= 0 finna polynom
k, r s̊a att p = kq + r där r är av lägre grad än q. Man kallar k kvot och r
rest.

Att subtrahera en multipel av ett polynom fr̊an ett annat kallas för re-
duktion och betecknas p

q−−→ p−kq. Vid reduktion vill vi välja k p̊a ett sätt
s̊a att p−kq har s̊a l̊ag grad som möjligt, vilket sammanfaller med att utföra
polynomdivision p̊a det sätt som st̊ar beskrivet ovan: vi f̊ar att p− kq = r.

Vi kan ocks̊a använda utrycket reduktion för att visa att ett polynom f1
kan reduceras via ett polynom p till ett annat polynom f2. I det här fallet
gäller det inte nödvändigtvis att f2 är av lägsta möjliga grad utan endast att
f1 kan skrivas som pk + f2 där k är ett polynom. Vi skriver d̊a f1

p−−→ f2.
Reduktion är allts̊a inte synonymt med polynomdivision.

Vad händer när vi försöker generalisera denna operation till polynom av
flera variabler?

2.2.3 Division av polynom med flera variabler

Division av ett polynom f ∈ k[x1, . . . , xn] med ett annat polynom p i samma
ring är en algoritm för att f̊a f p̊a formen f = qp+ r där r är ett polynom av
s̊a l̊ag grad som möjligt. I avsnittet ovan introducerades ett antal ordningar
vilka ger oss möjlighet att jämföra graden av r och p. Vid division med
polynom av flera variabler väljer vi en s̊adan ordning. Det bör p̊apekas att
resultatet beror p̊a vilken ordning vi väljer och är p̊a s̊a vis inte unik.

D̊a arbetet kommer att utföras i polynomringen Z2[x1, . . . , xn] s̊a f̊ar vi
att alla monom är moniska, det vill säga att koefficienten är lika med 1.
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Divisionsalgoritmen g̊ar att generalisera till koefficienter ur andra kroppar
men vi begränsar oss till Z2.

Algoritm för division med polynom med flera variabler:

Välj en till̊aten ordning ≺ av monom. L̊at f, p ∈ k[x1, . . . , xn]. Tag den
ledande termen av p och bilda mängden S best̊aende av alla termer i f som
är delbara med lt(p). Om S är tom s̊a är f = r, vi kan allt̊a inte reducera f
med p. Om däremot S inneh̊aller en eller fler termer väljer vi t : t ∈ S med
högst grad och utför beräkningen

f1 = f − t

lt(p)
p.

Givet att t och p är moniska kommer denna operation kommer att ta bort
t fr̊an fr̊an f men eventuellt lämna oss med nya termer i f1. Dessa termer
är dock av lägre grad än t. Vi upprepar nu samma steg med f1: vi bildar S
utav alla de termer i f1 som är delbara med lt(p). Om S är tom är f1 = r,
annars utför vi beräkningen

f2 = f1 −
t

lt(p)
p

där t är den ledande termen i S. Vi fortsätter algoritmen fram till dess
att fi = 0 eller att S är tom. Termen som återst̊ar är v̊ar rest.

Vi kan förenkla notationen genom att avända reduktionspilar och skriva

f
p−−→ f1

p−−→ . . .
p−−→ r.

Vi har nu en möjlighet att se ifall ett polynom kan f̊as fr̊an ett annat
polynom genom multiplikation. Det här tar oss en bit p̊a vägen mot att kunna
avgöra ifall ett visst polynom f är del av ett ideal I givet en genererande
mängd polynom P .

2.2.4 Fallet för division med flera polynom

Om vi d̊a har en mängd P med flera polynom som genererar ett ideal I s̊a bör
vi kunna dividera ett polynom f med de genererade polynomen och genom
att f̊a resten 0 avgöra ifall f ∈ I. Det första vi behöver är en algoritm för
denna division. Denna algoritm behöver ta hänsyn till att polynomen i P kan
vara linjärt oberoende och därför hantera dessa separat. Vi söker en algoritm
som ger oss f p̊a formen f = q1p1 + · · · + qmpm + r där r är av s̊a l̊ag grad
som möjligt.

Algoritm för division med polynom med flera variabler av flera
polynom

11



Välj en till̊aten ordning av monom. Vi vill utföra en division av ett po-
lynom f med ett flertal polynom ur en mängd P . Ge dessa polynom en
ordning s̊a att vi har p1, . . . , pm. Associera med varje polynom en mängd Si
som inneh̊aller de termer i f som delas av den ledande termen i pi. Av de
icke-tomma mängder S som bildas börja med den som har lägst index. Välj
termen i Si av högst grad och ställ upp beräkningen

f1 = f − t

lt(p)
p.

G̊a nu tillbaka till det tidigare steget och beräkna Si med avseende p̊a f1
för alla polynom i P och välj p̊a nytt den icketomma mängd Si med lägst
index för att berökna f2. Algoritmen avslutar när alla Si = ∅.

Nu ser det ut som att vi har allt vi behöver för att avgöra ifall f ing̊ar
i I. Om vi utför divisionen som ovan med alla polynom i P s̊a ska f ing̊a i
idealet när vi f̊ar rest noll. Det visar sig dock vara sv̊arare än s̊a, vilket vi
belyser med ett exempel.

Tag Z2[x1, x2, x3] med polynomen

f = x31x2 + x2, p1 = x1 + x3, p2 = x21 + 1

och antag x1 � x2 � x3 med lexikografisk ordning. Vi ser att S1 = S2 =
{x31x2} och börjar med att reducera f med p1.

f1 = x31x2 + x2 −
x31x2
x1

(x1 + x3) = x31x2 + x2 − x31x2 − x1x2x3 = x1x2x3 + x2.

Lägg märke till att vi tar koefficienter ur Z2 s̊a addition och subtraktion
ger samma resultat. Vi g̊ar vidare. Nu har vi att S1 = {x1x2x3} och S2 = ∅.
Vi delar p̊a nytt med p1

f2 = x1x2x3+x2−
x1x2x3
x1

(x1+x3) = x1x2x3+x2−x1x2x3−x2x23 = x2x
2
3+x2.

Vi har nu rest x2x
2
3 + x2 och algoritmen avslutas d̊a S1 = S2 = ∅

Tag nu motsatt ordning p̊a polynomen och räkna med

f = x31x2 + x2, p1 = x21 + 1, p2 = x1 + x3.

Vi f̊ar nu liksom förut att S1 = S2 = {x31x2} och börjar med att reducera
f med p1.
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f1 = x31x2 + x2 −
x31x2
x21

(x21 + 1) = x31x2 + x2 − x31x2 − x2. = 0

Nu är resten 0. Vad innebär det här för v̊ar divisionsalgoritm? Problemet
är att vi inte f̊ar en unik rest, och särskilt gäller att en nollskild rest inte
utesluter att v̊art polynom f kan skrivas som en R-kombination av p med
andra polynom ur Z2[x1, . . . , xn].

Att divisionen inte ger unik rest bereder oss problem: om vi utför divi-
sionen och f̊ar rest 0 kan vi sluta oss till att f ∈ I men om resten inte är 0
betyder det inte nödvändigtvis att s̊a inte är fallet. Konsekvensen av detta
är att vi inte enkelt kan avgöra ifall ett polynom f ing̊ar i ett ideal I endast
genom att dividera f med de polynom p som genererar I.

Utifr̊an denna observation närmar vi oss ett av de viktigaste verktygen i
detta arbete: Gröbnerbasen.

2.2.5 Gröbnerbaser

Givet ett ideal I genererat av polynomen P = {p1, . . . , pm}, 〈p1, . . . , pm〉 = I
vill vi avgöra ifall ett polynom f ∈ I. Om vi reducerar f med polynomen
i P och f̊ar rest 0 s̊a vet vi att f ∈ I. Detta d̊a en rest 0 implicerar att
f är en multipel av n̊agot eller flera p ∈ P : allts̊a att det finns qi, qi ∈
k[x1, . . . , xn], i = 1, . . . , n s̊a att f = q1p1 + · · · + qmpm. Tyvärr visar det sig
att reduktionen är beroende av vilken ordning vi väljer pi och ett resultat
där r 6= 0 inte nödvändigtvis betyder att f inte tillhör I.

Gröbnerbaser löser det här problemet. En Gröbnerbas har egenskapen
att ifall vi har ett ideal I och en Gröbnerbas G för I s̊a f̊ar vi en unik rest
när vi reducerar f med g : g ∈ G. Om f är del av I s̊a f̊ar vi p

g−−→ 0, och i
det fall f /∈ I ger samma reduktion en nollskild och unik rest [2].

Definition 2.7 (Gröbnerbas [2]). L̊at k[xn, . . . , xn] vara en polynomring och
fixera en monomordning. Om I är ett ideal i k[xn, . . . , xn] s̊a definierar vi
l(I) som idealet genererat av de ledande monomen av elementen i

l(I) = 〈lm(f) : f ∈ I〉.

En ändlig mängd G = {g1, . . . , gm} ⊆ I kallas för en Gröbnerbas för I
om

〈lm(g1), . . . , lm(gm)〉 = l(I).

Särskilt kallar vi l(I) för initialidealet av I.
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Exempel 2.1. Betrakta idealet I = 〈x2, xy + y2〉 i Z2[x, y]. Generatorerna
har ledande monom x2 respekitve xy. Vi kan se att y3 ligger i idealet, för
y3 = (x+y)(xy+y2)+y·x2. Men y3 har ledande monom y3 som inte genereras
av x2 och xy. Det räcker allts̊a inte att ta ledande monom av generatorerna
för att f̊a ledande monom för alla element i idealet. Man kan se Gröbnerbaser
som ett sätt att skaffa sig ett generatorsystem som är tillräckligt stort för att
dess ledande monom ska generera alla ledande monom för element i idealet.

2.2.6 Buchbergers Algoritm

Nu återst̊ar endast ett problem: givet ett ideal hur kan vi skapa en Gröbnerbas?
För detta problem finns det tacksamt nog en algoritm som givet en mängd
genererande polynom för ett ideal räknar fram en Gröbnerbas. Det första
steget av att demonstrera denna algoritm är att definiera S-polynom.

Definition 2.8 (S-polynom). Givet tv̊a polynom pi och pj definierar vi S-
polynomet Si,j som

Si,j =
lcm(lt(pi), lt(pj)

lt(pi)
pi −

lcm(lt(pi), lt(pj)

lt(pj)
pj

där lcm(a, b) syftar p̊a den minsta gemensamma multipeln av a och b

D̊a S-polynomen är en R-kombination av pi och pj s̊a befinner de sig i
idealet som genereras av pi, pj. Vi är nu redo att beskriva själva algoritmen.

Buchbergers Algoritm

Fixera en monomordning och börja med en ett polynomideal I givet av
en genererande mängd polynom G = {p1, . . . , pn}. l̊at L vara en mängd av
oordnade talpar fr̊an 1 till n som inte inneh̊aller par med samma tal. L är d̊a
i utg̊angsläget

L = {{1, 2}, . . . , {1, n}, {2, 3}, . . . , {2, n}, {3, 4}, . . . , {n− 1, n}}.

Välj ett godtyckligt element {i, j} i L och avlägsna det fr̊an mängden.
Beräkna det associerade S-polynomet och l̊at ri,j var resten när Si,j reduceras
med polynom ur G i godtycklig ordning. Om ri,j = 0 g̊ar vi vidare till nästa
talpar ur L. Annars, ifall G inneh̊aller m element l̊at pm+1 = ri,j och lägg
till elementen {1,m+ 1}, . . . , {m,m+ 1} till L. Algoritmen avslutas d̊a L är
tomt.

Vi kommer inte bevisa korrektheten av algoritmen i detta arbete utan
hänvisar till [2].
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2.2.7 N̊agra satser om Gröbnerbaser

Definition 2.9 (Standardmonom). Standardmonomen till ett ideal I är
de monom som inte finns i initialidealet l(I).

Definition 2.10 (Reducerad Gröbnerbas). En reducerad Gröbnerbas G
av ett ideal I är en Gröbnerbas med egenskaperna att för varje polynom g ∈ G
s̊a gäller att det är moniskt och att det har ett unikt ledande monom i G.

En reducerad Gröbnerbas inneh̊aller allts̊a endast s̊a många polynom som
behövs för att generera intitialidealet till I.

Sats 2.4. L̊at I vara ett ideal i k[x1, . . . , xn]. 1 ∈ I ⇔ 1 ∈ G(I) där G(I) är
en reducerad Gröbnerbas till I.

Sats 2.5. L̊at I = 〈f1, . . . , fm, x21 + x1, . . . , x
2
n + xn〉 ⊆ Z2[x1, . . . , xn]. D̊a är

|V (I)| lika med antalet monom utanför initialidealet till I, med avseende p̊a
n̊agon monomordning,det vill säga antalet standardmonom för en Gröbnerbas
till I.

Denna sats är en specialisering av följande sats:

Sats 2.6. L̊at I = 〈f1, . . . , fm〉 vara ett radikalt nolldimensionellt ideal. D̊a
är |V (I)| lika med antalet monom utanför initialidealet till I.

Bevis. Fr̊an Cox [2] s̊a har vi att i en algebraiskt sluten kropp s̊a gäller för
nolldimensionella radikala ideal I att antalet punkter i V (I) motsvarar di-
mensionen av kvotringen k̄[x1, . . . , xn]/I. Cox uttrycker detta över de kom-
plexa talen men använder just egenskapen att C är en algebraiskt sluten
kropp och kan modifieras för att gälla alla s̊adana kroppar. Vidare i [2] s̊a
gäller att vektorrummet över denna kvotring är isomorf till spannet av stan-
dardmonomen till I. Basen till detta span, vilket är just standardmonomen,
måste d̊a allts̊a vara av samma storlek som V (I).

I detta arbete kommer vi tack vare sats 2.2 inte behöva g̊a till den al-
gebraiska tillslutningen av Z2[x1, . . . , xn] och kan använda satsen direkt p̊a
ideal som genereras av kroppspolynomen i polynomringen.

2.3 Böjda funktioner

Nu ska vi betrakta den typ av funktion utifr̊an vilken vi kommer beräkna
Gröbnerbaser. Böjda funktioner är en typ av funktioner p̊a formen

P : Zn2 → Z2.
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Böjda funktioner, eller bentfunktioner fick detta namn av Rothaus i
[3] d̊a de ligger p̊a maximalt avst̊and fr̊an de linjära funktionerna [4]. De
har flera intressanta egenskaper, till exempel att det uppfyller det som kal-
las the Strict Avalanche Criterion vilket innebär att en ändring av en
bit i ing̊angsvektorn s̊a ändras funktionsvärdet med sannolikhet 1/2 [4]. En
annan egenskap hos böjda funktioner är att de är obalanserade, det vill
säga att mängden nollställen inte är lika med mängden punkter med funk-
tionsvärden 1 [5]. I resultatdelen kommer detta vara relevant d̊a vi kommer
studera storleken p̊a varieteten av ideal genererade av denna typ av funktio-
ner, och storleken p̊a varieteten ges av antalet nollställen för de generande
polynomen och deras K-kombinationer i polynomringen.

Först ska vi betrakta funktionen x1x2 + · · · + xn−1xn. Vi kommer ge en
motivation till dess konstruktion och visa att det är en böjd funktion.

2.3.1 Definition av böjda funktioner

För definitionerna nedan antag att v ·w, v, w ∈ Zn2 betyder skalärprodukt
v1w1 + · · ·+ vnwn.

Definition 2.11 (Fourierkoefficient [3]). En Fourierkoefficient av en funk-
tion

P : Zn2 → R

är det tal som ges av formeln

c(λ) =
1

2
n
2

∑

x∈{0,1}n
(−1)P (x)+λ·x för λ ∈ Zn2 .

I ord beskrivet är funktionen ovan antalet jämna resultat minus antalet
udda resultat av funktionen P (x) + λ · x. Vi beräknar ett exempel för att
förklara lite tydligare:

Exempel 2.2. Betrakta Z2[x1, x2] och tag funktionen x1x2. Vi vill beräkna
Fourierkoefficienterna av denna funktion. De λ som ing̊ar i Z2

2 är

λ = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}.
L̊at λ1 = (0, 0). Fourierkoefficienten för λ1 blir d̊a
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c(λ1) =
1

2

∑

x∈{0,1}2
(−1)P (x)+λ·x =

=
1

2
((−1)0·0+(0,0)·(0,0) + (−1)0·1+(0,0)·(0,1)+

+(−1)1·0+(0,0)·(1,0) + (−1)1·1+(0,0)·(1,1)) =

=
1

2
((−1)0 + (−1)0 + (−1)0 + (−1)1) = 1.

Om vi fortsätter beräkna λ2 = (0, 1), λ3 = (1, 0) och λ4 = (1, 1) f̊ar vi

c(λ1) = 1

c(λ2) = 1

c(λ3) = 1

c(λ4) = −1.

Definition 2.12 (Böjda funktioner [3]). En böjd funktion, eller en bent-
funktion är en funktion

P : Zn2 → Z2

med egenskapen att dess Fourierkoefficienter alla är lika med ±1:

c(λ) = ±1, ∀λ ∈ Zn2 .

Om vi tittar p̊a exemplet ovan kan vi se att x1x2 är en böjd funktion d̊a
alla fourierkoeffiecienter är lika med ±1.

Följdsats 2.6.1. En böjd funktion existerar endast i jämna dimensioner
n = 2m där m är ett heltal.

Bevis. Vi ser att n måste vara jämnt d̊a 2n/2c(λ) är ett heltal [3].

2.3.2 Böjda funktioner p̊a formen x1x2 + · · ·+ xn−1xn.

Vi har nu f̊att ett exempel p̊a en böjd funktion, nämligen f = x1x2. Som vi ser
s̊a p̊aminner den om den böjda funktionen vi identifierade i v̊ar fr̊ageställning:
x1x2 + · · · + xn−1xn. Kan vi utifr̊an detta exempel vi räknat fram n̊a fram
till en s̊adan böjd funktion i godtycklig jämn dimension? Neumann [4] ger en
sats som st̊ar oss bi:
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Sats 2.7. L̊at f : W → Z2 och g : U → Z2, d̊a är f + g : W ⊕ U → Z2 böjd
om och endast om f och g är böjda [4].

För att utnyttja den här satsen tittar vi närmre p̊a polynomringen Z2[x1, . . . , xn]
som är en algebra över en kropp, det vill säga att det är ett vektorrum med
en en multiplikativ operation. Detta ger oss möjlighet att använda satsen
direkt p̊a polynomringar.

Tag d̊a v̊ar funktion x1x2 : Z2[x1, x2] → Z2 tillsammans med samma
funktion x3x4 : Z2[x3, x4] → Z2. Direktsumman av polynomringarna blir d̊a
Z2[x1, x2, x3, x4] och funktionen

x1x2 + x3x4 : Z2[x1, x2, x3, x4]→ Z2.

Enligt satsen ovan är detta en böjd funktion, och vi ser även hur vi enkelt
kan konstruera den böjda funktionen x1x2 + · · ·+ xn−1xn i godtycklig jämn
dimension n.

3 Experiment

3.1 Beräkning av Gröbnerbas för den böjda funktionen
x1x2 + · · ·+ xn−1xn

Experimentdelen av detta arbete g̊ar ut p̊a att med hjälp av ett datorpro-
gram beräkna Gröbnerbasen till idealet In genererat av den böjda funktionen
x1x2 + · · ·+ xn−1xn och tillhörande kroppspolynom x21 + x1, . . . , x

2
n + xn. För

beräkning används Macaulay2 [6].
Macaulay2 skriver med Buchbergers algoritm ut en Gröbnerbas för det

angivna idealet utifr̊an Buchbergers algoritm. Vi benämner Gröbnerbasen
associerad med ett visst ideal In

Gröbnerbas(In) = GBn.

3.1.1 Storleken p̊a Gröbnerbasen

För funktioner p̊a denna form beräknades Gröbnerbasens storlek för n =
{2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16}.
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n |GB|
2 3
4 7
6 13
8 23
10 41
12 75
14 141
16 271

3.1.2 Polynom i Gröbnerbasen

Polynomen i Gröbnerbaserna för n = 2, 4, 6, 8 finns redovisade i appendix.

4 Resultat

Nu när vi har experimenterat med Gröbnerbaser av den böjda funktionen
i flera dimensioner vill vi försöka se om vi kan beskriva resultaten mer for-
mellt. Vi ser närmre p̊a de polynom som utgör Gröbnerbasen för den böjda
funktionen i dimension n och försöker finna och beskriva ett mönster i dess
konstruktion. Vi vill sen visa att om vi väljer polynom efter det mönster vi
observerat s̊a utgör de en Gröbnerbas. För detta kommer vi behöva en del
resultat:

1. vi vill visa att alla polynom konstruerade efter detta mönster ing̊ar i
idealet In genererat av den böjda funktionen och tillhörande kroppspo-
lynom;

2. vi ska ocks̊a visa att antalet monom i polynomringen Z2[x1, . . . , xn] som
inte delas av de ledande monomen i Gröbnerbasen är lika många som
storleken p̊a varieteten av idealet In och;

3. för detta behöver vi veta storleken p̊a varieteten för idealet In.

4.1 Beräkning av |V (In)|
Nu betraktar vi x1x2 + · · ·+xn−1xn och gör en ansats att beräkna varieteten
av ett ideal genererat av denna i godtycklig jämn dimension n. Vi börjar med
att göra ett p̊ast̊aende om att storleken p̊a varieten i dimension n beror p̊a
storleken av varieteten i dimension n− 2.
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Sats 4.1. L̊at In = 〈x1x2+· · ·+xn−1xn, x21+x1, . . . , x
2
n+xn〉 ⊆ Z2[x1, . . . , xn]

vara ett ideal. Antag att n är jämnt och n ≥ 4. Beteckna vn = |V (In)|. D̊a
är storleken p̊a varieteten lika med

2 · vn−2 + 2n−2.

Bevis. Fr̊an 2.2 vet vi att varieteten är en delmängd av Zn2 och vi behöver
inte g̊a till den algebraiska tillslutningen.

Vi visar satsen genom ett induktionsbevis. Beteckna funktionen x1x2 +
. . . + xn−1xn som pn. L̊at An = {a1, . . . am} vara mängden tolkningar i vari-
eteten av In = 〈x1x2 + · · · + xn−1xn, x21 + x1, . . . , x

2
n + xn〉 ⊆ Z2[x1, . . . , xn].

Ta som induktionsbas fallet där n = 2. Vi betraktar d̊a varieteten för I2 =
〈x1x2, x21 + x1, x

2
2 + x2〉 i dimension 2. . Det innebär d̊a att fi(aj) = 0 för

fi ∈ I2 och aj ∈ A2. Storleken p̊a A2 är detsamma som storleken p̊a variete-
ten och vi betecknar den v2. Vi vill nu finna alla aj ∈ A2. Det första vi kan
konstatera är att alla funktioner x2k + xk = 0 (sats 2.2). Vi behöver allts̊a
bara ta p2 = x1x2 i beaktning. Vi beräknar funktionsvärdet av alla möjliga
tolkningar i Z2

2:

p2(0, 0) = 0

p2(0, 1) = 0

p2(1, 0) = 0

p2(1, 1) = 1.

Vi ser att A2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0)} och d̊a är v2 = 3. Nu vill visa att
v4 = 2 · v2 + 22. Vi beräknar p4 för de 24 möjliga tolkningarna av Z4

2:

p4(0, 0, 0, 0) = 0, p4(0, 0, 0, 1) = 0, p4(0, 0, 1, 0) = 0, p4(0, 0, 1, 1) = 1

p4(0, 1, 0, 0) = 0, p4(0, 1, 0, 1) = 0, p4(0, 1, 1, 0) = 0, p4(0, 1, 1, 1) = 1

p4(1, 0, 0, 0) = 0, p4(1, 0, 0, 1) = 0, p4(1, 0, 1, 0) = 0, p4(1, 0, 1, 1) = 1

p4(1, 1, 0, 0) = 1, p4(1, 1, 0, 1) = 1, p4(1, 1, 1, 0) = 1, p4(1, 1, 1, 1) = 0.

Vi har |V (I4)| = 10 vilket är exakt 2 · v2 + 22 = 2 · 3 + 4. Satsen gäller
allts̊a i basfallet.

Vi vill nu se om det gäller för godtyckligt jämnt n. Tag ai = (α1, . . . , αn).
Det finns d̊a tv̊a fall: det ena d̊a pn−2(α1, . . . , αn−2) = 0 och det andra d̊a
pn−2(α1, . . . , αn−2) = 1. I det b̊ada fallen måste vi ha att tolkningen av

pn(α1, . . . , αn) = pn−2(α1, . . . , αn−2) + xn−1xn = 0
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för att ai ska ligga i An. I det första fallet är detta sant exakt när tolk-
ningen av xn−1xn = 0. Om vi utnyttjar resultatet ovan d̊a vi beräknade p2
s̊a ser vi att det finns tre möjliga tolkningar av xn−1xn som ger detta resul-
tat. Det betyder att för varje aj ∈ An−2 existerar tre tolkningar i An som
ger att pn(α1, . . . , αn) = pn−2(α1, . . . , αn−2) + xn−1xn = 0. Vi har d̊a att An
inneh̊aller 3 · vn−2 tolkningar av det här slaget.

I det andra fallet har vi alla tolkingar som inte ligger i An−2. Det finns
totalt 2n−2 tolkingar i Zn−22 och därför har vi 2n−2 − vn−2 tolkingar s̊a att
pn−2 = 1. För varje s̊adan tolkning s̊a gäller att pn−2(α1, . . . , αn−2)+xn−1xn =
0 omm xn−1xn = 1. Det finns endast en s̊adan tolking av xn−1xn vilket ger
att för varje tolking som av pn−2(α1, . . . , an−2) som inte ligger i An−2 s̊a finns
en tolkning i An s̊a att pn(a1, . . . , αn) = 0. Vi f̊ar ett tillskott av 2n−2 − vn−2
tolkningar i Zn2 som ger pn(α1, . . . , αn) = 0. Vi har nu totalt

3 · vn−2 + 2n−2 − vn−2 = 2 · vn−2 + 2n−2

tolkingar i An vilket var v̊art p̊ast̊aende.

Nu vill vi försöka hitta ett explicit uttryck för storleken p̊a varieteten av
In = 〈x1x2+· · ·+xn−1xn, x21+x1, . . . , x

2
n+xn〉 ⊆ Z2[x1, . . . , xn] för godtyckligt

jämnt n. Vi kan utnyttja den rekursiva strukturen ovan för att hitta en s̊adan
formel. Vi betraktar storleken p̊a varieteten för n̊agra n.

n |V (In)|
2 3
4 2 · 3 + 22

6 2 · (2 · 3 + 22) + 24 = 22 · 3 + 23 + 24

8 2 · (22 · 3 + 23 + 24) + 26 = 23 · 3 + 24 + 25 + 26

10 2 · (23 · 3 + 24 + 25 + 26) + 28 = 24 · 3 + 25 + 26 + 27 + 28

12 2 · (24 · 3 + 25 + 26 + 27 + 28) + 210 = 25 · 3 + 26 + 27 + 28 + 29 + 210

Här framträder ett mönster. Storleken p̊a varieteten verkar kunna uttryc-
kas som en serie. Vi kan skriva om mönstret p̊a följande sätt:

3 · 2n
2
−1 + 2

n
2 + · · ·+ 2n−2 =

(2 + 1) · 2n
2
−1 + (2− 1) · (2n

2 + · · ·+ 2n−2) =

2
n
2 + 2

n
2
−1 + (2

n
2
+1 + · · ·+ 2n−1)− (2

n
2 + · · ·+ 2n−2) =

2
n
2 + 2

n
2
−1 + 2n−1 − 2

n
2 = 2n−1 + 2

n
2
−1

och formulerar det i en sats:
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Sats 4.2. L̊at In = 〈x1x2+· · ·+xn−1xn, x21+x1, . . . , x
2
n+xn〉 ⊆ Z2[x1, . . . , xn]

där n är jämnt vara ett ideal. D̊a gäller att

|V (In)| = 2n−1 + 2
n
2
−1.

Bevis. Vi använder åter igen ett induktionsbevis som bygger p̊a satsen ovan.
Vi ser att i fallet för 2 dimensioner s̊a gäller att

21 + 20 = 3

vilket är exakt storleken p̊a varieteten beräknad ovan. Vi ser p̊a dimension
n och kontrollerar att storleken p̊a varieteten ges av formeln genom att anta
att det gäller för n− 2. Vi har d̊a att varieteten vn−2 för n− 2 är

2n−3 + 2
n−2
2
−1.

Fr̊an tidigare sats gäller att varieteten vn i dimension n ges av

2 · vn−2 + 2n−2.

Vi skriver om det med hjälp av v̊ar formel

vn = 2 · (2n−3 + 2
n−2
2
−1) + 2n−2 = 2n−2 + 2

n−2
2 + 2n−2 =

2n−1 + 2
n
2
− 2

2 = 2n−1 + 2
n
2
−1

vilket ger det önskade uttrycket.

4.2 Formen p̊a Gröbnerbasen för x1x2 + · · ·+ xn−1xn

Vad kan vi säga om polynomen i Gröbnerbasen GBn? Uppgiften vi tagit oss
an är att utröna ett mönster i basens konstruktion. Vi ska därför betrakta
GBn noggrant för att finna och beskriva ett s̊adant mönster. En observation
kan vi göra direkt när vi betraktar storleken p̊a GBn i v̊ara experiment.
Storleken växer med n och verkar följa ett visst mönster, nämligen att

|GBn| = n+ 2
n
2 − 1.

Vi tar med oss denna observation i genomg̊angen av Gröbnerbasens po-
lynom.
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4.2.1 Faktorisering av polynomen i Gröbnerbasen

Ett sätt att f̊a tydlighet i strukturen är att faktorisera polynomen i Gröbnerbasen.
Vi har som exempel tagit polynomen i grad n = 6. Fr̊an Buchbergers algo-
ritm vet vi att b̊ade v̊ar böjda funktion och kroppspolynomen ing̊ar i basen
och betraktar istället de polynomen som tillkommit:

x1x3x4 + x1x5x6 + x3x4 + x5x6 (1)

x2x3x4 + x2x5x6 + x3x4 + x5x6 (2)

x1x3x5x6 + x1x5x6 + x3x5x6 + x5x6 (3)

x2x3x5x6 + x2x5x6 + x3x5x6 + x5x6 (4)

x1x4x5x6 + x1x5x6 + x4x5x6 + x5x6 (5)

x2x4x5x6 + x2x5x6 + x4x5x6 + x5x6. (6)

Ordningen av monomen är bestämt av gradordnad omvänd lexikografisk
ordning d̊a detta är standard i Macaulay2. Om vi tittar närmre p̊a (1) och
(2) s̊a ser vi att det kan skrivas om som

(x1 + 1)(x3x4 + x5x6)

(x2 + 1)(x3x4 + x5x6).

Faktorn vi f̊ar ut är fr̊an det första paret variabler x1x2 fr̊an den böjda
funktionen och svansen är de övriga paren x3x4 +x5x6. I den monomordning
vi utnyttjar s̊a är monomet x1x2 det av lägst ordning i den böjda funktionen.
Vi g̊ar vidare och ser p̊a (3), (4), (5) och (6):

(x1 + 1)(x3 + 1)(x5x6)

(x2 + 1)(x3 + 1)(x5x6)

(x1 + 1)(x4 + 1)(x5x6)

(x2 + 1)(x4 + 1)(x5x6).

Mönstret fortsätter här.
Vi har d̊a polynom med faktorerna

(x1x2 + x3x4 + x5x6)
{(x2 + 1), (x1 + 1)} (x3x4 + x5x6)

{(x4 + 1), (x3 + 1)} {(x2 + 1), (x1 + 1)} (x5x6)
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där en faktor väljs ur varje kolumn. Vi kan kalla polynomen i den sista
kolumnen för svansen i faktoriseringen. Om vi ser tillbaka p̊a v̊ara resultat
p̊a storleken av Gröbnerbasen s̊a ser vi ett intressant mönster: vi fick d̊a
uttrycket

|GBn| = n+ 2
n
2 − 1.

Om vi ser närmre p̊a det observerade mönstret s̊a f̊ar vi att n ges av
kroppspolynomen, i den första raden har vi 1 polynom, i det andra 2, och i
den tredje 4. Vi skriver ut mönstret för n = 6 och letar efter en koppling.

6 + 1 + 2 + 4 = 6 + 20 + 21 + 22 = 6 + 23 − 1.

Det betraktade mönstret verkar stämma överens med v̊ar observation
om Gröbnerbasernas storlek. Vi ser vidare p̊a Gröbnerbasen i n = 8. De
faktoriserade polynomen där (utöver kroppspolynomen) är:

x1x2 + x3x4 + x5x6 + x7x8

(x1 + 1)(x3x4 + x5x6 + x7x8)

(x2 + 1)(x3x4 + x5x6 + x7x8)

(x1 + 1)(x3 + 1)(x5x6 + x7x8)

...

(x1 + 1)(x4 + 1)(x6 + 1)(x7x8)

(x2 + 1)(x4 + 1)(x6 + 1)(x7x8).

Mönstret upprepar sig. Vi har återigen att 8+1+2+4+8 = 8+24−1 = 23.
Vi ser en möjlighet att beskriva detta mönster i godtycklig dimension, och
i samma anda visa att en mängd polynom konstruerade efter detta mönster
ocks̊a är en Gröbnerbas för v̊ar böjda funktion.

4.2.2 Struktur av polynomen i Gröbnerbasen, mängden Γm

Vi gör en ansats att beskriva mönstret vi observerat mer generellt. Vi inför
nu beteckningen Γn för en mängd polynom p̊a den form vi kommer beskriva
och tar som hypotes att Γn utgör en Gröbnerbas för In. Vi skriver om den
böjda funktionen p̊a följande vis:

x1y1 + x2y2 + · · ·+ xm−1ym−1 + xmym ∈ Z2[x1, . . . , xm, y1, . . . , ym],

där m = n
2
. Beteckningen är inspirerad av Rothaus formulering i [3].

24



Vi har i första fallet att svansen är lika med den böjda funktionen själv
och polynomet ser likadant ut i faktoriserad form. Nästa fall är när svansen är
lika med x2y2+. . .+xm−1ym−1+xmym. Vi har d̊a tv̊a polynom i Gröbnerbasen
med den här svansen, nämligen

(x1 + 1)(x2y2 + · · ·+ xm−1ym−1 + xmym)

och

(y1 + 1)(x2y2 + · · ·+ xm−1ym−1 + xmym).

Vi följer mönstret och ger en generell definition av Γm.

Definition 4.1. Mängden Γm i Z2[x1, . . . , xm, y1, . . . , ym] är alla polynom p̊a
formen

(z1 + 1) · · · (zk−1 + 1)(xkyk + · · ·+ xmym)

för k = 1, . . . ,m och där zi ∈ xi, yi, 1 ≤ i ≤ m tillsammans med kropps-
polynomen x21 + x1, . . . , x

2
m + xm, y

2
1 + x1, . . . , y

2
m + xm.

Det finns d̊a
∑m−1

j=0 2j = 2m − 1 polynom p̊a den här formen borträknat
kroppspolynomen. Detta ger storleken p̊a Γm och leder till följande uttryck:

Sats 4.3. Storleken p̊a Γm för med idealet Im ges av uttrycket

|Γm| = 2m+ 2m − 1.

Vi ser att 2m förklaras av de 2m kroppspolynomen som ing̊ar i idealet
Im. De resterande 2m− 1 polynom ges en förklaras av konstruktionen av Γm.

4.2.3 De ledande monomen i Γm

För varje polynom i Γm ser vi närmre p̊a de ledande monomen. Längre fram
kommer v̊ar först̊aelse av dessa leda oss mot ett viktigt resultat om monomen
utanför Γm och därför tar vi tid till att klassificera dem här. För en fullständig
redogörelse av de ledande monomen för m = 2, 3, 4 se appendix.

Hur de ledande monomen ser ut följer direkt fr̊an faktorisering vi gjorde
ovan. För m = 1 f̊ar vi de ledande monomen:

x21, y
2
1, x1y1.

För m = 2 har vi de ledande monomen fr̊an m = 1 och även

x22, y
2
2, x1x2y2, y1x2y2.
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Vi lägger allts̊a till tv̊a andragradspolynom x22, y
2
2 och ett tredjegradspo-

lynom för varje variabel i m = 1. Detta tredjegradspolynom beror p̊a svansen
i faktoriseringen ovan. Allmänt är de ledande polynomen i Γm p̊a följande
form:

x21 x1y1
y21
...
x2k {µk : µk = z1 · · · zk−1xkyk}
y2k
...
x2m {µn : µn = z1 · · · zm−1xmym}
y2m

där µ är monom. Särskilt är monomen µk av grad k+1 och det finns 2k−1

s̊adana monom.

4.2.4 Bevis av att polynom i Γm ing̊ar i idealet

Nu vill att komma närmre v̊art önskade resultat: att visa att polynomen
beskrivna ovan verkligen utgör en Gröbnerbas för idealet Im. Ett viktigt
kriterium är att polynomen i Γm ing̊ar i idealet Im.

Det första vi visar är att varieteten V (Im) ocks̊a ger nollställen till Γm.

Lemma 4.4. För Γm är alla polynom pk(x) ∈ Γm lika med noll för alla tolk-
ningar där x1y1+x2y2+· · ·+xm−1ym−1+xmym = 0 i Z2[x1, . . . , xm, y1, . . . , ym].

Bevis. Det finns tv̊a fall. För tolkningen a s̊a är antingen svansen (xkyk+· · ·+
xmym) = 0 och d̊a är pk(a) = 0 omedelbart. Tag d̊a fallet där (xkyk + · · · +
xmym) = 1. D̊a måste tolkningen av minst ett par variabler xiyi = 1, i < k
och d̊a f̊ar vi (zi + 1) = 0 vilket ger pk(a) = 0.

Detta innebär att Γm ing̊ar i idealet av varieteten för Im, allts̊a att Γm ⊆
I(V (Im)) = {f : f(x) = 0 ∀x ∈ V (Im)} [2].

Lemma 4.5. Idealet Im = 〈x1y1 + · · · + xmym, x
2
1 + x1, . . . , x

2
m + xm, y

2
1 +

x1, . . . , y
2
m + xm〉 i polynomringen Z2[x1, . . . , xm, y1, . . . , ym] är radikalt.

Bevis. Beviset av detta lemma kommer att genomföras i tre delar. Vi vill
visa att

1. om ett monom xa11 · · · xamm yb11 · · · ybmm ∈ In s̊a är även xα1
1 · · ·xαm

m yβ11 · · · yβmm ∈
Im där αi, βj = 1 om ai, bj ≥ 1 och αi, βj = 0 om ai, bj = 0, 1 ≤ i, j ≤
m.
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2. Att f 2 ∈ Im ⇒ f ∈ Im, och sist att

3. f s ∈ Im ⇒ f ∈ Im.

För 1. betraktar vi x21 ∈ Im ⇒ x1 ∈ Im. Vi har d̊a att

x21 + (x21 + x1) = x1 ∈ Im
eftersom att Im är slutet under addition och x21 + x1 ∈ Im. Antag nu att

xn1 ∈ Im. Vi ser d̊a att

xn1 + (x21 + x1)x
n−2
1 = xn1 + xn1 + xn−11 = xn−11 ∈ Im

d̊a f ∈ Im, p ∈ Z2[x1, . . . , xm, y1, . . . , ym] ⇒ f · p ∈ Im. Vi kan upprepa
denna operation till dess att exponenten är 1. För monom m i flera variabler
kan vi tänka oss fallet att xa11 · · ·xtk · · ·xamm yb11 · · · ybmm ∈ Im och t ≥ 2. Tag d̊a

xa11 · · ·xtk · · ·xann yb11 · · · ybmm + (x2k + xk)x
a1
1 · · ·xt−2k · · · xann yb11 · · · ybmm

= xa11 · · ·xt−1k · · ·xann yb11 · · · ybmm .

Enligt samma resonemang som i fallet för en variabel har vi att högerledet
ligger i Im. Vi kan upprepa operationen p̊a alla ai, bj ≥ 1 till vi f̊ar

xα1
1 · · ·xαm

m yβ11 · · · yβmm ∈ Im.
För 2. tar vi f = µ1 + . . .+ µl där µk, 1 ≤ k ≤ l är monom och antar att

f 2 ∈ Im. Betrakta d̊a

f 2 = (µ1 + · · ·+ µl)(µ1 + · · ·+ µl) = µ2
1 + · · ·+ µ2

l

i Z2[x1, . . . , xm, y1, . . . , ym]. Fr̊an 1. har vi att µ2
k ∈ Im ⇒ µk ∈ Im. Ope-

rationen beskriven där kan användas p̊a varje monom för sig och ger att

µ2
1 + · · ·+ µ2

l ∈ Im ⇒ µ1 + · · ·+ µl ∈ Im
vilket ger f 2 ∈ Im ⇒ f ∈ Im. Vidare fr̊an 1. har vi att om f ∈ Im s̊a

gäller att f ′ ∈ Im där alla monom har variabler av högst grad 1.
Slutligen gäller för 3. att visa att f s ∈ Im ⇒ f ∈ Im. Tag 2. som basfall

och som induktionsantagande att f s−1 ∈ Im ⇒ f ∈ Im. Vi har d̊a att

f s = f s−2f 2 = f s−2(µ2
1 + · · ·+ µ2

l ) = µ2
1f

s−2 + · · ·+ µ2
l f

s−2

f s ∈ Im ⇒ µ1f
s−2 + · · ·+ µlf

s−2 = f s−1 ∈ Im
vilket fr̊an antagandet ger att f ∈ Im. Idealet Im är radikalt.
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Sats 4.6 (Hilberts Nullstellensatz [2]). L̊at k vara en algebraiskt sluten kropp.
Om f, f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn] är s̊adana att f ∈ I(V (f1, . . . , fs)) s̊a existe-
rar ett heltal k ≥ 1 s̊adant att

fk ∈ 〈f1, . . . , fs〉.

Vi vill nu visa att detta innebär att Γn ing̊ar i idealet Im.

Sats 4.7. Polynommängden Γm ing̊ar i idealet Im = 〈x1y1 + · · ·+xmym, x
2
1 +

x1, . . . , x
2
m+xm, y

2
1+x1, . . . , y

2
m+xm〉 i polynomringen Z2[x1, . . . , xm, y1, . . . , ym].

Bevis. Vi utnyttjar sats 2.2 och noterar att

V (I) = V (〈x1y1 + · · ·+ xmym〉) ∩ V (〈x21 + x1, . . . , x
2
m + xm, y

2
1 + x1, . . . , y

2
m + xm〉) =

V (〈x1y1 + · · ·+ xmym〉) ∩ Z2m
2

vilket innebär att varieteten inte p̊averkas av att vi g̊ar fr̊an Z2[x1, . . . , xm, y1, . . . , ym]
till dess algebraiska slutning Z̄2[x1, . . . , xm, y1, . . . , ym].

Fr̊an lemma 4.4 har vi att Γm ⊆ I(V (Im)). Sats 4.6 ger d̊a att för alla
polynom ur {g1, . . . , gl} = Γm finns positiva heltal ki, i = 1, . . . , l s̊adana att

gk11 , . . . , g
kl
l ∈ Im.

Lemma 4.5 ger d̊a att g1, . . . , gl ing̊ar i idealet vilket visar satsen.

4.2.5 Mängden monom utanför Γm

Mängden standardmonom till en Gröbnerbas ska ha samma storlek som va-
rieteten (sats 2.5). Vi vill hitta ett sätt att räkna monomen utanför Γm.
Särskilt vill vi visa att mängden monom Sm utanför Γm är av samma storlek
som varieteten V (Im)ii.

Lemma 4.8. L̊at oss beteckna med Sm standardmonomen till mängden Γm
i polynomringen Z2[x1, . . . , xm, y1, . . . , ym] som tillhör idealet Im för m ≥ 2.
De monom som inte delas av de ledande monomen i Γm finns i tre klasser:

1. Alla monom i Sm−1.

2. Sm−1 · xm och Sm−1 · ym och till sist:

iiI appendix finns en lista över alla standardmonom associerade till m = 2, 3, 4 vilken
kan ge en inblick i hur de tre klasserna beskrivna här upptäcktes.
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3. mängden S ′m−1 · xmym där S ′m−1 är alla monom i Sm−1 förutom de av
grad m−1 som har exakt en variabel fr̊an varje variabelpar x1y1, x2y2, . . .
xkyk, . . . xm−1ym−1.

Vi har att mängden Sm beror p̊a Sm−1 p̊a följande vis:

Sm = Sm−1 ∪ Sm−1 · xm ∪ Sn−2 · ym ∪ S ′m−1 · xmym. (7)

Vi f̊ar ocks̊a uttrycket

|Sm| = 4 · |Sm−1| − 2m−1 (8)

vilket ger det exakta antalet standardmonom till Γm.

Bevis. För en ing̊aende beskrivning av de ledande monomen i Γm hänvisas
till avsnitt 4.2.3. Vi visar lemmat genom ett induktionsbevis. I basfallet
gäller att Γ1 inneh̊aller de ledande monomen

x21, y
2
1, x1y1.

I polynomringen Z2[x1, y2] har vi d̊a att

S1 = {1, x1, y1}
är standardmonom. Tag nu de ledande monomen i Γ2 i polynomringen

Z2[x1, y1, x2, y2]. De är

x21, y21, x22, y22,
x1y1,
x1x2y2, y1x2y2.

Nu konstruerar vi S2 enligt reglerna ovan. Genom att ta 1. f̊ar vi S2 =
{1, x1, y1}. Vi kan snabbt se att ingen av dessa delas av n̊agot ledande monom
i Γ2. Det kan inte heller finnas fler av den här typen d̊a alla ledande monom
som ing̊ar i Γ1 även ing̊ar i Γ2.

Vi g̊ar vidare till klass 2. och f̊ar mängden {x2, x1x2, y1x2, y2, x1y2, y1y2}.
Inte heller n̊agot av dessa monom delas av de ledande monomen ovan. Skulle
det kunna tillkomma fler monom av den här typen? Det skulle innebära
att vi behöver lägga till n̊agon av variablerna x1, y1 till monomen i den här
mängden, vilket omedelbart gör dem delbara med n̊agot ledande monom i
Γ1 och följaktligen i Γ2.
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D̊a kommer vi sist till klass 3. Genom att multiplicera alla monom i S2

med x2y2 s̊a f̊ar vi {x2y2, x1x2y2, y1x2y2}. Nu f̊ar vi dock tv̊a monom som delas
av ett ledande monom ur Γ2. De r̊akar vara de fallen där vi har multiplicerat
med monom som inneh̊aller en variabel fr̊an varje variabelpar xiyi för 1 ≤
i < m, nämligen monomen x1 och y1. Vi ska allts̊a ta S2 \ {x1, y1} = S ′2
och multiplicera dessa monom med x2y2 för att f̊a fram standardmonomen
av klass 3. Vi f̊ar {x2y2} vilket inte delas av n̊agot av de ledande monomen i
Γ2. Enligt samma argument som för 1. och 2. s̊a kan det inte heller finnas fler
monom som vi skulle kunna multiplicera med x2y2 och f̊a ett nytt monom
utanför Γ2.

Insättning i v̊art ursprungliga uttryck ger att

S4 = {1, x1, y1} ∪ {x2, x1x2, y1x2} ∪ {y2, x1y2, y1y2} ∪ {x2y2}
= {1, x1, y1, x2, y2, x1x2, y1x2, x1y2, y1y2, x2y2}.

D̊a målet är att visa att dessa är exakt monomen utanför Γ2 är vi klara
med (7). För att visa (8) räcker p̊ast̊aendet

4 · |S1| − 2m−1 = 4 · 3− 2 = 10 = |S2|.
Vi har allts̊a visat basfallet. Vi antar nu att Sm−1 är standardmonom till

mängden Γm−1 och visar att sambanden (7) och (8) h̊aller d̊a vi betraktar
standardmonomen Sm.

För 1. vet vi att alla ledande monom som tillkommer när vi g̊ar fr̊an
Γm−1 till Γm inneh̊aller variablerna xmym och därför kan dessa inte heller
dela n̊agra av standardmonomen i Sm−1. Detta kommer sig helt enkelt av att
inga av monomen i Sm−1 inneh̊aller n̊agra av dessa variabler. Det kan inte
heller finns fler monom av den här typen utanför Γm d̊a vi fortfarande har
kvar alla ledande monom fr̊an Γm−1.

För 2. s̊a gäller samma argument som ovan. Monomen i den här gruppen
kan inte heller delas av monom som inneh̊aller b̊ade xm och ym d̊a de endast
beror p̊a en av dessa variabler. Vi kan inte heller hitta fler monom än just de
som beskrivs i klass 2 d̊a det skulle ge monom p̊a formen

z1z2 · · ·xkyk · · · zm eller z1 · · · z2k · · · zm
för n̊agot k, 1 ≤ k < m vilket kommer delas av ett ledande monom i Γm−1

och därför ocks̊a av n̊agot ledande monom av Γm.
I det sista fallet 3. s̊a vill vi visa att det finns monom som beror p̊a b̊ade

xm och ym som änd̊a inte delas av de nya ledande monom i Γn. De nya ledande
monomen är p̊a formen
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z1 · · · zm−1xmym
där zi = {xi, yi}. Därför måste vi se om det finns n̊agra monom p̊a den

formen i mängden Sn−1 · xmym. Om vi ser p̊a hur monomen Sn−1 är kon-
struerade s̊a inser vi snart att klassen 2. inneh̊aller alla monom p̊a formen
z1 . . . zm−1. Det finns 2m−1 s̊adana monom och därför räknar vi bort dem fr̊an
den tredje klassen. Enligt samma argument som för 2. s̊a finns det inte heller
fler monom in den här klassen.

Slutligen kan vi nämna att n̊agot monom xlm, y
l
m av grad l ≥ 2 inte kan

ing̊a i Sm d̊a det delas av x2m eller y2m.
Vi har nu beroendet

Sm = Sm−1 ∪ Sm−1 · xm ∪ Sn−2 · ym ∪ S ′m−1 · xmym.
Sist vill vi visa att de tre klasserna är disjunkta för att (8) ska gälla. Det

är enkelt att se d̊a klass 2. och 3. utnyttjar variabler som inte finns till hands
vid konstruktionen av Sm−1. Vi vet ocks̊a att de 2m−1 monom som räknas
bort vid konstruktionen av S ′m−1 finns i Sm och f̊ar p̊a s̊a vis uttrycket

|Sm| = 4 · |Sm−1| − 2m−1

som minsta möjliga mängd standardmonom för Sm. Argumentet ovan
visar att vi inte förlorar eller missar att lägga till n̊agra monom längs vägen
och garanterar att det existerar precis s̊a många för varje Γm.

Om vi ser p̊a det rekursiva uttrycket vi har f̊att s̊a kan vi göra ett försök att
hitta ett explicit uttryck för |Sm|. Vi betraktar n̊agra av de första mängderna
monom utanför Γm.

m 4 · |Sm−1| − 2m−1 |Sm|
1 3
2 4 · 3− 21 = 22 · 3− 2 = 10
3 4 · 10− 22 = 23 · 5− 4 = 36
4 4 · 36− 23 = 24 · 17− 8 = 136
5 4 · 136− 23 = 25 · 33− 16 = 528.

Vi märker ett mönster, storleken p̊a Sm kan skrivas som uttrycket 2m(2m−1+
1) − 2m−1. Här dyker ett intressant samband upp: genom lite manipulation
f̊ar vi

2m(2m−1 + 1)− 2m−1 = 22m−1 + 2m − 2m−1 = 22m−1 + 2m−1
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vilket ju är uttrycket för storleken p̊a varieteten V (Im) iii. Det visar sig
att det här uttrycket även ger antalet monom utanför Γm.

Lemma 4.9. Storleken p̊a mängden monom Sm utanför Γm ges av uttrycket

22m−1 + 2m−1.

Bevis. Basfallet ges av tabellen ovan. För induktionsantagandet antag |Sm| =
22m−1 + 2m−1. D̊a ska |Sm+1| = 22(m+1)−1 + 2m = 22m+1 + 2m. Fr̊an lemma
4.8 gäller d̊a att

|Sm+1| = 4 · |Sm| − 2m = 4 · (22m−1 + 2m−1)− 2m = 22m+1 + 2m+1 − 2m =

= 22m+1 + 2m + 2m − 2m = 22m+1 + 2m

vilket visar satsen. När vi nu har utg̊att fr̊an mängden S1 s̊a f̊ar vi ett
explicit uttryck för mängden monom utanför Γm för m ≥ 2.

Uttrycket vi härlett hjälper oss att knyta ihop tv̊a väldigt viktiga resul-
tat, nämligen att mängden monom utanför Γm är lika stor som mängden
nollställen till Im. Vi ger satsen nedan.

Sats 4.10. Mängden nollställen V (Im) till idealet Im = 〈x1y1+· · ·+xmym, x21+
x1, . . . , x

2
m +xm, y

2
1 +x1, . . . , y

2
m +xm〉 är lika m̊anga som antalet monom ut-

anför Γm i Z2[x1, . . . , xm, y1, . . . , ym].

Bevis. Fr̊an sats 4.2 och lemma 4.9 f̊ar vi uttrycken

|Sm| = 22m−1 + 2m−1 = |V (Im)|.
Vi vet d̊a att att mängden monom utanför Γm är lika stor som varieteten

av Im.

4.2.6 Γm är en Gröbnerbas för Im

Vi n̊ar nu slutsatsen i arbetet: att polynommängden Γm verkligen är en
Gröbnerbas för Im.

Sats 4.11. Γm är en Gröbnerbas till idealet Im = 〈x1y1 + · · · + xmym, x
2
1 +

x1, . . . , x
2
m + xm, y

2
1 + x1, . . . , y

2
m + xm〉

iiiKom ih̊ag att n = 2m
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Bevis. Definition 2.7 kräver att Γm är en ändlig delmängd av Im samt att
l(Γm) = l(Im).

För det första villkoret har vi fr̊an sats 4.7 att Γm ing̊ar i idealet, och
sats 4.3 visar att Γm är ändligt.

Vi har fr̊an sats 4.10 att mängden monom utanför Γm motsvarar storle-
ken p̊a V (Im). Fr̊an lemma 4.5 och följdsats 2.2.1 vet vi att Im är radikalt
och nolldimensionellt. Sats 2.6 ger d̊a att standardmonomen till Im motsva-
rar storleken p̊a varieteten om vi g̊ar till den algebraiska tillslutningen av
polynomringen. Enligt samma argument som i sats 2.2 s̊a vet vi att v̊ara
p̊ast̊aenden om Im i Z2[x1, . . . , xm, y1, . . . , ym] även gäller i
Z̄2[x1, . . . , xm, y1, . . . , ym]. D̊a Γm ing̊ar i idealet är det givet att inga monom
som inte ing̊ar i l(Im) kan ing̊a i l(Γm). När vi sedan har fallet att mängden
monom utanför Γm är av samma storlek som varieteten s̊a vet vi att des-
sa monom är just standardmonomen till Im, och d̊a har vi att de ledande
monomen i Γm genererar l(Im). Γm uppfyller allts̊a kraven p̊a att vara en
Gröbnerbas.

5 Slutsats

Vi har allts̊a lyckats hitta ett recept för att skriva ut en Gröbnerbas till Im
utan att behöva ta till Buchberger’s algoritm. Vi har dock inte riktigt lyckats
utröna n̊anting mer om de böjda funktionernas klassificering. En fr̊aga som
är värd att ställa är ifall Gröbnerbaser för andra böjda funktioner g̊ar att
beskriva p̊a liknande sätt som för den böjda funktionen x1x2+· · ·+xn−1xn. En
s̊adan undersökning skulle eventuellt kunna leda oss närmre en klassificering.
Det vore ocks̊a intressant att fortsätta titta p̊a Gröbnerbaser generellt när
man har ideal genererade av kroppspolynomen i Z2[x1, . . . , xn].
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6 Appendix

Appendix i

Gröbnerbaser |GBn| fr̊an Macaulay2 för In, n = 2, 4, 6, 8

n = 2, |GB2| = 3

x22 + x2, x
2
1 + x, x1x2

n = 4, |GB4| = 7

x24 +x4, x
2
3 +x3, x

2
2 +x2, x

2
1 +x1, x1x2 +x3x4, x2x3x4 +x3x4x1, x3x4 +x3x4

n = 6, |GB6| = 13

x26 + x6, x
2
5 + x5, x

2
4 + x4, x

2
3 + x3, x

2
2 + x2, x

2
1 + x1, x1x2 + x3x4 + x5x6

x2x3x4 + x2x5x6 + x3x4 + x5x6, x1x3x4 + x1x5x6 + x3x4 + x5x6

x2x4x5x6 + x2x5x6 + x4x5x6 + x5x6, x1x4x5x6 + x1x5x6 + x4x5x6 + x5x6

x2x3x5x6 + x2x5x6 + x3x5x6 + x5x6, x1x3x5x6 + x1x5x6 + x3x5x6 + x5x6
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n = 8, |GB8| = 23

x28 + x8, x
2
7 + x7, x

2
6 + x6, x

2
5 + x5, x

2
4 + x4, x

2
3 + x3, x

2
2 + x2, x

2
1 + x1

x1x2 + x3x4 + x5x6 + x7x8, x2x3x4 + x2x5x6 + x2x7x8 + x3x4 + x5x6 + x7x8

x1x3x4 + x1x5x6 + x1x7x8 + x3x4 + x5x6 + x7x8

x2x4x5x6 + x2x4x7x8 + x2x5x6 + x4x5x6 + x2x7x8 + x4x7x8 + x5x6 + x7x8

x1x4x5x6 + x1x4x7x8 + x1x5x6 + x4x5x6 + x1x7x8 + x4x7x8 + x5x6 + x7x8

x2x3x5x6 + x2x3x7x8 + x2x5x6 + x3x5x6 + x2x7x8 + x3x7x8 + x5x6 + x7x8

x1x3x5x6 + x1x3x7x8 + x1x5x6 + x3x5x6 + x1x7x8 + x3x7x8 + x5x6 + x7x8

x2x4x6x7x8 + x2x4x7x8 + x2x6x7x8 + x4x6x7x8 + x2x7x8 + x4x7x8 + x6x7x8 + x7x8

x1x4x6x7x8 + x1x4x7x8 + x1x6x7x8 + x4x6x7x8 + x1x7x8 + x4x7x8 + x6x7x8 + x7x8

x2x3x6x7x8 + x2x3x7x8 + x2x6x7x8 + x3x6x7x8 + x2x7x8 + x3x7x8 + x6x7x8 + x7x8

x1x3x6x7x8 + x1x3x7x8 + x1x6x7x8 + x3x6x7x8 + x1x7x8 + x3x7x8 + x6x7x8 + x7x8

x2x4x5x7x8 + x2x4x7x8 + x2x5x7x8 + x4x5x7x8 + x2x7x8 + x4x7x8 + x5x7x8 + x7x8

x1x4x5x7x8 + x1x4x7x8 + x1x5x7x8 + x4x5x7x8 + x1x7x8 + x4x7x8 + x5x7x8 + x7x8

x2x3x5x7x8 + x2x3x7x8 + x2x5x7x8 + x3x5x7x8 + x2x7x8 + x3x7x8 + x5x7x8 + x7x8

x1x3x5x7x8 + x1x3x7x8 + x1x5x7x8 + x3x5x7x8 + x1x7x8 + x3x7x8 + x5x7x8 + x7x8
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Appendix ii

Ledande monom n = 4 ur Gröbnerbasen

x21 x22 x23 x24
x1x2
x1x3x4 x2x3x4

Monom i Z2[x1, . . . , x4] som inte delas av ledande monom i Gröbnerbasen

Grad 0 1 2 3
1 x1 x1x3

x2 x1x4
x3 x2x3
x4 x2x4

x3x4
1 4 5 0

Totalt: 10

|V (I4)| = 24−1 + 2
4
2
−1 = 23 + 21 = 10
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Ledande monom n = 6 ur Gröbnerbasen

x21 x22 x23 x24
x25 x26
x1x2
x1x3x4 x2x3x4
x1x3x5x6 x2x3x5x6 x1x4x5x6 x2x4x5x6

Monom i Z2[x1, . . . , x6] som inte delas av ledande monom i Gröbnerbasen

Grad 0 1 2 3 4
1 x1 x1x3 x1x3x5 x3x4x5x6

x2 x1x4 x1x3x6
x3 x1x5 x1x4x5
x4 x1x6 x1x4x6
x5 x2x3 x1x5x6
x6 x2x4 x2x3x5

x2x5 x2x3x6
x2x6 x2x4x5
x3x4 x2x4x6
x3x5 x2x5x6
x3x6 x3x4x5
x4x5 x3x4x6
x4x6 x3x5x6
x5x6 x4x5x6

1 6 14 14 1

Totalt: 36

|V (I6)| = 26−1 + 2
6
2
−1 = 25 + 22 = 36
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Ledande monom n = 8 ur Gröbnerbasen

x21 x22 x23 x24
x25 x26 x27 x28
x1x2
x1x3x4 x2x3x4
x1x3x5x6 x1x4x5x6 x2x3x5x6 x2x4x5x6
x1x3x5x7x8 x1x3x6x7x8 x1x4x5x7x8 x1x4x6x7x8
x2x3x5x7x8 x2x3x6x7x8 x2x4x5x7x8 x2x4x6x7x8

Monom i Z2[x1, . . . , x8] som inte delas av ledande monom i Gröbnerbasen
Totalt: 136

|V (I8)| = 28−1 + 2
8
2
−1 = 27 + 23 = 136
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Grad
0 1
1 x1 x2 x3 x4

x5 x6 x7 x8
2 x1x3 x1x4 x1x5 x1x6

x1x7 x1x8
x2x3 x2x4 x2x5 x2x6
x2x7 x2x8
x3x4 x3x5 x3x6 x3x7
x3x8
x4x5 x4x6 x4x7 x4x8
x5x6 x5x7 x5x8
x6x7 x6x8
x7x8 Tot: 27

3 x1x3x5 x1x3x6 x1x3x7 x1x3x8
x1x4x5 x1x4x6 x1x4x7 x1x4x8
x1x5x6 x1x5x7 x1x5x8
x1x6x7 x1x6x8
x1x7x8
x2x3x5 x2x3x6 x2x3x7 x2x3x8
x2x4x5 x2x4x6 x2x4x7 x2x4x8
x2x5x6 x2x5x7 x2x5x8
x2x6x7 x2x6x8
x2x7x8
x3x4x5 x3x4x6 x3x4x7 x3x4x8
x3x5x6 x3x5x7 x3x5x8
x3x6x7 x3x6x8
x3x7x8
x4x5x6 x4x5x7 x4x5x8
x4x6x7 x4x6x8
x4x7x8
x5x6x7 x5x6x8
x5x7x8
x6x7x8 Tot: 48
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Grad
4 x1x3x5x7 x1x3x5x8 x1x3x6x7 x1x3x6x8

x1x3x7x8
x1x4x5x7 x1x4x5x8 x1x4x6x7 x1x4x6x8
x1x4x7x8
x1x5x6x7 x1x5x6x8 x1x5x7x8
x1x6x7x8
x2x3x5x7 x2x3x5x8 x2x3x6x7 x2x3x6x8
x2x3x7x8
x2x4x5x7 x2x4x5x8 x2x4x6x7 x2x4x6x8
x2x4x7x8
x2x5x6x7 x2x5x6x8 x2x5x7x8
x2x6x7x8
x3x4x5x6 x3x4x5x7 x3x4x5x8
x3x4x6x7 x3x4x6x8
x3x4x7x8
x3x5x6x7 x3x5x6x8 x3x5x7x8
x3x6x7x8
x4x5x6x7 x4x5x6x8 x4x5x7x8
x4x6x7x8
x5x6x7x8 Tot: 43

5 x1x5x6x7x8 x2x5x6x7x8
x3x4x5x6x7 x3x4x5x6x8 x3x4x5x7x8 x3x4x6x7x8
x3x5x6x7x8
x4x5x6x7x8 Tot: 8

6 x3x4x5x6x7x8 Tot: 1
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