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Sammanfattning

Målet med det här arbetet är att ge läsaren en introduktion till grafteori och
grundläggande grafteoretiska begrepp där det huvudsakliga fokuset riktas mot
färgläggning av grafer. Fyrfärgssatsen säger att en planär graf alltid kan färgläggas
med fyra färger eller färre, den ursprungliga formuleringen handlade dock om
färgläggning av kartor snarare en grafer. Beviset av fyrfägssatsen är omfattande
och ryms inte inom ramen för denna uppsats. Istället återges de huvudsakli-
ga idéerna bakom beviset, där m̊alet är att visa att det inte kan finnas n̊agot
minimalt motexempel genom att hitta en oundviklig mängd av reducibla konfi-
gurationer. En reducibel konfiguration kan inte ing̊a i ett minimalt motexempel
och åtminstone en konfiguration fr̊an varje oundviklig mängd m̊aste ing̊a i var-
je planär graf. Av detta följer att om en oundviklig mängd endast best̊ar av
reducibla konfigurationer s̊a kan det inte finnas n̊agot minimalt motexempel
och satsen är bevisad. Även färgläggning av grafer med tv̊a, tre och fem färger
behandlas. Färgläggning med tv̊a och tre färger är möjlig för grafer med vissa
specifika egenskaper medan färgläggning med fem färger gäller för en godtycklig
planär graf. Avslutningsvis undersöks olika färgläggningsalgoritmer och vi kan
konstatera att en och samma graf kan f̊a olika färgläggningar beroende p̊a vald
algoritm.
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1 Introduktion

Hur m̊anga färger behövs för att en karta ska kunna färgläggas p̊a ett s̊adant sätt
att intilliggande länder har olika färger? Fr̊agan formulerades för första g̊angen
1852 av Francis Guthrie som p̊astod att fyra färger är tillräckligt. Problemet
beskrivs som ett av de mest kända problemen inom den del av matematiken
som kallas grafteori, och skulle ta mer än hundra år att bevisa. Flera försök till
bevis gjordes genom åren innan ett fullständigt bevis gjordes 1976 av Kenneth
Appel, Wolfgang Haken och John A. Koch. Beviset accepterades dock inte di-
rekt p̊a grund av att de mycket omfattande beräkningarna hade utförts av en
dator. Idag har beviset blivit mer allmänt accepterat men man har fortfarande
inte kunnat bevisa satsen utan hjälp av dator. Problemet har blivit känt som
fyrfärgssatsen [5, 18].

Grafteori är den del inom matematiken som handlar om grafer och deras egen-
skaper. Det är en relativt ung gren inom matematiken men har under de senaste
100 åren genomg̊att en stor utveckling och spelar idag en stor roll inom olika
delar i samhället [13]. Grafteori kan exempelvis användas för att lösa olika lo-
gistiska problem som att planera vägnät, konstruera scheman för exempelvis
universitet eller fotbollsligor och optimera bordsplacering.

För att förklara fyrfärgssatsen behöver vi översätta problemet till grafteore-
tiska termer. För att kunna se till att grannländer f̊ar olika färg behöver vi veta
vilka länder som gränsar till varandra, det är däremot inte intressant vilken
form eller storlekt varje land har. Det gör att vi kan förenkla kartan till en
graf där varje hörn motsvarar ett land och varje kant talar om vilka länder som
gränsar till varandra [5]. Istället för att färglägga omr̊aden kan vi nu färglägga
den uppkomna grafens hörn, se Figur 1.

Figur 1: Karta över Polen, Ukraina, Tjeckien, Slovakien, Österrike och Ungern
med motsvarande planär graf ritad ovanp̊a som beskriver hur länderna gränsar
till varandra [5]

Uppsatsen inleds med en introduktion till grafteori där relevanta begrepp de-
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finieras och exemplifieras. Därefter följer formulering och bevis av satser som
beskriver färgläggning med tv̊a, tre och fem färger. Fyrfärgssatsen formuleras
och idén bakom beviset beskrivs även om satsen inte bevisas i sin helhet. Av-
slutningsvis tittar vi p̊a olika algoritmer som kan användas för att färglägga
grafer.
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2 Introduktion till grafteori

I detta avsnitt kommer viktiga grafteoretiska begrepp att förklaras och defi-
nieras. De utvalda begreppen anses ha särskild relevans när det kommer till
färgläggning av grafer. Betydelsen av m̊anga grafteoretiska begrepp är dock inte
standardiserad vilket innebär att ett och samma begrepp kan f̊a olika innebörd
beroende p̊a författare.

2.1 Definitioner och exempel

Definition 2.1.1. En graf G best̊ar av en mängd hörn V (G) och en mängd
kanter E(G) s̊adana att E ⊆ {{x, y} | x, y ∈ V och x ̸= y}.

En graf kan ha en ändlig eller oändlig mängd hörn respektive kanter. Här kom-
mer samtliga grafer att vara ändliga.

Varje element i mängden E best̊ar av tv̊a element fr̊an mängden V , varje kant
kan därför uttryckas som ett par unika hörn. En geometrisk representation av
en graf best̊ar av punkter och sträckor där punkterna representerar hörnen och
sträckorna beskriver kanterna. En grafs utseende är inte entydigt bestämt, i Fi-
gur 2 är graf G och H samma trots att graferna har olika form [6].

Graf G Graf H

Figur 2: Graf G och graf H best̊ar b̊ada av hörnmängden V = {u, v, x, y, z}
och kantmängden E = {{x, z}, {z, u}, {u, v}, {v, x}, {x, y}, {y, u}}

Definition 2.1.2. Tv̊a hörn x och y kallas intilliggande om det finns en kant e
s̊adan att e = {x, y}. P̊a samma sätt är tv̊a kanter e och d intilliggande om det
finns ett hörn x s̊adant att e = {x, y} och d = {x, z}. Om y = z är kanterna
parallella. Dessutom gäller att om det finns en kant e s̊adan att e = {x, x} s̊a är
e en loop.

De grafer som kommer att studeras här kommer dock varken att ha parallella
kanter eller loopar. Definitionerna är formulerade utifr̊an dessa förutsättningar.
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Figur 3: Hörnen x och y är intilliggande. Kanterna a och b är parallella. Kanten
f bildar en loop.

Definition 2.1.3. En delgraf G′ till en graf G best̊ar av hörnmängden V (G′) ⊆
V (G) och kantmängden E(G′) ⊆ E(G). Om en kant e ing̊ar i delgrafen måste
även de tv̊a hörn som definierar kanten ing̊a i delgrafen.

Om en grafs hörn kan delas upp i tv̊a disjunkta delmängder s̊adana att var-
je kant i grafen best̊ar av ett hörn fr̊an varje delmängd kallas grafen bipartit.
Hörn som ing̊ar i samma delmängd f̊ar allts̊a inte vara intilliggande [8].

Definition 2.1.4. L̊at G vara en graf med hörnmängden V och kantmängden
E. Om det g̊ar att bilda en partition av V som best̊ar av tv̊a delmängder V1 och
V2 s̊adana att E = {{v, u} | v ∈ V1 och u ∈ V2} och V1∪V2 = V och V1∩V2 = ∅
kallas grafen bipartit.

I en graf är det möjligt att göra olika typer av s̊a kallade vandringar, vilket
kan ses som en förflyttning i den grafiska representationen av grafen, där kanter
och hörn växelvis passeras. Det är exempelvis väg, stig, krets och cykel. För
vägar och kretsar gäller att varje ing̊aende kant f̊ar förekomma endast en g̊ang.
För stigar och cykler gäller att varken kanter eller hörn f̊ar upprepas. Kretsar
och cykler är slutna vilket innebär att den har samma start- och slutpunkt [18].

Definition 2.1.5. L̊at grafen G best̊a av kantmängden E = {e1, e2, e3, ..., eq}
och hörnmängden V = {v1, v2, v3, ..., vp}. L̊at G′ vara en delgraf till G med
hörnmängden V ′ och kantmängden E′ s̊adan att E′ ⊆ E och V ′ ⊆ V , dessutom
E′ = {e′1, e′2, e′3, ..., e′k} och V ′ = {v′1, v′2, v′3, ..., v′m}. D̊a gäller att grafen G′ är
en stig om E′ = {{v′j , v′j+1} | 1 ≤ j < m}. Grafen G′ är en cykel om det dess-
utom gäller att {v′1, v′j} ∈ E′. Grafen G′ är sluten om v′1 = v′m. Längden p̊a
en stig eller cykel definieras av antalet kanter som ing̊ar. För en cykel ges kan
längden även ges av antalet hörn som ing̊ar i cykeln d̊a antalet hörn och kanter
är lika. En väg definieras som en vandring där alla ing̊aende kanter är distinkta,
däremot kan ett hörn förekomma flera g̊anger. Om vägen är sluten, det vill säga
börjar och slutar i samma punkt, är vandringen en krets [5, 8].
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Vad gäller slutna vandringar s̊a finns även vissa kretsar och cykler som har
f̊att speciella namn. Ett exempel är Eulerkretsar som är en krets där samtli-
ga kanter i grafen passeras exakt en g̊ang. För att en graf ska kunna ha en
Eulerkrets krävs att samtliga hörn har jämn grad [18]. En annan viktig sluten
vandring är Hamiltoncykler som är en cykel där varje hörn som ing̊ar i grafen
passeras exakt en g̊ang. Vad gäller Hamiltoncykler finns ingen specifik egenskap
som en graf m̊aste ha för att en Hamiltoncykel ska finnas [18].

(a) (b)

(c) (d)

Figur 4: (a) är en väg, (b) är en stig, (c) är en krets och (d) är en cykel.
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(a) (b)

Figur 5: (a) beskriver Eulerkretsen {u, x, y, z, t, w, u, y, v, w, z, v, u} och (b) be-
skriver Hamiltoncykeln {x, y, z, w, v, u, x}. Det är inte möjligt att hitta en Eu-
lerkrets i (b).

Definition 2.1.6. Tv̊a hörn x, y ∈ V är sammanhängande om det g̊ar att finna
en stig mellan x och y. Hela grafen är sammanhängande om det till varje par
hörn x, y ∈ V g̊ar att finna en stig mellan x och y.

Samtliga grafer som kommer att behandlas är sammanhängande enligt Defi-
nition 2.1.6.

Definition 2.1.7. L̊at G vara en graf utan loopar, och V (G) och E(G) dess
hörnmängd respektive kantmängd. L̊at x ∈ V (G) vara ett hörn. Antalet intillig-
gande hörn till x, allts̊a antalet y ∈ V (G) s̊adana att e = {x, y} där e ∈ E(G),
kallas för hörnets grad. Graden för ett hörn x betecknas d(x) medan grafens
maximala grad betecknas ∆(G), det vill säga den högsta grad n̊agot hörn i gra-
fen har [5].

Definition 2.1.8. En planär graf är en tv̊adimensionell graf som kan ritas i
planet p̊a ett s̊adant sätt att inga kanter korsar varandra, de möts endast i ge-
mensamma hörn [6].

En planär graf delar in planet i ett ändligt antal omr̊aden som begränsas av
grafens kanter. Observera att det även bildas ett yttre omr̊ade som är oändligt
stort [5, 13]. Graden av ett omr̊ade definieras som antalet kanter som begränsar
omr̊adet. En kant som har samma omr̊ade p̊a var sida räknas tv̊a g̊anger. Gra-
den av ett omr̊ade f betecknas d(f) [6].

Innan vi formulerar nästa definition behöver vi införa ett antal beteckningar. Vi
l̊ater p, q och r representera antalet hörn, kanter och omr̊aden i en graf. I de fall
d̊a flera grafer behandlas samtidigt specificeras beteckningarna ytterligare, ex-
empelvis används beteckningarna p(G) och p(G∗) för att skilja p̊a antalet hörn
i grafen G respektive G∗.
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Definition 2.1.9. Om G är en graf kan den duala grafen G∗ definieras p̊a
följande sätt. Till varje omr̊ade f i G finns ett motsvarande hörn v∗ i G∗, och
till varje kant e i G finns en motsvarande kant e∗ i G∗. Tv̊a hörn v∗ och u∗ i G∗

är intilliggande och sammanlänkade av kanten e∗ om och endast om omr̊adena
f och g i G separeras av kanten e.

Vidare följer att antalet hörn p(G∗) i G∗ är lika med antalet omr̊aden r(G)
i G. Antalet kanter q(G∗) i G∗ är lika med antalet kanter q(G) i G. Dessutom
gäller att graden av hörn v∗ i G∗ är lika med graden av motsvarande omr̊ade f
i G.

p(G∗) = r(G), q(G∗) = q(G) och dG∗(v∗) = dG(f).

Definition 2.1.10. En graf är triangulär om samtliga omr̊aden, inklusive gra-
fens yttre omr̊ade, begränsas av tre kanter. För en kubisk graf gäller att varje
hörn är av grad 3.

Det gäller att en graf är triangulär om och endast om dess duala graf är kubisk.

Figur 6: Grafen är triangulär.
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3 Färgläggningar

För att lösa olika typer av grafteoretiska problem kan man använda sig av
färgläggning. En graf kan färgläggas p̊a olika sätt, man kan färglägga hörnen,
kanterna eller omr̊adena. För att en färgläggning ska vara giltig krävs att intillig-
gande hörn (eller kanter eller omr̊aden) inte f̊ar samma färg. I den här uppsatsen
kommer endast färgläggning av hörn att behandlas.

Vad krävs för att en graf ska kunna färgläggas med tv̊a, tre respektive fem
färger? Att fem färger är tillräckligt för att färglägga en planär graf är en sva-
gare variant av fyrfärgssatsen, men med ett betydligt enklare bevis. För att tv̊a
eller tre färger ska vara tillräckligt krävs att grafen som ska färgläggas har n̊agra
specifika egenskaper utöver att vara planär.

3.1 Tv̊a färger

För att det ska vara tillräckligt med endast tv̊a färger för att färglägga en planär
graf krävs att grafen är bipartit. Om grafen är bipartit kan dess hörn delas upp
i tv̊a disjunkta delmängder där varje kant har ett hörn i varje delmängd. Ge-
nom att tilldela en färg till alla hörn som ing̊ar i samma delmängd kommer alla
hörn att färgläggas med hjälp av endast tv̊a färger och varje hörn kommer vara
intilliggande med hörn av annan färg eftersom intilliggande hörn ing̊ar i olika
delmängder enligt definitionen av bipartita grafer [5].

Med hjälp av Sats 3.1.1 [5, 8] kan vi avgöra om en graf är bipartit eller in-
te.

Sats 3.1.1. En graf är bipartit om och endast om den inte inneh̊aller n̊agon
cykel av udda längd.

En stig eller cykel är av udda längd om det ing̊ar ett udda antal kanter (Defi-
nition 2.1.5). Beviset delas upp i tv̊a delar. Först bevisas att en graf är bipartit
om den inte inneh̊aller en udda cykel, därefter bevisas det omvända det vill säga
att en graf inneh̊aller inte en udda cykel om den är bipartit.

Bevis. Utg̊a fr̊an en graf och anta att den inte har n̊agon cykel av udda längd.
L̊at ett godtyckligt hörn v färgläggas med n̊agon färg, exempelvis bl̊a. Därefter
färgläggs de hörn som är intilliggande till v med en annan färg, exempelvis röd.
De hörn som nu är intilliggande till de hörn som färgats röda f̊ar färgen bl̊a. Det
är endast de hörn som inte redan f̊att en färg som färgläggs. Detta upprepas
sedan till dess att alla intilliggande hörn har blivit färglagda. Vi behöver nu
bevisa att (1) inga intilliggande hörn f̊ar samma färg och att (2) samtliga hörn
i grafen blir färglagda.

(1): L̊at u och w vara godtyckliga hörn i grafen med samma färg. Eftersom
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grafen är sammanhängande finns det en stig mellan hörnen v och u. P̊a samma
sätt finns även en stig mellan v och w. Eftersom v är gemensam för de tv̊a
stigarna finns en stig mellan u och w. Stigarna mellan v och u samt mellan v
och w kommer b̊ada att ha antingen udda eller jämn längd eftersom u och w
har samma färg. Det innebär att längden p̊a stigen mellan u och w är jämn.
Om hörnen u och w är intilliggande innebär det att det finns en kant {u,w} i
grafen, men den kanten skulle göra att det bildas en cykel av udda längd och
n̊agon s̊adan finns inte i grafen enligt det inledande antagandet. Allts̊a kan inte
tv̊a intilliggande hörn ha samma färg.

(2): L̊at z vara ett godtyckligt hörn i grafen. Eftersom grafen är sammanhängande
finns en stig fr̊an v till z. Alla hörn som ing̊ar i denna stig kommer att färgläggas
med alternerande färger enligt ovan. Allts̊a kommer samtliga hörn i grafen att
färgläggas.

Figur 7: Illustration av bevis av Sats 4.1.1 [4]
.

L̊at oss nu bevisa det omvända, det vill säga att en graf inte inneh̊aller en udda
cykel om den är bipartit.

L̊at G vara en bipartit graf och l̊at C = (V,E) vara en cykel i grafen där
V = {v1, v2, v3, ..., vp} och E = {{vi, vi+1} | 1 ≤ i ≤ p− 1} ∪ {v1, vp}. Eftersom
grafen är bipartit kan hörnen färgläggas med tv̊a färger p̊a ett s̊adant sätt att
intilliggande hörn f̊ar olika färg. L̊at v1 vara bl̊a, d̊a kommer v2 att f̊a den andra
färgen, exempelvis röd. v3 blir sedan bl̊a och s̊a vidare. Eftersom cykelns hörn
har alternerande färgläggning kommer alla hörn vi där i är udda att vara bl̊aa
eftersom v1 är bl̊a och följaktligen blir alla hörn vi där i är jämnt röda. Det
sista hörnet i cykeln, vn, kommer att bli bl̊att om n är udda och rött om n är
jämnt. Men eftersom v1 och vn är intilliggande kan inte vn vara bl̊a eftersom
grafen är bipartit enligt det inledande antagandet. n m̊aste allts̊a vara jämnt
vilket innebär att inga udda cykler kan finnas.
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3.2 Tre färger

För att en graf ska kunna färgläggas med endast tre färger krävs att grafen har
vissa specifika egenskaper. Det finns flera olika satser som beskriver färgläggning
med tre färger. En sats [7] kommer här att bevisas medan en annan [12] endast
formuleras och exemplifieras.

Innan vi formulerar och bevisar satserna för färgläggning med tre färger behöver
vi definiera n̊agra nya begrepp samt formulera och bevisa ett antal hjälpsatser
och lemman [5, 7, 8].

Lemma 3.2.1. För en graf G med hörnmängden V = {v1, v2, v3, ..., vp} gäller
att summan av graden av samtliga hörn är lika med dubbla antalet kanter q i
G:

p∑

i=1

d(vi) = 2q.

Dessutom gäller att för en planär graf G med omr̊adesmängden F = {f1, f2, f3,-
..., fr} är även summan av graden av samtliga omr̊aden är lika med dubbla
antalet kanter q i G:

r∑

i=1

d(fi) = 2q

Bevis. Formeln för summan av samtliga hörns respektive omr̊adens grad bevi-
sas var för sig.

(1) Varje kant best̊ar av tv̊a hörn. L̊at oss halvera varje kant, vi kommer d̊a
att ha totalt 2q halvkanter där varje halvkant angränsar till endast ett hörn.
Summan av hörnens grad kommer därför att vara lika med antalet halvkanter,
allts̊a 2q.

(2) L̊at G vara en planär graf och G∗ den duala grafen till G. Varje omr̊ade f i
G motsvaras av ett hörn v∗ i G∗. Enligt Definition 2.1.9 gäller att r(G) = p(G∗)
där r(G) är antalet omr̊aden i G och p(G∗) är antalet hörn i G∗, samt att antalet
kanter q i G och G∗ är lika, q(G) = q(G∗). Vi f̊ar d̊a fr̊an (1) och Definition
2.1.9 att

r(G)∑

i=1

d(fi) =

p(G∗)∑

i=1

d(v∗i ) = 2q(G∗) = 2q(G) = 2q

Euler formulerade ett samband mellan antalet hörn, kanter och omr̊aden i en
graf. Satsen kallas Eulers formel och bevisas genom induktion.
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Sats 3.2.2. (Eulers formel) L̊at G vara en sammanhängande planär graf. Om
grafen G har p hörn, q kanter och r omr̊aden s̊a gäller: p− q + r = 2.

Bevis. Basfall: L̊at grafen helt sakna kanter s̊a att q = 0. Eftersom grafen är
sammanhängande innebär det att grafen best̊ar av endast ett hörn, p = 1, och
ett omr̊ade, r = 1. Vi f̊ar p − q + r = 1 − 0 + 1 = 2 vilket uppfyller Eulers
formel. Induktionsantagande: Antag att satsen p − q + r = 2 stämmer för alla
sammanhängande planära grafer med k kanter eller färre. Visa att satsen även
stämmer om antalet kanter är k + 1, allts̊a för en godtycklig sammanhängande
planär graf G med p hörn och q = k+1 kanter. L̊at kanten {v, u} vara en kant i
grafen G. Genom att ta bort kanten {v, u} f̊ar vi en ny graf som vi kallar H. Den
nya grafen H har p hörn och q−1 = k kanter. H har en kant färre än G eftersom
{v, u} inte ing̊ar i H. Vi behöver titta p̊a tv̊a fall: (1) H är sammanhängande
(se Figur 8) och (2) H är inte sammanhängande (se Figur 9).

(1): Om H är sammanhängande innebär det att det finns en stig mellan hörnen
v och u. Det innebär ocks̊a att omr̊adena p̊a vardera sida om {v, u} i G m̊aste
vara olika omr̊aden. Det gör att antalet omr̊aden i H är r − 1 eftersom de tv̊a
omr̊adena p̊a vardera sida om {v, u} sl̊as ihop till ett omr̊ade när den kanten tas
bort. H är allts̊a en graf med p hörn, q−1 = k kanter och r−1 omr̊aden. Vi f̊ar
p− (q− 1)+ (r− 1) = 2 enligt induktionsantagandet eftersom antalet kanter är
lika med k. Förenkling av vänsterledet ger 2 = p− (q− 1)+ (r− 1) = p− q+ r.

Graf G Graf H

Figur 8: Fall 1: Den nya grafen H är sammanhängande. När kanten {v, u}
tas bort blir antalet kanter och antalet omr̊aden ett mindre. Antalet hörn är
oförändrat.

(2): V̊art induktionsantagande gäller för sammanhängande grafer, grafen H
m̊aste därför delas upp i tv̊a delgrafer som var och en är sammanhängande.
L̊at oss kalla delgraferna Hv och Hu där v ∈ Hv och u ∈ Hu. pv, qv och rv är
antalet hörn, kanter och omr̊aden i Hv medan pu, qu och ru är motsvarande i
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Hu. Vi f̊ar d̊a att följande gäller för G med p hörn, q kanter och r omr̊aden:

p = pv + pu,

q = qv + qu + 1,

r = rv + ru − 1.

Antalet hörn p i G kommer att vara summan av antalet hörn i delgraferna Hv

och Hu. Antalet kanter q i G kommer att vara summan av antalet kanter i Hv

och Hu plus ett, eftersom en kant togs bort fr̊an G när Hv och Hu bildades.
Antalet omr̊aden r i G kommer att vara summan av antalet omr̊aden i Hv och
Hu minus ett, eftersom det oändliga yttre omr̊adet tillhör b̊ada delgrafernas
omr̊aden och därmed räknas tv̊a g̊anger.

B̊ade Hv och Hu har k eller färre kanter eftersom G har q = k + 1 kanter. In-
duktionsantagandet gäller därmed och ger pv−qv+rv = 2 och pu−qu+ru = 2.
Vi f̊ar att:

p− q + r = (pv + pu)− (qv + qu + 1) + (rv + ru − 1)

= pv + pu − qv − qu − 1 + rv + ru − 1

= (pv − qv + rv) + (pu − qu + ru)− 2

= 2 + 2− 2

= 2.

Slutsats: Enligt induktionsprincipen gäller Eulers formel för alla sammanhängande
planära grafer med q kanter där q ∈ N.

Graf G Graf H

Figur 9: Fall 2: Den nya grafen H är inte sammanhängande. När kanten {v, u}
tas bort minskar antalet kanter med ett medan antalet hörn och omr̊aden är
oförändrat.

Följande lemma kan användas för att visa att en graf med vissa specifika egen-
skaper saknar trianglar. Detta är nödvändigt för att bevisa Sats 3.2.7 som be-
skriver färgläggning med tre färger.
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Lemma 3.2.3. L̊at G vara en planär graf med ett omr̊ade f av grad 4, där
hörnen v0, v1, v2 och v3 definierar omr̊adet. Vidare gäller att kanterna {v0, v2},
{v1, v3} /∈ E(G), där E(G) är grafens kantmängd. Genom att identifiera hörnen
vi och vi+2 där i ∈ {0, 1} bildas en ny graf Gi. Om antalet trianglar ökar i b̊ade
G0 och G1 gäller att det i G finns en triangel vivi+1x för n̊agot hörn x i G och
n̊agot i ∈ {0, 1, 2, 3}. Index i är modulo 4.

Bevis. Utg̊a fr̊an att G är en planär graf, f är ett omr̊ade av grad 4 vars hörn
uppfyller de egenskaper som anges i lemmat, samt att graferna G0 och G1 bildas
genom att identifiera hörnen vi och vi+2 där i ∈ {0, 1}. Om antalet trianglar
ökar i G0 m̊aste det finnas en stig v0xyv2, där x och y är tv̊a godtyckliga med
varandra intilliggande hörn som inte ing̊ar i f , som bildar en triangel när v0
identifieras med v2. P̊a samma sätt m̊aste det finnas en stig v1wzv3 i G1 som
bildar en triangel när v1 identifieras med v3, även här gäller att w och z är
tv̊a godtyckliga med varandra intilliggande hörn som inte ing̊ar i f . För att
inte bryta mot G:s planäritet m̊aste det gälla att kanterna {x, y} och {w, z}
är intilliggande, de kommer allts̊a att ha ett hörn gemensamt, l̊at exempelvis
x = w. Detta resulterar i att det m̊aste finnas en triangel vivi+1x i G. Dessutom
gäller att y och z kan vara samma hörn. Se Figur 10-12.

(a) (b) (c)

Figur 10: (a) är inte en giltig graf G eftersom tv̊a kanter korsar varandra. Kan-
terna {x, y} och {w, z} m̊aste ha ett gemensamt hörn, exempelvis x = w. (b) är
en möjlig graf G där x = w. (c) är en möjlig graf G där x = w och y = z.
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(a) (b)

Figur 11: B̊ada graferna utg̊ar fr̊an den variant av grafen G där x = w. (a) visar
grafen G0 som bildas när hörnen v0 och v2 identifieras. (b) visar grafen G1 som
bildas när hörnen v1 och v3 identifieras.

(a) (b)

Figur 12: B̊ada graferna utg̊ar fr̊an den variant av grafen G där x = w och
y = z. (a) visar grafen G0 som bildas när hörnen v0 och v2 identifieras. (b) visar
grafen G1 som bildas när hörnen v1 och v3 identifieras.

Definition 3.2.4. En graf G sägs vara k-kritisk om G inte kan färgläggas med
k − 1 färger men varje äkta delgraf till G kan färgläggas med k − 1 färger.

Vidare kan följande lemma formuleras för 4-kritiska grafer. Beviset finns att
läsa i sin helhet i [9]. Se Figur 13 för ett exempel p̊a en 4-kritisk graf.

Lemma 3.2.5. Om grafen G är en 4-kritisk graf med p hörn gäller

q ≥ 5p− 2

3

där q är antal kanter i G.
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Figur 13: Grafen är 4-kritisk eftersom den inte kan färgläggas med tre färger,
medan varje äkta delgraf kan färgläggas med tre färger. Grafen uppfyller därmed
Lemma 3.2.5 eftersom p = 4 och q = 6 ger

6 ≥ 5 · 4− 2

3
= 6.

Definition 3.2.6. Att identifiera tv̊a hörn innebär att hörnen och dess an-
gränsande kanter tas bort och ersätts av ett nytt hörn som är intilliggande med
samtliga hörn som tidigare var intilliggande med minst ett av de tv̊a borttagna
hörnen [7].

I följande del förekommer skrivsättet G = H − v. Minustecknet innebär i det
här fallet att ett hörn v (och dess angränsande kanter) har tagits bort fr̊an H
och d̊a har en ny graf G bildats. P̊a samma sätt innebär G + v = H att ett
hörn v har adderats till grafen G och bildat den nya grafen H. Observera dock
att G + v = H inte är entydigt bestämt eftersom det inte framg̊ar hur m̊anga
kanter som adderas när v läggs till.

Nu har det blivit dags att formulera och bevisa en sats för färgläggning med tre
färger [7].

Sats 3.2.7. L̊at G vara en planär graf utan parallella kanter och loopar, samt
utan triangulära omr̊aden. L̊at H vara en graf s̊adan att G = H − v där v är ett
hörn av grad mindre eller lika med 4. D̊a kan H färgläggas med tre färger.

Bevis. L̊at G och H vara grafer för vilka gäller att G = H − v där v är ett hörn
av grad 4 eller mindre, d(v) ≤ 4. Antag att H är den graf med minimalt antal
kanter och hörn som inte kan färgläggas med tre färger och som uppfyller satsens
förutsättningar. Grafen G är en äkta delgraf till H och vi l̊ater H ha p hörn och
q kanter. Det medför att grafen G har p− 1 hörn och q − d(v) kanter där d(v)
är graden av v, dessutom l̊ater vi r beteckna antalet omr̊aden i G. Enligt v̊art
antagande är H den minsta graf av given typ som inte kan färgläggas med tre
färger. H kommer att vara 4-kritisk om varje äkta delgraf till H kan färgläggas
med tre färger. En äkta delgraf till H där hörnet v ing̊ar kommer alltid att vara
av samma typ som H och kan därmed färgläggas med tre färger eftersom H är
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minimal. En äkta delgraf till H där v inte ing̊ar kan ocks̊a färgläggas med tre
färger eftersom en s̊adan delgraf kan f̊a samma färgläggning som de delgrafer där
v ing̊ar och d(v) = 0. Därmed är H 4-kritisk enligt Definition 3.2.4. Eftersom
H är 4-kritisk kan vi tillämpa Lemma 3.2.5 som säger att q ≥ 5p−2

3 . Vi behöver
nu skilja p̊a tv̊a fall. I det första fallet (1) har grafen G inget omr̊ade av grad 4,
medan i det andra fallet (2) har G åtminstone ett omr̊ade av grad 4.

(1): G saknar omr̊aden av grad 4, allts̊a är samtliga omr̊aden av grad minst
5. Fr̊an Lemma 4.2.1 f̊ar vi att summan av graden av samtliga omr̊aden är lika
med dubbla antalet hörn. Eftersom summan kommer vara åtminstone 5r f̊ar vi
för G

2(q − d(v)) =
r∑

i=1

d(fi) ≥ 5r,

vilket är ekvivalent med

r ≤ 2(q − d(v))

5
.

Vi tillämpar nu Eulers formel (Sats 3.2.2) som säger p− q+ r = 2 där p är antal
hörn, q är antal kanter och r är antal omr̊aden och sätter in motsvarande för
grafen G i formeln. Det ger

(p− 1)− (q − d(v)) + r = 2 ⇐⇒ p− q + r + d(v)− 1 = 2.

Sätt in uttrycket för r i formeln och lös ut q. Vi f̊ar

p− q +
2(q − d(v))

5
+ d(v)− 1 ≥ 2 ⇐⇒ 5p− 5q + 2q − 2d(v) + 5d(v)− 5 ≥ 10

⇐⇒ 5p+ 3d(v)− 15 ≥ 3q

⇐⇒ q ≤ 5p+ 3d(v)− 15

3
.

Vi s̊ag tidigare att vi kan tillämpa Lemma 3.2.5 eftersom H är 4-kritisk, lemmat
säger att q ≥ 5p−2

3 . Eftersom d(v) ≤ 4 gäller att

5p+ 3d(v)− 15

3
<

5p− 2

3
.

Detta leder till en motsägelse eftersom det inte kan gälla att q ≤ 5p+3d(v)−15
3

och q ≥ 5p−2
3 samtidigt. Antagandet är allts̊a falskt vilket innebär att H kan

färgläggas med tre färger.

(2): G har ett omr̊ade av grad 4 med hörnen v0, v1, v2 och v3 s̊adana att

19



{v0, v2}, {v1, v3} /∈ E(G), därmed är förutsättningarna för Lemma 3.2.3 upp-
fyllda. Enligt Lemma 3.2.3 f̊ar vi graferna G0 och G1 genom att identifiera
hörnen v0 och v2 respektive v1 och v3. Eftersom grafen G enligt satsen saknar
trianglar kan vi utifr̊an lemmat dra slutsatsen att åtminstone en av graferna G0

och G1 ocks̊a saknar trianglar. L̊at oss anta att G0 saknar trianglar. H är enligt
antagandet den minsta graf som inte kan färgläggas med tre färger. Genom att
identifiera v0 och v2 bildas en ny graf med ett hörn färre än H. Denna nya
graf kan betecknas H0 = G0 + v och är en planär graf utan trianglar plus ett
hörn av grad 4 eller mindre. H0 är allts̊a av samma typ som H och kan därmed
färgläggas med tre färger eftersom H är minimal. Vi kan nu återg̊a till H utan
att förstöra färgläggningen eftersom v0 och v2 inte är intilliggande hörn och
därmed kan ha samma färg. Vi har visat att det finns en möjlig färgläggning av
H med tre färger vilket motsäger v̊art inledande antagande.

I det fall d̊a en äkta delgraf till H inneh̊aller v och d(v) = 0 f̊ar vi ett spe-
cialfall av satsen. Hörnet v kan d̊a f̊a en godtycklig färg eftersom v inte är
sammanhängande med resten av grafen. Vi kan avlägsna v helt utan att det
p̊averkar färgläggningen av resten av delgrafen, och f̊a en ny graf med egenska-
pen att den helt saknar triangulära omr̊aden. Detta fall har f̊att en egen sats
och kallas Grötzschs sats efter den tyske matematikern Herbert Grötzsch (1902-
1993) [15]. Ett fullständigt bevis av Grötzschs sats f̊ar inte plats inom ramen
för den här uppsatsen men finns att läsa i exempelvis [12]. Här ges istället ett
antal exempel för att troliggöra satsen, se Figur 14.

Sats 3.2.8. (Grötzschs sats) Varje planär graf utan triangulära omr̊aden kan
färgläggas med tre färger.

Exempel 1 Exempel 2 Exempel 3

Figur 14: Tre exempel p̊a grafer som saknar triangulära omr̊aden och som alla
kan färgläggas med tre färger.
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3.3 Fem färger

Fyrfärgssatsen säger att fyra färger är tillräckligt för att färglägga en planär
graf. En graf som kan färgläggas med som mest fyra färger kommer alltid ocks̊a
kunna färgläggas med fem färger.

För att bevisa att fem färger är tillräckligt för att färglägga en planär graf
behöver vi formulera ett par nya lemman. Dessutom behöver vi definiera ett
nytt begrepp [5, 6, 18].

Lemma 3.3.1. L̊at G vara en planär graf med åtminstone tre hörn, utan pa-
rallella kanter och loopar. Hörnen är av grad minst 3. D̊a gäller q ≤ 3p− 6 där
p är antal hörn och q är antal kanter.

Bevis. L̊at G vara en planär graf med antal hörn p ≥ 3. Dessutom gäller att
d(f) ≥ 3 för alla f ∈ F (G) där F (G) är mängden omr̊aden i G. Av Lemma
3.2.1 och Sats 3.2.2 (Eulers formel) följer

2q =
r∑

i=1

d(f) ≥ 3r = 3(q − p+ 2) ⇐⇒ q ≤ 3p− 6.

Dessutom gäller att q = 3p− 6 för triangulära grafer eftersom varje omr̊ade d̊a
är av grad exakt 3.

Lemma 3.3.2. Varje planär graf har ett hörn av grad 5 eller lägre.

Bevis. Utg̊a fr̊an en planär graf G med hörnmängden {v1, v2, v3, ..., vp}. L̊at
antalet kanter i G vara q och antalet omr̊aden r. Antag att samtliga hörn i
grafen har grad minst 6. Lemma 3.2.1 ger oss

2q = d(v1) + d(v2) + ...+ d(vp) ≥ 6 + 6 + ...+ 6 = 6p.

Efter division med 2 f̊ar vi att q ≥ 3p. Dessutom f̊ar vi fr̊an Lemma 3.3.1 att
q ≤ 3p− 6. Enligt detta f̊ar vi att q ≥ 3p samtidigt som q ≤ 3p− 6 vilket leder
till en motsägelse eftersom 3p − 6 < 3p. V̊art antagande kan därmed inte vara
sant vilket innebär att det m̊aste finnas åtminstone ett hörn med grad 5 eller
lägre.

Definition 3.3.3. Utg̊a fr̊an en graf som har färglagts p̊a ett s̊adant sätt att
inga tv̊a intilliggande hörn har samma färg. En kempekedja eller ett kempenät
är en maximalt sammanhängande delgraf som best̊ar av endast tv̊a färger. Att
delgrafen är maximalt sammanhängande innebär att de hörn som är intilliggan-
de till delgrafen, och som inte ing̊ar i själva delgrafen, inte har n̊agon av de tv̊a
färgerna som ing̊ar i delgrafen.
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intilliggande hörnen till delgrafen inte har n̊agon av de tv̊a färger som ing̊ar
i delgrafen.

Med hjälp av kempekedjor bevisar vi nu femfärgssatsen med hjälp av induk-
tion [5, 18].

Sats 3.3.4. (Femfärgssatsen) Varje planär graf kan färgläggas med fem eller
färre färger.

Bevis. Basfall: Grafen best̊ar av endast ett hörn, allts̊a är en färg tillräckligt.
Induktionsantagande: Antag att satsen stämmer för grafer med p hörn. Visa
att satsen även stämmer för en graf med p + 1 hörn. Enligt Lemma 3.3.2 vet
vi att grafen har ett hörn v av grad 5 eller lägre. Antag att hörnet v och dess
tillhörande kanter tas bort fr̊an grafen, d̊a återst̊ar en graf med p hörn som
enligt induktionsantagandet kan färgläggas med fem färger eller färre. L̊at oss
färglägga grafen med fem färger p̊a ett s̊adant sätt att tv̊a intilliggande hörn inte
f̊ar samma färg, och sätt sedan tillbaka hörnet v p̊a sin plats för att återf̊a den
ursprungliga grafen med p+1 hörn. Vi behöver visa att de intilliggande hörnen
till v kan färgläggas med fyra färger eller färre s̊a att det alltid blir åtminstone
en färg över till hörn v. Vi tittar p̊a tv̊a fall: (1) v är av grad 4 eller mindre och
(2) v är av grad 5.

(1): Om v är av grad 4 eller mindre har de intilliggande hörnen färglagts med
som mest fyra färger vilket innebär att det återst̊ar åtminstone en färg till v.
Hela grafen kan därmed färgläggas med fem färger eller färre.

(2): Antag att de fem intilliggande hörnen till v har färglagts med olika färger,
l̊at exempelvis hörnen f̊a färgerna röd, grön, bl̊a, svart och orange (se Figur 15).
Om det röda och bl̊a hörnet inte tillhör samma röd-bl̊a kempekedja kan färgerna
i den ena kedjan byta plats s̊a att de röda hörnen blir bl̊a och de bl̊a hörnen
blir röda. De fem hörnen kommer d̊a att ha färgläggningen röd-grön-röd-svart-
orange eller bl̊a-grön-bl̊a-svart-orange, vilket innebär att det blir en färg över till
hörn v (se Figur 16). Om det röda och bl̊a hörnet däremot tillhör samma röd-
bl̊a kempekedja s̊a innebär det att den kedjan kommer att separera det gröna
och det svarta hörnet fr̊an varandra (se Figur 17). Det gröna och svarta hörnet
kan därför inte tillhöra samma grön-svarta kempekedja vilket innebär att ett av
dessa hörn kan byta färg enligt samma princip som ovan.

Slutsats: Enligt induktionsprincipen gäller satsen för alla p ∈ Z+. En planär
graf kan alltid färgläggas med fem färger eller färre.
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Figur 15: Alla intilliggande hörn till v har olika färger.

Figur 16: Det röda och bl̊a hörnet som är intilliggande till v ing̊ar inte i samma
kempekedja, ett av dessa hörn (och tillhörande kempekedja) kan därför omfärgas
och vi f̊ar n̊agon av ovanst̊aende färgläggningar.

Figur 17: Det röda och bl̊a hörnet som är intilliggande till v ing̊ar i samma
Kempekedja. Det innebär att det gröna och svarta hörnet inte kan ing̊a i sam-
ma kempekedja, därmed kan ett av dessa hörn (och tillhörande kempekedja)
omfärgas och vi har frigjort en färg till v.
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4 Fyrfärgssatsen

År 1852 fr̊agade sig Francis Guthrie hur m̊anga färger som behövs för att
färglägga en karta. Han menade att fyra färger var tillräckligt för att åstadkomma
en godkänd färgläggning. Det till synes enkla problemet visade sig vara betyd-
ligt mer komplicerat att bevisa. Flera matematiker tog sig an uppgiften att
försöka bevisa p̊ast̊aendet, dock utan framg̊ang. Det första fullständiga beviset
gjordes 1976 av Kenneth Appel, Wolfgang Haken och John A. Koch, allts̊a mer
än 100 år efter att problemet först formulerades. D̊a beviset inneh̊aller omfat-
tande beräkningar är det nödvändigt att ta hjälp av datorer, n̊agot som gjorde
att beviset till en början mötte visst motst̊and. Idag är det dock allmänt accep-
terat och har p̊a senare tid även förenklats n̊agot, även om datorberäkningar
fortfarande är nödvändigt.

Sats 4.0.1. (Fyrfärgssatsen)Varje planär graf kan färgläggas med fyra färger
eller färre.

I följande avsnitt presenteras Kempes misslyckade försök till att bevisa sat-
sen. Därefter presenteras idéerna bakom det faktiska beviset av fyrfärgssatsen.
Beviset är för omfattande för att rymmas i den här uppsatsen men finns att
läsa här [2, 3].

4.1 Kempes ”bevis”

Den engelske matematikern Alfred Bray Kempe publicerade år 1879 vad som
under ett decennium kom att anses vara ett bevis av fyrfärgssatsen. Även om
Kempes ”bevis” skulle visa sig inte h̊alla s̊a innehöll det vissa användbara idéer
som skulle visa sig vara relevanta b̊ade för att s̊a sm̊aningom göra ett fullständigt
bevis av fyrfärgssatsen men ocks̊a för beviset av femfärgssatsen, exempelvis
begreppet kempekedja (se Definition 3.3.3) som bär hans namn [17, 18].

Kempes ”bevis”
”Beviset” bygger p̊a induktion och idén är densamma som för beviset av femfärgs-
satsen [11, 18]. Enligt Lemma 3.3.2 vet vi att det finns åtminstone ett hörn av
grad 5 eller lägre i grafen.

Basfall: För en graf med endast ett hörn är det uppenbart att fyra färger är
tillräckligt för att färglägga grafen. Induktionsantagande: L̊at oss anta att sat-
sen stämmer för en graf med p hörn. Vi ska nu visa att satsen även stämmer
för en graf med p+ 1 hörn.

Vi utg̊ar fr̊an en graf med p + 1 hörn. Enligt Lemma 3.3.2 finns åtminstone
ett hörn av grad 5 eller lägre, l̊at oss kalla det hörnet för v. Antag nu att hörnet
v och dess intilliggande kanter tas bort fr̊an grafen s̊a att en mindre graf bildas
med p hörn. Den nya grafen kan färgläggas med fem färger enligt v̊art induk-
tionsantagande. Vi behöver nu visa att de hörn som var intilliggande till v kan
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färgläggas p̊a ett s̊adant sätt att det alltid blir en färg över till v när vi sätter
tillbaka hörnet v och återg̊ar till den ursprungliga grafen med p+ 1 hörn.

Om hörn v är av grad 3 eller lägre är det uppenbart att fyra färger är tillräckligt
för att färglägga v och dess tre intilliggande hörn.

Vi behöver nu undersöka de fall d̊a hörnet v är av grad 4 eller 5.

L̊at v vara ett hörn med grad 4. Grafen utan hörnet v har p hörn och kan
enligt induktionsantagandet färgläggas med fyra färger. När vi återinför hörnet
v i grafen behöver vi visa att de fyra intilliggande hörnen till v kan färgas om p̊a
ett s̊adant sätt att det alltid blir en färg över till v samtidigt som färgläggningen
inte f̊ar förstöras. L̊at säga att de fyra hörnen har f̊att färgerna röd, grön, bl̊a och
svart. Om det röda och bl̊a hörnet tillhör samma kempekedja innebär det att
det finns en röd-bl̊a delgraf där b̊ada dessa hörn ing̊ar. Därmed kan det gröna
och svarta hörnet inte ing̊a i samma grön-svarta kempekedja eftersom det d̊a
skulle innebära att kanter korsar varandra vilket inte är till̊atet för planära gra-
fer. Det gröna hörnet kan därför omfärgas till svart eller det svarta hörnet kan
ändras till grön s̊a att v kan färgläggas med den färg som blir över (se Figur 18).
Motsvarande omfärgning kan göras av det röda eller bl̊a hörnet om det istället
är det gröna och svarta hörnet som ing̊ar i samma kempekedja.

Figur 18: Alla fyra färger har använts för att färglägga de intilliggande hörnen
till v (vänster). Om det röda och bl̊a hörnet ing̊ar i samma kempekedja kan inte
det gröna och svarta hörnet samtidigt ing̊a i samma kempekedja, det gröna eller
svarta hörnet kan därmed omfärgas och vi f̊ar en ledig färg till v (mitten och
höger).

L̊at nu v vara ett hörn med grad 5. P̊a samma sätt som tidigare kan grafen
färgläggas med fyra färger när vi tagit bort hörnet v, enligt induktionsantagan-
det. L̊at säga att de fem intilliggande hörnen har f̊att färgerna röd, grön, bl̊a,
svart och grön (medurs). Vi behöver visa att det även i det här fallet g̊ar att färga
om de intilliggande hörnen till v s̊a att det blir en färg över. Vi skiljer p̊a tre fall.

(1): Antag att det röda och bl̊a hörnet inte ing̊ar i samma kempekedja. Det
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gör att vi kan byta plats p̊a röd och bl̊a i en av dessa tv̊a kedjor och därmed
frigöra en av dessa färger till hörn v (se Figur 19).

Figur 19: Om det röda och bl̊a hörnet inte ing̊ar i samma kempekedja kan ett
av dessa hörn omfärgas och frigöra en färg till v.

(2): Antag nu att det röda och bl̊a hörnet ing̊ar i samma kempekedja. Om vi
försöker byta plats p̊a röd och bl̊a kommer det intilliggande (till v) röda hörnet
att bli bl̊att samtidigt som det intilliggande (till v) bl̊a hörnet blir rött, därmed
har ingen färg frigjorts till v. Betrakta nu det röda och svarta hörnet och antag
att dessa hörn inte ing̊ar i samma röd-svarta kempekedja. D̊a kan färgbytet
istället göras i n̊agon av dessa kedjor och därmed frigöra antingen röd eller
svart till v, beroende p̊a i vilken kedja vi byter plats p̊a färgerna (se Figur 20).

Figur 20: Om det röda och bl̊a hörnet ing̊ar i samma kempekedja samtidigt som
det röda och svarta hörnet inte ing̊ar i samma kempekedja s̊a kan antingen det
röda eller svarta hörnet omfärgas och frigöra en färg till v.

(3): Antag att det röda och bl̊a hörnet ing̊ar i samma röd-bl̊a kempekedja.
Dessutom gäller att det röda hörnet samtidigt ing̊ar i en röd-svart kempekedja
tillsammans med det svarta hörnet. Dessa kempekedjor gör att det gröna hörnet,
som omringas av den röd-bl̊a kempekedjan, och det svarta hörnet inte kan ing̊a
i samma grön-svarta kempekedja. Därmed kan detta gröna hörn omfärgas till
svart. P̊a samma sätt kan inte heller det gröna hörnet, som omringas av den röd-
svarta kempekedjan, och det bl̊a hörnet ing̊a i samma grön-bl̊a kempekedja. Det
gör att detta gröna hörn kan bytas ut mot bl̊a. Därmed har vi bytt ut de gröna
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hörnen mot svart respektive bl̊a utan att bryta mot reglerna för färgläggning.
Hörnet v kan allts̊a f̊a färgen grön (se Figur 21).

Figur 21: De tv̊a hörnen kan omfärgas till den andra färgen i respektive kempe-
kedja och därmed frigöra grön till v.

Kempe ans̊ag att dessa fall var de enda möjliga och menade att beviset var
färdigt. År 1879 publicerade han beviset men elva år senare fann den engelske
matematikern Percy John Heawood ett motexempel som ogiltigförklarade Kem-
pes bevis [11, 16].

Heawoods motexempel
Betrakta grafen i Figur 22. Grafen faller inte inom ramarna för fall 1 eftersom
det röda och bl̊a hörnet i v̊ar graf ing̊ar i samma röd-bl̊a kempekedja. Vi befin-
ner oss inte heller i fall 2 eftersom det finns en röd-svart kempekedja. V̊ar graf
m̊aste allts̊a passa in p̊a fall 3 och vi kan göra den omfärgning som beskrivs i
(3). Precis som i (3) ing̊ar inte grön och svart i samma kempekedja, liksom grön
och bl̊a inte ing̊ar i samma kempekedja. De gröna hörnen kan därmed bytas ut
mot svart respektive bl̊a vilket gör att hörnet v kan f̊a färgen grön. Men denna
omfärgning resulterar i att vi f̊ar tv̊a intilliggande hörn som b̊ada är gröna. Detta
är inte till̊atet och vi har hittat ett fall där Kempes resonemang inte h̊aller.

Figur 22: Heawoods motexempel där tv̊a intilliggande hörn f̊ar samma färg om
man följer Kempes resonemang.
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4.2 Om beviset av fyrfärgssatsen

Beviset av fyrfärgssatsen g̊ar ut p̊a att visa att det inte är möjligt att finna ett
minimalt motexempel, det vill säga en minimal graf som kräver fem färger för
att kunna färgläggas. Enligt Lemma 3.3.2 m̊aste en planär graf ha åtminstone
ett hörn av grad 5 eller mindre. Kempe bevisade att en graf med ett hörn av
grad 3 eller 4 inte kan ing̊a i ett minimalt motexempel. Däremot misslyckades
han att visa att det även gäller för en graf med ett hörn av grad 5. Hörn av grad
0 bortser vi fr̊an d̊a ett s̊adant hörn skulle göra grafen icke-sammanhängande.
Vi kommer i fortsättningen av det här avsnittet att anta att en godtycklig graf
G saknar hörn av grad mindre än 5. Dessutom kommer grafen G att antas vara
triangulär, vilket följer av följande lemma [18].

Definition 4.2.1. För en kubisk karta gäller att exakt tre omr̊aden möts i
varje punkt (hörn), se även Definition 2.1.10.

Lemma 4.2.2. Om fyra färger är tillräckligt för att färglägga omr̊adena p̊a
varje kubisk karta, s̊a är fyra färger även tillräckligt för att färglägga samtliga
kartor i planet vars omr̊aden är sammanhängande.

Bevis. Antag att en karta best̊ar av åtminstone en punkt där mer än tre omr̊aden
möts. Genom att addera ett nytt omr̊ade i denna punkt, s̊adant att det angränsar
till samtliga omr̊aden som tidigare möttes i denna punkt, samt att det nu är
endast tre omr̊aden som möts i varje punkt (se Figur 23). Om den nya kartan
kan färgläggas med fyra färger s̊a kan även den ursprungliga det. De ursprung-
liga omr̊adena är intilliggande i b̊ade den nya och den ursprungliga kartan. Det
innebär att färgläggningen av den nya kartan kan överföras till den ursprungliga.

Figur 23: Om den nya kartan (till höger) kan färgläggas med fyra färger kommer
även färgläggningen att h̊alla för den ursprungliga kartan (till vänster).

Eftersom den duala grafen till en kubisk karta är en triangulär graf följer det
av lemmat att det är tillräckligt att visa att fyra färger är tillräckligt för att
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färglägga en triangulär graf.

Kempe lyckades bevisa att en graf med ett hörn av grad 4 eller mindre inte
kan ing̊a i ett minimalt motexempel, det vill säga en minimal graf som kräver
fem färger för att kunna färgläggas. För att slutföra beviset är det nödvändigt
att visa att inte heller ett hörn av grad 5 kan ing̊a i ett minimalt motexem-
pel. För att göra det behöver vi studera hörn av grad 5 och dess omgivning, vi
behöver studera olika konfigurationer. En konfiguration är en delgraf som best̊ar
av ett antal hörn och de kanter som löper mellan hörnen [4]. Kempe visade att
en graf som inneh̊aller en konfiguration i vilken det ing̊ar ett hörn av grad 4
eller mindre inte kan ing̊a i ett minimalt motexempel.

För att hitta dessa konfigurationer använder vi oss av en metod som kallas
urladdning, som först introducerades av Heesch [4]. Metoden g̊ar ut p̊a att till-
dela varje hörn i grafen en viss laddning som sedan flyttas mellan hörnen enligt
givna regler. Tilldela varje hörn laddningen 6− i där i är varje hörns grad. Det
gör att hörn av grad 5 f̊ar laddningen +1, hörn av grad 6 har ingen laddning,
hörn av grad 7 f̊ar laddningen −1 och s̊a vidare. Fr̊an Lemma 4.2.3 f̊ar vi att
grafens totala laddning alltid kommer att vara lika med 12 [6].

Lemma 4.2.3. Om varje hörn i en triangulär graf G tilldelas laddningen 6− i
kommer grafens totala laddning att vara

∆(G)∑

i=1

(6− i)pi = 12,

där pi är antal hörn med grad i och ∆(G) är grafens maximala grad.

Bevis. Fr̊an Lemma 3.3.1 f̊ar vi att q = 3p − 6 för triangulära grafer, där p är
antal hörn i grafen och q är antal kanter.

Alla hörn av grad 1 är intilliggande med en kant, vi l̊ater p1 beteckna anta-
let hörn av grad 1. P̊a samma sätt l̊ater vi p2 beteckna antalet hörn av grad 2,
det vill säga antalet hörn som är intilliggande med tv̊a kanter, och s̊a vidare.
Dessutom gäller att varje kant löper mellan tv̊a hörn. Vi f̊ar följande ekvation

p1 + 2p2 + 3p3 + ... = 2q,

där pi är antal hörn av grad i och q är antal kanter. Dessutom gäller att grafens
totala antal hörn p ges av

p1 + p2 + p3 + ... = p.

Multiplicera ekvationen i Lemma 3.3.1 med 2 och substituera sedan ovanst̊aende
uttryck för hörn och kanter in i ekvationen,

2q = 2(3p− 6) = 6p− 12,
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p1 + 2p2 + 3p3 + ... = 6(p1 + p2 + p3 + ...)− 12.

Efter förenkling f̊ar vi

5p1 + 4p2 + 3p3 + 2p4 + p5 − p7 − 2p8 − ... = 12.

Observera att p6-termen försvinner eftersom hörnen av grad 6 inte bidrar till
grafens totala laddning. Denna ekvation kan nu skrivas

∆(G)∑

i=1

(6− i)pi = 12.

Efter att varje hörn f̊att respektive laddning tilldelad försöker vi urladda grafen,
det vill säga göra s̊a att alla hörn har laddning 0 eller negativ laddning genom
att metodiskt omfördela laddningarna. Det gäller dock att det alltid kommer
att finnas hörn med positiv laddning i grafen eftersom den totala laddningen
är konstant och positiv. Konfigurationerna som finns omkring de positivt lad-
dade hörnen bildar en mängd konfigurationer med den egenskapen att om en
triangulär graf inte inneh̊aller n̊agon av dessa konfigurationer s̊a kommer gra-
fen att urladdas av den givna urladdningsproceduren. Men i och med att detta
inte är möjligt kan vi dra slutsatsen att varje triangulär graf m̊aste inneh̊alla
åtminstone en av konfigurationerna. Vi har allts̊a funnit en oundviklig mängd
konfigurationer [4, 6].

Kempe lyckades hitta en oundviklig mängd best̊aende av fyra konfiguratio-
ner, det vill säga hörnen av grad 2, 3, 4 och 5. Dock kunde han inte bevisa
att konfigurationen som best̊ar endast av ett hörn av grad 5 är reducibel. Fle-
ra matematiker har utvecklat Kempes oundvikliga mängd. Exempelvis visade
Wernicke (1904) att ett hörn av grad 5 med ett intilliggande hörn av grad 5 eller
6 inte kan förekomma i ett minimalt motexempel, och sedan förbättrades denna
oundvikliga mängd ytterligare av Franklin (1923) som visade att ett hörn av
grad 5 med tv̊a intilliggande hörn av grad 5 eller 6 inte kan ing̊a i ett minimalt
motexempel. Varken Wernickes eller Franklins oundvikliga mängder är reducib-
la, de m̊aste utökas till större och fler konfigurationer. När Appel, Haken och
Koch publicerade sitt bevis 1976 hade de tagit fram en oundviklig mängd med
1936 konfigurationer vars reducerbarhet kontrollerades med hjälp av datorer.
Det har dock i efterhand visat sig att alla 1936 konfigurationer inte var distink-
ta, s̊a efter förbättringar av b̊ade Appel, Haken och Koch själva men ocks̊a av
andra forskare har man kunnat minska ner antalet reducibla konfigurationer i
den oundvikliga mängden till 633 [18].

Det finns flera olika urladdningsprocedurer som beskriver hur laddningen ska
fördelas, en av dem beskrivs här nedan.

En urladdningsprocedur g̊ar ut p̊a att varje positivt laddat hörn (allts̊a alla
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hörn av grad 5) ger 1
5 av sin laddning till varje intilliggande hörn av grad minst

7. Vi kan visa att denna procedur ger en oundviklig mängd konfigurationer ge-
nom att anta att samtliga intilliggande hörn till ett hörn av grad 5 är av grad
7. Varje hörn av grad 5 skulle d̊a bli urladdad och ha laddningen 0. Eftersom
den totala laddningen alltid är positiv (och exakt lika med 12) måste det finnas
hörn som tidigare hade negativ laddning men som nu har f̊att positiv laddning.
Ett hörn av grad 7 m̊aste motta laddning fr̊an åtminstone sex hörn av grad 5 för
att bli positivt laddad. Men för att ett hörn av grad 7 ska kunna ha åtminstone
sex intilliggande hörn av grad 5 s̊a m̊aste det finnas par av hörn av grad 5 som
är intilliggande, men n̊agra s̊adana finns inte enligt v̊art inledande antagande.
Allts̊a m̊aste det finnas hörn av grad 5 som har intilliggande hörn av grad 5 eller
6. Detta är Wernickes oundvikliga mängd som nämnts tidigare.

När man hittat en oundviklig mängd behöver man kontrollera s̊a att samtliga
ing̊aende konfigurationer är reducibla. En reducibel konfiguration är en konfi-
guration som inte kan ing̊a i ett minimalt motexempel. Kempe bevisade att
konfigurationer som inneh̊aller ett hörn av grad 3 eller 4 inte kan ing̊a i ett
minimalt motexempel och därmed är reducibla. För att slutföra Kempes bevis
behöver vi visa att varje konfiguration som inneh̊aller ett hörn av grad 5 är
reducibel och därmed inte kan ing̊a i ett minimalt motexempel. Ett minimalt
motexempel kan inte inneh̊alla en reducibel konfiguration men m̊aste inneh̊alla
åtminstone en konfiguration fr̊an varje oundviklig mängd. För att visa att inget
minimalt motexempel existerar, och därmed bevisa satsen, räcker det att hitta
en oundviklig mängd vars samtliga konfigurationer är reducibla [4, 6, 18].

Heesch upptäckte tre sammansättningar av hörn som verkade utgöra ett hinder
för att kunna bevisa att en konfiguration var reducibel, se Figur 24 [2, 4].

• Hörn som är intilliggande med fyra hörn i den omgivande cykeln (four-
legger vertices).

• Hörn med tre intilliggande hörn i den omgivande cykeln, där de tre hörnen
p̊a cykeln inte är sammanhängande. Dessutom gäller att om detta hörn
tas bort kommer konfigurationen inte längre att vara sammanhängande
(three-legger articulation vertices).

• Ett par av hörn av grad 5 som endast har ett annat intilliggande hörn i
konfigurationen (hanging 5-5-pairs).
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Figur 24: Konfigurationerna i varje graf är markerade med tjocka linjer, cykeln
runt varje konfiguration är markerad med tunna linjer och kanterna som sam-
manbinder konfigurationen och cykeln har streckade linjer. Hörnet v (vänster)
är intilliggande till fyra hörn p̊a cykeln (four-legger vertex). Hörnet w (mitten)
angränsar till tre hörn p̊a cykeln som inte är sammanhängande (three-legger
articulation vertex). Hörnen x och y är av grad 5 och angränsar endast till ett
annat hörn i konfigurationen (hanging 5-5-pair) [2, 4].

Man har inte bevisat ett en konfiguration som inneh̊aller n̊agot av ovanst̊aende
hinder aldrig kan vara reducibel, men man har heller aldrig lyckats visa att en
s̊adan konfiguration är reducibel. Därför kan man anta att det är rimligt att
undvika dessa konfigurationer. Efter en urladdningsprocedur undersöks de po-
sitivt laddade hörnen och dess omgivning för att säkerställa att det inte finns
n̊agon sammansättning av hörn som utgör hinder för reducerbarhet. Om man
upptäcker ett hinder behöver man korrigera urladdningsproceduren för att kun-
na undvika det [4].

Det är dock inte självklart att konfigurationen är reducibel bara för att det
inte finns n̊agot hinder. För att kontrollera konfigurationernas reducerbarhet
använde man sig av datorer. Metoden bygger p̊a Kempes resonemang och g̊ar
ut p̊a att man tar bort den aktuella konfigurationen fr̊an grafen, antar att den
mindre grafen kan färgläggas med fyra färger och visar sedan att färgläggningen
kan utvidgas att gälla för hela grafen (induktion). En konfiguration omges av en
cykel (även begreppet ”ring” förekommer i litteraturen). Det är en delgraf som
best̊ar av de hörn som är intilliggande till de hörn som ing̊ar i konfigurationen
(se Figur 24 för konfigurationer och cykler). Färgläggningen av den omgivan-
de cykeln m̊aste matcha konfigurationens färgläggning, därför undersöker man
varje möjlig färgläggning av cykeln och kontrollerar om varje färgläggning kan
utvidgas till hela grafen. I vissa fall kan färgläggningen direkt utvidgas medan
man i andra m̊aste omfärga cykeln med hjälp av kempekedjor [18]. Ofta be-
skrivs en konfiguration utifr̊an längden p̊a den omgivande cykeln, där längden
p̊a cykeln definieras av antalet hörn som ing̊ar i den. Exempelvis är en 14-cykel-
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konfiguration en konfiguration vars omgivande cykel är av längden 14. Det finns
ett samband mellan längden av en cykel som omger en konfiguration och hur
l̊ang tid det tar att undersöka om konfigurationen är reducibel. En konfiguration
i en 14-cykel (cykel med längd 14) tog i genomsnitt 25 minuter att kontrollera
reducerbarhet med d̊atiden datorkapacitet, medan en konfiguration i en 18-cykel
krävde mer än 100 timmar. Man har dock kunnat visa att det räcker att kon-
trollera konfigurationer i n-cykler där n ≤ 14 [4].
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5 Algoritmer för färgläggning

För att lösa olika typer av grafteoretiska problem kan man använda sig av algo-
ritmer. En algoritm är en systematisk procedur som genom ett antal steg leder
fram till en lösning. De ing̊aende stegen ska vara entydiga.

I det här avsnittet kommer vi att titta p̊a ett antal algoritmer som kan användas
för att färglägga grafer. Vi kommer att g̊a igenom ett exempel p̊a en girig algo-
ritm, samt DSatur-algoritmen och RLF-algoritmen. Den giriga algoritmen kom-
mer vi att studera mer i detalj medan de övriga tv̊a behandlas mer översiktligt
[10].

5.1 Girig färgläggning

En girig algoritm har den egenskapen att varje steg i proceduren baseras p̊a vad
som ger bäst resultat utifr̊an den information som finns i näromr̊adet. Ingen
hänsyn tas till huruvida valet leder till ett optimalt resultat eller ej. En girig
algoritm backar heller aldrig för att göra om ett steg för att optimera utfallet.

Att färglägga en graf utifr̊an en girig algoritm brukar kallas girig färgläggning.
Algoritmen best̊ar av följande steg:

1. Ordna samtliga hörn v i en lista.

2. Skapa även en lista med ett antal färger, antalet färger ska vara lika m̊anga
som antalet hörn.

3. Hörnen ska nu färgläggas enligt följande:

• Börja med det första hörnet i listan, v1. Vi färglägger v1 med den
första färgen i listan över färger.

• G̊a vidare till v2. Studera de intilliggande hörnen till v2 och hur de är
färglagda. Färglägg v2 med den första lediga färgen i färglistan som
inte redan används av n̊agot intilliggande hörn.

• Fortsätt att metodiskt g̊a igenom alla p̊a samma sätt tills samtliga
hörn är färglagda. I varje steg letar vi upp nästa hörn i listan och
tilldelar det första lediga färg.

Exempel 5.1.1 Figur 25 och 26 visar hur en graf färgläggs med den giriga
färgläggningsalgoritmen. Hörnens ordning är olika i de tv̊a exemplen vilket leder
till att olika m̊anga färger behövs för att färglägga grafen.
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Figur 25: Den giriga färgläggningsalgoritmen ger en färgläggning med fem färger
i det här fallet.

35



Figur 26: Den giriga färgläggningsalgoritmen ger en färgläggning med tre färger
i det här fallet.

I exemplet ser vi att antalet använda färger är beroende av hur vi har ordnat
hörnen. Därmed kommer sättet vi ordnat hörnen p̊a att vara avgörande för om
vi hittar den färgläggning som kräver minimalt antal färger eller inte. Man kan
visa att det alltid finns ett sätt att ordna hörnen p̊a för att färgläggningen ska
vara optimal [5].

Definition 5.1.2. Att en färgläggning är optimal innebär att man använt mins-
ta möjliga antal färger för att färglägga en graf.

Sats 5.1.3. För varje graf G finns ett sätt att ordna hörnen p̊a s̊a att den
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giriga färgläggningsalgoritmen ger en optimal färgläggning.

Bevis. Antag att G är optimalt färglagd. Vi skapar en lista över de färger
som används i den optimala färgläggningen. Vi ska nu skapa en lista över
hörnen där ordningen bestäms av vilken färg respektive hörn har i den opti-
mala färgläggningen. Först listar vi de hörn som har den första färgen, följt
av de hörn som har den andra färgen och s̊a vidare. Efter att alla hörn listats
utför vi den giriga färgläggningsalgoritmen p̊a grafen med hörnen ordnade enligt
ovan. Hörnen som är först p̊a listan kommer att f̊a den första färgen (precis som
de hade innan) eftersom de inte kan vara intilliggande. De hörn som tidigare
hade den andra färgen i listan kommer att kunna färgläggas med antingen den
första eller andra färgen, beroende p̊a om de har n̊agot intilliggande hörn som
f̊att den första färgen. Vidare kan sägas att ett hörn som tidigare hade färg n i
den optimala färgläggningen kommer att f̊a n̊agon av färgerna 1, 2, 3, ..., n. Ett
hörn som hade färg n i den optimala färgläggningen kan inte ha ett intilliggande
hörn med färg n. Denna ordning p̊a hörnen ger allts̊a en färgläggning där man
använder lika m̊anga färger som i den optimala färgläggningen.

Definition 5.1.4. Det kromatiska talet för en graf G anger det minsta antal
färger som krävs för att färglägga grafen, det brukar betecknas χ(G).

Som vi har sett är det inte säkert att den uppkomna färgläggningen är opti-
mal. Däremot kommer antalet använda färger K alltid att ligga inom ett givet
intervall, oavsett val av ordning p̊a hörnen. Det gäller nämligen att χ(G) ≤ K ≤
∆(G)+ 1 där χ(G) är det kromatiska talet och ∆(G) är grafens maximala grad
[5].

Sats 5.1.5. För att färglägga en graf G med den giriga färgläggningsalgoritmen
krävs K färger, för K gäller χ(G) ≤ K ≤ ∆(G) + 1.

Bevis. Eftersom det kromatiska talet χ(G) är det minsta antal färger som en
graf G kan färgläggas med m̊aste det gälla att K ≥ χ(G). Vi behöver allts̊a visa
att K ≤ ∆(G) + 1 oavsett hörnens ordning.

Betrakta n̊agot hörn v i G. Graden av v, d(v), är detsamma som antalet intillig-
gande hörn till v. För varje hörn gäller att i värsta fall har samtliga intilliggande
hörn till v olika färger, d̊a m̊aste v färgläggas med en ny färg vilket innebär att
vi efter att v har färglagts har använt totalt d(v) + 1 färger. Graden av ett
godtyckligt hörn v m̊aste vara mindre eller lika med än grafens maximala grad,
allts̊a d(v) ≤ ∆(G). Av detta följer att antalet färger som v och dess omgivning
behöver är mindre eller lika med ∆(G) + 1.

Vi f̊ar att antalet färger K ligger i intervallet χ(G) ≤ K ≤ ∆(G) + 1.
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Genom att färglägga en graf med hjälp av en girig algoritm kan man inte vara
säker p̊a att man har hittat den optimala färgläggningen och därmed använt
s̊a f̊a färger som möjligt. Däremot kan man vara säker p̊a att antalet använda
färger som mest kommer att vara ∆(G) + 1.

Det finns även andra exempel p̊a giriga algoritmer inom grafteori som inte har
med färgläggning att göra. Det är exempelvis Kruskals algoritm och Prims al-
goritm som b̊ada kan användas till att hitta ett minimalt uppspännande träd i
en sammanhängande och viktad graf [14].

5.2 Fler algoritmer

Tv̊a andra exempel p̊a färgläggningsalgoritmer är DSatur-algoritmen och RLF-
algoritmen [10].

DSatur-algoritmen
DSatur-algoritmen har vissa likheter med den giriga färgläggningsalgoritmen.
I b̊ada algoritmerna g̊ar man igenom samtliga hörn och tilldelar varje hörn
första lediga färg fr̊an en lista över färger. Det finns dock en viktig skillnad
när det gäller hur hörnens ordning väljs. För den giriga färgläggningsalgorimen
är hörnens ordning redan bestämd innan färgläggningen börjar, dessutom är
ordningen helt slumpmässig, medan man i DSatur-algoritmen bestämmer ord-
ningen allteftersom färgläggningen görs. DSatur-algoritmen kan beskrivas med
följande steg:

1. Skapa en lista med ett antal färger, antalet färger ska vara lika m̊anga som
antalet hörn.

2. Hörnen ska nu färgläggas enligt följande:

• Lokalisera hörnet av högst grad och tilldela detta hörn den första
lediga färgen i listan.

• Bland de intilliggande hörnen till det precis färglagda hörnet, hitta
det hörn av högst grad. Vid flera hörn av samma grad kan ett hörn
väljas slumpvis. Tilldela detta hörn den andra färgen i listan.

• Hitta det hörn, bland dem som ännu inte färglagts, som har flest
olika färger p̊a sina intilliggande hörn. Om det finns ett eller flera
hörn som har minst tv̊a intilliggande hörn som blivit färglagda g̊a till
(1), annars (2).

(1) Bland de hörn som har åtminstone tv̊a färglagda grannar, lo-
kalisera det med högst grad och tilldela detta hörn den första
lediga färgen som inget intilliggande hörn har. Om flera hörn är
av samma grad kan ett hörn väljas slumpvis.
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(2) Samtliga hörn är intilliggande till som mest ett färglagt hörn.
Lokalisera det hörn av högst grad (som har en färglagd gran-
ne) och tilldela detta hörn den första lediga färgen som inget
intilliggande hörn har. Vid lika väljs ett hörn slumpvis.

• Upprepa föreg̊aende steg tills hela grafen är färglagd.

Följande exempel visar resultatet när grafen fr̊an Exempel 5.1.1. färgläggs enligt
DSatur-algoritmen.

Exempel 5.2.1. I Figur 27 visas hur grafen färgläggs steg för steg med DSatur-
algoritmen.

Figur 27: Grafen färgläggs med tre färger enligt DSatur-algoritmen.
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Namnet DSatur är en förkortning av ”degree of saturation” (grad av mättnad,
min översättning). Genom att färglägga en graf enligt DSatur-algoritmen kom-
mer de hörn som har flest olika färger p̊a de intilliggande hörnen, och därmed är
mest begränsade vad gäller att hitta en ledig färg, att färgläggas först. De hörn
som färgläggs senare i algoritmen är därför inte lika begränsade och kommer
troligtvis att kunna färgläggas med n̊agon tidigare använd färg. I och med att
hörnens ordning bestäms under färgläggningens g̊ang kommer spridningen mel-
lan antalet använda färger att vara mindre jämfört med den giriga algoritmen
där antalet färger kan variera mycket beroende p̊a vald ordning. Man kan visa
att DSatur-algoritmen ger en optimal färgläggning för bipartita grafer, cykel-
grafer och hjulgrafer.

RLF-algoritmen
RLF-algoritmen skiljer sig fr̊an den giriga färgläggningsalgoritmen och DSatur-
algoritmen p̊a s̊a sätt att istället för att färglägga ett hörn i taget s̊a färgläggs
grafen med en färg i taget. Algoritmen [1] kan beskrivas med följande steg:

1. Skapa en lista med ett antal färger, antalet färger ska vara lika m̊anga som
antalet hörn.

2. L̊at Ci beteckna mängden hörn som f̊att färg i, där i = 1, 2, 3, ... . C1 kom-
mer därmed att vara mängden hörn som f̊att den första färgen i listan,
C2 är mängden av hörn med den andra färgen och s̊a vidare. L̊at X vara
mängden hörn som inte blivit färglagda och Y mängden icke färglagda
hörn som har minst ett intilliggande hörn i Ci, där i = 1, 2, 3, ... . Inled-
ningsvis gäller att X = V (G) där V (G) är hörnmängden i grafen G och
Y = ∅.

3. L̊at i = 1 och färglägg hörnen enligt följande:

• Välj det hörn v ∈ X som är av högst grad. Vid flera hörn av sam-
ma grad väljs ett hörn v slumpmässigt bland dessa. Flytta v till Ci

samtidigt som de intilliggande hörnen till v flyttas till Y .

• Bland de återst̊aende hörnen i X välj det hörn u som har flest in-
tilliggande hörn i Y . Vid lika väljs det hörn som har minst antal
intilliggande hörn i X. Hörnet u flyttas till Ci och alla hörn som är
intilliggande till u flyttas till Y . Upprepa detta steg tills X = ∅.

• Samtliga hörn i Y flyttas tillbaka till X s̊a att X inneh̊aller alla icke
färglagda hörn och Y = ∅. Öka i med 1.

4. Upprepa ovanst̊aende punkter, men med den skillnaden att de färglagda
hörnen nu flyttas till Ci+1 och därmed f̊ar nästa färg i listan.

5. När b̊ade X = ∅ och Y = ∅ är alla hörn färglagda.

Här följer ett exempel p̊a en färgläggning som gjorts med hjälp av RLF-algoritmen.

40



Grafen som använts är densamma som i Exempel 5.1.1 och Exempel 5.2.1.

Exempel 5.2.2. I Figur 28 visas hur grafen färgläggs steg för steg med RLF-
algoritmen.

Figur 28: Grafen färgläggs med tre färger enligt RLF-algoritmen. Vita hörn
ing̊ar i X, svarta hörn ing̊ar i Y och färglagda hörn ing̊ar i n̊agon mängd Ci.

RLF-algoritmen är en förkortning av ”recursive largest first” (rekursiv störst
först, min översättning). Likt DSatur-algoritmen kommer de hörn som är mest
begränsade när det kommer till färgläggning att prioriteras. Dessutom visar det
sig att RLF-algoritmen, precis som DSatur-algoritmen, ger en optimal färgläggning
för bipartita grafer, cykelgrafer och hjulgrafer [10].

Observera att b̊ade DSatur-algoritmen och RLF-algoritmen ger samma färgläggning
i Exempel 5.2.1 och 5.2.2. Det gäller dock inte alltid, men kan inträffa beroende
p̊a vald graf.
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6 Diskussion

I den inledande delen av uppsatsen definieras begrepp som anses relevanta för
hela arbetet. Vissa begrepp som främst dyker upp i specifika avsnitt definieras
istället under det avsnitt där det kommer att behandlas.

Därefter behandlas färgläggningar med tv̊a, tre och fem färger. Satser som be-
skriver olika färgläggningar formuleras och bevisas, liksom ett antal nödvändiga
lemman. Det visar sig att en graf kan färgläggas med tv̊a färger om grafen är
bipartit. En sats som endast nämns är Grötzschs sats för färgläggning med tre
färger. Grötzschs sats är ett specialfall av den sats för färgläggning med tre
färger som beskrivs mer detaljerat i avsnittet. Anledningen till att Grötzschs
sats inte bevisas är att det inte skulle rymmas varken inom den tänkta niv̊an
p̊a uppsatsen eller inom tidsramen. För färgläggning med fem färger formuleras
och bevisas femfärgssatsen som är en svagare variant av fyrfärgssatsen, men
med ett enklare bevis. Här introduceras Kempe för första g̊angen och begreppet
kempekedja definieras. Även om Kempe inte lyckades att bevisa fyrfärgssatsen
har han bidragit med m̊anga viktiga delar till beviset.

Fyrfärgssatsen bevisas inte i sin helhet d̊a beviset är för omfattande för att f̊a
plats i den här uppsatsen. Däremot beskrivs idéerna kring beviset där begrep-
pen oundviklig mängd, reducibla konfigurationer och urladdning är centrala.

Avslutningsvis behandlas ett antal algoritmer för färgläggning. Vi ser exem-
pelvis att antalet färger som behövs för att färglägga en graf med den giriga
färgläggningsalgoritmen är helt beroende av vilken ordning vi valt p̊a hörnen.

För att bevisa de olika satserna används olika typer av bevismetoder, till exem-
pel induktionsprincipen och motsägelsebevis. Genom hela uppsatsen komplette-
ras text och formler med förklarande figurer. Uppsatsen har skrivits som ett led
i att n̊a en lärarexamen i matematik med inriktning mot gymnasieskolan. Därför
har spr̊aket och inneh̊allet anpassats för att passa gymnasieelever och uppsatsen
kan därför användas som ett komplement i matematikundervisningen.
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