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Sammanfattning

Detta arbete ger en introduktion till inversionsgeometri. Inledningsvis in-
troducerar vi grunderna for inversionsgeometri, ddribland definitionen och reg-
lerna for inversion och hur transformationen fungerar fér punkter, linjer och
cirklar. Genom att anvinda inversionsgeometri l6ser vi sedan tre olika geomet-
riska problem. Forst behandlar vi Steiners porism, vilket sdger att huruvida
en Steinerkedja dr 6ppen eller stdngd inte beror av var den bérjar. Genom
att invertera Steinerkedjan i en specifik inversionscirkel kan vi enkelt bevisa
porismet. Det andra problemet &r relaterat till en arbelos, en skomakarkniv,
med en inskriven kedja av cirklar. I den figuren kan den vertikala distansen
mellan baslinjen och mittpunkten for en cirkel i kedjan bestimmas pa ett sér-
skilt vis, och genom inversion kan vi visa hur. Det sista problemet kallas for
Apollonius problem och bestar av tre givna cirklar, till vilka vi konstruerar

tangerande cirklar.

This paper gives an introduction to inversive geometry. Initially, we in-
troduce the basics of inversive geometry, including the definition and rules
of inversion and how the transformation works for points, lines and circles.
By using inversive geometry we then solve three different geometric problems.
First we deal with Steiner’s porism, which states that wether a Steiner chain
is open or closed does not depend upon where it starts. By inverting the Stei-
ner chain in a specific circle of inversion, we easily can prove the porism. The
second problem is related to an arbelos, a shoemaker’s knife, with an inscri-
bed chain of circles. In this figure, the vertical distance between the base line
and the center of a circle in the chain is determined in a certain way, and by
inversion we can show how. The last one is called Apollonius’ problem and

consist of three given circles, to whom we construct circles tangent.
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INTRODUKTION

Geometri ar en av de allra dldsta diciplinerna inom matematiken och intresset for
geometriska figurer, former och egenskaper kan sparas over 4000 ar bakat i tiden.
Fran 600- till 200-talet fore var tidrakning fick geometrin ett uppsving genom gre-
kiska filosofer och matematiker som Thales, Pythagoras, Platon, Euklides och Ar-
kimedes. Bland annat utvecklades bevismetoderna inom geomterin till deduktion,
fran det tidigare induktiva, och de lade &ven grunden for det axiomatiska system
som geometrin i stort vilat pa sedan dess. Forst under forsta halvan av 1800-talet
introducerades daremot inversionsgeometrin.

Tack vare inversionsgeomterin har tidigare svarlosta och komplexa problem fatt
enklare losningar. Genom att utfora en inversionstransformation for olika geomet-
riska objekt, som punkter, cirklar och linjer, kan vissa satser bevisas och problem
losas betydligt smidigare. Detta eftersom manga viktiga egenskaper och relationer
inte forandras under inversion. Det ar vad som kommer redogoras for i detta arbete.

Efter detta inledande kapitel kommer grunderna for inversion att presenteras
i kapitel tva. Forst introduceras inversionstransformationen genom sin definition
och de villkor som géller for inversion. Darefter illustreras hur punkters inverser
konstrueras, beroende pa om de ligger innanfor eller utanfor inversionscirkelns rand.
Detta f6ljs av ett avsnitt om inversion av linjer och cirklar. Dar visas hur olika typer
av linjer och cirklar inverteras, bade de som gar genom inversionscirkelns mitt, de
som skar inversionscirkeln och de som inte gor det. I efterféljande avsnitt redogors
aven for andra egenskaper som inversionstranfromationen bevarar, namligen vinklars
storlek och korsforhallande. Kapitlet avslutas med ett avsnitt om radikala axlar
och koaxiala cirklar, som far sarskilt relevanta egenskaper nir dessa anvinds for
inversion.

I det tredje kapitlet visas Steiners porism. Kapitlet inleds med att Steinerked-
jor definieras och f6ljs av en redogorelse for vad Steiners porism sdager. Nyckeln for

att bevisa Steiners porism ar att hitta en inversionscirkel som gor de givna cirklarna
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koncentriska och hur detta gors presenteras i det efterfoljande avsnittet. Avslutnings-
vis knyts kapitlet ihop genom att Steinerkedjor inverteras i en, for syftet, anpassad
inversionscirkel och porismet bevisas.

Det fjarde kapitlet behandlar tva andra geometriska problem som ocksa loses med
hjalp av inversion. I det forsta avsnittet utgar vi fran en arbelos, en skomakarkniv,
med en inskriven kedja av cirklar. Ur denna figur beraknar vi hojden fran baslinjen
till cirklarnas mittpunkter och ser att detta kan goras pa samma satt oavsett vilken
cirkel i kedjan vi véljer och hur halvcirklarna i var arbelos ér placerade. I det andra
avsnittet hittar vi istéllet 16sningar till Apollonius problem, vilket gar ut pa att till

tre givna cirklar hitta andra cirklar som tangerar samtliga av dessa.



INVERSION

Inversion ar en typ av transformation for att flytta punkter och objekt i ett plan. Det
kan enklast forklaras som en spegling i en cirkel, i en sa kallad inversionscirkel. Pa
ett nagot slarvigt satt kan det liknas med att cirkeln vands ut och in. Transforma-
tionen &dr bijektiv vilket i detta fall innebar att varje punkt i planet, med undantag
for inversionscirkelns medelpunkt O, under inversion konverteras till en, for denna

punkt, unik punkt i planet.

INVERSIONSTRANSFORMATIONEN

Definition 2.1. Lat C' vara en cirkel med medelpunkt O och radie r. Lat T" vara
transformationen som tar en punkt P till en punkt P’ pa stralen OP sa att |OP)| -

|OP'| = r2. D& &r T en inversion med avseende pa inversionscirkeln C'.

De tva villkor som géller for inversion av en punkt P till en punkt P’ ar saledes
att P’ ligger pa strdlen OP samt att |OP]|-|OP'| = r%. Eftersom stralen OP ar
densamma som OP’ och |OP| - |OP'| = |OP'| - |OP| gar inversionen &ven at andra
hallet. Det innebéar att om P transformeras till P’ sa kommer P’ transformeras till
P under inversion. Vidare betyder det att samma inversion av en punkt tva ganger
ger identitetstransformationen.

I enlighet med inversionsvillkoren kommer punkter som befinner sig innanfor
inversionscirkeln transformeras till punkter utanfér medan punkter som befinner sig
utanfor kommer transformeras till punkter innanfor. Detta eftersom att om |OP| > r
méste |OP'| < r for att villkoret att |OP| - |OP'| = r? ska gélla, och vice versa.
Dessutom foljer att punkter pa inversionscirkelns rand transformeras till sig sjélva,
da |OP| = r och d& behover |OP| = |OP'| for att |OP| - |OP'| = r? ska gilla och
det finns enbart en punkt, ndmligen P, som uppfyller detta om den dessutom ska

ligga pa stralen OP.



Vidare géller att punkter som befinner sig nara inversionscirkelns rand inverteras
till punkter som ocksa ar nara randen, men pa andra sidan. Punkter nara inver-
sionscirkelns mitt inverteras istallet till punkter langt fran inversionscirkeln och vice

versa.

KONSTRUKTION AV INVERSIONSPUNKTER

Nedan illustreras hur en punkts invers kan konstrueras. Beroende pa om punkten
ligger innanfor eller utanfor inversionscirkeln anvénds hér olika metoder.

For att hitta inversen P’ till en punkt P som ar innanfor inversionscirkeln drar vi
forst linjen Lq, genom O och P och dérefter en annan linje, Lo, som ar ortogonal mot
Ly och gar genom P. Vi later sedan () vara en punkt dar Ly skir inversionscirkelns
rand och genom @) drar vi en tangent till inversionscirkeln, som séledes ar ortogonal
mot OQ. Den punkt dir tangenten sedan skiar L; kommer vara P’.

For att bevisa att P’ ar inversen till P inleder vi med att visa att AOQP ~
AOP'Q. Bade /OPQ och /OQP' ar rata, eftersom linjerna drogs ortogonalt. Dess-
utom ar ZQOP och /P'OQ lika stora eftersom den vinkeln 4r gemensam for bada
trianglarna. Da trianglarna har tva vinklar som &r lika stora foljer att tredje likfor-
mighetsfallet ar uppfyllt och att AOQP ~ AOP'Q. Saledes ar forhallandet mellan
trianglarnas respektive sidor detsamma och |OQ|/|OP'| = |OP|/|0Q)|. Eftersom
|OQ| = r far vi att r/|OP’| = |OP|/r vilket kan skrivas om till |OP| - |OP'| = r2.
Da dessutom P’ ligger pa linjen OP &r bada villkoren for inversion uppfyllda.

Figur 1: Konstruktion av invers till punkt innanfér inversionscirkeln

For att hitta inversen A’ till en punkt A som ligger utanfor inversionscirkeln
drar vi linjen L; genom O och A och kallar darefter mittpunkten pa strackan OA

for M. Vi later sedan M vara medelpunkten i en cirkel ¢; som gar genom A och
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kallar skdrningspunkterna mellan ¢; och inversionscirkeln for B respektive C. Vi
drar sedan strackan BC'. Skarningspunkten mellan BC' och OA kommer vara A’
For att visa att att A’ ar inversen till A inleder vi d4ven har med att visa att
ANOBA ~ AOA'B. Att /OBA ér rét foljer av randvinkelsatsen, da den ar inskriven i
en halvcirkel av ¢;, och detsamma géller for /OC A. Vidare ger randvinkelsatsen dven
att LZAOC = /ABC samt att /AOB = /ACB. Dessutom ar AOBC' likbent da bade
OB och OC motsvarar inversionscirkelns radie, r. Det innebér att /OCB = /OBC.
Vidare géller aven att /ACB + /OCB = (OCA och /OBC + /ABC = /OBA.
Genom substitution far vi da att ZJAOB + /OBC = /OCA samt att /OBC +
LAOC = /OCA, av vilket det foljer att ZAOB = /AOC'. Detta innebar att OA’ ar
en bisektris till den likbenta AOBC och att /OA'B saledes ar rat och kongruent
med /OBA. Da dessutom /BOA = /A'OB, eftersom den dr gemensam for bada
trianglarna, ar det tredje likformighetsfallet uppfyllt for AOBA och AOA’B. Det
innebéar att |OB|/|OA’'| = |OA|/|OB| och eftersom |OB| = r foljer att r/|OA'| =
|OA]/r och sdledes giller att |OA|-|OA’| = r?. D& dessutom A’ ligger pé linjen O A

kan vi konstatera att A’ ar inversen till A.

/
1o
7

Figur 2: Konstruktion av invers till punkt utanfor inversionscirkeln

INVERSION AV LINJER OCH CIRKLAR

Efter att ha undersokt hur punkter transformeras under inversion kan vi &ven un-
dersoka hur linjer och cirklar transformeras.

Vi inleder med att konstatera att alla linjer som gar genom O inverteras till
samma linje. I och med att alla punkter genom inversion transformeras till en punkt
pa samma linje genom punkten och O foljer att alla punkter pa en viss linje genom
O kommer transformeras till punkter pa samma linje. Detta innebar att linjen som

helhet kommer transformeras till sig sjélv, a&ven om varje enskild punkt inte gor det
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utan bara de punkter dar linjen skar inversionscirkeln.

Néar det géller linjer som inte gar genom O inleder vi med att betrakta en linje
som inte skér inversionscirkeln. Vi later A och B vara punkter pa linjen sadana
att strackan OA blir vinkelrdt mot linjen och B ar vilken annan punkt som helst
pa linjen. Om vi sedan betraktar A’ och B’ som inverser till A respektive B far
vi att |OA| - |OA|" = r? samt att |OB| - |OB'| = r?, av vilket det foljer att |OA] -
|OA'| = |OB| - |OB'| eller |OA|/|OB| = |OB'|/|OA'|. Om vi nu betraktar AOAB
och AOB'A’ kan vi konstatera att dessa ar likformiga, eftersom /AOB ar densamma,
som /B'OA’ samt att |OA|/|OB| = |OB'|/|OA’|. Da LOAB ér rit ar saledes dven
/OB'A’ det. D& B ér en godtycklig punkt pa linjen foljer att for vilken position B én
har kommer vinkeln vara rit. Vidare innebar detta att B’ kommer ligga pa en cirkel
med OA’ som diameter, eftersom en vinkel inskriven i en halvcirkel ar rat. Saledes
ar inversen av en linje som inte gar genom O och inte heller skér inversionscirkeln
en cirkel som gar genom O. Da inversen av en invers ar det ursprungliga foljer dven

att inversen av en cirkel som gar genom O ar en linje som inte gar genom O.

Figur 3: Inversen av en linje som inte skar inversionscirkeln

Om vi vidare undersoker en linje som skér inversionscirkeln, men inte gar genom
O, géller samma argumentation som ovan. I detta fall kan dock skdrningspunkterna
mellan linjen och inversionscirkeln, C' och D, sarskilt betraktas eftersom dessa trans-
formeras till sig sjdlva under inversion. Detta betyder att bilden av en linje som skér
inversionscirkeln men inte gar genom O transformeras till en cirkel som gar genom
O och skéar inversionscirkeln i samma punkter som linjen gor det. I de fall dar linjen
tangerar inversionscirkeln géller foljaktligen att den transformeras till en cirkel som
gar bade genom O och tangeringspunkten men inte genom nagon annan punkt pa

inversionscirkeln. Aven i dessa fall giller dessutom det omvinda, alltsd att en cirkel
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som gar genom O och skar eller tangerar inversionscirklen inveteras till en linje som

bevarar skdrnings- eller tangeringspunkten med inversionscirkeln.

Figur 4: Inversen av en linje som skér inversionscirkeln

Nér vi nu har undersokt inversion av samtliga linjer samt cirklar som gar genom
O aterstar cirklar som inte gar genom O. Inledningsvis kan vi konstatera att inver-
sionscirkeln sjalv inverteras till sig sjalv, eftersom varje enskild punkt pa cirkeln gor
det.

Vidare undersoker vi en cirkel som befinner sig utanfor inversionscirkeln. Vi later
A och B vara punkter pa cirkeln sadana att AB ar cirkelns diameter och att linjen
AB fortsatter genom O. Vidare later vi C' vara en godtycklig punkt pa cirkeln, samt
A’ B' och C" vara inverser till A, B respektive C'. Enligt definitionen av inversion
har vi att |OA| - [OA'| = r? samt att |OC| - |OC'| = r?, av vilket det foljer att
|OA|-|OA’| = |0C|-|0C"| eller |[OA|/|OC| = |OB'|/|OC"|. Detta i kombination med
att ZAOC = /C'OA’ medfor att AOAC och AOC’ A" ar likformiga, enligt det forsta
likformighetsfallet. P4 motsvarande satt foljer att &ven AOBC ~ AOC'B’. Utifran
detta kan vi konstatera att Z/OAC = /OC’A’. Samtidigt d&r /OAC en yttervinkel
till AABC, vilket innebar att /OAC = /ACB+ /ABC. Eftersom /ABC = /OBC
och AOBC ~ NOC'B' foljer att /ABC = /OC'B’. Vi kan darfor konstatera att
[OAC = (OC'A" = /ACB + /OC'B’. Dessutom ar /OC'A’ = /OC'B' + /B'C'A’,
vilket innebér att /ACB = /B'C'A’. Eftersom /ACB ér inskriven i en halvcirkel ar
den dessutom rét och saledes ar dven /B'C'A’ det. Det innebéar att dven /B'C’'A’
ar inskriven i en halvcirkel, med A’B’ som diameter, oavsett vilken punkt pa den
ursprungliga cirkeln som C' ér. Av detta foljer alltsa att en inversen av en cirkel

utanfor inversionscirkeln ar en cirkel innanfor inversionscirkeln, som inte gar genom
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Figur 5: Inversen av en cirkel som inte gar genom O

Da inversen av en invers ar det ursprungliga foljer det omvénda, alltsa att inversen
till en cirkel innanfoér inversionscirkeln som inte gar genom O &r en cirkel utanfor
inversionscirkeln.

Vidare finns ett sarskilt relevant specialfall av cirklar som inte gar genom in-
versionsvcirkelns mitt, namligen de cirklar som skér inversionscirkeln ortogonalt.
Dessa cirklar inverteras ndmligen till sig sjdlva, men inte punkt for punkt. Om en
cirkel skér inversionscirkeln ortogonalt i punkten A ar linjen OA en tangent till
cirkeln. Fran en annan punkt pa cirkeln, B, dras linjen OB som bildar en korda.
Vi kallar den kordans andra skdrningspunkt fér B’. T enlighet med kordasatsen ar
|OA|?> = |OB| - |OB’| och eftersom |OA| = r giller att r?> = |OB| - |OB’|, vilket
ar definitionen av inversion. Detta betyder att B’ ar inversen till B och ligger pa

samma cirkel.

Figur 6: Inversen av en cirkel ortogonal mot inversionscirkeln ar sig sjalv.

Vi kan sammanfatta inversioner av cirklar och linjer i f6ljande satser.

Sats 2.2. Inversen av en linje som gar genom inversionscirkelns medelpunkt, O, dr

sig sjdlv.
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Sats 2.3. Inversen av en linje som inte gar genom inversionscirkelns medelpunkt,
O, ar en cirkel som gar genom O och bevarar eventuella skdrnings- eller tangerings-

punkter med inversionscirkeln.
Sats 2.4. Inversen av inversionscirkeln ar inversionscirkeln.

Sats 2.5. Inversen av en cirkel som inte gar genom O dr ocksa en cirkel som inte

gar genom Q.

Sats 2.6. Inversen av en cirkel som skdr inversionscirkeln ortogonalt dr samma

cirkel.

EGENSKAPER SOM BEVARAS UNDER INVERSION

Vi har tidigare undersokt vad inversion innebar for punkter, cirklar och linjer. Nu
ska vi se vidare kring egenskaper som bevaras under inversion, namligen vinklar och
korsforhallanden.

Vi ska nu undersoka vad som géller for vinklar mellan tva kurvor som skér
varandra, vilket definieras som vinklarna mellan kurvornas tangetner i skdrnings-
punkten. Om kurvorna inverteras kommer vinklarna mellan dem att vara lika stora
som innan, med riktningen blir motsatt.

Vi inleder med att visa att detta géller for en kurva S som gar genom A och B
och skar en linje genom O i punkten A. Som vi visat tidigare &r /OBA = /OA'B’
eftersom AOBA ~ AOA’B’. Om vi later B narma sig A langs kurvan narmar sig B’
aven A’. Samtidigt gar AB mot att bli en tangent till kurvan S i punkten A medan
A’B’ gar mot en tangent till S’ i A’. Detta innenbéar att bade ZOBA och /OA’'B’
gar mot att bli vinklar mellan tangenterna och linjen, samtidigt som de fortsétter
vara lika stora. Vi kan darfor konstatera att vinkeln mellan linjen OA och kurvan S

i punkten A bevarvas, men den genomléps at motsatt hall.

Figur 7: Vinklar bevarar sin storlek men vinds at motsatt hall
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Om vi later en annan kurva ocksa skéra linjen O A vid A och visar att storleken pa
vinklarna dven dar bevaras under inversion kan vi, genom addition och subtraktion
av vinklar, visa att vinklarna dven mellan tva godtyckliga kurvor bevaras.

Ytterligare egenskaper som vi ska visa bevaras under inversion ér korsforhallan-

den.

Definition 2.7. For fyra punkter, A, B, C och D, pa en linje definieras deras

korsforhallande som

_ |AC]-|BD[ _ |AC] | |AD|

(4,B:C, D) |BC|-|AD| |BC| " |BD|

Vi visar att korsforhallandet for fyra punkter pa en linje genom inversionscirkelns
mittpunkt, O, bevaras under inversion. Vi later a motsvara starckan |OA|, b = |OB|,
a’' = |OA'| och sa vidare. Saledes kan |AC| skrivas som |OC| —|OA| = ¢ — a. Enligt
definitionen for inversion kan vi dven beteckna a' = r?/a. For strickor i motsatt
riktning, exempelvis |A'C’|, géller att |[A'C'| = —|C'A'| = —(d — ) = ¢ — d.
Korsforhallandet for de ursprungliga punkterna ar

|AC| |AD| c¢—a  d—a

|IBC| " |BD|  ¢—b  d—1b

For korsforhéallandet for de inverterade punkterna galler att

AC| AD| ¢ —d | d-d

|B/C/| : |B/D/| C/_b/Td/_b/‘

Genom omskrvning far vi

vilket kan forenklas och da far vi att

be(c —a)  bd(d — a) _ b(c—a) bld—a) (c—a) (d—a)

aclc=0b) ~ad(d—0b) alc—>b) " ald—b) (c—b) ~ (d—b)

Vi kan da konstatera att

|A'C’| | |[A'D'|  |AC| | |AD
\B'’C’| * |B'D'|  |BC| " |BDJ|
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RADIKALA AXLAR OCH KOAXIALA CIRKLAR

Vidare undersoker vi hur méngder av cirklar kan inverteras. Vi inleder med att
betrakta cirklar som skir varandra i tva punkter, A och B. Samtliga cirklar som gar

genom dessa punkter kan ses som en mangd, har kallad K (for korsande cirklar).

Figur 8: Cirklar genom A och B.

Fran tva av cirklarna, godtyckligt valda fran méngden K, kan vi finna en méangd
cirklar som &r ortogonala mot de ursprungliga cirklarna. Vi borjar med att dra en
linje mellan cirklarnas skarningspunkter, A och B, och sedan vilja en godtycklig
punkt P pa linjen. Fran P dras sedan en tangent till vardera cirkel. Tangerings-
punkterna kallar vi 7" och U. Vi kan, med hjilp av kordasatsen, konstatera att
|PT|? = |PA| - |PB| = |PU|? och séledes &r |PT| = |PU| och vi kan dra en cirkel
genom T och U med P som medelpunkt. Denna cirkel kommer da vara ortogonal
mot de ursprungliga eftersom dess radie dr tangenter till dem. Da P ar en godtyck-
lig punkt kan vi betrakta samtliga cirklar med dessa egenskaper som en méngd E
(for ej korsande cirklar). Samtliga criklar i médngden K &r ortogonala mot samtliga
cirklar i .

Figur 9: Cirklar ortogonala mot de ursprungliga cirklarna.

Cirkelméngderna E och K kallas for koaxiala cirklar da cirklarna inom méng-
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derna har sina medelpunkter pa samma linje samt att de har en gemensam radikal

axel.

Definition 2.8. For tva icke-koncentriska cirklar med medelpunkter M; och M,
samt radier 1 och ro géller att for varje punkt P pa deras radikala axel ar |PM; ]2 —

7“% = |PM2’2 - 7”%.

Om det fran en punkt P pa den radikala axeln, som ligger utanfor cirklarna, dras
tangenter till cirklarna kommer avstandet vara lika langt mellan P och respektive
tangeringspunkt.

I detta fall ar den linje som gar genom cirklarnas medelpunkter i K den radikala
axeln till cirklarna i F, och dessutom vice versa.

For att visa att medelpunkterna for cirklarna i K bildar den radikala axeln for
cirklarna i F valjer vi tva godtyckliga cirklar fran E och kallar deras medelpunkter
for M; och Msy samt en godtycklig cirkel fran K och later dess medelpunkt vara
P. Vi later vidare S7 och S; motsvara en skarningspunkt mellan vardera cirkel fran
E med cirkeln fran K. Da cirklarna fran E &r ortogonala mot cirkeln fran K é&r
bade /M71S1P och /MyS;P rata och darfor ar AM;.S; P och AM,S, P ratvinkliga.
Genom att applicera Pythagoras sats far vi att |PS;|> = |PM;|* — |M,5:]? samt
|PSy|?* = |PMy|? — | MySs|?. DA |M; S| och |MySs| ér cirklarnas radier ersétter vi
beteckningarna for dessa med r och r5. Vidare ar |PS;| = | P.Ss| eftersom strackorna
motsvarar radien av cirkeln fran K. Saledes har vi att |[PM;|? — r? = |PM|? — r3.
Eftersom P ér en godtycklig medelpunkt fran K innebér detta att medelpunkterna

for cirklarna i K bildar den radikala axeln till cirklarna i E.

Figur 10: Medelpukterna i K bildar radikal axel till cirklarna i E.

For att vidare visa att medelpunkterna for cirklarna i E bildar den radikala axeln

for cirklarna i K véljer vi pa motsvarande séitt tva godtyckliga cirklar fran K och
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kallar deras medelpunkter for M; och M, samt en godtycklig cirkel fran E och later
dess medelpunkt vara P. Med samma argumentation som ovan, med ratvinklighet
och Pythagoras sats, far vi att medelpunkterna for cirklarna i E bildar den radikala

axeln till cirklarna i K.

Figur 11: Medelpukterna i E bildar radikal axel till cirklarna i K.

Vi undersoker vidare vad som hédnder med dessa cirkelmangder om de inverteras

med avseende pa en inversionscirkel som gar genom A och med medelpunkt B.

Figur 12: Cirklar fran K och F samt inversionscirkeln.

Vi inleder med att invertera cirklarna i mangden K. Vi har tidigare visat att
cirklar som gar genom inversionscirkelns mitt inverteras till linjer som inte gar ge-
nom inversionscirkelns mitt. Eftersom alla cirklar i K gar genom B kommer dessa
inverteras till linjer som inte gar genom B. Vidare vet vi att A ligger pa inversion-

cirkelns kant och darfér kommer inverteras till sig sjalv, och eftersom alla cirklar i
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K aven gar genom A kan vi konstatera att cirklarna inverteras till linjer som gar
genom A.

For cirklarna i méngden E, som inte gar genom B, giller istéillet att de inverteras
till cirklar som inte heller gar genom B. Eftersom vi visat att vinklar bevaras under
inversion betyder det att aven de inverterade cirklarna behover vara vinkelrdata mot
linjerna i K. For att detta ska gélla behover alla de inverterade cirklarna ha sin
medelpunkt i A, da det ar dar alla liner som inverterats fran K mots. Cirklarna blir

saledes koncentriska.

Figur 13: Inversen av cirklar fran K och E samt inversionscirkeln.

Vi ser alltsa att det ar mojligt att inveretera tva cirklar som inte skér varandra,
likt cirklarna i F, till koncentriska cirklar. Denna mojlighet kommer vi fa anvinding
for i nésta kapitel, dar vi ocksa visar hur en inversionscirkel med denna egenskap

hittas samt forklarar varfor det fungerar.
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STEINERS PORISM

Ett klassiskt geometriskt problem som utan inversion ar valdigt svart att 16sa, men
med hjéalp av det blir hanterbart, ar vad som kallas for Steiners porism. Utgangs-
punkten for porismet ar vad som kallas for Steinerkedjor. Detta kommer forst att
introduceras innan porismet presenteras och bevisas med hjéalp av inversionsgeome-

tri.

STEINERKEDJA

En Steinerkedja utgar fran tva givna cirklar, a och 3, som inte skér varandra. Ef-
tersom cirklarna inte skar varandra kan den ena cirkeln antingen ligga helt innanfor

eller helt utanfor den andra.

Definition 3.1. En Stenierkedja ar en sekvens av ett begrédnast antal, n, cirklar som
tangerar de tva givna och icke korsande cirklarna, o och 3, samt sina tva grannar i

sekvensen.

Definition 3.2. En Steinerkedja ar stangd om aven den forsta och sista cirkeln

tangerar varndra, och annars ér den 6ppen.

STEINERS PORISM

En central egenskap for Steinerkedjor ar vad som sammanfattas i Steiners porism.

Steiners porism Om det finns en stingd Steinerkedja med n cirklar for tva givna

cirklar o« och 3 sa finns det odndligt manga stingda Steinerkedjor med n cirklar for
« och (3.

Detta innebar att det inte spelar nagon roll var den forsta cirkeln i kedjan sétts

n.
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Figur 14: Tva stdngda Steinerkedjor for samma givna cirklar.

For en Steinerkedja déar a: och 8 éar koncentriska ar det uppenbart att placeringen
av kedjans startcirkel inte spelar nagon roll eftersom samtliga cirklar blir lika stora
och en forflyttning av startcirkeln enbart &r en rotation av hela bilden. Sa lange vi
kan se till att a och £ ar koncentriska kan vi darfor enkelt visa att Steiners porism

galler. For att gora detta anvinder vi oss av inversion.

Figur 15: En Steinerkedja dar de givna cirklarna &r koncentriska.

HITTA EN FUNGERANDE INVERSIONSCIRKEL

D& Steiners porism ar mer eller mindre uppenbart om de tva givna cirklarna ar
koncentriska behover vi hitta en inversionscirkel som mojliggor detta. I tidigare
kapitel konstaterade vi att det var mojligt for tva cirklar som inte skédr varandra
att inverteras till koncentriska cirklar. Har inleder vi med att forklara hur en sadan
inversionscirkel hittas och forklarar sedan varfor det fungerar.

For att invertera tva icke-skdrande cirklar, a och b, sa de blir koncentriska kravs

en inversionscirkel som har sin mittpunkt dar alla cirklar som ar ortogonala mot a
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och b korsar varandra. Vi inleder med att hitta cirklarnas radikala axel och sedan
tva cirklar som ar ortogonala till bade a och b for att slutligen hitta skdrningarna

mellan dessa.

For att hitta den radikala axeln borjar vi med att rita en tredje cirkel, ¢, som
skar bade a och b i tva punkter vardera. Vidare ritar vi linjerna for de gemensamma
kordorna for cirkel a och ¢ samt b och c¢. Den punkten déir kordorna skér varandra
kallar vi for P. Vi upprepar sedan samma procedur for ytterligare en cirkel, d, och
kallar skarningspunkten mellan dessa kordor for ). Da ér linjen PQ) den radikala

axeln.

Figur 16: Konstruktion av den radikala axeln till a och b.

Da vi vet att punkter pa den radikala axeln kdnnetecknas av att avstandet till
cirklarnas respektive tangeringspunkt fran punkten ér detsamma undersoker vi det-
ta for att sékerstilla att det ar den radikala axeln vi hittat. Fran punkten P drar
vi en tangent till cirkel a och en till b och kallar tangeringspunkterna for 7 och
T,. Vidare kallar vi skdrningspunkterna mellan cirkel a och ¢ for A; och Ay samt
skarningspunkterna mellan cirkel b och ¢ for By och By. Genom att anvéinda kor-
dasatsen far vi att |A;P| - |AsP| = |BP| - |ByP|, att |T1P|*> = |A,P| - |AP| och
att |ToP|? = |B,P| - |ByP|. Det innebér att |TyP| = |ToP| och séledes dr punkten
P pa den radikala axeln. Genom att gora samma procedur for kordorna som skar
varandra i ) och tangenter till cirkel a och b som gar genom () ser vi att aven det
avstandet ar lika och saledes ligger dven () pa den radikala axeln till cirkel a och
b. Eftersom det bara gar att dra en linje mellan tva punkter maste P() vara den

radikala axeln.
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Figur 17: Linjen PQ ar den radikala axeln till a och b.

For att sedan rita tva cirklar som ar ortogonala till @ och b anvinder vi den
radikala axeln. Vi valjer en punkt pa nagon av cirklarna, i detta fall a, som vi kallar
A och drar en tangent till cirkeln i den punkten. Skarningspunkten mellan tangenten
och den radikala axeln kallar vi for M;. Vi ritar sedan en cirkel, e, som gar genom
A och har M; som medelpunkt. Cirkel e dr da ortogonal med cirkel a och cirkel b.
Genom att vélja en annan punkt pa antingen cirkel a eller b och upprepa proceduren
ovan far vi ytterligare en ortogonal cirkel till bade a och b, vilken vi kallar for f.
Vi vet att dessa cirklar ar ortogonala eftersom de har sina medelpunkter pa den

radikala axeln, vilket vi i tidigare avsnitt visade géller for ortogonala cirklar.

Figur 18: Ortogonala cirklar till a och b.

Skarningspunkterna mellan cirkel e och f, Oy och Os, ar da mojliga medelpunk-
ter for en inversionscirkel som gor cirklarna a och b koncentriska under inversion.
Om vi ritar en inversionscirkel med O; som medelpunkt och inverterar cirkel a och
b med avseende pa denna kommer alltsd de inverterade cirklarna, a’ och ¥/, vara

koncentriska.
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For att forklara detta inleder vi med att konstatera att om vi genom en inversions-
cirkel med O, som medelpunkt inverterar cirkel e och f kommer dessa transformeras
till linjer, €’ och f’, som inte gar genom O, i enlighet med sats 2.3. Punkten Oy
kommer inverteras till en punkt pa bada dessa linjer och saledes vara en skédrnings-
punkt mellan dem. Nér a och b inverteras med avseende pa samma inversionscirkel
kommer dessa, enligt sats 2.5, att inverteras till cirklar som inte gar genom inver-
sionscirkelns medelpunkt, a’ och ¥'. Vidare kommer dessa cirklar vara ortogonala
mot de bada linjerna €’ och f’ eftersom vinklar bevaras. For att det ska gélla maste
skdarningspunkterna mellan linjerna vara mittpunkt till bade a’ och ¢'. Detta gor dem

koncentriska.

Figur 19: De inverterade cirklarna ar koncentriska.

INVERTERADE STEINERKEDJOR

Vi har tidigare visat att varje punkt inverteras till en, for denna, unik punkt samt
att vinklar bevaras under inversion. Detta innebér siledes att om en Steinerkedja
inverteras sa kommer cirklarna som tangerar varandra i den ursprungliga bilden
aven tangera varandra efter inversion. Varje cirkel i kedjan kommer alltsa &ven efter
inversion att tangera a och [ samt sina grannar. Om dessutom den forsta och sista
cirkeln tangerar varndra, och kedjan saledes ér sluten, kommer dessa att tangera
varandra aven efter inversion.

Cirklar som tangererar samma tva givna koncentriska cirklar kommer vara lika
stora eftersom avstandet mellan de koncentriska cirklarna ar lika langt 6verallt och
detta avstand motsvarar de andra cirklarnas diameter. Detta innebér att cirklarna
i Steinerkedjan efter inversion kommer vara lika stora. Det spelar darfér ingen roll
var den forsta cirkeln i kedjan placeras utan bilden kommer bli densamma oavsett,

om &an roterad.
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Genom att utféra en inversion som gor de givna cirklarna a och § koncentriska
kan vi sdledes konstatera att Steinerkedjan, om den fran boérjan var sluten, kom-
mer fortsatta vara sluten och var den inleds inte kommer vara avgorande for dess

slutenhet.

Figur 20: Inveterad stdngd Steinerkedja

Vi vet ocksa att en 6ppen Steinerkedja aldrig kan inverteras till en stangd. Detta
eftersom skédrnings- och tangeringspunkter bevaras under inversion. Tva cirklar som
skar varandra i tva punkter kommer éven efter inversion att ha tva skarningspunkter
och saledes inte tangera varandra. Detsamma géller for tva cirklar som inte har nagon

gemensam punkt, som d& inte heller har nagon punkt gemnsamt efter inversion.
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ANDRA TILLAMPNINGAR

Inversionsgeometri kan dven anvandas for att losa andra geometriska problem. I
detta kapitel kommer tva andra exempel pa detta, Arbelos-problemet och Apollonius

problem, att presenteras. De bada kan losas genom inversion, vilket visas nedan.

ARBELOS

Ordet arbelos ér grekiska for skomakarens kniv och syftar till en figur som liknar
ett sadant verktyg. Figuren bestar av tre halvcirklar som tangerar varandra och
respektive halvcirkels diameter gar genom en gemensam linje. Om A, B och C ér
punkter pa en linje och AB, BC' och AC' ar halvcirklar pa samma sida om linjen

har vi en arbelos.

A C B

Figur 21: En arbelos.

I en arbelos kan vi skriva in en kedja med cirklar, liknande en Steinerkedja,
dér cirklarna i kedjan tangerar de tre halvcirklarna samt sina tva grannar. Denna
konstruktion har egenskapen att hojden fran linjen AB till medelpunkten for cirkel
Cn, den n:e cirkeln, ar nd, dar d, ar diametern for cirkel ¢,. For att visa denna

egenskap anvands inversion.
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Figur 22: En arbelos med en inskriven kedja med cirklar.

En fungerande inversionscirkel i sammanhanget har sin medelpunkt i A och ar
ortogonal mot cirkel ¢,. Vi visar egenskapen for cirkel ¢, men principen och argu-
mentationen géller i allmadnhet. Genom att forst dra en tangent till cirkel ¢4 genom
A kan vi sedan konstruera den inversionscirkel vi soker, som gar genom tangerings-

punkten och har A som mitt. Denna ar ortogonal till c4.

Vi inleder med att konstatera att c, inverteras till sig sjalv i och med att den
ar ortogonal mot inversionscirkeln. Halvcirklarna AB och AC' kommer med avse-
ende pa denna inversionscirkel inverteras till linjer som gar genom deras respektive
skiarningspunkt med inversionscirkeln och som tangerar c¢4. Da bade punkt B och C'
ligger pa linjen AB genom inversionscirkelns mitt kommer dessa punkters inverser
ligga pa samma linje, och saledes inverteras halvcirkel BC' till en halverikel med di-
amtern pa linjen. Den inverterade halvcirklen, B’C’, kommer &ven tangera linjerna
som de andra halvcirklarna inverterats till. Halvcirkeln B’C’ kommer darfor ligga
mellan linjerna och ha samma diameter som c4. Cirkel ¢; inverteras till en cirkel som
efter inversion tangerar alla halvcirklars inverser och ¢ kommer darfor ocksé ligga
mellan linjerna och tangera halvcirkel B'C’. For cirkel ¢o och c3 géller ocksa att deras
inverser, som ocksa bevarar cirkelformen, ska tangera linjerna samt sina grannars
inverser. Detta innebér att de inverterade cirklarna, och halvcirkel B'C” ligger ver-
tikalt under och har samma diameter som c4. Avstandet fran linjen AB till mitten
av ¢, ar saledes summan av halva diametrarna av ¢, och B’C’ samt diametrarna for

i, ¢y och ¢, vilket motsvarar 4dy.
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Figur 23: Illustration av cirklarnas och halvcirklarnas inverser.

Principen ar densamma oavsett vilken cirkel vi véljer och géaller siledes i allmén-
het. Detta eftersom att cirkel ¢, ar ortogonal mot inversionscirkeln och da inverteras
till sig sjalv, att halvcirklarna AB och AC' inverteras till linjer pa samma sétt da
de gar genom inversionscirkelns mitt och att halvcirkeln BC inverteras till en halv-
cirkel med samma diameter som c¢,. Vidare bevarar alla cirklar fore ¢, i kedjan
sina tangeringspunkter med halvcirklarna och sina grannar och inverserna har sale-
des samma diameter som c¢,. Avstandet fran linjen AB till mitten av ¢, ar darfor
do(n —1) 4+ 2(3d,) = nd,.

APOLLONIUS PROBLEM

Apollonius problem gar ut pa att konstruera en cirkel som tangerar tre givna cirklar.
De givna cirklarna kan vara av olika storlek och deras positioner till varandra kan
variera. Problemet kan ha atta olika 16sningar, déar losningscirkeln antingen tangerar
alla cirklar inifran, alla cirklar utifran, tva av cirklarna inifran (pa tre olika satt)
och en utifran eller en inifran och tva utifran (pa tre olika sdtt). Det finns ocksa
fall dar problemet saknar l6sning, som exempelvis om en av de givna cirklarna ar
helt innanfér en annan eller om cirklarna har samma radier och medelpunkterna pa
samma linje.

Vi ska nu visa hur inversion kan tillampas for att hitta tva losnignar. Vi later tre
cirklar, a, b och ¢, vara givna. Darefter okar vi alla cirklarnas radie med d sa pass
att de tva cirklarna som ligger nédrmast varandra tangerar varandra. De forstorade
cirklarna kallar vi for A, B och C. Da de nya cirklarna fortfarande har samma
medelpunkter som de ursprungliga kommer losningscirkelns mitt vara densamma,

men radien pa den ratta 1osningscirkeln kommer skilja sig fran den forenklade med
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d. Saledes undersoker vi inledningsvis endast l6sningen for A, B och C.

Figur 24: De givna cirklarna med deras respektive forstorade verision.

Dessa cirklar transformerar vi nu genom inversion. Vi later inversionscirkeln ha
sin mitt i den punkt dér cirklarna A och B tangerar varandra och ser till att den ar
ortogonal mot cirkel C'. Detta gor att cirkel C' ar oféréndrad under inversion medan
cirklarna A och B blir till linjer. Linjerna A’ och B’ dr dessutom parallella eftersom
cirklarna A och B endast har en gemensam punkt och det &ar inversionscirkelns
mitt, som under inversion gar mot oandligheten. Det innebéar att linjerna aldrig skar

varandra.

Figur 25: Inverser och inversionscirkeln.

Utifran dessa inverser kan vi nu hitta en cirkel som tangerar A’, B’ och C’. Denna
cirkel, som vi kallar E’, har sin medelpunkt pa linjen mittemellan linjerna A" och
B’ och en diameter som motsvarar narmsta avstandet mellan linjerna A’ och B'.
Om vi later radien for E' vara rg och radien for C' vara ro kommer en cirkel med
samma mitt som C och med radie rz +rc att korsa mittlinjen mellan A’ och B’ i tva

punkter. Nagon av dessa tva later vi vara medelpunkt for £ och den andra later vi
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vara medelpunkt for en annan cirkel, F’, med samma egenskaper som E’ . Eftersom
E’ och F’ tangerar bade A’, B’ och C’ och vi vet att tangeringspunkter bevaras under
inversion kommer inverserna till £’ och F’, alltsa E och F', att tangera cirklarna A,

B och C. Pa sa vis har vi hittat E och F' som tva lésningar for problemet med de
forstorade cirklarna.

A e T B'

/

i
|
&
! \
u
|
1

1

I

\

" /
[ /
1
1
1
1
1

|
|
|
|
|
|
|
!
|
|
|
|
1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Figur 26: Cirklarna E och F' tangerar A, B och C.

Malet ar slutligen att hitta cirklar som tangerar de ursprungliga cirklarna. Ge-
nom att addera respektive subtrahera d till radierna for cirkel E och F', men behalla

medelpunkterna, kommer vi hitta dessa losningar. Vi kallar dessa cirklar for e re-
spektive f.

Figur 27: Cirklarna e och f tangerar alla de tre givna cirklarna a, b och c.
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AVSLUTNING

Detta arbete har syftat till att ge en introduktion till inversionsgeometrin och visa
hur inversion kan anvindas for att 16sa geometriska problem. Vi inledde med att
forklara grunderna for inversionstransformationen och vad den innebar for punkter,
cirklar och linjer. Utifran dessa grunder kunde vi visa att vinklar och korsfoérhél-
landen bevaras under inversion, &ven om vinklarna bytte riktning. Déarefter introdu-
cerade vi konceptet med cirklars radikala axlar och koaxiala cirklar. Vi visade hur
funktionellt detta kan vara i kombination med inversion, da cirkelméangder kan fa
sirskilda egenskaper om en inversionscirkel véljs med detta i atanke.

Denna grund gjorde att vi senare kunde l6sa tre specifika geometriska problem.
Vi tog oss forst an Steiners porism och visade att det, med hjilp av de givna cirklar-
nas radikala axel och tva ortogonala cirklar, dr moéjligt att finna en inversionscirkel
som gor de givna cirklarna koncentriska. Néar de givna cirklarna och Steinerked-
jan inverteras med avseende pa denna inversionscirkel kunde vi med enkelhet visa
giltigheten i Steiners porism.

Dérefter konstruerade vi en arbelos med en inskriven kedja med cirklar, dar vi
visade att hojden fran figurens baslinje till en cirkels mitt alltid kan bestdmmas
pa samma séitt. Slutligen hittade vi aven lésningar till Apollonius problem. For att
kunna l6sa samtliga av dessa problem tillampade vi inversionsgeometri.

Vi har inom ramen fér detta arbete enbart visat pa nagra av inversionsgeometrins
mojliga anvindningsomraden. Transformationen kan exempelvis dven tillimpas i tre
dimensioner, men da med hjéilp av en inversionssfir istédllet for en inversionscirkel.
Detta mojliggor att énnu fler geometriska problem kan 16sas enklare. Bland annat

finns en tredimensionell motsvarighet till Steiners porism, ndmligen Soddys hexlet.
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