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Abstract

This paper presents and analyses mathematical models based on ordinary
di�erential equations (ODE) to study infectious deceases, in particular the
Covid-19 pandemic in Sweden. The aim of the models are to capture the
relations between the di�erent stages in the model. The main focus in this
paper is to study analytical solutions to the two models; Susceptible-Infected-
Recovered (SIR) and Susceptible-Exposed-Infected-Recovered (SEIR) and com-
pare these solutions to numerical solutions. Using available data from the
Covid-19 pandemic in Sweden the two models and their parameters will be
calibrated to fit said data to show how important mathematical modeling can
be to forecast the spread of infectious deceases.
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Sammanfattning

Denna uppsats presenterar och analyserar matematiska modeller baserade
på ordinära di�erentialekvationer (ODE) för att studera infektionssjukdomar,
särskilt Covid-19-pandemin i Sverige. Målet med modellerna är att fånga re-
lationerna mellan de olika stadierna i modellen. Huvudfokus i denna artikel
är att studera analytiska lösningar på de två modellerna; Susceptible-Infected-
Recovered (SIR) och Susceptible-Exposed-Infected-Recovered (SEIR) och jäm-
föra dessa lösningar med numeriska lösningar. Med hjälp av tillgängliga data
från Covid-19-pandemin i Sverige kommer de två modellerna och deras pa-
rametrar att kalibreras för att passa data och visa hur viktig matematisk
modellering kan vara för att förutsäga spridningen av infektionssjukdomar.
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1
Introduktion

1.1 Bakgrund

Smittspridningsmodellen SIR togs fram av Ronald Ross, William Hamer med flera
under början på 1900-talet. Modellen bygger på att dela in befolkningen (N) i tre
kategorier; mottaglig (S), infekterad (I) och återhämtad (R) där det antas att per-
soner kan röra sig från mottaglig till infekterad och sen till återhämtad.

SIR

S I R

— “

Systemet av ordinära di�erentialekvationer ser ut som fölajnde

Ṡ = ≠—SI (1)

İ = —SI ≠ “I (2)

Ṙ = “I. (3)

Det finns många variationer på SIR-modellen, bland annat SIS, SIRV, SIRD och
SEIR med flera, förutom SIR-modellen kommer denna uppsats även fokusera på
SEIR-modellen. Där har kategorin exponerad (E) lagts till.

SEIR

S E I R

— – “



Motsvarande system av di�erentialekvationer för SEIR-modellen är

Ṡ = ≠—SI

Ė = —SI ≠ –E

İ = –E ≠ “I

Ṙ = “I

där kategorin (E) kan ses som inkubationstid.

1.2 Koefficienter

Koe�cienterna i systemen motsvarar övergångstakter (transition rates) där — är
infektionsfrekvensen, där —SI är antalet nya infekterade personer per tidsenhet.
Koe�centen “ är tillfrisknadsfrekvensen (recovery rate). Den sista koe�cienten – i
SEIR-modellen är andelen tid som tillbringas i kategorin (E). För Covid-19 är tiden
då en person smittsam circa 5.1 dagar, det vill säga “ ¥ 0.2.

1.3 Antaganden

Fölande antaganden är gjorda för modellerna;

• Det finns en homogen blandning mellan individerna i de olika kategorierna.

• Den totala populationen N är konstant (inga naturliga födslar eller dödsfall)
och stor.

• Efter genomgången infektion har individen livslång immunitet, det är även det
enda sättet att uppnå immunitet.

• För SIR-modeller gäller även att det inte finns någon inkubationstid och en
individ går från smittad till smittsam omdelbart.
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2
SIR-modellen

2.1 Definitioner och generella satser

Definition 2.1. Det e�ektiva reprodukttionstalet Re definieras som Re = S(0)—
“ .

Det basala reproduktionstalet (även kallat reproduktionstalet) R0 definieras som
R0 = —N

“ , så det e�ektiva reproduktionstalet kan skrivas som Re = S(0)
N R0.

Sats 2.2. Sjukdomen dör alltid ut, det vill säga I(Œ) = 0.

Bevis. Antag motsatsen, att I(Œ) ”= 0, det innebär att för stora t gäller Ṙ >

“I(Œ)/2 > 0, vilket implicerar att R(Œ) = Œ. Vi har en motsägelse [6].

Sats 2.3.

• Om Re Æ 1, så avtar I(t) monotont till 0 då t æ Œ.

• Om Re > 1, så kommer I(t) växa till dess maximum för att sen avta till 0 då

t æ Œ.

Bevis. Från (2) får vi

İ = —SI ≠ “I

= (—S ≠ “)I

Æ (—S(0) ≠ “)I

= “

A
—S(0)

“
≠ 1

B

I

= “(Re ≠ 1)I Æ 0, då Re Æ 1.

Det tillsammans med Sats 2.2 ger det första påståendet.



För det andra påståendet gäller

İ(0) = “(Re ≠ 1)I(0) > 0, då Re > 1.

Så I(t) är växande då t = 0 och för alla små t sådana att —S(t) ≠ “ > 0. Enligt
Sats 2.2 så gäller I(Œ) = 0. Alltså finns en extrempunkt t0 då I Õ(t0) = 0, det vill
säga då —S(t) ≠ “. Efter detta blir derivatan negativ och I(t) avtar mot 0 då t går
mot Œ. Det bör även påpekas att denna sats endast gäller SIR-modellen och inte
SEIR-modellen.

Sats 2.4. Givet att v1, . . . vn är en bas av egenvektorer för en matris A och ⁄1, . . . ⁄n

är motsvarande egenvärden, så kan den generella lösningen till ekvationssystemet

xÕ = Ax skrivas på formen

x(t) = C1e
⁄1tv1 + C2e

⁄2tv2 + · · · Cne⁄ntvn.

där C1, C2, . . . , Cn är konstanter.

Bevis. Se [1]

2.2 Analytisk lösning

En Analytisk lösning för SIR-modellen, lösningen starkt inspirerad av den gjord av
T. Harko, F. Lobo och M. Mak från [3]. Vi har ekvationsystemet

Ṡ = ≠—SI (4)

İ = —SI ≠ “I (5)

Ṙ = “I (6)

med begynnelsevillkor

S(0) = N1, (7)

I(0) = N2, (8)

R(0) = N3, (9)

N = N1 + N2 + N3 (10)
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där N är den totala populationen. Vi deriverar först (4)

S ÕÕ = ≠—S ÕI ≠ —SI Õ (11)

∆ SI Õ = ≠ 1
—

S ÕÕ ≠ S ÕI. (12)

Från (4) löser vi ut

I = ≠ S Õ

S—
(13)

insättning av (13) i (12) ger

I Õ = ≠ 1
—

Q

aS ÕÕ

S
≠

A
S Õ

S

B2R

b . (14)

Insättning av (13) i (5) tillsammans med (14)

≠ 1
—

A
S ÕÕ

S
≠

A
S Õ

S

2BB

= —S

A

≠ S Õ

—S

B

≠ “

A

≠ S Õ

—S

B

(15)

∆ S ÕÕ

S
≠

A
S Õ

S

B2

= —S Õ ≠ “
S Õ

S
. (16)

Insättning av (13) i (6) ger

RÕ = ≠“

—

A
S Õ

S

B

(17)

∆ R = ≠“

—

⁄ 1
S

dS (18)

∆ R = ≠“

—
ln S + C1 (19)

∆ S = C2e
≠ —

“ R. (20)

Vid t = 0 får vi integrationskonstanten C2 till

C2 = N1e
—
“ N3 . (21)
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Derivering av (20) ger

S Õ = ≠—

“
C2e

≠ —
“ RRÕ. (22)

Derivering av (17) ger

RÕÕ = ≠“

—

Q

aS ÕÕ

S
≠

A
S Õ

S

B2R

b . (23)

Insättning av (17), (22) och (23) i (16) ger

RÕÕ = —C2e
≠ —

“ RRÕ ≠ “RÕ, (24)

vilket är ekvivalent med ekvationsystemet (4)-(6). Nu löser vi den icke-lineära di�e-
rentialekvationen (24). Definera

u(t) = e≠ —
“ R(t) (25)

u(0) = e≠ —
“ N3 , (26)

vilket innebär att

R = ≠“

—
ln u (27)

RÕ = ≠“

—

1
u

uÕ (28)

RÕÕ = ≠“

—

Q

auÕÕ

u
≠

A
uÕ

u

B2R

b . (29)

Substituering av (27)-(29) i (24) ger då

≠“

—

Q

auÕÕ

u
≠

A
uÕ

u

B2R

b = —C2u

A

≠“

—

uÕ

u

B

≠ “

A

≠“

—

uÕ

u

B

, (30)

(31)

multiplicering av båda sidor med bu2

“ och förenkling ger då

uÕÕu ≠ (uÕ)2 + uÕu(“ ≠ C2—u) = 0 (32)
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Definiera nu

„ = dt

du
, (33)

(34)

då fås

du

dt
= 1

„
(35)

d2u

dt2 = ≠ „Õ

„2 . (36)

Substituering av (35),(36) i (32) ger då

≠u
„Õ

„2 ≠ 1
„2 + u(“ ≠ C2—u) 1

„
= 0 (37)

efter multiplicering av „3

u och iakttagelse av att „„Õ = d„
dt

dt
du = d„

du erhålles

d„

du
+ 1

u
„ = (“ ≠ C2—u)„2. (38)

Detta är en di�erentialekvation av Bernoulli-typ. Låt v = „≠1, då fås

vÕ = ≠ 1
„2 „Õ, (39)

(40)

Då transformeras (38) till den lineära di�erentialekvationen

vÕ ≠ 1
u

v = C2—u ≠ “ (41)
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som har integrerande faktor u≠1.

1
u

vÕ ≠ 1
u2 v = C2— ≠ “

u
(42)

∆ d

du

5 1
u

v
6

= C2— ≠ “

u
(43)

∆ 1
u

v =
⁄ 3

C2— ≠ “

u

4
du (44)

∆ v = u(—C2u ≠ “ ln u + C3) (45)

∆ „ = 1
u(—C2u ≠ “ ln u + C3)

(46)

där C3 är en godtycklig integrationskonstant och C2 = N1e
—
“ N3 .

Vidare gäller då att

t =
⁄ u

u0

1
›(—C2› ≠ “ ln › + C3)

d›

2.3 Verifiering av analytisk lösning

För SIR-modellen fick vi lösningen

t =
⁄ u

u0

1
›(—C2› ≠ “ ln › + C3)

d›

=
⁄ x

x0

1
›(—› ≠ “ ln

1
›

C2

2
+ C3)

ty u = x
C2

. Derivering av båda sidor ger

1 = dx

dt

1
x(—x ≠ “ ln

1
x

C2

2
+ C3)

∆ dx

dt
= x(—x ≠ “ ln

3
x

C2

4
+ C3).

Från (27) får vi då att

dx

dt
= x(—x + —z ≠ —N)

= ≠—xy.
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3
SEIR-modellen

3.1 Analytisk lösning

Första delen av lösningen, fram till och med beräkning av I(t), E(t) då r ”= 1 är
inspirerad av N. Piovella från [5]. Vid kontrollräkning av lösningarna i den publi-
cerade artikeln av N. Piovella upptäcktes fel i lösningen då r = 11, lösningen som
presenteras i denna uppsats är min egen. Vi har ekvationssystemet

Ṡ = ≠—SI (47)

Ė = —SI ≠ –E (48)

İ = –E ≠ “I (49)

Ṙ = “I (50)

(51)

Låt R0 = r vara definierad som i Defintion 2.1. Vi får då

Ṡ = ≠r“
S

N
I (52)

Ė = r“
S

N
I ≠ –E (53)

İ = –E ≠ “I (54)

Ṙ = “I (55)

(56)

där S + E + I + R = N . Summering av ekvationerna ger Ṡ + Ė + İ + Ṙ = 0, det
vill säga N är konstant och N(t) = N(0). Om E(t), I(t), R(t) << N(t) så kan N(t)

1Nicola Piovella erkände misstaget och tackade mig för korrigering.



approximeras med N ≥ S vilket ger oss det lineära systemet

Ṡ = r“I

Ė = r“I ≠ –E

İ = –E ≠ “I

Ṙ = “I.

Genom Laplace-transformation, som kommer noteras L{f}(s) = f̃ fås

Ẽ(⁄) =
⁄ Œ

0
E(t)e≠⁄tdt (57)

Ĩ(⁄) =
⁄ Œ

0
I(t)e≠⁄tdt. (58)

Ekvationsystemet blir då
Y
_]

_[

Ė = r“Ĩ ≠ –Ẽ

İ = –Ẽ ≠ “Ĩ
(59)

∆

Y
_]

_[

⁄Ẽ + –Ẽ ≠ r“Ĩ = E0

⁄Ĩ + “Ĩ ≠ –Ẽ = I0
(60)

∆
Q

a⁄ + – ≠r“

≠– ⁄ + “

R

b

Q

aẼ

Ĩ

R

b =
Q

aE0

I0

R

b (61)

Egenvärdena fås genom att beräkna
------

⁄ + – ≠r“

≠– ⁄ + “

------
= 0

∆⁄2 + (– + “)⁄ + –“(1 ≠ r) = 0

∆⁄ = ±1
2

1
≠4–“(1 ≠ r) + (– + “)2

2
≠ – + “

2 .

Låt � = (–+“)2 +4–“(r≠1), beroende på värdet på r, vi får de tre olika resultaten

• r > 1 :Ô
� =

Ò
(– + “)2 + 4–“(r ≠ 1) > – + “

⁄+ = ≠–+“
2 + 1

2
Ô

� > ≠–+“
2 + 1

2(– + “) = 0
⁄≠ = ≠–+“

2 ≠ 1
2
Ô

� = ≠1
2(– + “ +

Ô
� < 0.
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• r = 1 :Ô
� = – + “

⁄+ = 0
⁄≠ = ≠(– + “).

• r < 1 :Ô
� < – + “

⁄+ < 0
⁄≠ < 0.

Då r ”= 1, genom att lösa ut Ẽ från (60) fås

Ẽ = r“I0 + “E0 + ⁄E0
≠r“⁄ + “⁄ + –“ + ⁄2 + –⁄

,

kvadratkomplettering av nämnaren och faktorisering av täljaren ger

Ẽ = ⁄E0 + “(rI0 + E0)
1
⁄ +

1
–+“

2

222
≠

1
1
4((– + “)2 + 4–“(r ≠ 1))

2

där den högra termen i nämnaren identifieras som
1Ô

�
2

22
. Vidare utveckling av

uttrycket ger

Ẽ = E0
Ô

�Ô
�

⁄ +
1

–+“
2

2

1
⁄ +

1
–+“

2

222
≠

1Ô
�
2

22 (62)

+ E0(“ ≠ –) + 2“rI0Ô
�

Ô
�
21

⁄ +
1

–+“
2

222
≠

1Ô
�
2

22 (63)

∆ E(t) = 1Ô
�

AÔ
�E0 cosh

Ô
�t

2 + (E0 (“ ≠ –) + 2“rI0) sinh
Ô

�t

2

B

e≠(–+“) t
2 .

(64)

Vi löser ut Ĩ från (60) och får

Ĩ = ⁄I0 + –(E0 + I0)
⁄2 + (– + “)⁄ ≠ –“(r ≠ 1)

17



På liknande sätt som ovan ger utveckling av uttrycket

Ĩ = I0
Ô

�Ô
�

⁄ +
1

–+“
2

2

1
⁄ +

1
–+“

2

222
≠

1Ô
�
2

22

+ I0(– ≠ “) + 2–E0Ô
�

Ô
�
21

⁄ +
1

–+“
2

222
≠

1Ô
�
2

22

∆ I(t) = 1Ô
�

AÔ
�I0 cosh

AÔ
�t

2

B

+ (I0(– ≠ “) + 2–I0) sinh
AÔ

�t

2

BB

e≠(–+“) t
2

Då r = 1 och ⁄± = 0, ≠(– + “) kan, enligt sats 2.4 lösningen skrivas på formen

C1e
⁄≠tv1 + C2e

⁄+tv2

med motsvarande egenvektorer

v1 =
Q

a“

–

R

b , v2 =
Q

a 1
≠1

R

b .

Konstanterna C1 och C2 fås genom att lösa systemet
Y
_]

_[

C1“ + C2 = E0

C1– ≠ C2 = I0
∆

Y
_]

_[

C1 = E0+I0
–+“

C2 = –E0≠“I0
–+“

.

Alltså blir lösningen
Q

aE(t)
I(t)

R

b = E0 + I0
– + “

Q

a“

–

R

b + –E0 ≠ “I0
– + “

e≠(–+“)t

Q

a 1
≠1

R

b

För Ṙ fås

Ṙ = “I

∆ Ṙ = “–
E0 + I0
– + “

≠ “
–E0 ≠ “I0

– + “
e≠(–+“)t

∆ R =
⁄

“–
E0 + I0
– + “

≠ “
–E0 ≠ “I0

– + “
e≠(–+“)tdt

∆ R = “–
E0 + I0
– + “

t + “
–E0 ≠ “I0
(– + “)2 e≠(–+“)t + C3
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Vid t = 0 fås konstanten C3 till

R0 = “(–E0 ≠ “I0)
(– + “)2 + C3

∆ C3 = R0 ≠ “(–E0 ≠ “I0)
(– + “)2

så

R = “–
E0 + I0
– + “

t + “
–E0 ≠ “I0
(– + “)2 e≠(–+“)t + R0 ≠ “

(–E0 ≠ “I0)
(– + “)2

∆ R = “–
E0 + I0
– + “

t + “
–E0 ≠ “I0
(– + “)2

1
e≠(–+“)t ≠ 1

2
+ R0.

För Ṡ fås, på liknande sätt som för R,

Ṡ = ≠r“I

∆ S = (≠r)
A

“–
E0 + I0
– + “

t + “
–E0 ≠ “I0
(– + “)2 e≠(–+“)t + C4

B

där integrationskonstanten blir

S0 = (≠r)
A

“
–E0 ≠ “I0
(– + “)2 + C4

B

∆ C4 = ≠S0
r

≠ “
–E0 ≠ “I0
(– + “)2

så

S = (≠r)
A

“–
E0 + I0
“ + –

t + “
–E0 ≠ “I0
(– + “)2 e≠(–+“)t ≠ S0

r
≠ “

E0 ≠ “I0
(– + “)2

B

∆ S = —N

A
–E0 ≠ “I0
(– + “)2

B 1
1 ≠ e≠(–+“)t

2
+ S0 ≠ “—N

A
E0 + I0
– + “

B

t.

Det bör påpekas igen att dessa lösningar endast gäller för små t och inte då t æ Œ.
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4
Simuleringar av Covid-19

Följande simuleringar är gjorda med hjälp av data från [2]. Parametern — är skattad
med hjälp av trial and error för att passa data, parametern “ sätts till 0.2. Vi har
medvetet valt att inte ta med veckorna under sommaren då rapporteringen av antal
smittade inte var kontinuerlig. Källkod finns i Appendix A.

4.1 SIR

Figur 1: Covid-19, 2020-09-01 till 2021-02-01



Figur 2: Covid-19, 2021-02-01 till 2021-07-01

Figur 3: Covid-19, 2021-10-01 till 2022-05-01

I figur 1 och 2 följer de förutspådda antalet smittade (röd prickad) de rapporterade
fallen bra. I figur 3 ser vi en mycket brantare top än förutspått. Detta skulle kunna
förklaras med att maximum nås strax efter jul, då många personer som normalt sett
inte trä�as, trä�ades då.
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4.2 SEIR

Figur 4: Covid-19, 2020-09-01 till 2021-02-01

Figur 5: Covid-19, 2021-02-01 till 2021-07-01

22



Figur 6: Covid-19, 2021-10-01 till 2022-05-01

I figur 4-6 illustreras samma data som i figur 1-3 men mot SEIR-modellen. Vi får
nästan identiskt resultat för SEIR-modellen som för SIR-modellen med marginellt
bättre passning för figur 6.
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4.3 Olika värden på —

Figur 7: Simulering av SIR modellen mot olika värden på parametern —

I figur 7 illustreras hur antalet smittade vid tid t påverkas av förändring av —, vi
låter — variera mellan [0.2, 0.5] och därmed r-talet mellan [1, 2.5], “ = 0.2.
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5
Analys och Resultat

Denna uppsats presenterar och gör beräkningar för två olika modeller för smitt-
spridning baserade på ordinära di�erentialekvationer. Några viktiga satser och de-
finitioner tas upp, däribland 2.3 även kallad Epidemic threshold theorem som först
bevisades av A.G. McKendrick och W.O. Kermack. Vi har visat olika metoder för
att lösa komplexa system av di�erentialekvationer, Laplace-transformation, varia-
belsubstition och användning av sats 2.4. Vi visar hur matematiska modeller kan
användas för modellering av smittspridning och hur restriktiktioner, det vill säga
förändring av — kan påverka smittspridning och “platta ner“ kurvan.
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A
APPENDIX

Laplace-tabell
f(t) L{f(t)}

sinh(at) a
s2≠a2

cosh(at) s
s2≠a2

R-kod

data_1 <≠ read_e x c e l ( data_path_1)

# Extrac t the r e l e v a n t columns from the data

observed_dates_1 <≠ as . Date ( data_1$Date , format = "%Y≠%m≠%d" )
# Convert date column to proper date format

observed_ca s e s_1 <≠ data_1$ConfirmedCases

N <≠ 300000
i n i t i a l_i n f e c t e d_1 <≠ observed_ca s e s_1 [ 1 ]

# I n i t i a l number o f i n f e c t e d i n d i v i d u a l s ( f i r s t observed case )

i n i t i a l_s t a t e_1 <≠ c (S = N ≠ i n i t i a l_i n f e c t e d_1 ,
I = i n i t i a l_i n f e c t e d_1 , R = 0)
# I n i t i a l number o f i n d i v i d u a l s in each compartment

t imes <≠ seq (0 , length ( observed_dates_1) ≠ 1 , by = 1)

# Function to de f i n e the SIR model

s i r_model <≠ function (time , s ta te , parameters ) {
with ( as . l i s t ( c ( s ta te , parameters ) ) , {

dS <≠ ≠beta � S � I / N



dI <≠ beta � S � I / N≠ gamma � I
dR <≠ gamma � I

return ( l i s t ( c (dS , dI , dR) ) )
})

}

# Set the i n i t i a l v a l u e s and parameters

parameters_1 <≠ c ( beta = 0.25 , gamma = 0 . 2 )
# I n f e c t i o n and recovery r a t e s

# So lve the model

s o l u t i o n_1 <≠ ode (y = i n i t i a l_s t a t e_1 , t imes = times , func =
s i r_model , parms = parameters_1)

# Extrac t the i n f e c t e d compartment from the model ’ s s o l u t i o n

pred i c t ed_i n f e c t e d_1 <≠ s o l u t i o n_1 [ , " I " ]

# Create a data frame fo r v i s u a l i z a t i o n

data_plot_1 <≠ data . frame (
date_1 = observed_dates_1 ,
observed_1 = observed_ca s e s_1 ,
p r ed i c t ed_1 = pred i c t ed_i n f e c t e d_1

)

# Plot observed and p r e d i c t e d data

plot_1 <≠ ggp lot ( data_plot_1 , aes ( x = date_1) ) +
geom_l i n e ( aes ( y = observed_1 , c o l o r = " Observed " ) , s i z e = 1) +
geom_l i n e ( aes ( y = pred i c t ed_1 , c o l o r = " Pred ic ted " ) , s i z e = 1 ,
l i n e t y p e = " dashed " ) +
labs (x = " Date " , y = "Number� o f � I n f e c t e d " ) +
scale_c o l o r_manual ( va lue s = c ( " Observed " = " blue " , " Pred ic ted " =
" red " ) ) +
theme_minimal ( )
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l ibrary ( deSolve )
N <≠ 10000

# Function to de f i n e the SIR model

s i r_model <≠ function (time , s ta te , parameters ) {
with ( as . l i s t ( c ( s ta te , parameters ) ) , {

dS <≠ ≠beta � S � I / N
dI <≠ beta � S � I / N ≠ gamma � I
dR <≠ gamma � I

return ( l i s t ( c (dS , dI , dR) ) )
})

}

# Set the i n i t i a l v a l u e s and parameters

i n i t i a l_s t a t e <≠ c (S = 10000 , I = 1 , R = 0)
# I n i t i a l number o f i n d i v i d u a l s in each compartment

beta_va lues <≠ c ( 0 . 3 , 0 . 4 , 0 . 5 ) # Mul t i p l e va l u e s o f be ta

gamma <≠ 0 .2 # Recovery ra t e

# Set the time po in t s f o r which to s o l v e the model

t imes <≠ seq (0 , 100 , by = 1)

# Increase p l o t s i z e based on maximum va lue s

par ( pty = " s " , mar = c (5 , 5 , 4 , 2) + 0 . 1 )

# I n i t i a l i z e an empty p l o t

plot ( times , type = "n " , yl im = c (0 , max( I ) ) ,
y lab = "Number� o f � I n f e c t e d � I n d i v i d u a l s " , main = " SIR�Model " )

# Plot the r e s u l t s f o r each be ta va lue

plot_legend <≠ FALSE # Flag to c o n t r o l l e gend d i s p l a y

for ( i in seq_along ( beta_va lue s ) ) {
parameters <≠ c ( beta = beta_va lues [ i ] , gamma = gamma)
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s o l u t i o n <≠ ode (y = i n i t i a l_s ta te , t imes = times ,
func = s i r_model , parms = parameters )

# Extrac t the s o l u t i o n f o r each compartment

S <≠ s o l u t i o n [ , " S " ]
I <≠ s o l u t i o n [ , " I " ]
R <≠ s o l u t i o n [ , "R" ]

# Add l i n e s to the p l o t

l ines ( times , I , col = i , lwd = 2)

# Add legend

i f ( ! plot_legend ) {
legend ( " t op r i gh t " , legend = paste ( " Beta�=" , beta_va lues ) ,
col = seq_along ( beta_va lues ) , l t y = 1 , lwd = 2)
plot_legend <≠ TRUE

}
}
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