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Sammanfattning

Denna uppsats ger insyn i diskret geometri, genom att analysera tva intressanta problem:
vad ar det minsta antalet korsningar fér grafer ritade i planet och anvindningen av polynom-
metoden pa Kakeyaméngder 6ver dndliga kroppar. Uppsatsen presenterar korsningsnummer-
solikheten - en central sats inom incidensgeometrin som anger det minsta antalet korsningar
som en graf ritad i planet kan erhalla. Denna sats tillampas sedan pa Szemerédi-Trotters sats
om minsta antalet incidenser mellan punkter och linjer. Vidare underscker vi hur polynom-
metoden kan anvindas for att 16sa problemet med Kakeyamangder 6ver dndliga kroppar, och
ger dven en bakgrund till det klassiska Kakeya problemet. Genom att tillimpa polynomme-
toden utforskar vi dess potential som ett problemlésningsverktyg, och erbjuder ett alternativt
synsétt pa Kakeya problemet.



Abstract

This thesis provides insights into discrete geometry by analyzing two interesting problems:
the minimum number of crossings in a graph draw in the plane and application of the poly-
nomial method on finite field Kakeya problem. This thesis begins by presenting the crossing
number inequality - an important theorem in the incidence geometry field, that determines
the least amount of crossings a graph can have when drawn in the plane. We then apply this
inequality to the Szemerédi-Trotter theorem, which is about the possible number of incidences
between lines and points. Finally, we explore the polynomial method in the context of the
finite field Kakeya problem, as well as a background to the original Kakeya problem. By
applying the polynomial method, we demonstrate its potential in future usage and provide an

alternative perspective on the Kakeya problem.
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1 Introduktion

Simpla problem kan vid forsta anblick verka sjalvklara. Var intuition kan dock bedra oss, och var
méanskliga formaga att overskatta var kunskap kan leda till att vi underskattar komplexiteten i
vissa fragor. Diskret geometri &r ett sddant omrade. Ta till exempel problemet med att bestdmma
det minsta antal korsningar en graf ritad i planet kan ha. Vi kanske tror oss veta vad svaret &r
intuitivt, men vid djupare undersokning visar det sig att svaret inte ar lika sjélvklart.

Diskret geometri dr en gren av matematiken som studerar strukturer och egenskaper som éar dis-
kreta snarare &n kontinuerliga. Ett delomrade av diskret geometri dr incidensgeometri, som bland
annat intresserar sig for relationen mellan punkter och linjer. Ett sérskilt intressant problem inom
incidensgeomtrin ar crossing number inequality, eller korsningsnummersolikheten pa svenska. Det-
ta problem handlar om det minsta antal korsningar som kan uppsta nir en graf ritas i planet, dar

grafens noder och kanter kan tédnkas vara punkter respektive linjer.

Korsningsnummersolikheten kan anvidndas for att tackla andra matematiska problem, som bland
annat Szemerédi—Trotters sats. Denna sats talar om antalet mdjliga incidenser mellan punkter och

linjer i det euklidiska planet.

Ett annat intressant problem som inte ursprungligen hérde hemma i den diskreta geometrin &r
Kakeya problemet. Fragan den stéller sig lyder: givet att man roterar en nal 360 grader, vad ar
den minsta arean som kan innesluta nalen? Detta kan ses som att man har en linje i varje riktning.
Kakeya problemet transformerades senare till den diskreta geometrin genom att anta ett nytt per-

spektiv, dar Wolff undrade om man sag Kakeya problemet 6ver dndliga kroppar.

Det skulle behdvas nya verktyg och metoder for att kunna tackla Kakeyas problem &ver dndliga
kroppar.Med mycket méda kom man fram till den briljanta tanken: polynommetoden. Polynom-
metoden anvéndes for att bevisa hypotesen om Kakeyas problem 6ver dndliga kroppar. Vilket inte

bara gav ett nytt verktyg for att 16sa matematiska problem, utan &ven en ny synvinkel.

I denna uppsats kommer vi utforska krossningsnummersolikheten, liksom ge bakgrundsfakta om
nagra fascinerade genombrott for korsningssnummerolikheten och annat. Vi kommer att pavisa dess
roll i beviset av Szemerédi—Trotters sats. En kort bakgrund till det ursprungliga Kakeya problemet
for att avsluta med Kakeya problemet 6ver dndliga kroppar med polynometoden, och verktygen

som behovs for den.



2 Incidensgeometri

2.1 Grafer

For att fa fullstdndig forstaelse for uppbyggnaden av korsningsnummersolikheten redogors anviand-

bara definitioner, satser och annat.

Definition 2.1 (Graf). En graf G é&r ett par G = (V, E), dir V &r méngden noder (hérn), och
E ir mingden kanter (bagar). Miangden E bestar av oordnade par {u,v} av noder dir u,v € V
och u # v.

1 2

Figur 1: Hlustration av tva grafer

En graf G = (V, E) dr ett matematiskt objekt, diar V dr grafens noder och E ar grafens kanter. Det
vanligaste sdttet att illustrera en graf &r genom att rita noder v som punkter, sedan sammanbinda
tva punkter med ett linjestycke for att bilda en kant e [I2]. Ritningen av en graf kan avvika,
ty budskapet forblir detsamma. Sjilvaste ritningen ar inte av en stor betydelse, viktigaste ar att
information géllande noder och kanter formedlas pa samma satt. En kant {u, v} skrivs vanligtvis
som uv eller vu. De grafer som presenteras i denna uppsats kommer att vara enkla.

Ovan illustreras exempel pa hur tva grafer kan ritas.

Ezxample 2.2. Graf 1 i Figur 1:
bestar av noderna
VvV =1{1,2,3,4,5,6,7}

och kanterna

E={{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{1,7},{2,3},{2,5},{2,6},{3,4}, {3, 7}, {4,6},{6,7} }.

|V| =7 och |E| = 12, har kan vi alltsa utldsa att det finns 7 stycken noder och 12 stycken kanter

pa graf nummer 2.

Example 2.3. Graf 2 i Figur 1:
bestar av noderna

V =1{1,2,3,4,5}

och kanterna

E={{1,2},{1,5} {5,6} {3,5} {2,3} {2,5}}.
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Antalet noder ar |V| = 5 och antalet kanter dr |E| = 6. Med andra ord s finns fem stycken noder
och 6 kanter.

Ezample 2.4. Figur 2. har V = {1,2,3,4,5,6,7,8} och E = {{7,8},{2,3} {3,6} {3,4} {4,6} {5,6}}.
|V| =8 och |E| = 6.

Figur 2: Alternativ illustrering av en graf

Definition 2.5. (Enkel graf) En graf G ar enkel om den uppfyller:

A A
(i) Inga dglor: om det for varje v € V giller att {v,v} ¢ E. Vi vill inte ha 1
(it) Inga multikanter: om det {6r varje oordnat par noder u,v € V géller att det finns hogst en

~ -~
kant mellan u och v. Vi vill inte att 3 ~——— 4

Definition 2.6.
e Tva noder u,v € V kallas narliggande noder eller grannar om {u,v} € FE och u # v.
o om {u,v} € E da ar u granne till v.
e En nod v € V och en kant e € F kallas incidenta om v € e.
e Tva noder incidenta med en kant kallas &ndpunkter.

o Tva kanter e,e’ € E kallas incidenta om e Ne’ # &. Om e # €' kallas de tva kanterna

narliggande kanter, givet att de har en gemensam dndpunkt.

Ezample 2.7. Lat G = (V, E) varen graf s att V = {u, v, w,r, s,¢t,q} och E = {{u, v}, {v,w} {v,r},{t,q}}.

Da u,v ar nérliggande noder liksom v, w och v, medan s inte dr nérliggande med nagon annan
nod. Observera att bland annat noderna u och v &r incidenta med kanten wv eftersom u,v € F,
och att de ar &ndpunkterna till wv. Daremot dr noden s inte incident med nagon kant pa grund av
att s ¢ F.

Kanterna {u,v} och vr ar nérliggande kanter av den orsaken att de har en gemensam nod v, det
vill siiga uv Nor # @. A andra sidan s& har kanten ¢t inga nérliggande kanter, emedan gt Ne = @
for varje kant e € E \ gt samt e # gt. Slutligen, v har grannarna w,w och r, samtidigt som s inte

har négra grannar.
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Definition 2.8. (Gradtal) Gradtal eller valens f6r en nod v i en graf G ar antalet grannar till

v, och skrivs som §(v).
Ezample 2.9. Anta att G = (V, E) &r en graf, 1at
V ={u,v,w,r,s}

och
E = {{u,v},{v,w}{v,r}, {s,v}, {r,u},{s,r}}.

Da far vi att gradtalet ar:

x | Grannar till z | §(x)
U r,v 2
v U, W, T, S 4
w v 1
r U, U, S 3
s v,T 2

Definition 2.10. (Vig) En vég i en graf G kan beskrivas som en {6ljd av noder vy, va, ..., 0541 € V,
dar {v;,v;41} € E for alla i = 1,2,...,k + 1. En vig kan skrivas som v; — vy — ... = v, dir v,
kallas startnod och v kallas slutnod for viagen. En vig v; — vs — ... — vy dr sluten om
V1 = Vg1, annars ar vigen oppen. For en sadan sluten vidg om k& > 3 och vy = v,,, da kallas det
fér en cykel. Om G saknar cykler kallas G acyklisk. En enkel vig ar en vig bestaende av unika

noder sa att v; # v; och dir ¢ # j.

Definition 2.11. (Sammanhéngande graf) En graf G ir en sammanhingande graf om det {or
varje par av noder u,v € G, existerar en viag i G fran en nod wu till en nod v. Annars kallas G for
en osammanhingande graf.

2.1.1 Delgrafer

Definition 2.12. (Delgraf) En graf G’ = (V',E’) 4r en delgraf till grafen G = (V,E) om
@ #V'CVoch E' CE. Visédger ocksa att G ar en supergraf till G', och skriver G’ C G.

Definition 2.13. (Inducerad delgraf) Lat G’ = (V’/, E’) vara en delgraf till G = (V, E), om E’

innehaller alla kanter {u,v} € E nir u,v € V', da kallas G’ en inducerad delgraf av G.

12
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G graf G’ delgraf G" inducerad delgraf

2.1.2 Speciella typer av grafer

Definition 2.14. (Skog,trdad,blad)[I1] En acyklisk graf G (se definition for mer information)
kallas en skog. En sammanhéingande skog kallas ett triad. Noderna i ett trid med §(v) = 1 kallas

ett blad, medan de 6vriga kallas inre noder.

Definition 2.15 (Komplett Graf). En komplett graf &r en graf sidan att varje par av noder
har en kant som sammanbinder dem. Den kompletta grafen med |V| = n noder betecknas K,, och

bestér av |E| = (3) = % kanter.

2.2 Grafer ritade i planet

Vi definierar nu mer exakt vad vi menar med en ritning i planet med féljande definition.

2.2.1 Ritning av en graf

Definition 2.16. (Ritning i planet) En ritning av en graf G = (V, E) i planet R? associerar varje
nod v € V med en unik punkt f(v) € R2. Varje kant {u,v} € E representeras av en kurva som ir
bilden av en injektiv kontinuerlig avbildning g : [0, 1] — R?, s& att dindpunkterna ¢g(0) = f(u) och
g(1) = f(v) sammanbinds ( se ocksd definition for mer om kurvor).

Vi antar dven att tva kurvor som mest kan ha en gemensam punkt, antingen en d&ndpunkt eller
korsningspunkt, men inte flera.

Varje andlig graf kan ritas pa planet, genom att placera ut noderna pa en godtycklig position och
dérefter rita kanter som en kurvad eller rak linje fran den ena punkten till den andra.

En korsning i ritningen R av grafen ér en punkt  och tva par av ritade kanter er och €, sa att

x € er N e, samt att ep och e, inte har en gemensam dndpunkt.

Definition 2.17. En graf G ar plandr om den kan ritas i planet sidan att tva kanter aldrig korsar
varandra. En sddan ritning kallas for en plan inbaddning eller plan ritning av G. Vi sidger att

en plan graf &r en ritad planir graf sa att inga kanter korsar varandra.

Example 2.18. Har illustrerar vi tre stycken olika fall. Grafen K5 &r en icke-plandr graf pa grund
av att hur man an ritar om den sa kommer den alltid ha minst en korsning. Grafen K, ar en planir
graf eftersom man kan rita den pa ett sadant sétt att den inte har nagon korsning. Slutligen, den

sista grafen &r en plan graf av den anledningen att ritning inte korsas i nagon punkt.
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Icke-planar graf Planar graf Plan graf

Figur 3: Illustrerar icke-plan, plandr och plan graf

2.2.2 Grafens regioner

Definition 2.19. (Kurva) En kurva ér en mingd I' C R? pd formen {v(t) : t € [0,1]}, dér ~ :
[0,1] — R? ér en kontinuerlig avbildning. Funktionen v(¢) ér en parametrisering av I'. Punkterna
~(0) och (1) ar kurvans &ndpunkter.

En kurva &r sluten om ~(0) = v(1). En kurva &r enkel om den &r injektiv pa [0, 1], férutom

dandpunkterna v(0) = v(1). Om kurvan ar bade enkel och sluten kallas kurvan en Jordan kurva

Sats 2.20 (Jordans kurvsats[8]). Ldit C vara en Jordan kurva i planet R?. Dd kommer dess komple-
ment R\ C bestd av tvd sammanhingande komponenter. Déir ena komponenten dr begrinsad (det

interna) och den andra obegrinsad (det externa). Kurvan C avgrinsar bada dessa tvd komponenter.

Definition 2.21. (Region) I en ritning R av en graf G i planet, s bestdr R>\ R av dndligt manga
ytor som kallas regioner (omraden). En yta ar obegransad och kallas den yttre regionen, medan
de 6vriga ytorna kallas inre regioner och ir begrinsade. En regions rand ar en delgraf av alla

noder och kanter som innesluter den.

Till exempel skulle denna ritning av en graf anses ha 7 regioner.

Figur 4: 7 stycken olika regioner

2.2.3 Korsningsnumret av en ritad graf

Definition 2.22. (Korsningsnummer) Korsningsnumret av grafen G = (V, E), betecknat som

cr(@), ar det minsta heltalet k for vilket det finns en ritning av G i planet med k korsningar.

14



Remark 2.23. Antalet korsningar forvintas 6ka om vi fixerar noderna och okar antalet kanter.

Likasa forvintas antalet korsningar minska om vi 6kar antalet noder och fixerar kanterna.

Proposition 2.24. [T9] En graf G dr en plandr graf om och endast om cr(G) = 0.

Ezample 2.25. Om vi tittar pa den kompletta grafen Ky, sa har den cr(K4) = 0, alltsa far vi att

K, ér en planér graf. En ritning av K4 utan korsningar visas i figur [f]

3

1 2

Figur 5: En ritning av K4 utan nagon korsning

2.3 Sannolikhet
Definition 2.26. (Stokastisk variabel) En stokastisk variabel X dr en funktion X : } — R frén

utfallsrummet €2 till de reella talen R.

Example 2.27. Lat oss illustrera en diskret stokastisk variabel med ett enkelt exempel. Anta att vi

kastar ett mynt tva ganger. Lat X = {Antalet klavar} vara en slumpvariabel, dar vart utfallsrum

ar Q = {{krona,klave}, {klave klave}, {krona,krona}, {klave krona}}. Sa
o X (krona,krona) = 0,
o X (krona,klave) = 1,
e X(klave krona) = 1,
o X(klaveklave) = 2.

Vi definierar en sannolikhetsfordelning pé utfallen pa féljande vis:
p: P(Q) = R>p, med p(Q2) = 1.

Detta ger att sannolikheten for de olika utfallen &r:

o p(krona,krona) = 1,

i

o u(krona,klave) =
« p(klavekrona) = 1,
o p(klave klave) = 1.

Vi far darfor att

o

\}

[u—
ENTEN CIEaN
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Definition 2.28. (Vintevirde)
Lat X vara en diskret stokastisk variabel (eller slumpvariabel) med de moéliga utfallen x1, 23, ..., ,,
och motsvarande sannolikheter P(X = z1), P(X = z3),..., P(X = z,). Vantevirdet av X kan

skrivas som E[X], och definieras som:

E[X] = Zz - P(X =),

ddr den stokastiska variabeln X antar virdena x; med sannolikheten p; € [0,1] och > | p; = 1.

Definition 2.29 (Linjiriteten av vantevirde). Lat Xj,...,X,, vara slumpvariabler, dir X =

c1Xq,...,c, X, och ¢ € R. D4 sédger linjariteten av vantviarde att
E(X) = aiE(X1) + ... + cnE(Xn).

Styrkan hos principen om linjdriteten av vantvirde kommer fran att det inte finns nagra restrik-

tioner pa X;, oavsett om den &r beroende eller oberoende [7].

Ezxample 2.30. Anta att jag singlar slant 1000 ganger, vad ar vanteviardet av X = antalet klavar?
Losningen: Vi later X vara den stokastiska variabeln som representerar antalet gdnger man far
klave nar man utfor 1000 myntkast. Anta dessutom att myntet &r rattvist.

Utfallsrummet: 2 = {(krona, klave)1900}.

Observera att X = quo Z; beror pa variabeln Z; som ar det i:te myntkastet.

klave — 1, p:%,
"\ krona—0, p=1, dari=1,2,..,1000.
! 1 1
Mmzzpﬁmgzli+0§=§

Véntevirdet av X blir siledes E(X) = Z}iﬂo E(Z;). Genom att anvinda oss av linjériteten av
vantvirde (se definition [2.29) far vi att vintevirdet kan skrivas som

1000
1000
E(X) =Y E(Z;) = E(Z + Z2 + .. Z1oo0) = B(Z1) + E(Z2) + ...E(Z1000) = —5 = 500.
i=1

Det vill sdga: vanteviardet av antalet klavar efter 1000 myntkast ar 500.

2.4 FEulers formel

Lemma 2.31. Om G = (V, E) dar ett sammanhdngande trad, dd giller att
[El = V] -1 (1)

Bevis. Vi visar detta med hjélp av induktion pa antalet noder |V|.
Basfallet, betrakta antalet kanter |V| = 1, inséttning i (1) ger 1 = 1 — 1 = 0, detta stdmmer
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eftersom G ar ett sammanhingande trad.
Anta att formeln géller for ett trad med hogst |V| = n noder. Detta innebédr att en sddant trad
enligt har |E| = |V|—1=mn — 1 kanter. Vi vill nu visa att formeln géller f6r n + 1 noder.

Lat T vara ett trdd med n + 1 noder, vilj nu ett blad; ett sadant kan hittas genom att vélja en
godtycklig nod t som startpunkt, ror dig nu i en riktning fran noden utan att bestka samma granne
igen. T' saknar cykler (se definition . Det foljer da att man inte kan passera samma nod mer
dn en gang, och denna nod ar ett blad, alltsd maste vi vid ndgon nod s s& smaningom stanna, i
och med att grafen d&r sammanhéngande. Ta nu bort bladet s; med den forsvinner d&ven en kant,
vilket skapar ett nytt trid 7"(V’, E') (se figur [6).

Ur detta foljer att vi kan skriva ett samband mellan T och T” som
[E'l=E[-1  [V[=V]-1

Om vi nu gor en omskrivning: |E’| + 1 = |E| och |[V'| +1 = |V/|. Enligt vart induktionsantagande
s& far vi att T :s noder |V’| = n och kanter |E’| = n— 1. Darmed om vi sétter in dessa i uttrycket,
ser vi att

n+1=|Vl] n=|E|.

Salunda, enligt induktionsprincipen haller formeln i satsen for alla mojliga antal noder |V].

T trad T’ trad

Figur 6: Tva sammanhéngande trad: T och T’

Sats 2.32 (Eulers formel). Anta att G = (V, E) ar en sammanhdngande plandr graf, och lat R

vara en ritning i planet med |V | noder, |E| kanter och |F| regioner. Dd galler att
V= B[+ |F| = 2. (i)

Bevis. Med induktion pa antalet kanter |E| pa grafen G = (V, E).

Basfall, om antalet kanter |E| = 0, da géller att grafen endast bestar av en nod eftersom grafen
ar sammanhéngande och endast bestar av det obegransade omradet. Vi far att |V| — |E| + |F| =
1 -0+ 1 =2, vilket stimmer 6verens med

Anta att formeln ar sann {or alla grafer med |E| = n kanter. Vi vill nu visa att formeln dven géiller

for en graf med |F| = n + 1 kanter.
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Detta ger tva mojliga utfall:

Fall 1:
Grafen G = (V, E) ar acyklisk. Erinra om att en sammanhingande acyklisk graf kallas ett trad
och alltid endast kommer att bestd av en region, ty i enlighet med Jordans kurvsats (se sats
formas inte en extern och intern yta pa grund av att ett trad saknar cykler. Dérfor omsluts ett trad
endast av ett omrade; det obegrinsade omradet(se definition [2.21)), alltsé far vi |F| = 1. Eulers
formel blir da

V=Bl =1 < [E|=|V|-1.

Detta vet vi stdmmer enligt lemma [2.31

Fall 2:

Grafen G = (V, E) innehaller minst en cykel.

Lat oss vilja en godtycklig kant e som ligger pa en cykel. Ta bort e fran G for att bilda en ny
graf G’. Eftersom cykler i enlighet med Jordans kurvsats separerar omradena i tva distinkta ytor,
s& nar e tas bort sammanfogas de tva ytorna till ett omrade. Helt enkelt har grafen G’ adven ett
mindre omrade dn G efter att kanten tagits bort, alltsa ar aven G’ planir. Den nya grafen G’ forblir

dessutom sammanhéngande, av den anledningen att nér vi tar bort en kant fran en cykel, sa kan

@é@ © g ©

En graf med en cykel en graf utan cykel

man fortfarande finna en vig mellan noderna (se figur [7)).

Figur 7: Tva sammanhéngande grafer: med cykel och utan cykel

Foljaktligen, G’ har n kanter och (i) giller enligt vart induktionsantagande. Vi kan da uttrycka G’

med Eulers formel pa foljande sétt

V| = || + |[F'| = 2. (i)

Om vi nu jamfor de tva graferna G’ och G, sd kan vi se att antalet noder ar oférédndrat, men G’

har en farre kant och en farre region 4n G. Vi far da féljande samband mellan dessa tva grafer:
V=Vl |E=|El-1  [F'|=|F|-1

Om vi substituerar in dessa i s& erhalls att
2=V|=(El -1+ (F[-1) = V] = |E]+|F].

Enligt induktionsprincipen kan vi konkludera att formeln géller fér samtliga sammanhidngande
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planéra grafer.

For att illustrera beviset gar vi igenom det i ett exempel:

AN ANRN

Kanter = & Kanter =5 Kanter =4 Kanter=3
Omraden =4 Omraden =3 Omraden =2 Omraden =1

Figur 8: En ritning av Ky

Ezxample 2.33. Betrakta en ritning av K, i planet. Lat oss nu ta bort en kant fran en cykel i
ritningen - i samband med kanten forsvinner &ven en region. Véansterledet i Eulers formel dndras

inte.
VI =B+ F'[=|V]- (B -1+ (F|-1) = V|- |E| + 1+ [F| - 1= |V| = |[E| +|F|.

Om denna procedur upprepas tills tillrdckligt manga kanter tagits bort sa att det endast kvarstar

en region. Antalet regioner blir |F| = 1, och Eulers formel kan da skrivas som
VI-|E|+1=2 <= |V|=|E|+ 1.

Vilket enligt lemma [2.31] var relationen mellan kanter och noder for ett sammanhéngande trad.

2.5 Korsningsnummersolikheten
2.5.1 Teori bakom korsningsnummersolikheten

Proposition 2.34. Lit G = (V, E) vara en sammanhdingande plandr graf med |E| > 2 kanter, och
lait R vara en plan ritning (se deﬁm’tion av G med |F| omrdden. Da gdller att

3|F| < 2|E|.

Bevis. Om vi gor en plan inbdddning av G s& kan vi observera att varje omrade angrinsas av
minst tre kanter.

Denna observation ser ut att leda till olikheten |E| > 3|F|. Det ar dock viktigt att lagga mérke till
att varje kant angransas av exakt tva regioner. Detta leder till att varje kant rdknas dubbelt. Med

hénsyn till detta behdver vi justera var olikhet pa foljande vis
3
1B| 2 5|F),
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vilket i sin tur medfér 3|F| < 2|E]|. O

Korollarium 2.35. Anta att G = (V, E) ar en sammanhdngande plandr graf med |E| > 2 kanter
och |V| noder. Da gdller att
|E| —3|V] < —6.

Bevis. Genom att anvinda oss av proposition i kombination med Eulers formel (se sats [2.32)
s& uppnas det eftersokta resultatet: Enligt proposition kan vi skriva en olikhet mellan en

sammanhéngande planars graf regioner och kanter:
3|F| < 2/ (i)

Vi gér nu en omskrivning av Eulers formel sa att antalet |F| kanter och antalet |V| noder ar pa

samma sida av ekvationen:
VI-I|E[+|F|=2 < [F|=2-|V|+|E|
Om vi sédtter in detta i , leder det till
32— |V|+|E|) <2|E| < |E|-3|V|+6<0

O

Proposition 2.36. Anta att G = (V, E) dr en graf (gdller dven for icke-plandra och osamman-

hdngande grafer). Korsningnumret av G dr dd
cr(G) > |E| - 3|V]| + 6.

Bevis. Lat cr(G) vara korsningsnumret av grafen G. Utfor nu en plan inbdddning av G i planet
med cr(G) korsningar. Genom att ta bort hogst cr(G) kanter fran G, kan vi sékerstélla resultatet
i G'(V', E’) ér en plan graf. Av den anledning att det kan finnas fall dér vi endast behéver ta bort
en korsning, eftersom en godtycklig kant e kan bidra med fler &n en korsning. Om vi till exempel
tittar pa figur [9 sa kan vi notera att endast kanten BD behévs tas bort for att fa en plan graf,
dven fast det finns tva korsningar. Detta leder sdledes till att G’ har minst |E'| > |E — cr(G)|
kanter och |V’| < |V| noder. Enligt Korollarium kan vi uttrycka G’ som

0> |E'| = 3|V/| +6 > |E| — er(G) = 3|V| + 6 <= cr(G) > |E| —3|V] +6.
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Plan inbidddning av G G’, kanten BD har tagits bort

Figur 9: Jamforelse mellan plan inbiaddning av G och G’ dir kanten BD har tagits bort.

2.5.2 Bevis av korsningsnummersolikheten

Sats 2.37 (Korsningsnummersolikheten). Lat G = (V, E) vara en graf (gdller Gven for icke-plandra
och osammanhingande grafer) med |E| > 4|V|, dd foljer att

E]®
> .
cr(G) > AV T2

Bevis. Lat G = (V, E) vara en graf med |E| > 4]V|, och p € [0,1] vara en parameter; virdet pa p
valjs senare. Lat V'’ vara en slumpmaéssig delméangd av V', dar varje val av v € V' sker oberoende

av varandra med sannolikheten p.

Lat G’ = (V', E’) vara den inducerade delgrafen av G som spinns upp av V' (se definition [2.13)) .
Applicera nu Korollarium pa G', 1at dessutom |V’|,|E’| och ¢r(G’) vara slumpvariabler som
berdknar antalet noder, kanter och minsta antalet korsningar (se definition [2.16]) i en ritning av
G'.

Kvantiteten cr(G’) — |E’| 4+ 3|V'| > 0 for alla G’, enligt Prop Om vi tar vantevardet far vi
alltsa

E(cr(G') — |E'| + 3|V']) > 0.

Dérefter genom att utnyttja linjariteten av vintevirde (se definition|2.29)) kan vi skriva om uttrycket

for att fa det nya sambandet
E(cr(G")) = E(|E'|) — SE(|V')). (1)
Definiera nu en indikatorfunktion fér noder.

1 omzeV/,

1\/'(3}):
0 omxz¢V'.

D4 kan vi skriva om véntevirdet av [V’| med hjilp av indikatorfunktionen: om V' = {v1, ..., vy}

sa, ar
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E(lV/D = E(lvl(’l)l) + 1y (1}2) + ...+ 1y (U\V|))
Genom att aterigen utnyttja linjariteten av vintevirde sa ar detta helt enkelt lika med
E(1y:(v1)) + E(1y: (v2)) + ... + E(Lv/ (v)v)))-

Varje nod v € V har sannolikheten p att sluta upp i V'’ och 1 — p att inte sluta upp v ¢ G’. Darfor
blir vantevirdet av att en godtycklig nod vy, slutar upp i G’.

E(ly/(vp)) =p-1+(1—p)-0=p.
Slutligen s kan vi uttrycka vinteviardet av V' som

E(V') = E(Ly:(v1)) + E(1y+(v2)) + ... + EQve(vp))) =p+p+ ... +p=plV]. (1)

For E' giller att eftersom G’ &r en inducerad delgraf bestims kanterna helt av noderna V. Varje
kant e € F kommer ha sannolikheten p? att finnas med i G’: anledningen till detta r att konstruk-
tionen av en kant beror pa valet av tva olika noder; inklusion av dessa tva noder i V' ar dessutom
oberoende.

Definiera nu en indikatorfunktion for kanter.

1 omzeF,

]_E/(:C):
0 omz¢FE.

Vi kan med hjilp av detta skriva det forvintade antalet kanter i G’ som

E(|E']) = E(1pr(e1) + 1pr(e2) + ... + 1pr(em))) = E(1m(e1)) + E(1p/(e2)) + ... + E(1p(em))),

igen genom linjériteten av vantevérdet.

Varje term hér kan berdknas enligt defintionen [2:28 av vintevirde. Siledes far vi att
E(lg(ex) =p-p-14+(1=p)-(1=p) 0+p-1-(1=p)-0+(1~p)-0-p-1=p"
Alltsa far vi da
E(E') = E(1p(e1)) + E(1pr(e2)) + ... + E(Lpr(ejm))) = p* +p° +..p* = p*|E. (i)
Dérmed far vi fran (i) och att

E(V'))=plVl;  E(E'|) =p*El. (2)

Vi betraktar nu en ritning R’ av G’ som induceras av en ritning av G med cr(G) korsningar.
Varje korsning bestar av exakt fyra olika noder (se deifinition for [2.16]) och sannolikheten for att
korsningen ska hamna i R’ ér saledes p*.
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Infor en sista indikatorfunktion for att en korsning ska hamna i R':

1 omke R,
0 omk¢R.

1r (k) =

Vi kan uttrycka det forvantade antalet korsningar i grafen G’ som

E(lp (k) = (p-p-p-p-1")- (j) +((1=p)-0-p-p-p-1°)- (3) +(p-p-1*-(1—p)-(1—p)-0?)- <;l>+

Hp 10 =p) (=) (1= 0 () + (=00 =p 0 -p)- (=)0 () =t

Vintevirdet av antalet korsningar i R’ idr didrmed p*er(G). Hir uppstar det en olikhet eftersom
E(er(G’)) ar minsta antalet korsningar bland alla ritningar av G’, medan en ritning R’ av G’ inte
nodvindigtvis behover det minsta antalet korsningar. Med andra ord, den partikuldra ritningen R’

av G’ kanske inte dr den mest optimala. Alltsd ar

pler(G) = E(er(G")). (3)
Om vi nu séatter ihop , och sa far vi

p4cr(G) > p?|E| - 3p|V| < cr(G) > p ?|E| - 3p~3|V|.

Detta géller oavset p € [0,1]. Genom att sedan vélja p := % fas

|E|?
> .
er(G) > GA[V ]2

O

Remark 2.38. Notera att i detta bevis tog vi bort konstanten —6 fran [2.36] och anvinde oss av
olikheten: er(G) > |E| — 3|V| istéllet.

2.5.3 Applikation av korsningsnummersolikheten

Lat oss nu undersoka det minsta antalet korsningar for tva olika grafer genom att anvdnda kors-
ningsnummerolikheten.

Vi applicerar korsningsnummerolikheten pa tva kompletta grafer: Kg och Kiq

Ezample 2.39. Ky grafen har |V| = 9 och antalet kanter for en komplett graf fas med formeln
|E| = W =938 = 36. For att kunna anviinda korsningsnummerolikheten méste |E| > 4|V

gélla, om vi sdtter in vara viarden sa kan olikheten skrivas om till 36 > 4 -9 = 36 > 36. Salunda,
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Ko Graf Kiyo Graf

Figur 10: Tva stycken kompletta grafer

kan vi anvinda korsningsnummerolikheten.

(K) > 1 |E]? 1 363 S 363
cr — === = — > ——— =

=64 V2T 64 92 T 64-81

Med andra ord sa har varje ritning av Kg i planet atminstone 9 stycken korsningar.

Ezample 2.40. K¢ grafen har |[V| = 10 noder och kanter |E| = m =10 = 45. For att
kunna anvinda oss av korsningsnummersolikheten sd maste |E| > 4|V gilla. Om vi implementerar
vara varden vi fick for kanterna respektive noderna sa kan olikheten skrivas om till 45 > 4 - 10 =

45 > 40. Alltsa, kan vi anvinda korsningsnummersolikheten.

1 |EP 1 45° 45

Kio) > J2
er(K1o) 64 102 64-100

—_ . = = 14.23828125.
=61 V2

Sa CT(KlO Z 15).

Generellt kan korsningsnummersolikheten for en komplett graf K,, skrivas som

{|V\(|V|—1>]3
2

1 L [IVIQVI=DF _ VIV =1 _ n(n=1)°

Kn > = 3
r(Kn) 2 51TV 64-8  [V|]? 512 512

givet att n > 9.

Om vi nu testar formeln for Ky, far vi att

9.83 512

Kqg) > =Y. — =
or(l) 2 o5 =9 55

9.

2.5.4 Det formodade korsningsnumret for en komplett graf

I en artikel fran 1972 spekulerade Richard K [I8]. Guy att korsningsnumret {6r en komplett graf

kan bestdmmas av foljande formel:
LIV [IVI=2] [IVI=2] [IV]=3
Kp) =~ | .
er(Kn) = 4 { 2 ] [ 2 2 2
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For udda V kan vi skriva cr(K,) = & ([V| — 1)%(|]V| — 3)?. Emellertid finns det #nnu inget bevis
for det generella fallet. Denna formel visade Guy géllde for |V| < 10. Senare lyckades man &ven

visa desamma for |V| = 11 och |V| = 12. Resterande fall aterstar att upptéickas [10].

Om vi nu jamfoér vad korsningsnummersolikheten séger, stéllt mot det férmodade faktiska kors-
ningsnumret far vi att

cr(Kg) = 6i4(9 —1)%(9 - 3)% = 36.

o= EYEIEI B

A andra sidan fick vi att korsningsnummersolikheten fér cr(Kg) > 9 och cr(Kyg) > 15.

Och for

2.5.5 Utvecklingen av konstanten i korsningsnummersolikheten

Om vi nu atervinder till korsningsnummersolikheten sa tog den form ar 1973 nér Paul Erdés och

Richard K. Guy [14] stallde sig fragan om vad det minsta antalet korsningar i mer generella grafer

ar[6], vilket resulterade i hypotesen cr(G) > c‘lglz . Det drojde till 1982, nistan ett decennium efter

publiceringen av den férmodade korsningsnummersolikheten, innan tva oberoende bevis presente-
rades samtidigt, vilket var ett rent sammantraffande. Det ena av Frank Thomas Leighton [20] som
.. E? .
fastillde cr(G) > % dér ¢ = 5=,
sitt antagande ett decennium tidigare. Det andra beviset, av Miklés Ajtai, Vaclav Chvatal, Monty

utan nagon kinnedom om att Erdds och Guy hade publicerat

Newborn och Endre Szemerédi[2], specificerade ¢ = 155.

Senare i ett mejlutbyte mellan Bernard Chazelle, Micha Sharir och Emo Welzl kunde konstanten

forfinas till ¢ = 6%1[4]. Deras bevis var dessutom baserat pa den probabilistiska metoden, och ar

grunden for beviset presenterat hér.

Janos Pach och Géza Téth publicerade en ny begrinsning med ﬁ > ¢ > 0.09 [21]. T borjan av
1

2000-talet konstaterade Janos Pach, Joel H. Spencer och Géza T6th att den nedre grénsen ¢ = 55—+
gillde om |E| > 7.5V [23].

Ar 2006 forbittrade Janos Pach, Rado§ Radoici¢, Gabor Tardos och Géza Téth konstanten till
et & zi5e under forutsittningarna att [E| > 22|V [22].

Den hittills bésta nedre begrénsningen presenterades av Eyal Ackerman 2019 med ¢ = 2—19 givet att

villkoret |E| > 6.95|V] &r uppfyllt[I].

CcC =

2.6 Szemeredi-Trotters sats
2.6.1 Incidenser mellan punkter och linjer

Definition 2.41. Givet en dndlig samling av punkter P och linjer L i planet R? 1it
I(P,L):=|{(p,]) e Px L:pel},

vara antalet incidenser mellan P och L.
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En intressant foljdfrdga som uppstar dr: vad dr det maximala antalet incidenser mellan dessa
punkter och linjer [29]7 Fragan om det minimala antalet &r inte av lika stort intresse, eftersom att
man utan nagra storre svarigheter ser att svaret blir 0. For att atervinda till frigan som &r av
intresse; forsok maximera I(P, L) for ett visst antal |P| och |L|. En 6vre begrinsning hade kunnat
vara I(P, L) < |P||L|. Lat oss nu undersoka nagra incidenser mellan punkter och linjer for att fa

en battre kansla for hur det kan se ut.

Ezample 2.42. Vad ar incidenser mellan punkter och linjer for ett pentagram ritat i planet? (se

figur

Figur 11: Ett pentagram

Vid varje skdrningspunkt mellan tva linjer uppstar det en punkt, varav denna punkt ligger pa
bagge linjerna. Det finns totalt tio stycken skidrningar mellan alla linjer, s& vi far att I(P, L) = 20.
Av den orsaken att 2 - 10 = 20 for att vid en skérning sa dr punkten incident med tva linjer. Om

vi jamfor med den triviala begrésnigen far vi att den ar
|P|-|L| =510 = 50.

Szekely insag ar 1997 att korsningensnummersolikheten ar ett kraftfullt verktyg for att underlitta
bevisen av ménga svara olikheter inom kombinatorisk incidensgeometri [26]. Detta ledde i sin tur
till att beviset av Szemeredi-Trotters sats kunde férenklas med hjélp av korsningsnummersolikhe-
ten. Szemeredi-Trotters sats dr en fundamental sats inom incidensgeomtrin som talar om en &vre

begransing for antalet incidenser mellan en dndlig samling punkter och linjer i planet.

Ezample 2.43. Om vi staller samma fraga som tidigare, fast for en triangel ritat i planet? (se figur

)
Liksom det tidigare exemplet s& kan vi se att nér tva linjer ar incidenta bildas en punkt. Denna
punkt kommer att vara incident med bégge linjerna, eftersom det &ar totalt tre stycken skdrningar

far vi att I(P,L) =2-3 = 6. Om vi dven hir jamfér med den triviala begransningen far vi att

IP|-|L|=3-3=09.
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Figur 12: En triangel

2.6.2 Bevis av Szemeredi-Trotters sats med hjilp av korsningsnummersolikheten

Sats 2.44 (Szemeredi-Trotter). Lat P wvara en dndlig mangd punkter och ldt L vara en dndlig
mangd linjer i planet.
Da féljer:

I(P,L) < A|P|5|L|5 +4|P| +|L]

Bevis. Vi kan borja med att ta bort linjerna [ € L som inte dr incidenta med nédgon punkt i P, av
den orsaken att de inte bidrar ndgot till 7(P, L). Lat oss darfor anta att varje linje i L ar incident
med minst en punkt i P. Betrakta nu en graf G = (P, E') dar grafens noder dr punkterna i P, och
tva punkter s och ¢ ar bildar en kant om och endast om det 6ppna linjesegmentet fran s till ¢ ligger

pa néagon linje i L och inte ar incident med nagon punkt i P.

Figur 13: Punkterna P och linjerna £ Figur 14: Grafen G = (P, E)

Vi anvinder oss nu av dubbelrdkning pa antalet kanter |E|. Dubbelrikning innefattar att man
kan beridkna nagot pa tva olika séitt och komma fram till samma resultat. Just i detta fall kan vi
observera att om en linje [ € L &r incident med k > 1 punkter i P, da bidrar [ med k& — 1 kanter
till E.

Betrakta exempelvis punkterna 1,2 och 3 pa den réda linjen dar k = 3 i figur Vi far da tva
kanter, eftersom det finns tva linjesegment; ett for vardera intervall.

Summera nu 6ver alla linjer i L, da kan vi uttrycka antalet kanter som
|E| =I(P,L) - |L].

27



Rita nu G i planet sa att noder ar motsvarande punkter och kanter d&r motsvarande linjesegment.
Eftersom varje korsning i ritningen &r en skérning mellan tva linjer, och tva linjer kan skéra
varandra i hogst en punkt, eftersom detta Gverensstimmer med definitionen av korsningsnumret
(se definition , sa galler ¢r(G) < (Ié ‘) < |L|%. Enligt korsningsnummersolikheten giiller att
den kan appliceras om |E| > 4|V|, d& foljer att antingen: |E| < 4|P|, vilket kan skrivas som
I(P,L) < 4|P|+ |L|, eller sa ar |E| > 4|P| och da géller

[E® _ (I(PL)—|L])?

> =
= 64| P2 64 P2

L[> > er(G)

vilket medfor
I(P,L) < 4|L|3|P|3 +|L.

I bégge fallen géller
I(P,L) <4|P|3|L|% +4|P| +|L].

2.6.3 Szemerédi-Trotters sats jamfort med den triviala begréansningen

Lat oss nu illustrera en tillampning av Szemeredi-Trotters sats

Ezxample 2.45. Anta att vi har nagra linjer [ och punkter p i planet, dir vi vill understka antalet
incidenser mellan dessa. Vi har att antalet linjer |L| = 16 och antalet punkter |P| = 27. Om vi nu

tillampar Szemeredi-Trotters sats far vi att
I(P,L) <4-27516% +4.27 + 16 ~ 352.

Salunda, far vi att det hogst kan férekomma 352 incidenter mellan punkterna och linjerna. Medan

om vi istdllet hade estimerat med den triviala begrédnsningen, sa far vi att |L| - |P| = 432.

Ezample 2.46. Anta nu att vi vill berikna antalet incidenser mellan punkter och linjer dir |P| =
|L| = n. Om vi forst later den 6vre begransningen vara den triviala, det vill sdga: I(P, L) < |P|-|L|.
Da far vi att

|P|-|L| =n-n=n?

dirmed ser vi att den vixer kvadratiskt ( som n?).

A andra sidan, om vi anvinder Szemerédi-Trotters sats sa far vi att den 6vre begrénsningen blir
I(P,L) < A|P|3|L|3 + 4|P| + |L| = 4n3n3 + 4n +n = 4n3 + 5n.

Vi ser saledes att n3 kommer dominera néar n blir stort, alltsd vixer Szemeredi-Trotters Ovre

. 4
begrinsning som n3s.
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3 Kakeya

3.1 Introduktion av polynommetoden

Polynommetoden ar en problemldsningsteknik for att 16sa problem av kombinatoriskt slag, genom
att pakalla hjilp fran linjar algebra. Idéen bakom polynommetoden &r att anvinda sig av egenska-

per som polynom besitter for att sedan dra nytta av dessa egenskaper i diverse problem.

En 6verskadlig bild av polynommetoden &r att vi betraktar ett vektorrum av polynom i n variabler
over en kropp F, dar polynomen har grad hogst D > 0. Vi intresserar oss nu fér en méngd punkter
S C F™. Vi forsoker nu att hitta ett polynom p av sa lag grad som mdojligt som forsvinner pa S.

Slutligen, i det sista steget utnyttjar man p i problemlésningen.

3.2 Historian bakom Kakeya problemet: Diskret och kontinuerligt
3.2.1 Kakeya problemet

Ar 1917 stillde Soichi Kakeya fragan: Vilken &r den minsta mojliga storleken/arean/mattet pa en
méngd i ett plan s& att en nal med lingden 1 kan roteras 360° [5]? En méngd K C R” kallas en
Kakeyaméngd om den ar en kompakt méngd i R™, som innehéaller en rat linje med langden 1 i
varje mojlig riktning.

Med S™~1 C R” betecknar vi enhetssfiren. En kompakt mingd K C R™ #r di en Kakeyamingd
om det fér varje v € S"~! finns ett u € R" sd att [ := {u+tv:t €[0,1]} C K.

Lat oss nu illustrera nadgra Kakeyaméangder med hjélp av nagra geometriska figurer (se figur .

Ezample 3.1. Cirkeln med diameter 1 ir en Kakeyamingd i R?, med arean:

1 T
2 = a(2)2 ="~ 0785
A(r) =7r —7r(2) 1 0.785

Example 3.2. En liksidig triangel med hojd 1 dr en Kakeyamingd i R?, med arean:

1
= —= = 0.577.
V3

Example 3.3. En deltoid (dven kallad ’tricuspoid’) ir en Kakeyamingd i R?, med arean:

A(b,h) =

) ‘a‘m

~ 0.393

Utifran dessa exempel kan vi dra slutsatsen att deltoiden har den minsta arena, hélften av cirkelns.

Medan den liksidiga triangeln har mindre area &n cirkeln, men stérre dn deltoiden.
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Cirkel Liksidig triangel Deltoid

Figur 15: Geometriska figurer

Vid samma tid som Soichi Kakeyas problem boérjade ta plats i varlden, fokuserade en rysk matema-
tiker vid namn Abram Samoilovitch Besicovitch sin uppmérksamhet mot ett helt annat problem.
Detta problem skulle senare visa sig ha ett néra relaterat sliktskap med Kakeya problemet, utan

att Besicovich hade nagon kdnnedom om Kakeya problemets existens [9].

Besicovitch avlade examen 1912 vid Sankt Petersburgs universitet, dar han studerade under Andrey
Andreyevich Markov[30]. Hans forsta publicerade arbete handlade om sannolikhetsteori. Ar 1917
utsdgs han till professor i Perm (som senare doptes om till Molotov). Under inbordeskriget 1919
1&g universitetet i ruiner. Ar 1920 atervinde han till Leningrad (nu Sankt Petersburg) dar han
fortsatte sin karridr som professor och foreldsare.

Ar 1917 ville han bekanta sig med matematisk logik, men pa grund av bristande tillgang pa materi-
al i Perms bibliotek; lade han fokus pa ett analytiskt problem. Mer specifikt hade f6ljande problem
fingat hans intresse. Om f : R? — R &r Riemannintegrerbar, maste det finnas ortogonala koordi-
nataxlar sidant att Riemannintegralen f f(z,y)dzx existerar {or varje y och pa ett sidant vis att
| f(z,y) &r Riemannintegrerbar som en funktion av y [15]? Detta problem publicerade han i sitt
papper "Sur deuzx questions d’intégrabilité"ar 1920[9]. Besicovitch kom senare med ett motexempel
genom att konstruera en mingd med noll méatt i planet bestdende av linjesegment av ldangd 1 i
varje riktning. Ar 1919 hade Besicovitchs lyckats konstruera en sadan méngd, som senare skulle
uppkallas efter honom [16]. Nar Besicovitch blev medveten om Kakeyaproblmet i Euklidiska planet
publicerade han en 16sning i Mathematische Zeitschrift ar 1928, vilket bade var fascinerade och gav

upphov till mérkvirdiga figurer [9].

3.2.2 Kakeya problemet Gver dndliga kroppar

Thomas Wolff presenterade 1999 en alternativ syn pa Kakeya problemet. Istéllet for att undersoka

problemet i ett euklidiskt rum, féreslog han att man skulle utforska det éver &ndliga kroppar F,

5.

Lét I, vara en dndlig kropp, och lat n > 1.

Definition 3.4. [25] En linje i F, dr en méngd | C F} pa formen {u + tv : ¢ € Fy}. Dér u € Fy

dr en punkt pa linjen och v € Fy \ {0} ér linjens riktningsvektor.

Definition 3.5. [25] En méngd K C I} dr en Kakeyaméingd om det fér varje v € Fy, finns minst

en linje | med riktningsvektorn v.
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Wolff fragade sig om minsta begrédnsningen for en Kakeyaméngd var
K| > cng",

dér konstanten ¢ endast beror pa n.

3.2.3 Dvir loser Kakeya problemet 6ver édndliga kroppar

2008 publicerade Zeev Dvir 'On the size of Kakeya sets in finite fields’, vilket bekraftade den
framlagda hypotesen [13].

Dvir anvinde polynommetoden for att visa pd en motsagelse i sitt bevis. Ldnge hade man trott
att det dndliga Kakeyaproblmet var av lika svar grad som Kakeya i det euklidiska rummet [17].

3.2.4 Exempel pa dndlig Kakeya

For att illustrera nigra fall av éndlig Kakeya, 14t oss titta pa de éndliga kropparna F3 och F2.

Example 3.6. Lat oss undersdka hur en en Kakeyamingd K C F3 6ver en éndlig kropp kan se
ut. En linje [ kan skrivas som {u + tv : t € Fo} déir u € F3 &r en punkt och v € F3 \ {0} &r

riktningsvektorn. Vi far da féljande mojliga element
u€{(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)};  ve€{(0,1),(1,0),(1,1)};  F2={0,1}.
Detta ger oss att linjerna kan skrivas som:
l1: (0,0) +t(1,1); I2:(1,0)+¢(1,1); lI5:(1,0)+¢(1,0);

Ly (0,1) +£(1,0); I5:(1,0)+£(0,1); Ig: (0,1)+¢(0,1).

————o

Figur 17: I3 och 4

Figur 16: I5 och Ig Figur 18: 1y och Iy

Figur 19: ll, lg, l3, l4, l5 och l(,‘
Vi far sdledes att foljande linjer bildar en Kakeyaméingd K = {ls, 13,15} 6ver den dndliga kroppen

F2. Ligg mirke till att konstruktionen av Kakeyaméngden kunde sett annorlunda ut. Vi kunde till
exempel valt att inkludera Iy := (1,1) + ¢(1, 1), istéllet for lo.
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Example 3.7. Lt oss undersoka hur en Kakeyamingd K C F3 kan konstruerars. En linje [ kan
skrivas som {u + tv : t € F3} dir u € F3 &r en punkt och v € F3 \ {0} dr riktningsvektorn. Vi far

da foljande mojliga element
u € {(0,0),(1,0),(0,1),(2,0),(0,2),(1,1),(2,1), (1,2),(2,2) };

v €{(1,0),(0,1),(2,0),(0,2),(1,1),(2,1),(1,2),(2,2)};  Fs={0,1,2}.

Vi far da att de mojliga linjerna for varje punkt u ar:

| o1 S
0o/ /)
u=(1,0), u=(0,1),
u=(0,0),
_\(0,2
(1,
) (2,0) '
u=(2,0), u=(1,1),
u = (0,2),
1,2) _ {2,2)%
u=(2,2).
u=(1,2),

Figur 20: Alla méjliga linjer

L&t oss nu bilda en Kakeyamingd. En Kakeyamingd i F2 kommer bestd av linjer i fyra olika
riktningar. Om vi utgar fran figur 20 sa kan vi vilja en méngd punkter si att vi far en linje i varje

riktning. Exempel p& punkter dessa linjer passerar genom &r:
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o Riktning (1,2) med utgidngspunkten (0,0) ger punkterna: {(0,0), (1,2),(2,1)}.
o Riktning (1,1) med utgdngspunkten (0, 1) ger punkterna: {(0,1), (1,2),(2,0)}.

o Riktning (1,0) med utgdngspunkten (0,0) ger punkterna: {(0,0), (1,0),(2,0)}.

Riktning (0, 1) med utgangspunkten (0, 0) ger punkterna: {(0,0), (0, 1), (0,2).}.

Salunda, ser vi att dessa punkter ligger pa en linje i varje riktning, och utgoér déarfor en Kakeya-

méngd.

° ° °
(0,0) (1,0) (2,0)

Figur 21: Punkterna linjerna passerar igenom

3.3 Grundliggande definitioner infor polynommetoden

Definition 3.8 (Binér operator). Lat X vara en méingd. En binér operator o pa X &r en funktion
o: X xX =X

Definition 3.9 (Grupp). (G,o) ar en grupp om méangden G utrustad med en binir operator o

uppfyller:
o Associativitet: For alla x,y,z € G; giller (zxoy)oz=xzo (yo z2).

o Identitet: Det existerar ett e € G sé att eox = xoe =z for alla x € G. Vi séger att e ar ett

identitetselement av méngden G
o Invers: For alla x € G; existerar det ett y € Gsa att roy=yox =e.
Gruppen G kallas Abelsk om den dessutom uppfyller:
o Kommutativitet: For alla x,y € G, géller roy=yox

Definition 3.10 (Kropp). En kropp ér en méingd K utrustad med tva binédra operatorer, addition
(4+) och multiplikation (-) och de tvd unika elementen 0,1 som uppfyller:

¢ (K,+) &ar en abelsk grupp med identititetselementet 0
o (K\{0},-) &r en abelsk grupp med identititetselementet 1
« Distributivitet: For alla ,y,2z € K; géller a- (a+b) =a-b+a-c

En konsekvens av definitionen ar att for alla x € K, 0-z =2 -0 = 0.
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Definition 3.11. Vi sdger att en funktion f : A — B pa méngderna A och B &r
B Injektiv om f(a1) = f(a2) medfor att a1 = as
B Surjektiv om for varje b € B existerar ett a € A sadant att f(a) =0
B Bijektiv om f ar injektiv och surjektiv.

Definition 3.12 (Andlig kropp). Vi betecknar F, som en éndlig kropp av ordningen ¢. Ordningen

ar antalet element i kroppen.

Proposition 3.13. [2])] Det finns en dndlig kropp av ordningen q¢ om och endast om q = p", for

nagot primtal p och en konstant r > 1.

Definition 3.14 (Vektorrum). Ett vektorrum V &ver en kropp F ar en méngd tillsammans med
tva operationer: addition och skaldrmultiplikation. Dessa operationer ar sddana att for varje par
av element v,u € V; existerar det ett unikt element v + v € V och for varje a € F; existerar ett

unikt element av € F som uppfyller f6ljande axiom:

o Kommutativitet: For alla v,u € V; géller att v +u = u + v.
o Associativitet: For alla u,v,w € V; géller att (v+u) +w =v+ (u+ w).

« Nollelement: Det finns ett element 0 € V sédan att v+0 = 0+v = 0 for varje element v € V

(0 kallas nollvektorn/nollelementet).
o For varje element v € V finns det ett element (—v) € V sadan att v + (—v) = 0.
o Forvarjev e V; gilleratt 1-v=v-1=w.
o For varje v € V och a,b € F; géller att a(bv) = (ab)v.
e For varje v,u € V och a € F; géller att a(v+ u) = av + au.

o For varje v € V och a,b € F; géller att (a + b)v = av + bv.

Definition 3.15 (Affint delrum). Lat V vara ett vektorrum 6ver F, U C V och U # @ samt
v € V. En méngd pa formen
U+v:={ud+v:4eU}

kallas for ett affint delrum. D4 kallas U ett delrum om det for alla z,y € U och ¢t € F géller att
Bu+vesS.
Wties.

Definition 3.16. Lat F beteckna ett vektorrum av dimension n éver en dndlig kropp F:

Fy = {(21, 22, .., ¥pn) 1 21, T2, ..y Tn € o}
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Ezample 3.17. Lét oss ta vektorrummet F3 som bestér av elementen
{(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}.
Om vi adderar tva element i vektorrummet far vi att
(1,1,1) +(1,0,1) = (2,1,2) = (0,1, 0).

3.3.1 Polynom

Definition 3.18 (Polynom). Ett polynom p(z) av grad n, dir n ar ett icke-negativt heltal, defi-

nieras som en funktion uttryck pa formen
p(l‘) = a‘nxn + an_laTn_l +...+ax+ ag

dar koefficienterna ag, a1, ..., an € F och a, # 0. Termen a,, kallas fér polynomets ledande koeffici-
ent, om a,, = 1 kallas polynomet moniskt.

Polynomets grad betecknas med deg(p) = n.

Definition 3.19. Méngden av samtliga polynom, i en variabel = betecknas K|x].
Definition 3.20. Méangden av samtliga polynom i flera variabler x1, zs, ..., 2, betecknas K[z, ..., ,].

Lat p € K[x1, ..., xp] vara ett flervariabelspolynom med koefficienter i kroppen K. Vi skriver da

ett flervariabelspolynom som:

_ i1 2
p(xlv 7xn) = E Qjy iy Ty,
01500580 >0 G140 Ain <d

dar a;,....;, € K och endast ett dndligt antal &r nollskilda. Vi skriver graden av ett flervariabels-

polynom som deg(p) := max{iy + ... + in : a1,,...,a1, } (illustreras med ett exempel nedan).
Ezample 3.21. Exempel pa tre polynom p, q och r.

o p(z) = 4a* + 223 + 2% + 3 ér ett polynom i en variabel med deg(p) = 4.

e q(z) = 23+ 2% + 2 + 1 &r ett polynom i en variabel med deg(p) = 3.

o r(x,y) = 2y + 22 + yx ér ett flervariabelspolynom med deg(r) = 4.

Definition 3.22 (Homogent polynom). Ett homogent polynom éar ett polynom dér alla noll-

skilda termer har samma grad
Example 3.23. Foljande polynom ér ett homogent polynom 3z° + z2y%z + y*z

Definition 3.24 (Monom). Ett monom kan skrivas pa formen o2 z2? - - 2P dar D; € Nxo.

Den totala graden D av alla termer definieras som
D=Dy+ Ds+..D,.
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Definition 3.25 (Foérsvinande polynom). Lat p € F[zy,...,x,] och 1&t S C F". Vi séger att
p forsvinner pa S om p(a) = 0 for varje a € S. Nollpolynomet ridknas som ett forsvinnande

polynom av sig sjélv.

3.3.2 Notation

Definition 3.26 (Multi-index notation). Vi infér ny notation (till senare).
o a=(a1,...,ap).
o ¥ =gt aln.
o lal=a1 4+ + ap.

deg(a®) = [al.

o P(@1, 0 Tn) = D4 a)<d %t (inte alla 0).

Ezample 3.27. For att gora det tydligare om o = 5, dir a = (2,3), s& far vi att 2% = 22 - 23 och

la] =243 =5.

3.3.3 Linjar avbildning och dimensionssatsen

Tva viktiga definitioner som vi kommer att anvénda i konstruktion av polynommetoden &r: linjar
avbildning och dimensionssatsen. Dessa ger oss insyn i polynomets egenskaper. Med andra ord,
med hjalp av dessa kommer vi att kunna hitta ett nollskilt polynom som férsvinner pa en méngd.

Lat oss darfor definiera dessa.

Definition 3.28 (Linjir avbildning). Lat V och W vara tva vektorrum dér bégge dr definierade
over samma kropp F. En linjar avbildning 7' : V' — W &r en funktion fran V till W som uppfyller:

T+ u)=TwW)+T(u) for alla u,v € V (i)

T(av) = aT'(v) for alla a € F och for alla v € V (ii)

Sats 3.29 (Dimentionssatsen). [31] Lat T : V. — W wara en linjir avbildning dir V dr av en

andlig dimension, da foljer att:
dim(V) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)),

dar nollrummet(kdrnan) av T dr Ker(T) := {¢ € V : T(¥) = 0} och bildrummet av T dar
Im(T):={T[®):veV}

Ezample 3.30. Anta att vi har en linjir avbildning T : R3 — R2. D4 #r dim(V) = 3, och enligt

dimensionssatsen far vi f6ljande uttryck:
dim(V) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)).

Eftersom Im(T) C R? si foljer att dim(Im(T)) < 2, dirav méste dimensionen av kirnan vara
dim(Ker(T)) > 1.
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3.4 Polynommetoden

For att kunna anvénda oss av polynommetoden, behover vi tva kraftfulla verktyg: parameterriak-
ningsargumentet och forsvinningslemmat. Jag kommer nu att beskriva polynommetoden for det

dndliga Kakeya problemet, baserat pa Larry Guths bok ’Polynomial Method ’ [17].

Definition 3.31. Lat Pp(F") vara vektorrummet av polynom i n variabler med koefficienter fran
kroppen F, med grad hogst D. Om det finns n variabler z1,...,x, sd ar Pp(F") C Flz1,..., 1]
bestaende av polynom av grad hogst D. Om D = —1, s géller att P"(F) := {0}, for n > 1. Man
kan kolla att Pp(F™) uppfyller definition av ett vektorrum F(se definition .

Anta att S C F™ ar en dndlig méngd av punkter. Vi vill nu underséka huruvida det mdojligtvis

finns ett nollskilt polynom p(z) € Pp(F™) som forsvinner pa S.

Proposition 3.32. Om dim(Pp(F™)) > |S|, dd finns det ett polynom p(x) € Pp(F"), ddr p(x)

inte dr nollpolynomet, som forsvinner pa S.

Bevis. Lat i, ..., a5 vara punkterna som tillhor S. Lat E representera en evalueringsavbildning:

E: Pp(F") — F%l p(a) = (p(@)),cq

det vill siga E(q(x)) = (¢(a1), ..., q(a)s)). Evalueringsavbildningen tar ett polynom g(x), och ut-
virderar polynomet i varenda punkt ai,...,ag. Till exempel skulle en evalueringsavbildning pa
polynomet k(z,y) = 2? + y> med méngden A = {(1,2),(2,2),(5,3)} avbildas som

E(k(z,y)) = (14 2%), (2% +2%), (5% + 3%) = (9,12,52).

Evalueringsavbildningen &r en linjir avbildning (se definition . Det foljer da att nollrummet
Ker(E) C Pp(F™) bestar av dem polynom i Pp(F™) som férsvinner pad S. Vi antog dessutom att
dim(Pp(F™)) > |5], vilket innebér att kidrnan av E, enligt dimensionssatsen ar icke-trivialt,
alltsa dim(Ker(E)) > 1. Salunda, finns det ett icke-nollpolynom som férsvinner pa S. O

En naturlig foljdfraga ér: Vad ar dimensionen av Pp(F")? Monomen z* - - - 2P dér Dy, ..., D,, >
0 och D1 +...4+ D, utgor en bas for Pp(F™). Genom att rdkna antalet monom via ’stars and bars’,

sd kan vi berdkna dimensionen av Pp(F"). Vi far darfor f6ljande lemma:

D+n) )

Lemma 3.33. Dimensionen av Pp(F") dar (7

D1 2Dn med striingen som bestar av D x:or

Bevis. Fixera D och n. Vi konstruerar ett monom =z
och n |:ar. Genom att placera ut sd manga xor som D; dr. Exempelvis om Dy = 2 placerar vi ut *x.
Efter stjirnorna placerar vi ut en |. Vi upprepar denna procedur tills den sista D,*x:arn och n:te
|:en ar utplacerad. Slutligen, placerar vi D — ) . D;% : or. Denna uppstéllning skapar en bijektion
mellan striangarna bestdende av x: or och |:ar med alla monomen i Pp(F") (for en illustration se
D+n
n

nésta exempel). Darmed, far vi att antalet monom kan uttryckas som ( ) eftersom vi behover

placera ut n stycken | pA D + n mojliga platser. O
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Ezample 3.34. Lat oss betrakta vektorrummet P5(IF?), som bestér av polynom i tvé variabler med
grad hogst 2 6ver en kropp F. For att hitta dimensionen till P;(IF?) tillimpar vi lemma da far
(D+n)

).

vi att graden kan berdknas med Vi far att D = 2 och n = 2, insdttning i formlen ger att

(27) =)=

dim(Py(F)?) = 6.

och vi far da att dimensionen &r

Om vi istéllet gér genom uppstéllning med stjarnor och stolpar:

22— %% ||,
V23— | %],
TiTy > || % *,
T1Ty > *| * |,
1Ty — *||*,

T35 > | * | *.

Vi ser har hur monomen ar i bijektion med * och | strangarna. Darmed far vi dven hér att dimen-

sionen ar 6.

Lemma 3.35 (Parameterrikning.1). Om S C F™ och |S| < (D:"), da finns det ett icke-nollpolynom
P € Pp(F™) som forsvinner pd S.

Bevis. Kombinera Prop och O

Lemma 3.36 (Parameterrikning.2). For varje n > 1 och dndlig mdingd S C F™, existerar det ett
icke-nollpolynom p € Pp(F™) som forsvinner pi S med grad D < n|S|=.

Bevis. Valj D som det storsta heltalet sa att D < n|S \%. Med hjélp av formeln for berdkning av

dimensionen av Pp(F"), kan vi skriva

n!D! n! ’

(D+n> _D+n)@D4n-1)---(D+1)D! (D+n)(D+n-1)---(D+1)

Fortsédttningsvis kan vi observera att

(D+n)(D+n—1)--(D+1) _ (D+ DD +1) - (D+1)

(D+1)"
n! n! '

n!

1
n,

Vi valde D som det storsta heltalet som uppfyllde olikheten ovan, alltsd maste D + 1 > n|S
Detta leder saledes till

(D+ 1" _ (nlS|0)" _ n"|s|
n! n! ol
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n"|S|

n!

Om vi nu undersoker for nagra n.

A w o o~ |3
[\~]
-~
2

Det géller alltsa att ”n—T > 1, eftersom

n" n-n-m---n

' nn—1)n-2)---1

s& % > |S]. Om vi nu lagger ihop allt, far vi att

n
>

<D+n)>(D+1) > 18],

n - n!

n"[S|
n!

dérav far vi (D:") > |S]. Nu kan vi med hjalp av féregdende lemma konkludera att det finns
ett P € Pp(F™) som foérsvinner pa S. O

Sats 3.37 (Polynomdivisionsalgoritmen). Om D > 0 och p(x) € Pp(F) dar ett polynom i en variabel
och a € F dd kan vi skriva polynomet p(z) som

p(x) = (x — t)p1(z) + 1,

dir p1(z) € Pp_1(F) och r € F

Bevis. Vi genomfor beviset genom att utfora induktion pa D.
Basfall D = 0 ger att p(z) = ¢, dér ¢ ar en konstant, vilket innebér att ¢ = r, alltsa ar p(z) = r.
Anta att pastaendet géller for D — 1. Jag vill nu visa att pastaendet stdmmer for D.

Infér polynomet p(z) = Zf):o a;z’, s& att p(x) € Pp(F™). Bilda nu polynomet
g(x) = p(x) = (z = t)(apz” ™),

observera att 2 i g(z) subtraheras till noll, ¢ har dérfor grad hogst D — 1.

Enligt induktionsantagande kan vi skriva
q(z) = (z —t)qu(x) +r,
dér g1(z) € Pp_a(F) och r € F. Detta ger oss foljande ekvation
p(x) = (@ = )(apr”™!) = q(2) = (z = )qu(2) + 7 = p(@) = (z = )(apz” " + @1 () + 7.
Om vi nu sétter k(x) = (apzP~! + q1(r)) s kan vi skriva
p(z) = (z — t)k(x) + 7.
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Enligt principen om matematisk induktion géller alltsa pastaendet for alla D > 0.
O

Lemma 3.38 (Faktorsatsen). Om p(x) € Pp(F) ar ett polynom éver kroppen F och p(a) =0 for
nagot a € F, da galler att p(x) = (x — a)p1(x) for nagot polynom py € Pp_1(F)

Bevis. Enligt lemma kan vi skriva polynomet pa formen p(x) = (x—a)p1(z)+r. Satt p(a) =0,
da blir r = 0. Darmed, far vi att p(z) kan skrivas som p(z) = (z — a)p1 (). O

Lemma 3.39. Ldt D > 0. Om polynomet p(z) € Pp(F) och p(x) forsvinner pé D+1 olika punkter,
da dr p(z) nollpolynomet.

Bevis. Vi utfor induktion pad D. Basfallet D =0 ger D+ 1 =0+ 1 = 1. Polynomet p(z) € Pp(F)
ar en konstant, pa grund av att D = 0. Vi vet dessutom att p(z) férsvinner pd en punkt, ur detta
foljer att p(z) = 0 och dérfér maste vara nollpolynomet.

Lat nu D > 1 och lat oss anta att pastaendet stammer for D — 1 punkter.

Anta att p(z) € Pp(F) och p(z) férsvinner pa D + 1 unika punkter z1, ..., zp41. Enligt foregdende
lemma existerar det ett p(z) € Pp_1(F) sa att

p(x) = (z — zps1)p1(z).

Enligt vart induktionsantagande vet vi att p;(z) forsvinner pd z1,...,zp, darfor foljer det att
p1(x) = 0. Ddrmed blir p(z) = (x — zp41) - 0= 0.

Salunda, ser vi att p(z) = 0 ar nollpolynomet.

En linje | C F™ ar ett endimensionellt affint delrum(se definition [3.15))

Lemma 3.40. Om p € Pp(F™) och p forsvinner pd D + 1 punkter pa en linje I, da forsvinner p
pa varje punkt pad l.

Bevis. Parametrisera linjen ! med avbildningen + : F — F™ pa formen ~(t) = at + b {or vektorerna
a,b € F™ och a # 0. Lat q(t) = p(v(t)) = p(at +b). Vi far att ¢(¢) dr ett polynom i en variabel med
deg(q) < D. Utifran vart antagande far vi att p forsvinner pd D + 1 punkter pa [, alltsd férsvinner
q(t) pd D + 1 vérden for ¢. Enligt lemma ar ¢ nollpolynomet, vilket leder till att p férsvinner
pa varje punkt pa [. O

Lemma 3.41. Lat q vara ett primtal och anta att p € Pq_l(FZ). Om p férsvinner pd varje punkt

i k', dd dr p nollpolynomet.

Bewvis. Vi utfor induktion pa n.

Lat n = 1, vi ser att p forsvinner pa ¢ punkter i F,, och eftersom deg(p) < ¢ , sa foljer enligt lemma
[B:39)att p dr nollpolynomet.

Lat nu n > 2 och anta att pastdendet ar sant for n — 1. Da foljer att om p € Pq,l(Fg_l) férsvinner

i varje punkt i F;”l, s4 maste p vara nollpolynommet.
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Lat x1,x2, ..., x, vara variablerna och vi uttrycker p som

g—1
p(x1, T, .y ) = Zpi(xl, - xn_l)xﬁl.

i=0
T denna formel sa ar p; polynom i variablerna x4, xa, ..., ,—1 och deg(p;) < ¢ — 1. Lt oss nu fixera
Z1,...,Tn_1, men lat x,, variera. Vi har ett polynom i x,,, med graden < ¢—1, som forsvinner for alla
Zn, € Fy. Det foljer da ur lemma @ att eftersom detta dr ett polynom av en variabel, som forsvin-
ner f{or alla punkter att detta &r nollpolynomet. Sdlunda, resulterar detta i att p;(x1,...,2p—1) =0
for alla ¢ och for alla (z1,...,x,—1) € Fg_l. Enligt vart induktionsantagande, har vi att varje p; ar

nollpolynomet, darmed foljer det att p ocks&d méste vara nollpolynomet. O

3.4.1 Dvirs banbrytande 16sning av dndlig Kakeya med polynommetoden

Definition 3.42. En miangd K C Fj kallas en Kakeyamédngd om méngden innehaller en linje i

varje riktning.
Huvudsats 1 ([I3]). En Kakeyamdngd K C Fy har dtminstone c,q" element, ddr c, = (10n)~".

Bevis. Detta argument &r konstruerat som ett bevis via motsigelse, med utgangspunkt i Guths
bevis [17].

Anta att K C IFy &r en Kakeyamingd med |K| < (10n)~"¢". Enligt parameterrdkningsargumentet,
lemma finns det ett icke-nollpolynom p som forsvinner pd K, dir deg(p) < n|K \% < q. Vi
uttrycker nu polynomet p med grad D = deg(p) som en summa: p = pp + m. Den forsta delen
av summan, pp, ar homogena monom av graden D, ladgg dessutom mérke till pp # 0. Det andra
polynomet m dr sddant att deg(m) < D.

Lat a # 0 vara en godtycklig vektor i [y, eftersom K utgor en Kakeyaméngd véljer vi b € Fy sa att
linjen {at +b:t € F,} ar innesluten i K. Definiera nu ett polynom r(t) := p(at + b) i en variabel.
Polynomet r(t) férsvinner for varje t € Fy. Eftersom deg(r) < D < g, sa forsvinner r(t) pd D + 1
stycken punkter, vilket enligt lemma[3.39|innebér att r(t) &r nollpolynomet. Alla koefficienter i r(t)
méste siledes vara 0. Koefficienten for tP i r ir exakt pp(a): For att illustrera detta infor anvinder
vi oss av multi-index notation(se definition . Vi kan skriva r som

r(t) = plait + b1, ..., ant + by) = pplart + by, ..., ant + by,) + m(art + b1, ..., ant + by).

deg(q) < D

Med multi-index notation(se definition [3.26]) sa far vi att

pplat +b) = Z colat +b)*
a:la|<D

Ifall vi sedan expanderar (at + b)® med hjilp av binomialsatsen, ges foljande

(at +b)? = aPt? + o’ 1P 0+ L+ ath® T b,
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pp(at +b) = Z a0t 4+ termer av ligre grad = pp(a)t? + termer av ligre grad.
a:lal=D

Vi ser darfor att pp(a) = 0 for alla a € F™ \ {0}. Givet att pp &r ett homogent polynom av grad
D > 1 sa foljer det att pp ocksd férsvinner pa 0. Sdlunda, férsvinner pp fér alla punkter i Fy.
Eftersom D < ¢ séiger lemma[3.:41]att pp ar nollpolynomet, vilket ér oférenligt med vart antagande
om att p inte var nollpolynomet; pa sa séitt far vi en motségelse.

O

3.4.2 Sammanfattning av beviset

Som vi kan se bygger detta bevis pa polynommetoden som anvints genom att forst anta att
K C TFd ar en ytterst liten Kakeyaméangd. Déarefter enligt @ﬁnns det ett icke-nollpolynom p med
deg(p) < q. Eftersom en Kakeyaméngd bestar av linjer [ i varje riktning, innebar det att P(l) =0
fér en linje i varje riktning. Sedermera forsvinner p i ¢ punkter enligt lemma [3.39} Detta innebér
dock att polynomet forsvinner pa allt fér manga punkter, eftersom deg(p) < ¢, ddrmed maste p

vara nollpolynomet, vilket leder till en motségelse.

4 Slutsats

For att nu knyta ihop sédcken kan vi se den centrala rollen korsningsnummersolikheten spelar for in-
cidensgeometrin, och dess spegling i den verkliga virlden. Korsningsnummersolikheten lyfter fram
en mycket grundliggande fraga om strukturer hos system. Detta ger i sin tur upphov till forstaelse

och nya fragestéallningar.

Denna uppsats har fokuserat enbart pa enkelt sammanhéngande grafer, likasd har jag valt att
betrakta en korsning i en graf nir tva linjer dr incidenta. Om man exempelvis betraktar figur
s& raknas det som tva korsningar i mitt fall, men man skulle &ven kunna argumentera for att det

endast dr en. Darav finns det mer att utforska.

Figur 22: Alternativ syn pa korsningar

Anvindningen av korsningsnummersolikheten i bevisféringen fér Szemerédi-Trotters sats, pavisar
en underliggande dynamik mellan dessa tva. Béttre precision pa korsningsnummersolikheten leder
till att Szemerédi-Trotters sats ocksa forbéattras. Saledes om korsningsnummersolikheten forbatt-
ras kommer dven bevis som har den i sitt arsenal att forfinas. Vi kan sammanfatta detta som att

det finns véldigt mycket mer att utforska vad géller korsningsnummersolikheten, och att detta &r
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endast ar en del av incidensgemotrin.

Polynommetoden &r ett innovativt och kreativt siatt att anvidnda egenskaper hos polynom och ta
hjalp av linjar algebra, for att sedan kunna tackla svara problem. Terrence Tao ndmner i sin artikel:
"Algebraic combinatorial geometry: the polynomial method in arithmetic combinatorics, incidence
combinatorics, and number theory ’, att det inte finns nagot bevis av Kakeyaméngder pa éndliga
kroppar som inte anvander sig av polynommetoden [27]. Detta understryker polynommetodens

stora inflytande for Kakeyaméangder 6ver &ndliga kroppar.

For den som &r intresserad av att fordjupa sig ytterligare rekommenderas ldsning av Guths bok ’
The polynomial method’ [I77]. som lyfter fram fler aspekter av polynometoden &n de jag tog upp. En
annan bok ar den en relativt nypublicerad ’Polynomial Methods and Incidence Theory’ av Adam
Sheffer [25]. Boken lyfter &ven fram incidensgeometri och korsningsnummersolikheten. Bevisforing-
en av andlig Kakeya ar annorlunda, vilket kan bidra med ytterligare pespektiv. Terence Taos blogg
ar ocksa en véldigt vardefull resurs for den nyfikne, dér han skriver om véldigt manga olika &mnen,

inklusive Kakeya-problemet, korsningsnummersolikheten och Szemerédi-Trotters sats [28].
Sammanfattningsvis erbjuder bade korsningsnummersolikheten och polynommetoden betydelseful-

la verktyg for framtiden inom diskret geometri. Deras fulla potential &r &nnu inte helt realiserad -

det aterstar mycket att utforska och upptéicka.
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