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Sammanfattning

I denna rapport ges en introduktion till asymptotiska metoder inom
analys. Rapporten boérjar med en kort beskrivning av asymptotiska
serier och dérefter studeras Laplaceintegralers och Fourierintegralers
asymptotiska beteenden med hjélp av Laplaces metod och Kelvin-
Stokes metod av konstant fas. Speciellt ges en hérledning av Stirlings
formel. Rapporten avslutas med nagra konkreta tillimpningar av Rie-
manns metod for blandade integraler.



Abstract

This report gives an introduction to asymptotic methods in analysis.
The report begins with a short description of asymptotic series and
then continues with a study of the asymptotic behaviour of Laplace-
integrals and Fourierintegrals with the help of Laplace’s method and
Kelvin-Stokes’ method of constant phase. In particular we give a de-
rivation of Stirling’s formula. The report ends with a few concrete
applications of Riemann’s method for mixed integrals.
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1 Introduktion

1.1 Ett inledande exempel

Tank dig foljande situation: Du &r en vetenskapsman pa slutet av 1700-
talet som har studerat nagot fysikaliskt fenomen. Efter att ha formulerat
problemet matematiskt har du efter vissa beridkningar funnit att svaret ges

av foljande integral
too -t
I(x) :/ dt.
o L1+t

Har &r 16sningen en funktion av den positiva parametern z som exempelvis
skulle kunna sta for tid, kraft eller avstand. Tyvérr &r 16sningen inte skriven
pa nagon sirskilt tillfredsstéllande form, utan ett naturligt nista steg vore
att forsoka riékna ut integralen, atminstone approximativt. Det visar sig
mycket svart att hitta en primitiv funktion till integranden (det rakar saknas
en sadan i elementéir form), sa vi far istéllet forsoka med nagon annan lite
mer exotisk metod. Vi testar oss fram med lite formella manipulationer.
Forst serieutvecklar vi 1/(1 + ¢) som

1
=1 t+ -t
14+t
vilket vi anvénder for att skriva om integranden. Med denna omskrivning
och med hjilp av termvis integration kan vi skriva om integralen som

00 40
> / (—=1)"e~ =" dt
n=0 0

och genom upprepad partiell integration férenklar vi ovanstaende summa

och finner att
or 1t 2!

Nu kan vi rékna ut approximativa vérden pa I(z), vilket vi gor i sedvanlig
ordning. Eftersom vi i praktiken inte kan summera odndligt manga termer sa
trunkerar vi serien och approximerar den med en vanlig summa. Som sista
steg bor vi naturligtvis kontrollera att svaret verkar stimma. Vi gor dérfor
nagra observationer for nagra olika virden pa z och jamfor det med vérdet
pa den trunkerade serien. Tack och lov verkar virdena stdmma 6verens med
vara observationer och med det sagt har vi funnit en fullt tillfredsstéllande

16sning till vart problem.

Det finns ett par problem med var 16sning.Var 16sningsmetod speglar ett
typiskt arbetssétt for manga 1700-tals matematiker dér man behandlar
oandliga processer formellt utan att géra nagon tolkning deras av egentliga
innebord. Giltigheten av de resultat som man i slutdndan erhaller varie-
rade fran fall till fall - ibland blev svaren vettiga men ibland blev svaren



onekligen fel eller rent av paradoxala. Pa tidigt 1800-tal borjade dérfor ma-
tematiker som Abel (1802-1829) och Cauchy (1789-1857) att forsoka bygga
upp matematiken fran borjan sa att den stod pa en mer solid grund. Med
definitioner kunde man precisera inneborden av ens formella berdkningar
samt ge rigorosa bevis for att rittfardiga dem. En grupp sammanhéngande
definitioner och satser skulle man kunna kalla for ett teoretiskt ramverk, och
ett exempel pa ett sidant teoretiskt ramverk dr den teori som presenteras
i en kurs i analysens grunder. Dar gar man igenom begrepp som exempel-
vis funktionsfoljder, konvergenta serier och likformig kontinuitet. Men vid
en niarmare inspektion verkar inte vara formella manipulationer passa in i
detta ramverk: vi serieutvecklar 1/(1+t) langt utanfér dess konvergensradie
och slutresultatet av vara berdkningar bli en 6verallt divergent serie. Diver-
genta serier har en lang historia och anvindes flitigt av matematiker som
Laplace (1749-1827) och Euler (1707-1783). Men nér 1800-tals matemati-
kerna forsokte placera matematiken pa en mer solid grund sa inférde man
det ramverk som vi aterfinner i analysens grunder. I detta ramverk spelar
konvergensbegreppet en central roll, och divergenta serier kommer dérfor
av naturliga skél inte passa i detta ramverk. 1800-tals matematikerna hade
darfér mycket svart att fa ett bra grepp om divergenta serier. Ar 1826 skrev
Abel till sin gamle ldrare Bernt Holmboe (1795-1850) att

“Divergente Rakker ere i det Hele noget Fandensskab, og det er en Skam at
man vover at grunde nogen Demonstration derpaa. Man kan faae frem hvad
vil nar man bruger dem, og det er dem som har gjort saa megen Ulykke og
saa mange Paradozer.” [11]

Divergenta serier var sa pass svara att hantera att man under en period
mer eller mindre bannlyste dem fran all serios matematik. Men denna syn
kan tyckas vara lite vil pessimistisk. Visserligen kan vi inte réttfirdiga vara
berdkningar som serieutvecklingen av integraden eller den termvisa integra-
tionen, men det behover inte betyda att svaret ska férkastas. Om vi trunkerar

serietvecklingen.
or 1 2!

efter den sjitte termen och réknar ut det exakta virdet da x = 10 far vi
svaret 0.09152. Om vi istéillet ber WolframAlpha rikna ut integralen nu-
meriskt matar den ut approximationen 0.0915633 (hér far vi naturligtvis
hoppas pa att WolframAlphas numeriska berikningar inte bygger pa sam-
ma metod som vi anvinder oss av). Istéllet for att forkasta serien verkar
det alltsa mer rimligt att forsoka hitta ett nytt ramverk for dessa divergenta

serier och betrakta vara formella operationer under ett nytt ljus.
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1.2 Asymptotiska metoder

Problemet med de divergenta serierna som &nda gav vettiga svar tog ett
langt tag att losa. Legendre (1752-1833) var nira ndr han pa 1820-talet
pratade om demikonvergenta serier, vilket var en serie at en funktion sadan
att felet som uppstod nér man approximerade funktionen med dem forsta
termerna i serien var i storleksordning begréinsad i magnitud av den forsta
trunkerade termen. Namnet demikonvergenta serier dr dock lite olyckligt
valt eftersom det egentligen inte har nagot med konvergens att gora. Den
moderna teorin for dessa serier introducerades av Poincaré (1854-1912) ar
1886 [5]. Poincaré kallade dessa serier for asymptotiska serier, vilket idag
riaknas som en del av det storre d&mnet asymptotiska metoder. Det finns
ingen exakt definition av vad asymptotiska metoder dr for nagot, men man
skulle kunna beskriva det som ett paraplybegrepp for en samling metoder
for att hitta analytiska approximationer genom utnyttjandet av mycket sma
eller mycket stora parametrar. Vid forekomsten av mycket sma eller mycket
stora parametrar brukar standardmetoder ofta bli obrukliga pa grund av
dalig precision, instabilitet, eller ineffektivitet. Idén bakom asymptotiska
metoder &r att da istéillet vinda denna knepiga sits till var fordel genom
att konstruera metoder vars precision och effektivitet blir béttre och béttre
i takt med att de sméa parametrarna blir mindre och de stora stoérre. Man
skulle kunna uttrycka det som att precisionen och effektivitet i asymptotiska
metoder véixer i proportion till deras nédvandighet. Men innan vi kan borja
utveckla nagra systematiska metoder sa maste vi inféra nagra begrepp.

1.3 Ordokalkyl

En central aspekt av asymptotiska metoder &ar att kunna kategorisera och
rangordna funktioner i termer av deras storleksordningar. Vi gor det med
hjélp av ordokalkylens lilla 0 och stora O. Notationen inférdes av Bachmann
(1837-1920) och Landau (1877-1938). Bokstaven O star for det tyska ordet
Ordnung, vilket betyder ordning péa svenska.

Definition 1.1. Lat f(z) och g(x) vara tva komplexvirda funktioner defi-
nierade pa delméngden D av de reella talen. Vi skriver att

f(z) =0O(y(z)) (z€D)
om det existerar nagot tal M sadant att
|f(z)] < Mlg()|
for alla x € D.

Definition 1.2. Lat f(x) och g(z) vara tva komplexvirda funktioner de-
finierade pa den uppat obegrinsade delméngden D av de reella talen. Vi
skriver att

f(z) = 0(g(z)) (z = +0o0)
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om det existerar nagot tal M sadant att

|[f(@)] < M|g(z)]

for alla tillrickligt stora reella tal i D.

Kommentar. Notera att notationen

f(z) = o(g(z)) (z — +00)

gommer viss information. Den siger att det existerar nagon konstant M
sadant att

|f(@)] < Mlg()|

for alla tillrdckligt stora viarden pa x. Detta dr analogt med hur notationen

lim p,=0p

n—~+00
inte visar hur fort konvergensen sker.
Definition 1.3. Lat f(x) och g(x) vara tva komplexvérda funktioner de-

finierade pa den uppat obegridnsade delméngden D av de reella talen. Vi
skriver att

f(z) = o(g(x)) (z — +00)

om det existerar nagon funktion h(z) sadan att

déar

da z — +oo.

Kommentar. 1 definition 1.2 och 1.3 kan vi notera att givet att funktionen
g(x) ar nollskilld for alla tillrickligt stora x € D sa dr f(z) = O(g(z)) och
f(x) = o(g(x)) ekvivalent med att funktionen f(z)/g(x) dr begransad for
alla tillrdckligt stora x respektive gar mot noll da x — +o0.

Vi kan &dven infora nagra andra varianter av dessa definitioner for ackumu-
leringspunkter x( istéllet for +oo.

Definition 1.4. Lat f(x) och g(z) vara tva komplexvérda funktioner de-
finierade pa delméngden D av de reella talen. Lat xg vara en ackummule-
ringspunkt till D. Vi skriver att

f(z) = O0(g(z)) (z— xo)

om det existerar ett tal M och en radie r > 0 sadana att

|f (@) < M|g(z)]

for alla x € D sadana att |z — xo| < 7.
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Kommentar. Notera att vi i definition 1.4 aldrig antar att zg € D, bara att
det &r en ackumuleringspunkt till D.

Vi kan dven inféra manga analoga definitioner for liknande situationer. Om
vi exempelvis skriver att © — xar betyder det att vi enbart betraktar punkter
x € D till héger om xg, och om vi skriver att n — +oo ar det underforstatt
att variabeln n ar ett heltal.

Ibland anvénds notationen f(x) << g(z) istéllet for f(z) = o(g(z)). Den-
na notation &r mer suggestiv an lilla o eftersom den verkligen betonar det
vésentliga: f(x) dr betydligt mindre &n g(z). Dock sa &r den ofta riknemissigt
otymplig. I méanga fall sa anvinder man ordokalkyl for att hitta évre be-
gransningar pa fel som uppstar vid approximationer. I hirledningen av en
slutgiltig approximation sa har man ofta gjort manga sma approximationer
lings vigen och dirfor vill man ofta kunna skriva saker som o(z) + o(x?)
eller f(x) = h(x) 4+ o(g(x)). Att gora det med notationen f(z) << g(z) &r
mycket svart. For att kunna begripa oss pa vad saker som o(z) + o(2?) ska
betyda sa borjar vi med att betrakta den formella symbolen o(g(z)) for sig.
Vi kommer att tolka uttryck som o(g(x) och O(g(z)) som klasser av funk-
tioner. Att séga att f(x) = o(g(x)) betyder saledes att funktionen f(z) &r
ett element i klassen o(g(z)). Uttryck som o(g1(z))+o0(g2(x)) ska tolkas som
klassen som bestar utav alla funktioner fi(z) + fo(x) dér fi(z) = o(g1(z))
och fa(x) = o(g2(x)). Ett uttryck som f(z) = h(z) + o(g(x)) ska tolkas
som att funktionen f(z) kan skrivas som en summa f(x) = h(z) + w(z) dér
w(z) = o(g(x)). Om vi skriver att o(g1(z)) = O(g2(x)) ska det tolkas som
att klassen o(gi(x)) ar en delklass av klassen O(g2(z)), med andra ord om
f(z) = o(g1(x)) sa ska det per automatik medfora att f(x) = O(ga2(x)). Det
ska noteras att var notation &r lite ful eftersom den verkar antyda att om
o(g1(x)) = o(ga(x)) sa gar det att vinda pa likheten och dra slutsatsen att
o(g2(x)) = o(g1(x)), men sa &r inte fallet. Till exempel har vi att

o(z) = o(z?) (z — +00)
o(z?) #o(z) (z — +00).

Med detta i atanke kan man tycka att f(x) € o(g(z)) och o(g1(x)) C o(g2(x))
hade varit en béattre notation. Denna notation hade dock ocksa blivit lite
raknemaéssigt otymplig.

1.4 Asymptotiska serier

Malet med asymptotiska metoder &r att hitta goda analytiska approxima-
tioner till komplicerade funktioner. Asymptotiska serier dr en stor klass av
sadana approximationer. Det finns tva olika sétt att definiera asymptotiska
serier pa. En av definitionerna ar aningen mer generell medan den andra &r
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nagot lattare att anvinda. Vi véljer den lite mer ldtthanterliga men restrik-
tiva definitionen.

Definition 1.5. Lat f(z) vara en komplexvérd funktion definierad pa den
uppat obegrénsade delméngden D av de reella talen. Lat {¢x(x)} vara en
oandlig foljd av funktioner definierade pa D med egenskaperna att

brr1(7) = o(dp(7)) (z — +00),

for alla mojliga k. Detta kan ocksa pa ett lite mer suggestivt sitt uttryckas
som

do(z) >> ¢1(x) >> ¢Pa(x) >> ¢3()...

Lat {ci} vara en odndlig foljd av komplexa tal. Vi séiger att den formella
serien

codo(x) + c161(x) + caga(z) + ...
ar en asymptotisk serie till funktionen f(x), vilket vi skriver som

f(x) ~ cogo(z) +c1¢1(x) + ... (. — +00),
om det till varje heltal n > 0 giller att
f(x) = cogo(z) + c1¢1(2) + ... + cndn(2) + O(Pn+1(z)) (z = +00).
Ekvivalent betyder det att felet
en(w) = f(x) = [cogo(x) + c101(x) + ... + cpip ()]
i approximationen
f(z) = cogo(z) + c1¢1(x) + ... + cnn ()
4r av storleksordning
en(z) = O(gn41(z)) (z = +o0).

Vi kan pa ett helt analogt sétt definiera asymptotiska serier i de fall féljderna
{¢r(z)} och {c} ar dndliga.

Definition 1.6. Lat funktionen f(z) och foljderna {¢y(x)} och {cx} vara
definierade som ovan men dér foljderna istéllet dr d&ndliga med m+1 < 400
element. Vi séger da att

f(@) ~ copo(x) + c191(x) + ... + cmdm(z)  (x = 400),

om det till varje heltal n sadant att 0 < n < m giller att

en(z) = f(x)—[codo(x)+c101(x)+...4cndn(x)] = O(dny1(x)) (z — +00)

samt att

em(2) = f(x)—[codo(z)+c1¢1()+...+Cmdm(z)] = 0(dm(z)) (2 — +00).
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Kommentar. Notera att det géller att e,,,(z) = o((¢m(x)) och inte O(pp+1(x)).
Vi behover alltsa inte definiera nagon ny funktion ¢,,+1(z) bara for att kun-
na siga att ¢ (z) = o(Pm+1(x)) och e () = O(Ppmy1(x)).

Specialfallet n = 1 i definition 1.6 har ett sérskilt namn. Om f(z) ~ copo(x)
da x — 400 sa sdger man att f(x) och copo(x) ar asymptotiskt ekvivalenta.
Att tva funktioner f(z) och g(x) &r asymptotiskt ekvivalenta da x — +o00
betyder att f(x)/g(z) — 1 da x — +oo (forutsatt att g(z) &r nollskilt for
alla tillrackligt stora x).

Vi kan ocksa definiera asymptotiska serier da x — x¢ dér xg &r nagon
ackumuleringspunkt till méangden D. Funktionsfoljden {¢x(x)} kallas fér en
skala och den forsta termen codp(z) i en asymptotisk serie kallas for den
ledande eller den dominerande termen.

Hur ska vi tolka en asymptotisk serie? Om vi har en asymptotisk serie med
manga termer sa ger den oss flera olika séitt att approximera funktionen f(z)
pa. Vi har dels approximationen

f(z) = copo(x)

och dels approximationen

f(z) = cogo(x) + c11(2).

Dessa approximationer har fel av storleksordningen

eo(x) = f(x) = codo(z) = O(¢1(x)) (2 — +00)

och

e1(z) = f(z) — [cogo() + c161(2)] = O(¢2(z)) (z — +00).

Vi antog att ¢2(x) = o(¢1(z)) da © — +o0, vilket speciellt betyder att
d2(x) = O(p1(x)) samt att ¢1(x) # O(¢2(z)) da z — +oo. Detta visar
att O(p2(z)) = O(¢p1(z)) men O(¢p1(x)) # O(pa(x)). Vi ser alltsa att felet
i approximationen f(z) =~ copo(x) + c1¢1(z) &r storleksméssigt en ordning
strikt mindre &n felet i approximationen f(z) ~ co¢o(x), och i den meningen
ar det en béttre approximation. En asymptotisk serie kan alltsa betraktas
som en instruktionsbok for hur man kan analytiskt approximera en funktion.
Nedanstaende sats ger oss ett exempel pa en stor klass av asymptotiska
serier.

Sats 1.1. Antag att den reellvirda funktionen f(x) har en potensutveck-
ling i en punkt xo med nollskild konvergensradie. Da dr potensutvecklingen
en asymptotisk utveckling av f(x) da x — xo. Det vill siga om f(x) har
potensutvecklingen

f(x) =ao+ a1(z — o) + ag(x — 1’0)2 + ...
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i nagon oppen boll centrerad i xo sa har den ocksa den asymptotiska utveck-
lingen
f(z) ~ag+ ai1(z — z0) + ag(x — 20)> + ...  (z = x0).

Bevis. For enkelhetens skull betraktar vi bara fallet da zo = 0. Ovriga fall
kan reduceras till detta fall genom ett variabelbyte. Vad &r det som vi ska
visa? Vi ska visa tva saker. Det forsta &r att funktionsfoljden {¢x(x)} = {z*}
ar en skala, det vill siiga att z¥+1 = o(2¥) da 2 — 0. Detta ir enkelt att se
da zF*t1 /2% = 2 — 0 da 2 — 0. Det andra som vi ska visa &r

en(x) = f(2) — (ap + a1z + agx® + ... + apz™) = O(z" ™) (z — 0)

for alla positiva heltal n. Vi borjar med att notera att

o0 o0
f(@) — (ap + a1z + aga® + ... + ap2™) = Z apxt = gt Z a(n+1)+kxk.
k=n+1 k=0

Fran teorin for potensserier vet vi att funktionen

h(z) == Z 00(n+1)+/f<;5ﬂlC
k=0

ar en kontinuerlig funktion i xyp = 0 och att h(0) = a,y1. Speciellt betyder
det att h(z) &r begrinsad i en liten omgivning till punkten xg = 0. Detta
visar att

en(z) = O™y (z — 0).

Sats 1.1 séger att alla konvergenta potensserier ocksa ar asymptotiska po-
tensserier. Lat oss nu istéllet betona nagra skillnader mellan asymptotiska
serier och vanliga konvergenta serier. For det forsta ér inte alla konvergenta
serier ocksa asymptotiska serier. Till exempel sa kommer inte funktionen

1 1

f(x) :=sin(x) — 3 sin(2z) + 3 sin(3z) + ...

att ha en asymptotisk serie
. 1. 1 .

f(x) ~ sin(x) — 3 sin(2z) + 3 sin(3zx) + ...
eftersom funktionsféljden {sin(kx)} inte &r en skala. Sinusfunktionerna i
foljden skiljer sig visserligen at i frekvenser, men de skiljer sig inte i mag-
nitud. En annan kvalitativ skillnad mellan asymptotiska serier och kon-
vergenta serier dr fragan om konvergens. For vanliga serier sa fixerar vi

nagot virde pa x och undersoker vad som hinder da n — +oo (konvergerar
foljden av partialsummor eller €j?). For asymptotiska serier ar situationen
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den omvénda: vi fixerar ett virde pa n och undersdker vad som hinder
da z — oo (har vi en asymptotisk approximation av f(x) eller €j?). En
asymptotisk serie dr en instruktionsbok for hur man kan asymptotiskt ap-
proximera en funktion f(z) med olika #ndliga summor, sa konvergens hos
den asymptotiska serien dr inte nagot som vi i allmédnhet kommer att va-
ra intresserade av. Faktum &r att en asymptotisk serie inte behover vara
konvergent nagonstans.

Sats 1.2. Lat
o
Z an(x — z0)"
n=0

vara en formel potensserie med komplexa konstanter. Da existerar det en
funktion f(x) sadan att

[e.e]

Z (x — )" (x — xp)

Bevis. For enkelhets skulle betraktar vi bara fallet zg = 0, 6vriga fall kan
som vanligt reduceras till detta fall genom ett ldmpligt variabelbyte. Vi
konstruerar en funktion f(z) med de sokta egenskaperna. For att gora detta
boérjar vi med att notera att emedan vi inte kan summera ett odndligt antal
termer a,x" (eftersom serien kan vara divergent) sa gar det dock bra att
summera ett dndligt antal. Vi kan dérfor tdnka oss att definiera en funktion
f(z) som for stora |z| &r lika med ag, f6r nagot mindre véirden ag + a1, for
nagot dnnu mindre ag + a1z + agz? och sa vidare. Det enda som vi behéver
se till dr att x konvergerar mot 0 fortare &n vi ligger till fler termer. Vi
definierar

f(z) = Z [ana™ 6y ()]
n=0
dar
bul) = {1 = < &
0 annars

och {a,} dr en foljd av strikt positiva avtagande tal sadana att |a,ap,| < 1
och a,, — 0 da n — +o0o. Funktionen f(z) &r vildefinierad eftersom for
varje fixt x # 0 &r ovanstaende serie bara en dndlig summa; for varje x # 0
sa existerar det ett heltal m sadant att

o0

Z [an In( Zanx

n=0

Vi kan dérfor dels betrakta f(z) som en véldefinierad &ndlig summa (inte
divergent) och dels som en serie vars koefficienter asymptotiskt &r {a,}.
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Speciellt verkar det mycket troligt att
flx) ~ Zanx” (x — 0).
n=0

For att visa att sa ar fallet sa maste vi visa att
em(x) = O(z™)

for varje heltal m > 0. Vi borjar med att notera

Z anx" 0y (x)

n=m+1

()] = |70~ 3 "
n=0

for alla |z| < au,. Da f(x) per definition maste vara absolutkonvergent ser
vi att

o0 [e.e]
Z anz™p, ()| < Z ‘anx"(;n(x)}.
n=m++1 n=m-+1
Vi delar upp serien med
oo oo
D ana"0n(@)| = lamprz™ M omia (@) + Y Jana"n(2)].
n=m+1 n=m-+2

Den forsta termen ir trivialt O(z™*!). For att visa att den andra termen
ocksé #r O(xz™*1) borjar vi med att notera att

|anx"0p (x)] < |a:”_1\.

Detta #r sjdlvklart for alla |x| > «, eftersom det da géller att d,(x) = 0.
Om |z| < a, sa foljer det av 0, (x) = 1 och olikheten |, a,| < 1:

|anz"0n ()| = |anz"| = [anz||z" ] < |anon| |z~ < 271,
Detta visar att
o o0
Z |anx" o (2)] < Z lz|"t = O(z™ ) (z — 0).
n=m-+2 n=m-+2

Kommentar. 1 beviset ovan ser vi att f(x) kommer att bli en diskontinuerlig
funktion eftersom 4, (x) gor ett abrupt hopp fran 0 till 1. Om vi ddremot
istdllet hade definierat d,(x) sa att den inte hoppar fran 0 till 1 utan véxer
kontinuerligt fran 0 till 1 pa nagot litet intervall sa skulle f(x) ha blivit en
kontinuerlig funktion.
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Vi har nu sett att asymptotiska serier inte nédvandigtvis behdver vara kon-
vergenta. Nagot annat uppseendeviickande adr att nir en asymptotisk serie
faktiskt dr konvergent sa behover inte serien konvergera mot den funktion
som den dr en asymptotisk serie at. Eftersom

et =o0(z™") (x— +o0)
for alla heltal n > 0 foljer det att

0 0 0 0

~ — — — — .
f(zx) . + = + 3 + —+ (x — 400)

24
Om vi betraktar serien

0 0 0 0

gl e o St

24
som en vanlig serie sa ser vi att den &r identisk med 0 6verallt. Men eftersom
exponentialfunktionen &r strikt positiv overallt sa kommer ovanstaende serie
alltsa aldrig konvergera mot e~*. Om en funktion f(x) har en asymptotisk
serieutveckling med bara nollor som koefficienter sa séger vi att f(z) &r
asymptotiskt obetydlig (med avseende pa den aktuella skalan). Funktionerna
i skalan {¢r(2)} = {z¥} 4r exempel pa sa kallade algebraiska funktioner,
* ar en sa kallad transcendental funktion. I manga
andra sammanhang inom matematiken sa anvinder man ocksa begreppen
transcendentala och algebraiska funktioner. Da definierar man exempelvis
en transcendental funktion som en funktion som inte satisfierar nagon poly-
nomekvation. Detta dr inte den definition som man anvénder inom asymp-
totiska metoder. Inom asymptotiska metoder anvdnds begreppen for att
informellt forklara om en funktion véxer eller avtar fortare &n varje mojlig
rationell funktion eller om den vixer eller avtar ungefir som en rationell
funktion. Funktionen e~ &r transcendentalt liten da © — +o0 eftersom den
avtar fortare &n alla mojliga rationella funktioner. Funktionen z'0 &r alge-
braisk eftersom det #r en heltalspotens av x. Funktionen (1 + cos(z))x!®
vaxer algebraiskt fort dd z — +00. Dessa begrepp kan tyckas vara lite lud-
diga, men det verkar vara lite av podngen med dem. Begreppen anvénds inte
i bevis utan istéllet bara informellt i heuristiska argument. Manga asymp-
totiska metoder bygger pa att forsumma asymptotiskt obetydliga termer,
vilket i manga fall betyder att man férsummar transcendentala termer och
behaller dem algebraiska, eller tvirtom. Om f(x) = o(g(x)) séger vi att g(z)
dominerar f(x) eller att f(x) ar subdominant med avseende pa g(z).

medan funktionen e~

1.5 Operationer pa asymptotiska serier

For konvergenta potensserier finns det satser som visar hur de kan adderas,
multipliceras, integreras och differentieras. Vi ska nu se nagra analoga satser
for asymptotiska serier. Vi borjar med att visa att asymptotiska serier &r
entydigt bestdmda.
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Sats 1.3. Givet en fix skala {¢r(z)} dr koefficienterna i en asymptotisk
serie entydigt bestimda.

Bevis. Antag att vi har en funktion f(x) som har tva asymptotiska utveck-
lingar:
f(z) ~ aodo(z) + ar¢1(z) + ...

och

f(@) ~ bodo(z) + bign(z) + ...

Vi borjar med att visa att ag = by. Fran definitionen av en asymptotisk serie
foljer det att

f(x) — apdo(x) = o(¢o(z))
samt

f(@) = bodo(z) = o(do(x)).
Speciellt ser vi att

(a0 — bo)do(x) = o(¢o(z)).

Om ag — by # 0 sa implicerar detta att

¢o(x) = o(¢o(x)),

vilket dr en motségelse. Detta visar att ag — bg = 0 det vill sdga att ag = by.
For ovriga koefficienter sa fortsdtter man med induktion. ]

Kommentar. Att ¢o(z) = o(¢o(x)) dr en omojlighet dr enbart en sanning
med modifikation. Det dr sant att ¢g(z) = o(pp(x)) om och endast om ¢g(z)
ar identiskt lika med 0 i en liten omgivning till zg. Men da &mnet asymptotis-
ka metoder dr mycket praktiskt inriktat verkar man inte vara sa intresserade
av den sortens smasaker. En skala som innehaller en sadan funktion ¢g(x)
skulle vara totalt virdelos och eftersom malet med asymptotiska metoder in-
te ar att utveckla en matematiskt vacker och stringent teori utan att istéllet
utveckla metoder for att 16sa verkliga problem sa verkar all litteratur forbise
sadana tekniska detaljer.

Likt i fallet med vanliga konvergenta serier dr addition av asymptotiska se-
rier enkelt medan multiplikation, division, integration, och differentiering &r
betydligt mer komplicerat. Man kan enkelt bevisa att addition sker termvis
oberoende av val av skala, men i 6vriga fall kommer vi fér enkelhetens skull
att begrinsa oss till skalan ¢ (z) = 2*. Da bevisen ir i stort sitt bara slent-
rianméssiga berdkningar och inte nagot vidare upplysande sa vi star over
dem.

Sats 1.4. Antag att f(z) och g(x) har asymptotiska utvecklingar

f(x) ~ apdo(x) + a1¢1(x) + ...
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och
g(x) ~ bogdo(z) + big1(z) + ...

och lat ¢ ett godtyckligt komplext tal. Da har vi féljande asymptotiska ut-
vecklingar:

f(l‘) +g(x) ~ (ao =+ b0)¢0($) + (a1 + b1)¢1(x> + ...

och

¢ f(z) ~ (c-ao)go(x) + (c-ar)r(z) + ...
Sats 1.5. Antag att f(z) och g(x) har asymptotiska utvecklingar
f(x) ~ag+arx + asz® + ...

och
g(x) ~ by + by + boa® + ..

di x — 0. Dd har f(z) - g(z) en asymptotisk utveckling
f(x)-g(x) ~co+crw + cox? + ..

dar
cp = apbo + ap—1b1 + ... + agbg.

Om vi dessutom antar att ag # 1 sa har 1/ f(x) en asymptotisk utveckling
l/f(.l‘) ~dy+dix + d2x2 —+ ...

dir koefficienterna {dy} dr losningen till ekvationssystemet for koefficien-
terna som ges av ekvationen 1/f(x) - f(x) =1, det vill siga
doag =1
doay + agd; =0
doag + diay + deag =0

Ovanstaende satser har naturliga motsvarigheter inom teorin fér potens-
funktioner. Precis samma sak géller for integration och differentiering av
asymptotiska potensserier.

Sats 1.6. Lat f(x) vara en komplexvird integrerbar funktion pa det reella
intervallet [a,b]. Lat xo vara en punkt i (a,b) och anta att f(x) har asymp-
totisk serie

f(x) ~ag+a1(x — o) +az(x — x0)* + ... (x— x0).
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Da giller det att funktionen
F(x) ::/ f(t)dt
xo

har den asymptotiska serien

a a
F(z) ~ag(z — z0) + ?1(33 —x0)? + 32@ — 203+ ... (z— )
Vi erhaller alltsa den asymptotiska serien for F(x) genom att formellt inte-

grera den asymptotiska serien for f(x) termuvis.

Sats 1.7. Lat f(x) vara en komplexvird deriverbar funktion pa det reella
intervallet (a,b). Antag att f(x) och f'(x) har asymptotiska serieutvecklingar

f(z) ~ag+ ai1(x — x0) + ag(x — 20)2 + ...  (z = x0).

och
f'(z) ~ b + by (x — x0) + ba(x — 20)? + ... (x — x0).

Da giller det att b, = (n+1)an+1 for alla heltal n > 0. Vi erhaller alltsa den
asymptotiska serien for f'(x) genom att formellt derivera den asymptotiska
serien for f(x) termuis.

Dessa satser har som sagt vilbekanta motsvarigheter inom teorin for po-
tensserier. Lat oss dock podngtera en viss skillnad. Vanliga potensserier dr
ett absolut koncept. Om vi vet att funktionen f(x) kan potensserieutvecklas
sa kan vi genom att enbart studera potensserien hirleda egenskaper som in-
tegrerbarhet eller differentierbarhet hos f(z). Vi behover darfor aldrig anta
att f(z) bade dr integrerbar och kan potensserieutvecklas, det riacker med
det sistndmnda. Asymptotiska serier dr & andra sidan ett relativt koncept.
Enligt sats 1.2 kommmer varje formel potensserie vara en asymptotisk se-
rie at nagon funktion f(z), och kommer vidare faktiskt alltid att vara en
sadan till oéndligt manga olika funktioner. Vi kan darfor inte anvinda den
asymptotiska serien for att hirleda egenskaper som integrerbarhet eller dif-
ferentierbarhet hos f(z). Déarfor maste vi exempelvis i sats 1.6 anta att
funktion f(z) har en asymptotisk serie och dessutom &r integrerbar.

1.6 En asymptotisk utveckling av I(x)

Lat oss nu atervinda till integralen

+o0 e—tac
I(x) :/ dt.
0 1+t

Tidigare fann vi att integralen formellt kunde serieutvecklas som
or 1 2!
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men att ovanstaende serie var divergent. Anledningen till att den trunkerade
serien

o 1 2 1(n=1)!
I(x)~ — — — 4+ = — 4+ (-1~
(@)~ — =3+ 35—+ (=1) o

dnda gav goda approximationer av I(x) ar eftersom
or 11 2!
Iz)~———=+—=F.. (x— 4+

(@)~ — =5+ 5F (@2 +00)
det vill siga var formella serie dr i sjélva verket en asymptotisk serie till
I(z). Lat oss bevisa detta. Vi borjar med att notera att funktionsféljden
{or(x)} = {1/2¥1} #r en skala eftersom ¢y, 1(z)/dp(z) = 1/z — 0 da
x — +oo. Kvar aterstar att visa att for varje heltal n > 0 sa maste

or 11t 2!

en(@) =I(2) = | = = 5+ 3 F .+ ()"

(n—1)!

xn

= O(1/2™*1).

Att visa att g, = O(1/z"!) betyder att vi kan hitta nagon konstant M
sadan att |e,(x)] < M|1/2"F! for alla tillriickligt stora virden pa z. Ef-

tersom .
—— =1t F (=) 4

1+1¢
+o00 (_1)ntn ot
enlx) = ~— e Pdt.
n(®) /0 1+t

Vi kan inte explicit berdkna denna integral, men det behdver vi inte heller
gora, det ricker att hitta nagon Ovre begrinsning av den. Exempelvis sa

fungerar
+0o | (__1\n4n
len ()] g/ ‘U)te—xt
0

(-1
1+t
sa ser vi att

+oo |
n:
dt < / the  tdt =
0

141 gt

I det sista steget anvéinde vi upprepad partiell integration. Detta visar att
en(z) = O(1/2"*1) da & — +oo. Vi ser att i vart fall sd fungerar konstan-
ten M = n!, men det kan inte uteslutas att &nnu mindre tal M ocksa hade
fungerat.

Om vi nu blickar tillbaka till var tidigare diskussion i inledningen sa kan
vi konstatera att vi nu har funnit ett teoretiskt ramverk som gor sa att vi
kan tolka var formella serieutveckling. Det formella resultatet

or 1 2!

I(z) = —

T x3

kan betraktas som en asymptotisk serieutveckling

0! 1! 2!
(@)~ — — =+ = F . (z— +00).
(z) o + 5T (r = 400)
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For varje heltal n > 0 har vi approximationen

o 1 2 (n—1)!
(@)~ — — —+ 2 (28
@~ 2 Dr R
med felet
o 1 2 n(n—1)! n
en(z) =1I(x) — (x - ?4_ e et (=1) (m”)> = O(1/z™h)

da x — +o00. Detta &r visserligen en helt matematiskt korrekt 16sning men
kan upplevas som nagot torftig. Vad &r det som vi egentligen har gjort
bortom alla tekniska berdkningar? Finns det nagon bakomliggande idé? Det
kritiska steget i var metod dr utvecklingen

(-1
1+t

och for att forsta varfor denna ar sa viktig sa borjar med vi med att forsta
hur integraden till I(x) beter sig som en funktion pa t € [0, 4o00) for olika
virden pa z. Integranden &r funktionen

1
= 1—t t2 1 n—ltn—l
11 +1"F +(-1) +

L
1+1¢

—tx

och bestar alltsa av tva komponenter, dels exponentialfunktion med para-
metern x och dels faktorn 1/(1 4 t) som dr oberoende av x. Vi kan forsta
integrandens beteende som en funktion av x och ¢ genom att plotta den.

10 1 — x=0.5
x=5
0.8 1
0.6
0.4 1
0.2 1
0.0 1
0 2 4 B g 10

Figur 1.1: Integranden till I(x)
I figur 1.1 plottas integranden pa intervallet ¢ € [0, 10] da = 0.5 och x = 5.

Eftersom faktorn 1/(1+t) &r mycket liten i forhallande till exponentialfunk-
tionen e %% s ser vi att integranden avtar exponentiellt pa intervallet [0, 10].
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Speciellt kan vi notera att svansen till integralen &r vildigt tunn, och darfor
kommer det huvudsakliga bidraget till integralen att komma fran en liten
omgivning av ¢ = 0. I ovanstaende fall hade ett exempel pa en omgivning
varit [0,4]. Vidare ser vi att da z blir storre kommer exponentialfunktionen
e~ *! att avta fortare. Detta innebér att ju storre x blir desto smalare blir
svansen och desto mindre blir den omgivning runt ¢t = 0 dér integralen I(x)
far sitt huvudsakliga tillskott. Till exempel kan vi notera att emedan omgiv-
ning [0, 4] hade gett en god approximation foér bada 1(0.5) och I(5) sa hade
vi kunnat approximera I(5) genom ett betydligt mindre intervall, ség [0, 1].

Speciellt verkar det rimligt att for varje § > 0 sa kommer approximationen

I(x) = / e ——dt ~ / R —
0 1+t 0 1+t

vara bra sa ldnge som vi betraktar tillrickligt stora virden pa x. Eftersom
integranden #r svarhanterlig sa vore det bra om vi kunde approximera den
med nagon snéllare och mer latthanterlig funktion. Vi testar med approxi-
mationen

1
——ml-t+tE -t 1
1+t (1)
och plottar den.
D 4
=200
-400 -
—a00
—800 1 — 1(1+1)
Lt+t=2-t™3
0 2 4 6 B 10

Figur 1.2: Approximationer av integranden

I figur 1.2 visas 1/(1 +t) och approximationen 1 — ¢ + t? — 3 pa intervallet
t € [0,10]. Fran figuren ser vi att approximationen i (1) &r mycket god i en
liten omgivning runt ¢ = 0, men att den for stora virden pa ¢ snabbt blir
mycket dalig. Speciellt kan vi se att 1/(1 +¢) — 0 da ¢ — 400 men att
1—t+t>—t3 - —00 da t — 400. Men, om vi inkluderar faktorn e~** och
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approximerar
1

e me (1 —t+t2 -3 2
11 ( ) (2)
sa hinder nagot.
107 —— U[1+t)e"(-5t)
[1-t+t™2-t"3)e™(-5t)
0.8 1
0.6 1
0.4 1
024 |
0.0 1 l\\“—
0 2 4 5 B 10

Figur 1.3: Approximationer av integranden

Genom att inkludera exponentialfunktionen blir approximationen mycket
god pa hela intervallet [0,10]. Att approximationen i (2) &r god i en liten
omgivning till £ = 0 dr sjilvklart fran figur 1.2, men det &r lite forvanande
att approximation ocksa blir bra pa hela intervallet. Att det blir s& beror pa
att bade 1/(1+t) och 1—t+12—#3 &r mycket sma (algebraiska) i forhallande
till exponentialfunktionen e~ (transcendental). Skillnaden 1/(1+t) — (1 —
t + 12 — t3) kommer dirfor att bli obetydligt pa [0,10] d& den slas ut av
exponentialfunktionen. Fran figur 1.1 sa sag vi att vi kunde approximera

+oo 1 é 1
I(z) = / e~ dt ~ / e~ gy
) 111 0 C 1+t

eftersom integralen har en s& pass tunn svans. Figur 1.2 visar att om § > 0
ar litet nog sa kan vi i sin tur approximera

1 1 1)
/ ewtdm/ e 1 —t+ 12 — t3)dt.

Fran figur 1.3 sa foljer det sedan att vi aterigen kan justera den Gvre integ-
rationsgréansen med

1 400
/ e 1 —t+t2 —t3)dt ~ / e (1 —t+ 12— t3)dt.
0 0
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Den sista integralen kan explicit beréknas:

too o 1 20 3
—at 2 3 : : : :
1t B)dt=— — — + = — 2

/0 e ) r a2 + x ozt

Sammanfattningsvis har vi funnit approximationen

o2 !
I(z) ~ o 5

x a2 a3 gt
som vi erholl genom att approximera 1/(1 + ¢) med dess Taylorpolynom av
grad 3. Eftersom graden var helt godtyckligt vald verkar detta antyda pa en
asymptotisk utveckling

or 1 2

1.7 Numeriska approximationer

Asymptotiska serier kan naturligtvis anvindas for att numeriskt approxime-
ra funktioner. Har ska man dock héja ett varnande finger. Tidigare fann vi
den asymptotiska serien

oo ot or 1 2!
I(z) = dt ~— — = =
(z) /0 1+t r a2 + e

da r — +o0o. Man kan dérfor ténka sig att till exempel approximera

0! 1! 2! 3! 4! 5!
R AT 2T R TR T
Om vi ber WolframAlpha berikna I(10) sa matar den ut att I(10) ~
0.0915633, sa det verkar som om var approximation &r god. Men, det hade
inte nédvdndigtvis behovt vara sa. Fran definitionen av en asymptotisk serie
s& vet vi att felet eg(z) = O(1/27) d4 © — +oco0. Men allt detta betyder
ar att det existerar ndgon konstant Mg sadan att |eg(z)| < Mg/x" for alla
tillrdckligt stora x. Utan kinnedom om ett virde pa Mg och fér hur stora x
olikheten |gg(x)| < Mg/z7 giller for sa gar det alltsa inte att siga hur stort
felet e6(z) kan bli. Tvértom sa finns det ingen grins pa hur stort felet kan
bli for nagot enskilt x. Tidigare fann vi den asymptotiska utvecklingen

= 0.09152.

e‘$~9+%+%+... (x — 400),
T T x
och av sats 1.4 foljder det da att
o 1 2

I(x)+ Ce™ ~ o3

x2+$:|:"' (x = 400)

for varje godtyckligt reellt (eller komplext) tal C. Eftersom C kan viiljas
godtyckligt stort sa ser vi att felet i var numeriska approximation kan bli
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hur stort som helst. Da asymptotiska serier ar ett relativt och inte ett absolut
koncept sa gar det inte att avgora hur stort felet blir fran den asymptotiska
serien sjilv, utan man maste studera hur den verkar som en asymptotiskt
serie at nagon partikuldr funktion. Om man anvinder sig av dem n forsta
termerna i den asymptotiska serien for att approximera I(10) sa bor vi darfor
ge en explicit beskrivning av talet M,, (eller rittare sagt ett tal M,,) sadant
att |en(x)| < M, /2" och hur stort # maste vara for att olikheten ska gilla.
I var analys fann vi att M,, = n! fungerade for alla x. Detta ger oss felet
len(z)| < n!/a™L. Om vi séitter & = 10 och n = 7 s ser vi att en 6vre gréins
for felet i var approximation
0! 1! 2! 3! 4! 5!
1(10)NTO—T()Q+W—TO4+TO5—W—O.09152
ar 6!/107 = 0.000072, och alltsa kan vi sikert hiivda att I(z) = 0.09152 +
0.00072. Hade man inkluderat ytterligare en term fran serien sa hade den
ovre begrinsning pa felet blivit innu ligre eftersom det hade blivit 7!/108 =
6!/107-7/10 < 6!/107. Naivt skulle man déirfor kunna tro att man i allméinhet
skulle erhalla en béttre approximation av 1(10) genom att inkludera fler och
fler termer fran den asymptotiska serien, men sa &r inte fallet. Eftersom
n!/10"* — 400 da n — +o0 ser vi att den Gvre grinsen vixer obegrinsat
da vi inkluderar fler och fler termer. Detta behdver ju inte i sig betyda att
len(10)| — 400 dan — +o00, men att det faktiskt dr sa kan inses da beloppet
av termerna i den asymptotiska serien divergerar mot +o0o da n — +o00. Det
kan verka kontraintuitivt att man kan erhélla en sémre approximation genom
att ta med fler termer fran den asymptotiska serien i sin approximation,
men vid lite ndrmare eftertanke ar det ritt sa naturligt. I en hérledning av
en asymptotisk utveckling far vi ofta fler termer i utvecklingen genom att
gora starkare och starkare asymptotiska antaganden om funktionen, och vi
kommer dérfor fa battre approximationer for alla tillrickligt stora virden pa
x genom att inkludera fler termer fran den asymptotiska utvecklingen. I vart
fall sa fann vi var asymptotiska utveckling av I(z) genom att approximera
integranden som
oot Lo e —t+ 12—t .+ (=)™,
1+t
for nagot heltal n > 0. For att detta ska vara en god approximation pa
hela integrationsintervallet [0, +00) sa maste x vara tillrickligt stort for att
exponentialfunktionen e~%* ska sla ut 1/(14+#) — (1 —t+t2—t3£...+(—1)"t")
(jamfor med figur 1.2 och 1.3). Om vi till exempel hade satt n = 6 och z = 1
sa hade var approximation av integranden varit dalig, se figur 1.4.
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|}. —
—20
—40
—a0
_8|:| -
= 1j[1+E)e™(-t)
[1-t+E~ 2t 3)e™(-t)

H 2 4 B 8 10

Figur 1.4: Daliga approximationer

Sammanfattningsvis sa ska man vara forsiktig da man anvidnder asympto-
tiska serier for att gora numeriska approximationer av funktioner. Eftersom
asymptotiska serier dr ett relativt koncept och inte ett absolut koncept kan
man inte fran enbart den asymptotiska serien avlidsa hur stort felet i ens
numeriska approximationer kommer att bli. Istéllet behover man gora en
noggrann analys av feltermerna i serien. Asymptotiskt obetydliga termer
kommer visserligen asymptotiskt inte ge nagot bidrag till funktionen, men
for varje enskilt virde pa x kan deras bidrag vara godtyckligt stort. Bara
for att man inkluderar fler termer fran den asymptotiska serien behover inte
den numeriska approximationen bli béttre, ofta blir den istéllet sdmre.

2 Laplaceintegraler

2.1 Inledning

I foregaende kapitel betraktade vi integralen

+00 1
I(x) :/ e T ——dt
0 1+t

som en funktion av variabeln x, och understkte dess asymptotiska beteende
da x — 4o0. Ovanstaende integral tillhor en klass av integraler som kallas
for Laplaceintegraler. En Laplaceintegral 4r en integral pa formen

b
I(a:):/ e q(t)dt

dér ¢(t) &r en funktion i ¢ och oberoende av x och integrationsgrinserna a
och b kan vara antingen #ndliga eller odndliga. Laplaceintegraler &ar starkt
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forknippade med Laplacetransformationen

+oo
£4z>=u4 g (t)dt,

dér funktionen ¢(t¢) transformeras till en Laplaceintegral. Analogt med hur
exponentialfunktionen kan anvindas for att omvandla problem i addition
och subtraktion till problem i multiplikation och division kan Laplacetrans-
formationen anvéndas for att omvandla problem i integration och differen-
tiering till problem i multiplikation och division. Av denna anledning kan
man darfor exempelvis anvinda Laplacetransformationen for att algebraiskt
l6sa begynnelsevéirdesproblem.

Laplacetransformationen har dven manga tillimpningar inom sannolikhetste-
ori och det var i just det omradet som Laplace sjilv forst introducerade
transformationen. Givet ett kontinuerligt slumptal X med tédthet f(¢) kan
man betrakta den sa kallade momentgenererande funktionen 1 x(t) som de-
finieras som véntevérdet

+oo
ux(t) = Be) = [ " erar
— 0o
Funktionen &r alltid véldefinierad i punkten ¢t = 0 eftersom 1 x(0) = 1 obe-
roende av val av slumptal X. Daremot behover inte den momentgenererande
funktionen nédviandigtvis existera i nagon omgivning till ¢ = 0. Men givet
att den faktiskt gor det sa gar det att visa att alla moment E(X™) maste

existera och de kan utvinnas med hjélp av sambandet E(X") = @bg?) (0).
Vidare kan man visa att givet att den momentgenererande funktionen ex-
isterar i nagon omgivning till £ = 0 s4 kommer den momentgenererande
funktionen att entydigt bestdmma fordelningsfunktionen for X. P& sa vis édr
den momentgenererande funktionen ett mycket kompakt séitt att beskriva
en fordelning pa. [1]

Laplaceintegraler dyker naturligt upp inom differentialkalkyl och sannolik-
hetsteori eftersom Laplacetransformationen visar sig ha bra egenskaper och
resultatet av transformationen &r en Laplaceintegral. Men Laplaceintegra-
ler ar &ven en allmént naturligt forekommande integral som dyker upp li-
te hir och dar. Laplace sjilv studerade huvudsakligen Laplaceintegraler i
samband med Bayesiansk statistik [6]. Integralerna uppstar ofta som den
aprioriférdelning som ges av Bayes sats. I detta fall &r det anvéndbart att
kunna approximativt berikna Laplaceintegraler for att kunna uppskatta den
normaliserande konstanten i aprioriférdelningen [2]. For att gora det utveck-
lade Laplace en asymptotisk metod som kom att kallas fér Laplaces metod.
Metoden kan inte snértigt beskrivas med en enskild sats, utan &r en sorts
angreppsmetod for att kunna approximera Laplaceintegraler. Metoden byg-
ger pa precis de idéer som vi anvinde i hérledningen av den asymptotiska

30



relationen

/+°° et it o 1! N 2! (z - +00)
~N — — —= - xr 0
o 1+t z 2 B

i avsnitt 1. Om vi exempelvis betraktar en Laplaceintegral pa formen

+o0
I(z) = /0 e~ q(t)dt

sa kommer funktionen I(z) asymptotiskt for stora virden pa x fa sitt huvud-
sakliga tillskott fran nagon liten omgivning till punkten ¢ = 0. Allmént kan
vi inte forvénta oss att integranden har ett globalt maximum i punkten ¢ = 0
eftersom det globala maximumet kommer att bero pa dels funktionen ¢(t)
och dels virdet pa x. Daremot sa kommer integranden i en viss asymptotisk
mening ha ett globalt maximum i punkten ¢t = 0 eftersom exponentialfunk-
tionen kommer att sla ut integranden utanfor t = 0 da ©* — +oo. Laplaces
metod bygger déarfor pa att approximera

é
I(:J;)%/O e q(t)dt

fér nagot litet tal § > 0 och sedan anvinda nagon lokalt god approximation
av ¢(t) sadant att man kan explicit berdkna integralen. De specifika detal-
jerna i hur man approximerar ¢(t) kommer att variera fran fall till fall. Vi
kommer att betrakta den mest frekvent anvinda metoden som bygger pa
att approximera ¢(t) med hjilp av en asymptotisk serie i t = 0. Men innan
vi ger en beskrivning av denna metod sa studerar vi forst partiell integ-
ration i samband med asymptotiska undersckningar av integraler och den
speciella funktionen gammafunktionen. Bade partiell integration och gam-
mafunktionen kommer visa sig vara fundamentala verktyg for att kunna
hitta asymptotiska utvecklingar av manga olika sorters integraler.

2.2 Partiell integration

Partiell integration &ér ett fundamentalt verktyg for att hitta asymptotiska
utvecklingar integraler. Om vi exempelvis betraktar en integral

b
/ F (gt

sa kan vi (givet att vissa forutsittningar dr uppfyllda) skriva om den som

t=b b
1) = F(g(t)] - / F(t)g/(t)dt.

Vad vi har astadkommit med denna omskrivning &r att frigéra en term,

t=b




fran integralen. I manga fall kan vi betrakta denna term som den ledande
termen i en asymptotisk utveckling av en integral dér resttermen ges av
integralen

b
g1 = —/ F(t)d (t)dt.

For att fa fler termer s& fortsdtter man med partiell integration pa rest-
termen. Vi kan konkretisera denna idé med ett vilkdnt exempel, ndmligen
Taylors formel. Antag att f(z) #r en C"*! funktion i ndgon omgivning av
punkten xg och definiera I(z) = f(x) — f(xp). Med integralrepresentationen

I(z) = /x f(t)dt

kan vi nu med hjalp av upprepad partiell integration hitta en asymptotisk
utveckling av I(z). Med n ganger upprepad partiell integration ser vi att
_ f'(=0) f"(@o) F (o)

0 o (x—a:o)2—i—...—|—T(a§—xg)”+5n(m)

I(x) (x —x0) +

en() = (—nl')” /x(t —z0)" " ()dt = O((x — :L'o)(n+l)) (x — x).

Genom att moblera om lite ser vi att

() ~ fag) + L) i)

da x — z¢. Partiell integration dr en mycket anvéindbar teknik och kommer
att lagga grunden for manga av de metoder som vi senare utvecklar. En
tumregel ar att partiell integration fungerar vél i de fall da integralen I (x) far
sitt huvudsakliga asymptotiska tillskott fran dndpunkterna a och b istéllet
for nagon eller nagra inre punkter ¢ € (a,b). Exempelvis gar det att hérleda
resultatet

£ (o)

(x —x0)*+ ...+ p

(x — o) +

(x — )"

oo 1 o 1 2
. ! ! !
— dt~—— 4+ = —
/0 e g + 3T (x = 400)

direkt med hjilp av partiell integration.

2.3 Gammafunktionen

Malet med asymptotiska metoder dr att finna analytiska approximationer
av komplicerade funktioner. For att detta ska vara praktiskt genomforbart
maste man behérska manga speciella funktioner och identiteter. Dessa kan
dels fungera som utgangspunkter fé6r metoder och dels anvéindas for att av-
sevért forenkla komplicerade uttryck. I denna rapport kommer sérskilt stort
fokus ligga pa en av dessa speciella funktioner, den sa kallade gammafunk-
tionen.
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Definition 2.1. Funktionen

+o00
[(z) := / t* le~tat
0

av parametern x kallas for gammafunktionen och &r definierad for alla z > 0.

Kommentar. For © > 1 &r ovanstaende integral bara generaliserad i den
mening att den 6vre integrationsgrinsen dr +o0o, men for z € (0,1) dr den
dven generaliserade i punkten ¢ = 0.

For att visa att gammafunktionen &r vildefinierad for alla x > 0 borjar vi
med att dela upp den som

“+o0 1 “+00
/ t*lemtdt = / t*Lemtdt + / t*~te~tdt.
0 0 1

Vi visar att bada ovanstaende integraler existerar var for sig. Vi beteck-
nar att funktionen f(¢) dr integrerbar pa mingden I genom att skriva
att f(t) € R(I). For att visa att gammafunktionen i definition 2.1 &r
villdefinierad sa ska vi alltsa visa att for varje val av x > 0 géller det
att t*“le=t € PR(0,+00). Vi bérjar med att fixera ett x > 0. Eftersom
t*~le=t = O(e~%/?) da t > 1 sa foljer det att det existerar nagot tal M
sadant att t*~le~t < Me™t2 for alla t > 1. Eftersom 0 < t*~le~t < Met/?2
for t > 1 samt Me~'/? € R[1, +00) sa foljer det av jamforelsekriterier for
integraler att t*~le~! € R[1, +oo). For t € (0,1] s borjar vi med att obser-
vera att 0 < ¢t~ le™t < ¢! Eftersom t*~! € 9]R(0,1] for alla z > 0 foljer
det att t*~le~t € 9R(0, 1] av jamforelsekriterier for integraler. Sammantaget
visar detta att t*~te~t € (0, +00) for alla x > 0. Speciellt ser vi att gam-
mafunktionen &r vildefinierad.

Vi kommer senare se att gammafunktionen naturligt dyker upp vid asymp-
totiska utvecklingar av Laplaceintegraler. Men gammafunktionen &r dven
intressant ur manga andra aspekter. Man kan bland annat betrakta gam-
mafunktionen som en generalisering av n!. Med partiell integration finner vi

att
“+oo
— / —e(z— 1)tV =
0

t=4o00
[(z) = —e "1

t=0 .
=(0—0)+(z— 1)/0 et D1t = (z — 1)D(z — 1),

vilket visar den intressanta funktionalekvationen I'(z) = (z — 1)I'(x — 1).
Detta kan man tycka paminner mycket om formeln n! = n(n — 1)!. Och

mycket riktigt da
+oo
I'(1) :/ e tdt =1
0
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foljer det av induktion att I'(n) = (n — 1)l. Av denna anledning gar det
att betrakta gammafunktionen som en kontinuerlig generalisering av fakul-
tetsfunktionen. Givetvis finns det manga sétt som man kan interpolera fak-
tultetsfunktionen pa, men gammafunktionen #r en naturlig sadan da den
exempelvis dr en analytisk funktion fér = > 0 [10]. Ibland anvéinder man
dérfor notationen x! istéllet for I'(z + 1).

Som en avslutande kommentar kan man tycka att det &r nagot lustigt att
man inte definierade gammafunktionen sadan att I'(n) = n! genom att skifta
ett steg i z-led. Gauss (1777-1855) definierade gammafunktionen som

“+o0o
I(z) =T(z+1) = / te~tdt
0

som da blir definierad for alla x > 1 med en singularitet i x = 1. Gauss ver-
sion av gammafunktionen snyggar till fakultetsformeln eftersom II(n) = n!
istéllet for I'(n+1) = nl. Den notation som vi anvénder infordes av Legendre
(1752-1833) och man vet inte varfér han valde att definiera gammafunktio-
nen med en singularitet i x = 0 istéllet for x = 1. [§]

2.4 Watsons lemma

Tidigare sa sag vi att vi kunde erhalla en asymptotisk utveckling av Lapla-

ceintegralen
+o0 1
I(x) = / et ——dt
0 1+t

genom att formellt serieutveckla ¢(t) = 1/(1 + ¢) som en potensserie och
sedan integrera termvis. Med vara beréikningar som bakgrund &r det na-
turligt att undra om detta &r en metod som fungerar allmént. Men hur
allmént kan man egentligen gora det? Eftersom vi aldrig explicit anvinde
att potensserieutvecklingen

1
— = 1—t+t2 3+
1+¢ +

ar konvergent i en liten omgivning runt ¢ = 0 utan egentligen bara anvénde
utvecklingens asymptotiska egenskaper kan det verka rimligt att metoden
skulle fungera for det mer allménna fallet dér ¢(¢) har en asymptotisk po-
tensserie. Vidare om vi blickar tillbaka till vara berdkningar i avsnitt 1 sa
verkade det aldrig vésentligt att var integral var en potensserie med heltal-
sinkrement i potenserna, det vill sdga att den asymptotiska utveckling av
q(t) var pa formen

q(t) ~ ap + art + ast®* + ... (t —0)
istéllet for exempelvis

q(t) ~ ag + art*’? + agtt + azt®? + agt®... (t —0).
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Mer allmént kan vi istéllet tala om en asymptotisk utveckling pa formen
+00 +oo
g(t) ~ Zakt(a—b+k)/b _ 4a/b-1 Zaktk/b (t = 07)
k=0 k=0

dir a och b ar tva strikt positiva konstanter. Potenserna i ovanstaende po-
tensserie kan vid forsta anblick se nagot kryptiska ut, men om vi exempelvis
vill att serien ska ha en forsta term ¢—3/% och direfter fortsiitta med ett
inkrement 7 i potenserna sa motsvarar det att 16sa ekvationerna

a
S 1=-3/4
b 3/

och
1
_ = 7‘(’7

b

vilka har 16sningarna a = 7/4,b = 1/m. Restriktionen a,b > 0 dr dar for att
garantera att den forsta termern t/°~1 har en potens som ir strikt stérre éin
—1. Detta ir visentligt eftersom t%/*~! inte &r integrerbar i en omgivning av
t=0daa/b—1< —1. Lat oss nu se hur vi givet en asymptotisk utveckling

g(t) ~ Z bR/
k=0

av ¢(t) kan hérleda en asymptotisk utveckling av Laplaceintegralen
+o0
I(z) := / q(t)e *'dt.
0

For att gora det anvinder vi samma heuristiska argument som i avsnitt 1.
Exponentialfunktionen i integranden gor sa att integralens svans blir mycket
tunn (transcendentalt liten), sa en approximation

400 é
/ q(t)e ™ dt ~ / q(t)e "dt
0 0

for nagot litet & > 0 ligger néra till hands. Givet att & ar tillrdckligt litet
bor vi dessutom kunna approximera ¢(t) lokalt pa [0, ] med dess trunkerade
asymptotiska serie som

a(t) = Y gt
k=0

for nagot ldmpligt valt n. Detta ger att

’ ot "IN (ot ]t
/Oq(t)e dt%/o [Zakt }e dt =

k=0
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n

a /5 ta_b+k)/b6_$tdt.
k=0 70
Integralerna

/6 t(aberk)/befxtdt

0

ser inte s& bra ut eftersom de beror pa den nagot godtyckligt valda parame-
tern 0. Eftersom en asymptotisk utveckling av I(z) inte bor bero pa nagon
godtyckligt vald parameter sa maste vi pa nagot sitt frigéra oss fran detta
d-beroende. Exponentialfunktionen i integranden t(@—0+k)/be=2t oi5r g8 att
svansen blir tunn och darfér kénns det rimligt att vi kan frigéra oss fran
0-beroende pa samma vis som vi introducerade det. Vi byter integrations-
grénserna med

4 +o0
/ fla—bik) /b, —at gy / pla—bik) /b, —at gy
0 0

For att ga vidare i var analys behover vi gammafunktionen. Med varia-
belsubstitutionen s = xt kan vi skriva om integralen som

+o00 1 +oo F[(a + k‘)/b]
(a+k)/b—1 _—zt 3, (a+k)/b—1_s 3. _
/0 t e tdt = x(a+k)/b/0 S e’ds = @

Detta steg &r typiskt for asymptotiska utvecklingar av integraler. Genom att
byta integrationsgrianserna till 0 och +o0o och sedan gbra nagot variabelbyte
i stil med s = tx eller s = t/x sa frigér man ofta integralen fran z-beroendet
(hér &r det alltsa fundamentalt att integrationsgrénserna dr just 0 och +00)
och erhaller en potens i x ganger en konstant som bestdms av nagon integral
oberoende av x. For att fortsitta skriver vi nu att

i a /5 pa—bbk) /b=t gy o i a,T [(a + k) /0]
k=0 0

a+k)/b
prt platk)/

vilket &r en vanlig potensserie i x. Eftersom vart val av n var godtyckligt
tyder vart heuristiska argument pa att det existerar en asymptotisk utveck-
ling
s akl“ a+k)/b
I(x) ~ ZW (x = 400).
k=0
Ar 1918 publicerade G.N.Watson (1886-1965) ett rigordst bevis av vart
heuristiska argument (metoden hade dock sjilvfallet anvints langt innan
det) [7]. Satsen kallas for Watsons lemma och &r idag en av de mest frekvent
anvénda satserna for att hirleda asymptotiska utvecklingar. Vi tdpper igen
alla luckor i vart heuristiska argument och bevisar satsen. Satsen géller for
alla funktioner ¢(¢) sa linge som I(x) &dr konvergent, men eftersom denna
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rapport dr riktad till studenter pa kandidatniva bevisar vi bara fallet da
q(t) &r en kontinuerlig funktion pa [0, +00) utan oéindligheter. Detta &dndrar
inte bevistekniken 6verhuvudtaget, utan det mer allménna fallet &r mer eller
mindre rad for rad identiskt med vart. Vi gor bara en forenkling for att fullt
ut kunna rattfirdiga alla berdkningar.

Sats 2.1. (Watsons lemma) Lat q(t) vara en reellvird eller komplexvird
funktion med asymptotisk utveckling

qt) ~ Y apt @t 0f),

Forutsatt att Laplaceintegralen

existerar sa gdller det att

~

OOaF a—i—k b
Zk a+k /] (

k=0

x — +00).

Bevis. Vi borjar med att definiera

enlt) = a(t) = 3 atetR/b
k=0

och
Enla) = I() = 3 W
k=0

Per definition av en asymptotisk serie &r vi klara om vi kan visa att
En(x) = O ot EHDIBY (1 5 4 00).

For att visa det borjar vi med att notera att

" a,[(a +oo
Ela) = 1(2) =Y axl'l(a+k)/b] _ /0 e~%le, (1)dt.

a+k)/b
— latk)/

Integralen i hogerled &r nodvéndigtvis konvergent eftersom vi antog att ()
var det. Da

sa vet vi att
En(t) _ O(t[(n+1)+afb]/b) (t N 0+)
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Detta betyder att det existerar konstanter d,, > 0 och A, sddana att

|5n(t)| < Ant[(n-‘rl)-i-a—b]/b

for alla ¢ € [0, d,]. Vi delar dérfor upp integrationsintervallet med

/ e e, (t)dt :/ e_xtsn(t)dt+/ e e, (t)dt
0 O 57L

och visar att bada ovanstaende integraler i hogerled &r O(1/(z(at(k+1)/b)
da r — 400 var for sig. For den forsta integranden foljer det av direkta
berékningar eftersom

On On 400
/ e—a:tgn (t)dt‘ < / e—:ctAnt[(n—i-l)—i—a—b]/bdt <A, / e—xtt[(n+1)+a—b]/bdt _
0 0 0

_ A 2Llla+ (n+ 1))/b]
rlat(n )]/

(/( [a+(k+1) /b) (ZE—>+OO)

Vi ar alltsa klara om vi kan visa att
+o0
/ e—:ctgn() (1/( [a+(k+1) ]/b) ($_> +OO>
On

Ovanstaende integral motsvarar en tunn svans, och vi ska visa att den fak-
tiskt &r transcendentalt liten. Lat x vara nagot véirde pa x sadant att I(xg)
existerar. Vi gor da omskrivningen

+oo +oo
/ e e, (t)dt = / e~ (@mm0)t gm0t (2)dt.
On on

Eftersom integralen
+oo
I(x0) :/ e e, (x)dt
on

existerar s& betyder det att funktionen

t
() = /5 =052, (1)ds

existerar. Nu anvénder vi vart antagande om att ¢(¢) &r en kontinuerlig
funktion for att fullt ut kunna réttfardiga vara kommande berdkningar.
Eftersom ¢(t) dr en kontinuerlig funktion sa kommer &,(t) ocksa vara det.
Detta visar att Gy, (t) dr en kontinuerlig funktion, begrénsad pa intervallet
t € [0p, +00) och dr en primitiv funktion till funktionen

gn(t) == e ™0, ().
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Av dessa anledningar vet vi att vi nu kan utféra en partiell integration, och
da finner vi att

t=4o0

—+00
/ e*(x*xo)te*xoten(t)dt = e*(z*xo)th(t)
On

—+o00
+(a—0) / e~ (=m0 (#)dt —
t=6n On

+oo +oo
=0—-0+ (xz — o) / e @)@, (H)dt = (x — xo)/ e~ (@=20) G (t)dt.
On on

Eftersom G, (t) dr begrinsad pa intervallet [d,,+00), sidg av talet B,, sa
foljer det att

+oo Foo
(x — mo)/ e_(g”_xO)Gn(t)dt‘ < (x — x0) / e~ (TT) B dt =
on on

= Bpe~ (#=%0)0n — (Bne_x(’&”)e_m =0(e™™) (x— +00).

Detta visar att
—+o00
/ e e, (t)dt = O(e™™)  (z — +00)
On

det vill sédga att svansen &r transcendentalt liten. Eftersom O(e™") =
O(1/(xlot(E+DI/bY 51 beviset klart. [

Kommentar. 1 Watsons lemma betraktar vi endast Laplaceingraler med in-
tegrationsgrianser a = 0 och b = 400 men naturligtvis kan satsen anvéndas
i andra fall ocksa. Om man exempelvis betraktar en Laplaceingral

10
/ q(t)e *dt
0

sa kommer den att ha samma asymptotiska utveckling som integralen

+o0
/ q(t)e "dt
0

+o0o
/ q(t)e "tdt
1

0

eftersom svansen

ar transcendentalt liten. Ovriga méjliga kombinationer av integrationsgrinser
a och b kan hanteras pa liknande siatt. Om a > 0 gér man variabelbytet
s =t—a och om a = —o0 och b = 400 sd multiplicerar man den asymp-
totiska utvecklingen i Watsons lemma med 2 (givet att ¢(¢) har samma
asymptotisk utveckling da ¢ — 0 fran bade hoger och vinster).
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2.5 Generaliserade Laplaceintgraler

Med hjalp av Watsons lemma kan vi hitta asymptotiska utvecklingar av
manga Laplaceintegraler. En integral pa formen

b
/ e?O%q(t)dt

kallas for en generaliserad Laplaceintegral. Den ar generaliserad i den mening
av vi har ersatt —t i exponenten med nagon godtycklig funktion ¢(¢). En
vanlig Laplaceintegral motsvarar alltsa specialfallet ¢(t) = —t. For att hit-
ta asymptotiska utvecklingar av generaliserade Laplaceingraler testar man
déarfor i allménhet forst ifall man kan utféra variabelbytet —s = ¢(t) och
sedan anvinda Watsons lemma. I vissa fall kommer detta inte fungera, ex-
empelvis om ¢'(¢) har nollstillen eller om sambandet —s = ¢(t) dr svart
att invertera. I dessa fall far man istéllet anvinda sig av mer komplicerade
metoder. Dessa metoder ar ofta mer mddosamma &n metoden som bygger
pa Watsons lemma, och darfor ger vi inga bevis utan fokuserar istéllet pa
de mer konceptuella och mekaniska aspekterna av metoderna.

Idén bakom metoderna for generaliserade Laplaceintegraler &r precis den-
samma som idén bakom metoderna for vanliga Laplaceintegraler. Den visentliga
skillnaden #r att istéllet for att bara approximera ¢(t) sa approximerar vi
dessutom funktionen ¢(t). Nér vi betraktar en generaliserad integral

I(2) = / " o0 (1)t

sa soker vi aterigen var pa integrationsintervallet som integralen far sitt
huvudsakliga tillskott. For en vanlig Laplaceintegral var det i punkten ¢ = 0
eftersom det var ddr som exponenten till exponentialfunktionen var storst. I
fallet med generaliserade Laplaceintegraler #r det punkten dér ¢(t) har ett
globalt maximum. Den forsta metoden som vi gar igenom hanterar det fall
da detta maximum antas i den nedre integrationsgrinsen ¢t = a samtidigt
som ¢'(a) < 0 (det #r sjiavklart att ¢'(a) < 0, sa vi antar alltsa bara att
¢'(a) # 0). I ett sadant fall kiinns det rimligt att approximera integralen

med
b a+d
I(z) = / e g(t)dt ~ / ™ q(t)dt
a a

for nagot litet tal 6 > 0. Nu vill vi approximera integranden pa intervallet
[a,a + 0] pa nagot sadant vis att integralen gar att explicit beriiknas. Givet
att ¢ ar litet nog sa bor approximationerna

¢(t) = ¢(a) + ¢'(a)(t — a)

och



var goda sadana. Vi forenklar integranden med hjélp av dessa approxima-
tioner:

a+d a+d ,
/ 70 g (1) dt ~ / 7l6(@1+6 @ =)l 4.

Eftersom integranden har en smal hogersvans (exponentiellt liten i forhallande
till integralen 6ver [a, a4 d]) frigér vi oss fran d-beroendet genom att justera
integrationsgréanserna med

a+6 , +oo ,
/ oelé(a)+¢ (a)(t—a)]q(a)dt ~ / erlo(a)+o (a)(t—a)]q(a)dt.

a a

Anledningen till varfér vi approximerade ¢(t) och ¢(t) som vi gjorde dr att
vi nu kan explicit beridkna ovanstaende integral. Med direkta berdkningar
finner vi att

“+oo
z[p(a "(a)(t—a —4(Q) zé(a
/ Jalé(a)+4' (@)t ﬂq(“)dt:m/((a))e ola).

Vart heuristiska argument verkar antyda att

I(z) ~ ;;iz)) (@ (1 - +00). (3)

Om ¢(t) har ett globalt maximum i den §vre integrationsgriansen ¢ = b sa
kan man med liknande berdkningar visa att

I(z) q(b) ()

~ —

z¢' (b)

Denna metod hade uppenbarligen inte fungerat i de fall dir ¢(¢) har ett
globalt maximum i en inre punkt ¢ € (a,b) eftersom da hade ¢/(c) = 0. For
att hantera ett sadant fall justerar vi var lokala approximation av ¢(t). Likt
tidigare borjar vi med att approximera

b c+0
I(z) = / e**Oq(t)dt ~ / e* O q(t)dt
a c—0

(x = 400).

fér nagot litet & > 0. Approximationen

¢(t) = ¢(c) + ¢ (c)(t — ¢)

ser dock inte bra ut. Eftersom ¢'(c) = 0 sa skulle vi med en sadan ap-
proximation eliminera t-beroendet i exponentialfunktionen. Forutsatt att
¢"(c) # 0 (det vill siiga ¢”(c) < 0) kan det dérfor kinnas rimligt att istéillet
approximera

$(t) = ¢(c) + ¢'(c)(t — ) + ¢"(c)(t — c) /2
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och da ¢'(c) = 0 foérenklar vi detta till

(t) = o(c) + ¢"(e)(t —c)/2.

Om vi likt tidigare approximerar ¢(t) ~ ¢(c) finner vi att

C+6 C+5 /1 2
/ 5 g (1) dt ~ / 5 R CICONE e

Vi frigor vi oss fran d-beroende i integralen genom att ldgga till exponenti-
ell sma svansar som &dr asymptotiskt obetydliga. Eftersom bade den undre
och den Ovre integrationsgriansen beror pa § sa lagger vi déarfor till bada
hogersvansen och vénstersvansen. Den resulterande integralen

c+d +oco
/ q(c)6m[¢>(0)+¢//(0)(t7c)2/2] di =~ / q(C)6[¢(c)+¢>”(0)(t70)2/2]mdt

-6 —00

ar en sa kallad Gaussisk integral och kan explicit beréiknas med hjalp av ett
vilkdnt trick. Om vi gor det finner vi att

/ +OO Q(C>6[¢(C)+¢”(C)(t—0)2/2!)]x gt — M
—00 —x¢//(c)

vilket verkar antyda att

V27 (c)er o)
29" (o)

Denna metod gar ocksa exempelvis bra att anvinda i de fall da ¢(t) antar
ett globalt maximum i den nedre integrationsgriansen ¢t = a samtidigt som
@' (a) = 0 och ¢"(a) # 0.1 det fallet blir den asymptotiska ekvivalensen dock

I(z) ~ M (z — +00).

2/ —x¢"(c)
Héar har vi alltsa delat hogerledet i den asymptotiska ekvivalensen med en
faktor 2 eftersom man pa grund av assymmetri bara inkluderar hégersvansen
i berdkningarna.

(r = 400). (4)

Ovanstaende metod byggde pa att om ett maximum antogs i ¢ = ¢ och
¢'(c) =0 men ¢"(c) # 0 sa kunde vi approximera

(t) =~ ¢(c) + ¢ (e)(t — 0)2/2.

Om ¢(t) har ett globalt maximum i punkten ¢ = ¢ och ¢'(¢) = 0 men
¢"(c) # 0 sa siger vi att ¢(t) har ett globalt maximum av ordning 2 i
punkten t = ¢. Om heltalet n > 1 ér det minsta tal sadant att ¢ (c) # 0
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sa séger vi att ¢(t) har ett globalt maximum i punkten ¢ = ¢ av ordning n.
Genom att gora ett teckenstudium av ¢(t) runt t = ¢ med Taylors formel sa
kan man visa att ordningen n maste vara ett jimnt tal samt att ¢ (c) < 0.
I det allménna fallet med ett globalt maximum ¢ € (a,b) av ordning n > 1
approximerar vi istéillet med

$(t) = d(c) + ¢ (e)(t — ¢)"/nl.

Om vi foljer samma recept som tidigare sa ser vi att

c+0
Ia) = [ oo enorm gy
c—90

400
~ q(c)e™) / =" (=" /nl gy —

q(c) extz)(c) +o0

- Y=z (c)/n! J oo

g(c)e™©  20(1/n)  20(1/n)g(c)e™(©

vilket stodjer att

—en
e % ds=

2I'(1/n)q(c)ex?)
n/—xp™(c)/n!

Man kan direkt hirleda formel (4) ur (5) genom att sétta n = 2 och anvénda
sambandet I'(1/2) = /7. Formel (5) kan sjélvfallet ocksa anvindas i de fall
da ett globalt maximum antas i en &ndpunkt, men pa grund av assymmetri
i integrationsgrianserna far man da dela hogerled i formel (5) med 2.

I(x) ~ (x — +00). (5)

Samtliga av ovanstaende metoder kallas fér Laplaces metod. Grundidén &r
att hitta vart funktionen ¢(t) antar sitt globala maximum och dérefter ap-
proximera ¢(t) och ¢(t) pa nagot lampligt séitt i en omgivning till denna
punkt. Formlerna (3) och (5) ger den ledande termen i en asymptotisk ut-
veckling av de generaliserade Laplaceintegralerna, och givetvis gar det att
justera metoderna for att hitta fullstindiga utvecklingar. Att gora det &r
dock tekniskt mycket svart. I Olver [7] ges ett nagorlunda fullstdndigt bevis
av formel (3), men nér det kommer till den fullstdndiga asymptotiska ut-
vecklingen &r beviset mycket handviftande (n#stan sa pass handviftande att
man kan beskriva det som inkomplett). Bevisidén &r att man approximerar
integralen

b a+0
/e‘z’(t)q(t)dt%/ e?Wq(t)dt

for nagot § > 0 som &r sa pass litet sa att ¢'(¢t) # 0 pa [a,a + 0]. Pa
intervallet [a,a + J] kan man gora variabelbytet —s = ¢(t) — ¢(a), varpa
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den generaliserade Laplaceintegralen ¢vergar till en vanlig Laplaceintegral
pa formen
A
/ e ¥ f(s)ds
0

o) - At
(t(s))

Givet att man vet den asymptotiska utveckling av f(s) i termer av s kan
man enkelt hitta en fullstéindig asymptotisk utveckling med hjélp av Watsons
lemma. Problemet dr hur man givet asymptotiska utvecklingar av ¢(t) —¢(a)
och ¢(t) i variabeln t hittar en asymptotisk utveckling av f(s) i variabeln
s. Att gora detta verkar vara mycket svart och i Olver ges ingen tydlig be-
skrivning av proceduren.

dar

I Bender & Orszag [4] finns inga bevis utan man anvinder sig uteslutande
av heuristiska argument likt vi har gjort i avsnitt 2.5. Dér ges en vag be-
skrivning av hur man kan anpassa metoden som gav oss formel (4) for att
hitta flera termer i en asymptotisk utveckling. Om man naivt testar sig fram
genom att approximera

(t) = p(c) + " ()t — )* /2! + d(c) + ¢ (c)(t — ¢)°/3!

sa kommer man omedelbart att stota pa flera problem. Det forsta problemet
dr att vi inte kan justera integrationsgrénserna genom att byta [c—d, c+4] till
(=00, +00) eftersom den resulterande integralen kommer att bli divergent.
Om ¢"(¢) > 0 kommer exponentialfunktionen i integranden att ga mot +oo
da t — 400 och om ¢"(¢) < 0 kommer exponentialfunktionen att ga mot
+o00 da t — —oo. Man kan forsoka att 1osa detta problem genom att istéllet
skriva att

$(t) = d(e) + ¢ () (t — )* /21 + d(e) + ¢ (e)(t = ¢)*/3! + ¢ (e)(t — ¢)* /4!

forutsatt att ¢*(c) < 0. Det finns dock ett annat problem som denna
omskrivning inte kommer att 16sa. Funktionen

$(c) + ¢"(c)(t — 0)*/2!

kommer nédvandigtvis ha ett globalt maximum i punkten ¢ = ¢. Dock sa
kommer inte funktionen

3(c) + 0" (€)(t — ©)* /2! + () + ¢ (e)(t — ¢)* /3L + 6D (o) (t — )" /4!

nédvandigtvis att ha ett globalt maximum i punkten ¢ = c¢. Den kommer
visserligen ha en extrempunkt i ¢t = ¢, men det behover inte vara nagot glo-
balt maximum. Om funktionen istéllet antar ett globalt maximum i punkten
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d # ¢ s& kommer en integral i stil med

0 AlBOH (Ot 2400+ () (-0 /3146 (O (t—c) 4]
/ e ' ' dq(c)dt

—00

fa sitt huvudsakliga asymptotiska tillskott fran en omgivning till punkten d
och inte punkten ¢, och déarfor kan integralen omdjligen ge nagon asympto-
tiskt god approximation av integralen

b
/ ™ q(t)dt
a

som far sitt huvudsakliga tillskott fran punkten ¢ = c. I Bender & Orszag
sa forklarar de hur man kan anpassa metoden for att fa den andra termen,
men likt i Olver sa ges det ingen tydlig beskrivning. I bade Olver och i
Bender & Orszag finns det en explicit beskrivning av de forsta termerna i
de fullstédndiga asymptotiska serierna, och fér praktiskt bruk verkar detta
racka.

2.6 Stirlings formel och roérliga maximum

Vi har tidigare sett att gammafunktionen naturligt upptriader i samband
med asymptotiska utvecklingar av Laplaceintegraler. Vi ska nu se att det
gar att hitta en asymptotisk utveckling av sjélva gammafunktionen. Med
omskrivningen

+oo —+o0
F($) _ / et gy — / er ln(t)e—t—ln(t)dt
0 0

s ser vi att gammafunktionen dr en generaliserad Laplaceintegral med
#(t) = In(t) och ¢(t) = et "), Vara tidigare metoder kommer dock inte
fungera pa denna integral eftersom ¢(¢) = In(¢) inte har nagot maximum pa
intervallet (0, 400), utan &r en strikt vixande funktion som gar mot +oo
da t — +oo. Vi anpassar dirfor var metod nagot. Tidigare har vi sett att
integralen #r konvergent for alla x > 0 eftersom exponentialtermen e™! slar
ut t*~! tillrickligt fort. Av detta skil gor vi omskrivningen

1

t

e ln(t)e—t—ln(t) xln(t)—te— In(t) _ e In(t)—t

=e
av integranden. Har har vi alltsd bakat ithop de tva termerna e*() och et
Anledningen till det &r att for att se vart integranden asymptotiskt har sitt
maximum sa maste vi studera bada dessa termer samtidigt. Den algebraiska
termen 1/t inkluderas inte eftersom den dr obetydlig i jaimforelse med den
transcendentala termen e*™(®)~t Vi definierar nu funktionen

o(t) == xIn(t) —t.
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och undersoker dess maximum. Vi finner att

Pt)=7 -1

t

vilket dr 0 da t = x. Detta dr ett maximum eftersom ¢ (¢) < 0. Till skillnad
fran tidigare ar detta inte nagon fix punkt pa t-axeln, utan &r beroende pa x.
Detta kallas for ett rérligt mazrimum. Integrandens asymptotiska maximum
kommer alltsa att vandra ldngs t-axeln i takt med att £ — 4o00. Men, vi kan
ocksa se det som att maximumet antas da x/t = 1. Genom variabelbytet
s := x/t sa kommer det rorliga maximummet pa t-axeln att spikas fast vid
s =1 pa den istéllet rorliga s-axeln. Eftersom Jacobianen vid variabelbytet
ar en algebraisk term sa kan vi dérfor anvinda vara standardmetoder pa
s-axeln istéllet. Med variabelbytet s = x/t finner vi att

0 r—1 _ 400
[(z) = / z e_x/sffds = :Ez/ el 1]“(S)H/S)]}ds
0 S

+OO$ S

Integralen

+00 1
/ prl-mm(s)+1/9 Lo
0 S

dr en generaliserad Laplaceintegral dér ¢(s) = 1/s och ¢(s) = —(In(s)+1/s).
Vi noterar att ¢(s) (per konstruktion) antar sitt maximum i punkten s = 1.
Vi kan dérfor fortsédtta med de tidigare metoder som vi utvecklade. Da
q(1) =1, ¢(1) = —1 och ¢ (1) = —1 foljer det av formel (4) att

oo 1 2me "
—(In(s)+1/s)z = 5, ., V2"
/0 e Sds NG (x = +00)

vilket darmed visar att

Av sambandet I'(n + 1) = n! foljer det att

n! ~ 27rn<n> (n — 400)

e
vilket brukar kallas for Stirlings formel. I efterhand kan man tycka att denna
formel &r 14tt lustig. Om man hade borjat med att betrakta n! och sedan
forsokt hirleda en god approximation sa hade man nog aldrig gissat att en
sadan approximation skulle innehalla konstanterna e och 7. Den ena dyker

upp vid analys, och den andra vid geometri, och vem hade gissat att de har
en koppling till den kombinatoriska kvantiteten n!?
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3 Fourierintegraler

3.1 Riemann-Lebesgues lemma

Vi har tidigare betraktat Laplaceintegralerna

b
I(m):/ e q(t)dt

och undersokt deras asymptotiska beteende da x — +oo. Laplaceintegraler-
na har en sorts systerintegral, Fourierintegralerna

b
I(x):/ e“q(t)dt.

Likt hur det till Laplaceintegralerna finns en tillhérande Laplacetransfor-
mation finns det dven till Fourierintegralerna en tillhérande Fouriertrans-
formation. Transformationen anvénds bland annat inom differentialkalky-
len for att losa differentialekvationer och inom sannolikhetsteorin nidr man
studerar den sa kallade karaktdristiska funktionen. Givet ett kontinuerligt
slumptal X med tdthet f(x) definieras den karaktéristiska funktionen som

vantevirdet
—+o0

(1) = B(eX) = / & f(z)de.

—00

Detta &r en Fourierintegral och eftersom
()] < B(le™]) = B(1) =1

ar integralen absolutkonvergent for alla £ och kommer darmed alltid existera
(vilket inte nodvéndigtvis dr sant for den momentgenererande funktionen).
Den karaktéristiska funktionen anvinds for att visa manga konvergenssat-
ser, exempelvis de tva fundamentala satserna stora talens lag och centrala
grdnsvirdessatsen. [1]

I detta kapitel gor vi asymptotiska undersdkningar av Fourierintegraler.
Medan integranden till en Laplaceintegral dr formad som en kulle &r Fou-
rierintegranden en vag. Eftersom det finns en stor kvalitativ skillnad i hur
Fourierintegraler och Laplaceingraler ser ut maste vi dirfér utveckla nya
metoder for att kunna hitta asymptotiska utvecklingar. Da

™ = cos(xt) + isin(xt)

sa racker det med att studera de inkompletta Fourierintegralerna

b
/ cos(xt)q(t)dt
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och X
/ sin(xt)q(t)dt

for att forsta Fourierintegralernas asymptotiska beteende (fordelen med att
studera ovanstaende integraler dr naturligtvis att det blir lattare att plotta
integranderna). For att fa lite inspiration och intuition borjar vi med ett
enkelt exempel. Vi undersoker det asymptotiska beteendet hos integralen

b
I(x) :/ sin(xt)dt

da z — 4oo dér a < b &r tva dndliga tal. Denna integral &r sa pass enkel
att vi kan explicit berdkna den:

I(z) = [cos(bx) — cos(az)] % (6)
Kan vi konstatera nagot mérkvirdigt i ovanstaende formel? Det finns tva
saker som vi kan observera. Det forsta som vi kan se ér att emedan integralen
direkt beror pa integrationsgrinserna a och b gar det ddremot inte direkt
att avldsa att integralen beror pa nagon inre punkt ¢ € (a,b). Det andra
som vi kan notera &ér att I(z) — 0 da @ — +oo. Speciellt ser vi att I(z) =
O(1/z). For att forsta varfor I(z) har dessa egenskaper sa tar vi och plottar
integranden.

100 A — x=1,a=0,b=10g(t)=1

075 1

050 1

025 1

000 1

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 A

=1.00

Figur 3.1: Inkomplett Fourierintegrand
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100 A —— x=5,a=0,b=10git)=1
075 1
050
025 1
000 1
—0.25 A
—0.50
—0.75 1

=1.00 A

o 2 4 & 8 10

Figur 3.2: Inkomplett Fourierintegrand

I figur 3.1 och 3.2 visas integranden till en inkomplett Fourierintegral med
a=0,b=10 och ¢(t) = 1 da = 1 respektive x = 5. Lat oss borja med
att se vilken roll parametern x spelar i en Fourierintegral. I en Laplacein-
tegral bidrog x med hur fort exponentialtermen e~ slar ut ¢(t) utanfor
den kritiska punkten ¢ = 0. I en Fourierintegral kommer z ddremot bidra
genom att gora sa att funktionen sin(zt) oscillarar fortare (jamfor figur 3.1
och figur 3.2). Nagot annat som &r slaende &r att symmetrin hos sinus-
funktionen orsakar en stor kancellering. Denna kancelleringseffekt uppstar
dock inte i dndpunkterna a och b pa grund av asymmetri. Detta visar att
det enda i integralen som i slutdndan inte forsvinner i kancelleringseffekten
kommer hérstamma fran nagot litet omrade till &ndpunkterna. Perioden av
sin(xt) dr 2w /x o 1/z, och dirmed dr bredden pa dessa intervall kring a
och b av storleksordning 1/x. Eftersom 1/z — 0 to x — 4oo illustrerar
detta varfor I(x) — 0 da x — +o0; bredden pa intervallet dér integralen
far sitt tillskott gar mot 0. Eftersom bredden pa dessa kritiska omraden &r
av just storleksordning 1/z forklarar det ocksa varfor just I(z) = O(1/x).
Sammanfattningsvis verkar formel (6) vildigt naturlig. Formeln beror in-
te direkt pa nagon inre punkt ¢ € (a,b) eftersom tillskottet fran en sadan
punkt forsvinner av kancelleringseffekten. Formeln beror ddremot pa de bada
andpunkterna a och b. Faktorn 1/x motsvarar storleksordningen pa det kri-
tiska omrade kring dndpunkterna dér integralen far sitt huvudsakliga bidrag.

Vad hénder da ¢(t) inte dr konstant utan &r nagon kontinuerlig funktion
pa [a,b]? Lat oss betrakta ett exempel.
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—— x=1,a=0,b=10,qit)=t

-6 T T T

0

2

T T T
& 8 10

Figur 3.3: Inkomplett Fourierintegrand

4

7.5 4

5.0 1

25 4

00 4

-25 4

501

—-7.5 1

=10.0 A

—— x=5,a=0,b=10,g{t)=t

Figur 3.4: Inkomplett Fourierintegrand
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10.0 7 —— x=15,a=0,b=10,qt}=t

1 10
75 ]

5.0 1 ’|

25
0.0

2.5 4

|

-71.5 1

—10.0 A

Figur 3.5: Inkomplett Fourierintegrand

Figur 3.3, 3.4 och 3.5 visar integranden till en inkomplett Fourierintegral
dér ¢(t) = t orsakar en kontinuerlig variation i amplituden hos sinusfunktio-
nen. Fran figurerna ser vi att det likt tidigare pa grund av asymmetri inte
uppstar nagon kancelleringseffekt i &ndpunkterna. Pa intervallet (a,b) kan
vi ddremot denna gang bara observera en vildigt liten kancelleringseffekt da
x = 1, en mattlig kancelleringseffekt da = = 5, och en stor kancelleringseffekt
da =z = 15. Varfor blir det sa? Om ¢ € (a,b) &r en inre punkt i intervallet
kan vi givet ett litet € > 0 hitta ett litet § > 0 sadant att |g(t) — q(c)| < €
for alla t € (¢ — d,¢+ 0). Genom att vilja e tillriickligt litet sa kan vi i
praktiken ignorera fordndringen i ¢(t) pa intervallet (¢ — d,¢ + 0) och ap-
proximera ¢(t) = ¢(c). Da ¢(t) dr likformigt kontinuerlig kan vi vélja ett § >
som fungerar 6verallt pa integrationsintervallet. Om z &r tillriackligt stort sa
kommer perioden hos sinusfunktionen bli sa pass liten att den kontinuerliga
variationen i amplituden blir 6verallt lokalt forsumbar, och da kommer vi
aterigen kunna observera en stor kancelleringseffekt. Vi sammanfattar och
formaliserar var analys i en sats.

Sats 3.1 (Riemann-Lebesgues lemma). Lat q(t) vara en kontinuerlig funk-
tion pa det slutna intervallet [a,b]. Da gdller det att

I(z) = /b eq(t)dt — 0

da x — +oo.

Bevis. Vart argument &r mer eller mindre bara en formalisering av den dis-
kussion som fordes ovan. Lat € > 0 vara ett litet tal vars virde vi preciserar
senare. Eftersom ¢(t) dr en kontinuerlig funktion pa den kompakta méngden
[a,b] dr ¢(t) likformigt kontinuerlig och ||¢(t)||ec < 4+00. Vidare kan vi hitta
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ett & > 0 sadant att |q(t) — q(s)| < € for alla t,s € [a,b] da |t — s| < §.
Med detta § i atanke konstruerar vi nagon partition {c,}", av [a,b] med
egenskapen att ¢,4+1 — ¢, < § for alla mojliga n. Pa intervallet (¢, ¢p+1) gOr
vi omskrivningen

q(t) = q(en) +[q(t) — q(cn)]

vilket vi anvander for att visa att

I(z) = / " ()t = T’i:q(cn) /+ ”tdt+z / T e () —qea)]dt.

Av komplexa triangelolikheten foljer det att

x’
samt att
m—1 Cnt1l m—1 Cnt1 9
Q(Cn)/ emdt‘ <> lalen)l / emdt‘ < ml[g(t)|[oo=
n=0 Cn n=0 Cn €

Dessutom har vi per konstruktion av partitionen {c,} att

m—1

> [ et - el < 0 - e

n=0

Sammantaget finner vi att

1)] < mllg(t) oo + (b a)e.

Den senare termen kan goras godtyckligt liten genom att vélja ¢ tillréckligt
litet (notera att ett val av e bestdmmer ett m), och den andra termen kan
sedan goras godtyckligt liten genom att vélja x tillrackligt stort. Detta visar
att I(x) — 0 da z — +oo. [ |

I beviset av Riemann-Lebesgues lemma anvénder vi att a och b &r dndliga. Vi
kan dock generalisera satsen till att d&ven inkludera svansarna, det vill sdga
tillata att a = —oo eller att b = +o0o. For att undvika patologiska svansar
antar vi att I(z) &r likformigt konvergent med avseende pa parametern x.

Sats 3.2. Lat b vara ett andligt tal, q(t) en kontinuerlig funktion pa (—oo, b]
och antag att

ar likformigt konvergent med avseende pa parametern x. Da gdller det att
I(x) = 0 da x — +o0.
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Bewis. Skriv )

C

I(x) :/ e”’tq(t)dt—i—/ eq(t)dt

—0o0 C
for nagot tal ¢ sadant att —oo < ¢ < b. Da I(x) &r likformigt konvergent
kan vi gora den forsta integralen godtyckligt litet for alla z genom att vilja
c tillrackligt litet. For ett givet ¢ kan vi sedan anvéind Riemann-Lebesgues
lemma for att visa att den andra integralen kan goras godtyckligt liten genom
att vélja x stort nog. [ ]

Sats 3.3. Lat a < b vara dndliga tal och I(x) en Fourierintegral dér q(t) €
Clla,b]. Dd gdller det att

I(x) =0(1/z) (z— +00).

Bevis. Eftersom q(t) € C'[a,b] finner vi med partiell integration att

i Qb
@) = [e*"(a) — )+ & [ eg (v

Den forsta termen é&r sjélvklart O(1/z). Att den andra termen ocksa #r
O(1/xz) foljer direkt av Riemann-Lebesgues lemma applicerat pa Fourierin-
tegralen

Kommentar. Sats 3.3 ar helt i linje med vad vi konstaterade tidigare; det
enda asymptotiskt bidragande tillskottet till integralen kommer fran en li-
ten omgivning till &ndpunkterna a och b, och denna omgivning &r just av
storleksordning 1/z.

Med hjélp av Riemann-Lebesgues lemma och upprepad partiell integration
kan vi enkelt hitta asymptotiska utvecklingar av Fourierintegraler.

Sats 3.4. Ldt a < b vara tvd dndliga tal och antag att q(t) € C™*'a,b).
Definiera

b
I(ac):/ e (t)dt.

Da gdller det att

S

I(x) ~ )

k=1

(x — +0o0)

8

dar ’ '
aj = [ezaxq(k:—l)(a) - €beq(k_1)(b)]ik.
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Bevis. Lat n vara ett heltal sadant att 1 < n < m. Med n ganger upprepad
partiell integration finner vi att

Ix)=Y" % +en(z)
k=1

dar ap dr som definierat ovan och

i\" ",
En = <> / eyt (t)dt.
x a

Att ep(z) = O(1/2™H) for alla 1 < n < m och att g, (7) = o(1/2™) foljer
direkt av sats 3.1 och sats 3.3 tillimpat pa ovanstaende integral. [ |

Kommentar. Om q(t) € C*|a, b] kan vi med precis samma argument hérleda
en o#ndlig asymptotisk serie for I(z).

Vi kan dven generalisera dessa satser till att inkludera de fall da a = —o0
och b = +o00.

Sats 3.5. Ldt a vara ett dndligt tal, q(t) € C'la, +00) och

lim ¢(t) — 0.

t——+o0

Vidare antag att
samt

ir konvergenta och J(x) dessutom likformigt konvergent. Da gdller det att
I(x) =0(1/z) (x — +00).

Beuvis. Med partiell integration finner vi att

iTa i i oo ixt /
I(z)=¢ q(a); +- e g (t)dt.

Den forsta termen #r uppenbarligen O(1/x) och for att se att den andra
termen ocksa dr det anvénder vi sats 3.2. [ |

Kommentar. 1 Olver [7] ges ett bevis av ovanstaende sats med den extra
premissen att I(z) &r likformigt konvergent men samtidigt utan premissen
att ¢(t) — 0 da t — +o00. Olver borjar beviset med att bevisa att ¢(t) — 0
da t — 4o0. I hans bevis sa verkar det dock finnas ett fel. Eftersom Olver
i allménhet ar valdigt sparsam med detaljerna &r det lite oklart om han
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bara har valt en liten olycklig formulering eller om det faktiskt foreligger ett
riktigt fel. Vid en nédrmare analys av resultatet sa verkar det orimligt att
q(t) inte gar mot 0 da ¢t — +oo, men samtidigt verkar det ganska bokigt att
visa att det nodvéndigtvis maste vara fallet. Eftersom ¢(t) - 01t — 400 i
sats 3.5 ofta ar latt att verifiera i praktiska tillampningar sa borde inte vart
antagande i sats 3.5 valla nagra storre besvér.

Genom en liknande argumentation som i sats 3.5 kan man (med lampliga
antaganden) generalisera sats 3.4 till de fall da b = +oc.

3.2 Generaliserade Fourierintegraler

En integral av typen
b
I(z) = / ) g 1) dt
a

dér ¥ (t) ar en reellvird funktion oberoende av parametern x kallas for en
generaliserad Fourierintegral. Genom variabelsubstitutionen s := () redu-
ceras den generaliserade Fourierintegralen till en vanlig Fourierintegral. Av
detta skil kan man ofta enkelt hitta asymptotiska utvecklingar av generalise-
rade Fourierintegraler med hjalp av foregaende tekniker. Problem uppstar da
sambandet 1 (t) = s dr svart att invertera eller om /() = 0 fér nagon punkt
t € [a,b]. Det forsta problemet &r av en mer praktisk karaktiar medan det se-
nare problemet &r mer fundamentalt. Av denna anledning kommer vi darfor
fokusera pa de generaliserade Fourierintegraler dir ’(¢) har nollstéllen pa
integrationsintervallet. For att forsta vilka problem som uppstar betraktar
vi ett exempel.

10.0 1
— x=1,a=0,b=10,g(t)l=1Lwt)={t-51"2

75 ”

5.0 1

=10.0 A

Figur 3.6: Integrand till inkomplett generaliserad Fourierintegral
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—— x=10,a=0,b=10,glt}=Ly(t}=(t-5}"2
7.5

5.0 4
25 4
00 4

2.5 4

=5.0

—-7.5 4

—10.0 A

o 2 4 & 8 10

Figur 3.7: Integrand till inkomplett generaliserad Fourierintegral

Figur 3.6 och 3.7 visar integranden till den inkompletta generaliserade Fou-
rierintegral

b
/ sin [1(t)]q(t)dt

dir a = 0, b = 10, q(t) = 1, ¥(t) = (t —5)? dd 2 = 1 respektive z =
10. Likt i avsnitt 3.1 kan vi observera en kancellering pa stora delar av
integrationsintervallet. Vi kan &ven notera att kancelleringen ¢kar i takt med
att x okar. En skillnad fran tidigare fall 4r att vi nu utéver dndpunkterna a
och b dessutom har en tredje kritisk punkt ¢ = 5 dér vi inte kan observera
nagon omfattande kancellering. Lat oss forsoka forsta varfor det blir sa. Givet
en punkt ¢ € [a,b] kan vi lokalt i nagon omgivning till ¢ = ¢ approximera

U(t) ~ 1p(c) + 4 ()t —c) (7)

samt
sin [21p(t)] ~ sin [z¢(c) + ¢/ (c)(t — ¢)]. (8)
Givet att ¢'(c) # 0 dr funktionen

sin [z9)(c) + 2/ () (t — ¢)]

en vanlig sinunsfunktion med en period av storleksordning 1/x, och av detta
skédl kommer integranden till den generaliserade Fourierintegralen lokalt i en
omgivning till punkten ¢ = ¢ att bete sig som integranden till en vanlig Fou-
rierintegral. Detta forklarar varfor vi i en omgivning till en sadan punkt far
en stor kancellering. Speciellt verkar det antyda att givet att ¢’ (a), v’ (b) # 0
sa kommer tillskottet till integranden fran dndpunkterna (vilket inte direkt
forsvinner av kancelleringsskil pa grund av asymmetri) vara av storleksord-
ning 1/x. Givet att ¥/(¢) dr en kontinuerlig funktion kan vi bevisa att sa &r
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fallet eftersom vi lokalt i en omgivning till punkten ¢ = ¢ kan gora variabel-
bytet s := 1(t) och sedan anviinda metoderna fran avsnitt 3.1. Detta hade
dock bara fungerat om ¢’(c) # 0. Om v¢’(c¢) = 0 sa ser vi att nagot intres-
sant hénder i var approximation (8). I en sadan punkt hade approximationen
namligen kunnat férenklas till

sin [z1(t)] ~ sin [z¢(c)].

Eftersom argumentet till sinusfunktionen &r konstant kommer det da in-
te uppsta nagon kancelleringseffekt alls. I detta fall &r ju argumentet i
sin(z¢(t)) antagligen inte riktigt konstant, och darfor kénns

() ~ (e) + ¥ ()t — o) + 1 (o)t — €)2/2 LT p(e) + (o) (¢ — )22,

som en mer realistisk approximation av argumentet #n (7). Med denna ap-
proximation blir inte argumentet konstant, men eftersom (t—c)? = o(t—c) da
t — ¢ sa kommer argumentet att lokalt variera langsammare én i de punkter
da forstaderivatan ar nollskild. Detta betyder att vi far mindre kancellering.
Speciellt kan det lata rimligt att tillskott till integralen frén en omgivning
till en siddan punkt dr av storleksordning 1/z i variabeln s = (t — ¢)?, och
didrmed av storlseksordning 1/4/z i variabeln ¢. Mer allmént om ¢ = ¢ ér
en stationdr punkt till ¢(¢) av ordning n > 2 kan det tyckas rimligt att det
lokala asymptotiska tillskottet till integranden fran en liten omgivning till
c dr av storleksordning 1/ {/z. Mycket riktigt kan man visa att sa &r fallet.
For att visa det anvinder man sig av en metod som kallas for Kelvin-Stokes
metod. Metoden anvinds for att hitta asymptotiska utvecklingar av gene-
raliserade Fourierintegraler med stationfira punkter i argumentet (¢) och
utvecklades av Lord Kelvin (1824-1907) och Stokes (1819-1903) [9]. Ibland
kallas metoden fér metoden av konstant fas (namnet syftar pa féorekomsten
av punkter dir ¢’'(c) = 0). Idén bakom metoden ér att for att hitta det le-
dande asymptotiska beteendet hos en generaliserad Fourierintegral sa ricker
det med att studera den stationéra punkten till ¢)(¢) som &r av storst ordning
eftersom ovriga delar pa integrationsintervallet ger asymptotiskt subdomi-
nanta bidrag till integralen. Likt i avsnitt 2.5 ger vi inget bevis av nagon
sats, utan nojer oss med ett heuristiskt argument. Antag att ¢'(¢) har precis
ett nollstéille pa intervallet [a, b], sdg i punkten ¢ € (a,b). Vidare antag att
" (c) > 0 (fallet 9" (¢) < 0 behandlas med liknande metoder). Vi delar upp
integrationsintervallet som

b c—6 cto b .
/ eww(t)q(t)dt _ / elxl/)(t)q(t)dt + / ew?/)(t)q(t)dt + / eww(t)q(t)dt
a a c—6 c+é

for nagot litet tal 6 > 0. Eftersom v¢'(t) # 0 pa [a,c — d] och [c + 6,b] sa
ar svansarna av storleksordning 1/x. Den mellersta integralen kommer dock
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visa sig vara av storleksordning 1/y/z. Eftersom 1/z #r subdominant med
avseende pa 1/+/z kan vi forsumma svansarna och enbart betrakta integralen

cto
/ e (t)dt
c—6

for att hitta det ledande asymptotiska beteendet hos I(x). Genom att vélja
o0 tillrackligt litet kan vi approximera

o c+o I 2 /91
/ 5 e“w‘“q(t)dt%/ 5 el (=2 g () g,

Notera att vi approximerar bade 1 (t) och ¢(t). Svansarna till ovanstaende
integral dr av ordning 1/z och darfér kan vi ligga till dem utan att det
paverkar det ledande asymptotiska beteendet. Vi finner da att

C+6 . " 2 | +oo . " 2 |
/ 5 QU @)= /21 o o) gt / QU (@) (=021 o o)
och med variabelbytet s := \/x9"(c)/2(t — ¢) dvergar integralen till

ei:m/)(c)q(c) 400
Vap'(e)/2 o

Ovanstaende integral kan explicit berdknas. Det gar att visa att

- o2
e ds.

+m . 2 .
/ ¢ ds = /4.

—00

Med detta sa ser vi att vi har troliggjort att

6i7r/4\/7?eix¢(c)q(c)
zy"(c) /2

Ovanstaende heuristiska argument dr taget fran Olver [7]. Hér kan noteras
att vii princip har anvént oss av samma metod som i hérledningen av formel
(4) i avsnitt 2.5. I Olver ges dven ett rigorost bevis av satsen (dven om Olver
i sedvanlig ordning dr mycket sparsam med detaljerna). I Bender & Orszag
ges ett heuristiskt argument i stil med det som fordes ovan [4].

I(x) ~ (x = +00). 9)

Kelvin-Stokes metod ger den ledande asymptotiska termen for I(z), men
den allménna uppfattningen inom teorin fér asymptotiska metoder ar att
den inte &r bra for s4 mycket mer #n sa. Till skillnad fran Laplaces metod
sa brukar man inte forsoka generalisera Kelvin-Stokes metod for att hitta
fullstindiga asymptotisk utvecklingar. For att forsta varfor kontrasterar vi
Kelvin-Stokes metod med Laplaces metod. Antag att 1(¢) och ¢(¢) har en
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stationdr punkt respektive ett globalt maximum, bada av ordning 2, i punk-
ten ¢ € (a,b). I bada metoder hade det forsta steget i hirledningen av en
asymptotisk beskrivning av integralerna varit uppdelningarna

b c—48 c+0 b
/ £700) g (1)t = / e q(t)dt + / e (t)dt + / e Wg(t)at

_5 c+0
och
b =8 c+0 b
/ e q(t)dt = / e Wq(t)dt+ / ) e Wq(t)dt + / y eV (t)dt.

For att hitta asymptotiska utvecklingar av Laplaceintegralen och Fourierin-
tegralen hade vi dérefter forkastat hogersvansarna och vénstersvansarna och
fokuserat pa dem mellersta integralerna. I Laplaces metod motiverade vi
uppdelningen med att svansarna ar exponentiellt sma i féorhallande till den
mellersta integralen eftersom v (c) var ett globalt maximum. I Fourierinte-
gralen motiverade vi uppdelningen med att svansarna &r av storleksordning
O(1/z) medan den mellersta &r O(1/y/z). Hér foreligger det en markant
skillnad. I Laplaces metod férsummar vi exponentiellt sma termer, medan
i Kelvin-Stokes metod forsummar vi algebraiska termer. De exponentiellt
sma termerna &r asymptotiskt obetydliga och kommer dérfor inte ha nagon
paverkan pa en asymptotisk utveckling av Laplaceintegralen, men de alge-
braiska termer kommer att ha en paverkan pa den asymptotiska utvecklingen
av Fourierintegralen. For att hitta en fullstindig asymptotisk beskrivning
av Laplaceintegralen réicker det déarfor med att enbart studera integralen

c+d
/ S ™ (t)dt.

Om vi ska hitta fler termer i en asymptotisk utveckling av den generaliserade
Fourierintegralen sa behover vi dock dven studera svansarna

c—6 b )
/ e’w“)q(t)dt + / e”w(t)q(t)dt
a c+o

eftersom bigge integraler kommer att ge ett tillskott till en fullsténdig
asymptotisk utveckling (bada integraler &r av storleksordning O(1/x)). Det-
ta gor det svart att formulera en allmén Kelvin-Stokes metod. Vidare foreligger
det &ven en annan markant skillnad mellan de tva metoderna. Om vi istéllet
for en enskild extrempunkt c istéillet hade n stycken extrempunkter {cj} dér
a<c <c<cy<..<c, <bhade Laplaces metod inte blivit svarare
medan Kelvin-Stokes hade blivit mycket médosam. Om det for nagot cg
giller att ¢(cg) dr ett globalt maximum hade den fullstdndiga asymptotiska
utvecklingen av Laplaceintegralen fortfarande kunnat hérledas fran en enda

integral,
crp+0g
/ " Wq(t)dt,
C

k—Ok
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eftersom alla andra integraler fortfarande hade varit exponentiellt sma i
forhallande till ovanstaende integral. I fallet med en Fourierintegral hade vi
dock likt tidigare behovt betrakta svansarna

c1—01 b
/ " g (t)dt + / W g (t)dt
a Cn+on

men &dven samtliga integraler

ci+0;
/ W g (t)dt
ci—0;

for alla 1 < ¢ < n. Da integralerna ger algebraiska bidrag till den totala
integralen finns det ingen integral som vi kan férsumma nér vi soker en
fullstindig asymptotisk utveckling. Anledningen till dessa skillnader mellan
Laplaces metod och Kelvin-Stokes metod ér skillnaderna mellan generalise-
rade Laplaceintegraler och generaliserade Fourierintegraler. Laplaceintegra-
ler &r asymptotiskt formade som en kulle med en skarp topp medan Fouri-
erintegralerna dr en vag. For att hitta en fullstindig asymptotisk beskriv-
ning av en Laplaceintegral ricker det darfér med att enbart gora lokala un-
dersokningar vid toppen av kullen, emedan man fér Fourierintegraler méaste
beakta hela integrationsintervallet med alla dess kritiska punkter. Istéllet
for att forsoka generalisera Kelvin-Stokes metod for att hitta flera asymp-
totiska termer sa anvinder man sig darfor istéllet av en mycket kraftfullare
metod som bygger pa att omvandla Fourierintegraler till Laplaceintegraler
och dérefter anvinda Laplaces metod. Detta dr faktiskt mer eller mindre
vad vi gjorde i hérledningen av (9), bara pa ett véldigt ineffektivt sétt.

4 Blandade integraler

4.1 Riemanns metod

I detta avsnitt kommer vi betrakta integraler av typen

I(z) = / " O (1)t

dar &(t) = ¢(t) +i(t) ar nagon analytisk komplexvird funktion med realdel
¢(t) och imaginédrdel 1 (t). Specialfallen ¢(¢) = 0 och ¢(t) = 0 motsvarar
generaliserade Laplaceintegraler respektive generaliserade Fourierintegraler.
Metoden for att hitta asymptotiska utvecklingar av dessa illustreras bést
med konkreta exempel. Vi betraktar Fourierintegralen

1
I(x) :/0 In(t)e'tdt.
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Denna integral existerar eftersom integralen dr absolutkonvergent da

1 1
it 1 . —
/0 lln(t)e |dt = EE%L i In(t)dt = Elgg{r [1+e—eln(e)] =1.
Integralen dr en vanlig Fourierintegral och dérfor kan vi inte anvéinda oss
av Kelvin-Stokes metod. For att hitta en asymptotisk utveckling av I(x)
hade vi darfor velat anvinda sats 3.4. Detta kan vi dock inte gora eftersom
férutsdttningarna for satsen inte &r uppfyllda. Om vi &nda formellt forséker
anvinda satsen far vi bland annat uttrycket In(0) i den forsta koefficienten
i den asymptotiska serien. For att hitta en asymptotisk utveckling av I(x)
borjar vi istéllet med att identifiera var integral med en konturintegral i det
komplexa talplanet. Vi kan identifierar /(z) med konturintegralen

I(x) :/Fln(w)emwdw.

dér w = t+1is for t,s € R och konturen I' &r linjesegmentet pa reella t-axeln
fran punkten 0 till 1. Integranden &r en analytisk funktion, och dérfor kan
vi gora kontinuerliga deformationer av konturen utan att &ndra vérdet pa
integralen (i detta fall finns det en liten teknikalitet da integranden inte &r
analytisk i &ndpunkten w = 0, men vi forbiser denna detalj och fokuserar
pa det mer visentliga i exemplet). Vidare observerar vi att integralen av
In(w)e™® dr en Fourierintegral lings horisontella konturer men en Laplace-
integral lings vertikala konturer. Av detta skél gor vi en kontinuerlig de-
formation av T'. Istéllet for att integrera ldngs reella t-axeln fran 0 till 1
integrerar vi istéllet forst det vertikala segmentet I'1(R) fran 0 till iR lings
imaginéra s-axeln, sedan det horisontella segmentet I'y(R) fran iR till 1+iR,
och sist det vertikala segmentet I's(R) fran 14 iR ner till 1. Hir &r R > 0
nagot reellt tal som vi dn sa ldnge later vara opreciserat. Vi ser da att

I(x) = / In(w)e™ dw
I"(R)

dér I"(R) =T'1(R) 4+ I'z2(R) + I's(R). Integralerna

/ In(w)e™™ dw
I'i(R)

/ In(w)e™™ dw
['3(R)

ar vanliga Laplaceintegraler som vi “enkelt”kan hitta asymptotiska utveck-
lingar av. Tyvérr har vi dock ocksa linjesegmentet I'o( R) mellan punkterna
(0,iR) och (1,iR) att integrera over. Over denna kontur #r var integral
aterigen en Fourierintegral, sa det ser ut som om vi inte har vunnit nagon

och
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mark, och oavsett vilket virde pa R som vi dn véljer maste vi alltid ha ett
sadant horisontellt linjesegment som forbinder vara vertikala linjer I'y (R)
och I's(R). Vi later dérfor R — +oo. En parameterisering av I';(R) &r
w=t+ 1R dir 0 <t <1, och eftersom

’ ln(t + iR)eix(t+iR)| _ ‘ ln(t + iR)eixte’xR\ 0

da R — +oo for alla z > 0 samt da lingden av I';(R) &r konstant 1 ser vi
att

lim In(w)e™dw = 0.
R—+o00 Fg(R)

Detta visar att

I(QZ>_/ ln(w)eixwdw—/ ln(w)e”wdw—i—/ ln(,w)eia:wdw
I1+Ts I -

dér I'; och T'3 &r de vertikala segmenten fran 0 till co och fran oo till 1 som
erhalls genom att lata R — 400 i I'1(R) och I'3(R). Bada av de resulterande
integralerna 6ver dessa konturer adr Laplaceintegraler. For integralen langs

I’y kan man anvénda sig av Watsons lemma, och integralen lings I'; kan
explicit berdknas med hjélp av en lustig identitet. Det gar att visa att

I(x) ~ _iln(z) iy 4m/2 N i (—=i)"(n —1)! (2 — +00)

T x pn+l

n=1
dér v =~ 0.5571 ar Eulers konstant. De tva forsta termerna &r det explicita
vérdet pa integralen langs I';. Se Bender & Orszag 5.282 [4] for alla detaljer.

Ovanstaende procedur dr en mycket kraftfull och anvindbar metod inom
asymptotisk analys. Metoden har manga namn och kallas ibland for meto-
den av fortast nedflyttning eller for sadelpunktsmetoden. Metoden anvindes
forst av Riemann (1826-1866) [9] och vi kommer dérfor i denna text referera
till metoden som Riemanns metod. Riemanns metod bygger pa att studera
argumentet

§(t) = o(t) +i(t)

till exponentialfunktionen i integranden och hitta nivakurvorna till ima-
gindrdelen ¢ (t). Pa en nivakurva ¢ (t) = C sa ser vi att {(t) = ¢(t) + iC,
vilket innebér att en integral pa nivakurvan reduceras till en Laplaceintegral.
For att hitta en asymptotisk utveckling av en integral av typen

I(z) = / " 001t

kan vi darfor kontinuerligt deformera linjesegmentet I' mellan a och b till
en kontur IV = T'y, + I'. + Iy, déir Ty, och T’y ér ett avsnitt av de nivakurvor
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till imaginéirdelen v (¢) som passerar genom punkterna a och b. I de flesta
fall giiller det att ¢ (a) # (), varpa vi finner att vi maste inkludera nagon
kurva I'. som binder samman I', och I',. I nagra fall behovs inte en sadan
om man i stil med vart tidigare exempel kan visa att I, och I'y, m&ts uppe
i nordpolen pa Riemannsfiaren. Vi betraktar ett nytt exempel. Med Kelvin-
Stokes metod gar det att visa att

1
I(z) = / et ﬁem/4 (x — +0o0)
0 2z
men i diskussionen i avsnitt 3.2 sag vi att det var svart att generalisera
metoden for att hitta en fullstindig asymptotisk utveckling av integralen.
Vi kan dock hitta en sadan med hjélp av Riemanns metod. Vi borjar med

att definiera
E(w) = i(t +is)? = —2ts +i(t* — s?)

dir ¢(w) = —2ts och (w) = t?> — s2. Sedan identifierar vi I(x) med inte-

gralen
r

dar T' dr linjesegmentet mellan 0 och 1 langs reella t-axeln. Nu soker vi
nivakurvorna till imaginérdelen ¢(w). Dessa nivakurvor ska passera genom
punkten a = 0 respektive b = 1. Vi borjar med a = 0. Vi ser att iw? = i0% =
0 varpa vi finner den sokta nivakurvan genom att 16sa ekvationen ¢ (w) =
t? — 52 = 0. Den enda lésningen som vi r intresserad av &r 16sningen ¢t = s
(pa kurvan som ges av ¢ = —s kommer beloppet av exponentialfunktionen
att vixa obegrinsat och ddrmed kommer Laplaces metod ej fungera). Pa
ett liknande sétt finner vi att nivakurvan genom b = 1 ges av punkterna pa
formen t = V2 + 1 dér s > 0. Vi definierar dirfér dem tva kurvorna I'y(R)
och T',(R) som ges av parametiseringarna (s, s) respektive (vs? + 1, s) dér
0 < s < R. Andpunkterna till dessa tva konturer &r dels punkterna a = 0 och
b = 1 och dels punkterna (R, R) och (v R? + 1, R). Vi sammanfogar dem tva
kurvorna med hjilp av det horisontella linjesegmentet I'.(R) mellan (R, R)
och (vVR? 4+ 1, R), vilket kan parameteriseras som ((vVR? 4+ 1— R)t + R, R)
dér 0 <t < 1. Om vi nu definierar I'"(R) = I'q(R) + I'.(R) — I',(R) (notera

orienteringen) ser vi att

I(z) = / e dw.
I"(R)

For att bli kvitt det horisontella segmentet I'.(R) later vi R — +o00. Belop-
pet av integranden lings I'.(R) &r begrinsat och da

1
VR?4+1-R=VR*+1-VR?=
VRZ+1+ VR
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ser vi att ldngden av I'.(R) gar mot 0 da R — +o0. Detta visar att

I(x) :/ e du
a1

dir 'y och T’y &r konturerna som ges av parameteriseringen (s, s) respektive
(Vs?2+1,s)ddr 0 < s < +o0. Vi tar nu och hittar asymptotiska utvecklingar
av dem generaliserade Laplaceintegralerna

Ia(x)—/ e

och

Iy(z) = /F e dp.,
—1b

Med var parameterisering finner vi att

I,(z) = /+OO ~2us? (14i)ds = (1+1) /+00 e 25 g
‘ 0 0 .

Denna integral kan explicit beriknas. Med en kontinuerlig deformation av
integralen kan man byta integrationskonturen som gar fran w = 0 till w = oo
langs reella axeln till imagindra axeln (jamfor med lemma 12.1 i Olver ?7).
Om man gor det Overgar integralen till en Gaussisk integral vilket kan
anvéndas for att visa att

\/> 17r/4
2z

For att hitta den asymptotiska utvecklingen av Iy(x) noterar vi att pa kon-
turen Ty giller det att ¢(t) = 2sv/s2 + 1. Av detta skél gor vi darfor varia-
belbytet u = 2sv/'s? + 1 varpa —I(x) dvergar till Laplaceintegralen

I (x) =

+oo —zTUu
e e
< / L
2 Jo v1+iu

Taylorutvecklingen

n'F (1/2)

i I'(n+1/2)

ar enligt sats 1.1 en asymptotisk utveckling av ¢(t) i punkten ¢ = 0. Med
Watsons lemma finner vi da att

I(x) ~ ;Z(-@”W (2 = +00).

n=0

64



Eftersom asymptotiska serier kan adderas termvis enligt sats 1.4 ser vi att

I(z) = L(z) + Ly(x) ~ 2‘/2@”/4 B ;Z(_i)nw (& — +o0).
0

n—

Notera att vi har ett minustecken framfor serien pa grund av orienteringen
hos I'.

Riemanns metod kan anviindas fér att hitta asymptotiska utvecklingar av
maéanga integraler. Allmént anvinds metoden for att hitta asymptotiska ut-
vecklingar av integraler pa formen

/ ") g (w)dw
r

diar I' &r en kontur i komplexa talplanet och &(w) och g(w) &r analytiska
funktioner (sa att man kan deformera konturer). Metoden kan exempelvis
anvindas for att 6verféra manga bokiga Fourierintegraler till Laplaceintegra-
ler. Exempel 3 pa sida 283 i Bender & Orszag [4] &r ett intressant exempel.
Dar betraktar de den generaliserade Fourierintegralen

1
/ exp(ize” /1) dt.
0

Detta #r ett intressant exempel da funktionen t(t) = €'/ har en stationéir
punkt av odndlig ordning i ¢ = 0. I avsnitt 3 fann vi med Kelvin-Stokes
metod att den ledande termen i en asymptotisk utveckling var av ordning
1/3/x déir n > 1 #r det minsta heltal sadant att (™ (0) # 0. Denna metod
fungerar alltsa inte i detta fall, och istéllet visar det sig att integralen &r av
storleksordning 1/In(x).

Att i praktiken behirska Riemanns metod &r svart och det verkar inte finnas
nagot tak for hur krangliga och tekniska berdkningarna kan bli. Det verkar
vara fordelaktigt att ha goda kunskaper om analytiska funktioner, speciel-
la funktioner och manga obskyra integralidentiteter. Det verkar inte finnas
nagon allmén regel for hur man ska deformera konturintegralen, utan N.G
de Bruijn beskriver hur valet ofta bara beror pa ens personliga smak som
matematiker. [3]
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