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Sammanfattning

Denna uppsats undersoker ett av de viktigaste resultaten inom ana-
lytisk talteori, primtalssatsen, som &r ett resultat angaende primtalens
fordelning. Uppsatsen inleds med en kort introduktion till primtal och
det historiska studiet av dessa innan vi presenterar dess viktigaste resul-
tat, primtalssatsen. Den huvudsakliga delen av uppsatsen bestar av ett
utforligt bevis av denna sats, och for detta bevis behover vi forst pre-
sentera ett antal grundliggande resultat om aritmetiska funktioner och
Riemanns zetafunktion. Uppsatsen avslutas med en introduktion till den
dnnu obevisade Riemannhypotesen och dess konsekvenser for primtalens
fordelning.

Abstract

This thesis explores one of the most important results in the field of
analytic number theory, namely the prime number theorem, which is a
result regarding the distribution of the prime numbers. The thesis begins
with an introduction to prime numbers and the historical study of these
before we state the main result of this very inquiry, the prime number
theorem. The main section of the thesis consists of a comprehensive proof
of this theorem, and for this proof we first need to state a number of basic
results about arithmetic functions and the Riemann zeta function. The
thesis concludes with an introduction to the, to this day unsolved, problem
of the Riemann hypothesis and its consequences for the distribution of the
prime numbers.
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1 Inledning

Primtalen &r ett fundamentalt objekt i matematiken som har studerats sedan
urminnes tider. Att det finns odndligt manga primtal dr ként for de flesta och
det kan ocksa enkelt bevisas, men den som har studerat en tabell Gver primtalen
har nog lagt mérke till att dem blir farre och farre ju lingre ner man kommer.
Matematiker kidmpade linge med att forsoka hitta en approximerande formel
for primtalens distribution och detta gav frukt nér det resultat som kom att
kallas for primtalssatsen forst formulerades i mitten av 1800-talet och senare
bevisades i slutet av detsamma. Primtalssatsen etablerar att antalet primtal
mindre &n eller lika med nagot tal z dr approximativt lika med z/In for stora
x, och det dr denna sats som dr huvudéamnet i uppsatsen. Kapitel [2] 4gnas at
grundliggande bakgrundsteori om primtal, samt en formulering av primtalssat-
sen och en kort redogorelse for den historiska utvecklingen av primtalsstudier,
vilken #ven syftar till att introducera nagra av de koncept som férekommer i
de senare kapitlen. Stoffet i kapitel 2| kommer huvudsakligen fran [1]. Kapitel
ger en introduktion till ett antal for primtalssatsens bevis viktiga koncept.
Ett av dessa dr Riemanns zetafunktion ((s) som dyker upp frekvent i denna
uppsats. Vi kommer konsekvent att anvinda notationen s = o + it fér den kom-
plexa variabeln i {(s) och andra funktioner definierade for komplexa tal, vilket
atminstone for ((s) dr etablerad notation #nda sedan Bernhard Riemann sjilv
studerade zetafunktionen. Saledes kommer vid varje givet tillfidlle o beteckna
realdelen av det komplexa talet s och ¢ beteckna imaginédrdelen till detsam-
ma. Vart att ndmna héir dr d&ven att vi kommer anvénda begreppen ”holomorf”
och ”analytisk”, i kontexten av komplexvérda funktioner, synonymt. Begreppen
asyftar egentligen separata egenskaper hos komplexa funktioner men en viktig
sats inom den komplexa analysen visar att en funktion &r holomorf precis da
den &r analytisk, sa behandlingen av dessa termer som synonymer &r befogat.
Innehallet i kapitel [3] dr taget huvudsakligen fran [1], [8], och [5]. Kapitel
bestar av ett bevis av primtalssatsen, och ar pa grund av bevisets lingd uppde-
lat 1 delavsnitt for béittre 6versikt och enklare navigering. Strukturen pa beviset
kommer fran [1]. Det sista kapitlet [5|introducerar ett av matematikens kéndaste
olosta problem, Riemannhypotesen, och visar lite kort vilka implikationer som
finns for primtalssatsen. Innehallet i detta kapitel hirror till storsta del fran [1)
samt [6]. Utover detta har ett antal andra killor anvints for enskilda satser och
bevis, och i dessa fall ér killorna tydligt refererade till i texten.



2 Primtal och primtalsrikning

2.1 Vad ar primtal?

Da denna uppsats kommer handla om primtalssatsen &r det naturligtvis mycket
viktigt att vi har en grundlig forstaelse for satsens subjekt, primtalen.

Definition 2.1. Ett positivt heltal n > 1 ar ett primtal om n endast delas av
1 och sig sjalvt. Vi betecknar ofta primtal med p.

Talteorin &r en gren av matematiken som studerar funktioner av, samband
mellan, och egenskaper hos heltal. Ett fundamentalt och mycket viktigt resultat
inom detta omrade &r aritmetikens fundamentalsats.

Sats 2.2 (Aritmetikens fundamentalsats). Varje heltal tal n > 2 kan skrivas
som en produkt av primtal pa ett (upp till ordning) unikt sétt.

Vi kan alltsa betrakta primtalen som en sorts byggsten for heltalen, och
att studera heltalen kan ddrmed i princip reduceras till att studera primtalen.
Det ar av denna anledning som primtalen &r av sddan enorm betydelse inom
talteorin. Beviset for aritmetikens fundamentalsats kommer nu.

Bevis av Sats[2.3. Satsen bevisas i tva delar, vi visar férst att varje heltal, storre
dn 1, kan skrivas som en produkt av primtal, och sedan visar vi att denna
produkt #r unik, upp till primtalens inbordes ordning. Det foérsta pastaendet
visas med stark induktion. Talet 2 &r ett primtal, och kan saledes skrivas som
en produkt av primtal pa ett trivialt sitt. Antag att pastaendet géller for varje
heltal k sadant att 2 < k < n — 1 for nagot heltal n. Om talet n &r ett primtal
géller samma sak som for 2, och pastaendet &r sant for n. Om n inte dr ett
primtal kan vi skriva n = ab dér a och b &r heltal stérre &n 1 men mindre an n.
Enligt antagandet géaller darfor att a = pipa - --p;j och b = q1g2 - - - g, kan skrivas
som en produkt av primtal och ddrmed géller att ocksd n = pip2 - pjq1q2 - - - qx
kan skrivas som en produkt av primtal. Alltsa géller pastaendet for n oavsett
om n dr ett primtal eller inte, sa enligt principen om stark induktion géller att
varje heltal storre &n 1 kan skrivas som en produkt av primtal.

Vi visar nu att primtalsfaktoriseringen for varje heltal &r unik. Antag, for att
na en motségelse, att det existerar tal for vilka det finns tva olika sétt att skriva
dem som en produkt av primtal. Lat n vara det minsta sadana talet och skrivn =
Pip2 - Pj = q1q2 - - Gk, dér samtliga p;,q; &r primtal. Vi erinrar oss Euklides
lemma, som siger att nédrhelst ett primtal delar en produkt maste primtalet
dela minst en av faktorerna. Eftersom talet p; ar en faktor i mittenledet maste
det dela hogerledet, och eftersom p; ér ett primtal maste det saledes dela nagot
av talen ¢;. Antag utan inskriankning att p1|q;. Eftersom ¢ &r ett primtal och
p > 1 maste gélla att p; = g1, sa vi kan stryka den gemensamma faktorn i
faktorisering av n for att erhalla pa---p; = g2+ - qi, alltsa ett nytt tal skrivet
som tva olika faktoriseringar i primtal. Detta tal maste dock vara mindre &n n,
eftersom det erholls genom division med en faktor storre &n 1, och detta bryter
mot antagandet att n var det minsta talet som kunde skrivas som tva olika



primtalsfaktoriseringar. Denna motségelse visar att varje primtalsfaktorisering
ar unik. O]

Primtalen har studerats sedan langt fore Kristus tid, och att primtalen &r
odndligt manga #r ként sedan atminstone 300 f.kr nér det bevisades av den
grekiske matematikern Euklides (ca. 325 fKr. - ca. 265 fKr.). En parafraserad
version av hans bevis foljer nedan.

Sats 2.3. Det finns oédndligt manga primtal.

(Euklides) Bevis. Lat p1,pa,...,p, vara nagon éndlig lista av primtal, vi ska
visa att det maste finnas nagot primtal som inte féorekommer i listan. Lat P vara
produkten av primtalen i var dndliga lista, P = p1ps - - - pp, och sitt ¢ = P + 1.
Talet ¢ &#r antingen ett primtal eller inte. Om ¢ &r ett primtal sa dr satsen
bevisad, ty ¢ forekommer inte i listan. Om ¢ inte &r ett primtal sa har ¢, enligt
aritmetikens fundamentalsats, nagon primtalsfaktor p. Primtalet p férekommer
antingen i var lista eller inte. Om p inte forekommer i listan &dr satsen bevisad.
Om p forekommer i listan sa &r p en delare till P, ty P &r produkten av samtliga
tal i listan vilken p ar en del av, och naturligtvis delar p sig sjalvt. Men p
delar ocksd ¢ = P + 1, sa4 p maste dven dela differensen av ¢ och P, alltsa
g— P =(P+1)— P =1. Detta dr en motsigelse, eftersom inget primtal delar
1. Ddrmed kan inte p forekomma i listan, och satsen &r bevisad. O

De tva satserna vi hir har visat ar de tva viktigaste och mest grundliggande
som finns géllande primtal, och de kommer otaliga ganger att anvindas i denna
uppsats, utan att nodvéandgtvis explicit refereras till.

2.2 Hur riaknar vi primtal?

For att pa ett smidigt sitt kunna rikna primtalen mindre &n eller lika med
nagot x infors primtalsfunktionen 7(x), som definieras enligt nedan.

Definition 2.4 (Primtalsfunktionen). Foér « > 0 betecknar vi med 7(z) prim-
talsfunktionen som definieras enligt

m(z) = Z 1,

p<z
dér summan tas 6ver samtliga primtal mindre eller lika med =x.

Funktionen returnerar alltsa for varje z > 0 antalet primtal som &r mindre
eller lika med . Summan som forekommer i definitionen kan forefalla mérklig
for ldsaren som inte dr van vid denna notation. Det dr underforstatt att talet
p som vi summerar dver ar ett primtal, sa summan bestar av lika manga ettor
som antalet primtal mindre &n eller lika med x. Summor av denna typ kommer
kollas ndrmare pa i Avsnitt Det foljer direkt av definitionerna av m(z) och
av primtal att bland annat 7(z) = 0 for z < 2, m(2) = 1, 7(3) = 7(4) = 2,
samt fran Sats att m(x) = oo da x — oo. For sikerhets skull podngterar
vi att beteckningen () for primtalsfunktionen inte har nagonting med talet
(=3.141592. . .) att gora.



2.3 Primtalssatsen
Vi anger nu denna uppsats huvudsakliga resultat.

Sats 2.5. Lat m(x) beteckna primtalsfunktionen och In z den naturliga logarit-
men. Da géller att gransvirdet
() Inx

lim
T—00 T

existerar och ar lika med 1. Detta skrivs oftast

xT

med notationen som kommer introduceras i Avsnitt [B.1]

Resultatet stipulerades av bade Gauss och Legendre i slutet av 1700-talet
men bevisades forst 1896 pa varsitt hall av Hadamard och de la Vallée Pous-
sin. Bevisen for primtalssatsen delas in i tva kategorier, de analytiska och de
elementéira. Att ett bevis dr analytiskt betyder att det, till skillnad fran ett
elementért bevis, anvinder komplex analys och i synnerhet Riemanns zetafunk-
tion, de forsta bevisen av Hadamard och de la Vallée Poussin var analytiska.
Termen ”elementért” ska i detta sammanhang inte tolkas som synonymt med
enkelt, tvirtom dr de elementéra bevisen ofta lingre och mer invecklade &n de
analytiska. Det forsta elementéra beviset for primtalssatsen upptécktes, drygt
50 ar efter det forsta beviset, 1949 av Selberg och Erdés. En stor del av den-
na uppsats kommer dgnas till ett analytiskt bevis av primtalssatsen, ndrmare
bestdmt kapitel [4]

2.4 Historisk 6verblick 6ver primtalsstudier

Som vi sag exempel pa i Avsnitt[2.1|var primtalen vilkénda och studerade redan
pa de gamla grekernas tid. Efter Euklides dréjde det dock manga ar innan nagon
pa allvar tog for sig att undersoka primtalen. Pierre de Fermat (1607-1665) sti-
pulerade att alla tal pa formen F, = 22" + 1, sa kallade Fermattal, producerar
primtal for n > 0, och detta stdmmer for n < 4. Leonhard Euler (1707-1783)
grusade dock Fermats forhoppning nir han 1732 visade att Fy = 232 41 #r sam-
mansatt (Fermat sjilv var ju dock, forstas, avliden vid det hér laget och kunde
inte ta del av besvikelsen). Det har dven gjorts forsok att hitta primtalsprodu-
cerande polynom. Uttrycket 22 — x + 41 ger primtal for alla heltal 0 < x < 40
och uttrycket 22 — 79z + 1601 for 0 < 2 < 79, men Christian Goldbach (1690-
1764) lyckades 1752 bevisa att inget polynom i x med heltalskoefficienter kan
ge primtal for varje heltalsvirde pa . William Harold Mills (1921-1964) visade
1947 att det finns ett tal A sadant att heltalsdelen av A3" ger primtal for varje
n > 1. Mills lyckades inte bestimma A men han visade att det var storre &n
1 men inte ett heltal. Talet ar fortfarande oként, faktum &r att ganska lite &r
ként om A, bland annat huruvida det &r rationellt eller inte. Ett annat olost
problem angaende primtal dr Goldbachs formodan fran 1742, som stipulerar att



varje jamnt tal storre dn eller lika med 4 kan skrivas som summan av tva prim-
tal. Satsen har genom rena (dator-)berdkningar bekriftats for alla tal upp till
4 -10'® men #r alltjimt obevisad. Ytterligare ett &r primtalstvillingsformodan,
som siger att det finns oéindligt manga par av primtal vars differens ar exakt
tva. Denna formodan ér ett specialfall (k = 1) av Polignacs férmodan som séger
att det, for varje k storre én eller lika med 1, finns odndligt manga primtal p
sadana att p + 2k ocksa ar ett primtal, och som formulerades 1849 av Alphonse
de Polignac (1826-1863). I slutet av 1700-talet upptickte Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) och Adrien-Marie Legendre (1752-1833) oberoende av varandra att
7(x) (se Definition antar ungefiir samma viirden som uttrycket z/Ina for
stora virden pa x. Denna upptéckt fick senare namnet primtalssatsen (Sats,
som vi redan har sett. De forsta bevisen av primtalssatsen publicerades av Jac-
ques Hadamard (1865-1963) och Charles Jean de la Vallée Poussin (1866-1962),
som inte endast féddes och dog néstan samtidigt utan ocksa bada oberoende av
varandra bevisade primtalssatsen néstan samtidigt, i 1896. Deras bevis utgar
fran metoder som togs fram av Bernhard Riemann (1826-1866) under mitten av
1850-talet. Redan 1737 hade Euler upptéickt ett sétt att relatera funktionen

S |
C(): R

definierad for reella z > 1, till primtalen (vi kollar néirmare pa detta i Sats.
Riemann tog denna funktion och uttékade dess definitionsméngd till komplexa
tal s med realdel storre &n 1, och visade dven att funktionen genom analytisk
fortséittning (se Avsnitt kan utvidgas till en analytisk funktion i hela det
komplexa talplanet, forutom punkten s = 1 dér funktionen har en enkel pol.
Funktionen som Riemann dérigenom definierade kom senare att kallas for Ri-
emanns zetafunktion, och denna kommer studeras i detalj i Avsnitt [3-4 Det
var till stor del de relativt nyupptéickta egenskaperna hos denna funktion som
Hadamard och de la Vallée Poussin uttnyttjade for att for forsta gangen be-
visa primtalssatsen. Nagra decennier dessférinnan, ndrmare bestimt ar 1838,
upptickte Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) den sa kallade logarit-
miska integralfunktionen, definierad

ita) = [ 1)

Int’

for positiva x # 1. Funktionen visade sig ocksa vara en mycket god uppskattning
for w(z), faktum #r att primtalssatsen &r ekvivalent till att mw(x) ~ li(z). Att
det forhallar sig sa dr inte sa mérkligt, ty om vi partiellt integrerar n ganger
erhaller vi

£, = = Jr/w n! &t
CInz  (Inz)2 7 (Inz)” o (Int)nt+l

_ (1 1 P 1 _~_h1azj/gc n! gt
- Inz Inz 7 (Inz)n1 x Jo (lmt)nti



vilket visar att "

li(z) ~ —,
(z) Inx
forutsatt att integralen i hogerledet ér konvergent (notera att integranden har

en singularitet i ¢ = 1) vilket man kan visa att den #r.



3 Nodvindig bakgrundsteori

I det bevis av primtalssatsen som presenteras i Kapitel [4] férekommer ett an-
tal funktioner vilka behdver en nérmare introduktion. Dessa dr a ena sidan de
aritmetiska funktionerna, och & andra sidan Riemanns zetafunktion och gam-
mafunktionen. Samtliga dessa presenteras i detta kapitel. Forst av allt klargor
vi lite notation som férekommer frekvent i studiet av dessa speciella funktioner.

3.1 Grundliggande notation
Lat f och g vara reellviirda funktioner definierade pa nagot intervall (a, c0).

e Vi skriver f(z) = O(g(z)) om det finns nagon konstant M sadan att
|f(z)] < Mg(x) antingen for alla x for vilka funktionerna &r definierade
eller for alla tillrackligt stora z. Vi siger att ” f ar stora O av ¢”.

e Om g(x) # 0 skriver vi f(z) = o(g(z)) om lim,_ o f(z)/g(x) = 0 och
sager att ” f ar lilla o av ¢g”.

e Om g(x) # 0 skriver vi f(x) ~ g(z) om lim,_,~ f(z)/g(x) = 1 och séger
att 7 f ar asymptotisk till ¢g”.

3.2 Aritmetiska funktioner

I méanga delar av matematiken studeras talfoljder, reell- eller komplexvirda
funktioner definierade for de positiva heltalen. Inom talteorin kallas dessa for
aritmetiska funktioner, och de spelar en viktig roll i studiet av primtalens distri-
bution och inte minst i primtalssatsens olika bevis. Vi &r redan bekanta med en
aritmetisk funktion, ndmligen primtalsfunktionen 7(z), och vi kommer i detta
avsnitt introducera fler funktioner och visa nagra viktiga samband.

Definition 3.1 (Mangoldtfunktionen). Med A(n) betecknar vi Mangoldtfunk-
tionen som for varje heltal n > 1 definieras enligt

A(n) Inp om n =p™ for nagot primtal p och heltal m > 1,
n)=
0 annars.

Mangoldtfunktionen i synnerhet kommer visa sig forekomma frekvent i det
bevis av primtalssatsen som presenteras senare i uppsatsen.

Definition 3.2 (Mébiusfunktionen). Med p(n) betecknar vi Mobiusfunktionen
vilken for varje heltal n > 1 definieras enligt

0 om p?|n for nidgot primtal p,
un) =<1 omn =1,
(—1)k om n ir en produkt av k stycken skilda primtal.

Definitionen av Mdobiusfunktionen kan vara lite komplicerad vid en forsta
anblick. Tabell [I] listar de tio forsta virdena pa Mobiusfunktionen och kan
forhoppningsvis hjélpa till att skapa lite intuition.



10

8 9
0 0 1

Tabell 1: Virdet pa Mobiusfunktionen for de forsta 10 heltalen

Definition 3.3 (Partial- och delarsumma). Lat f(n) vara en aritmetisk funk-
tion och lat |z ] beteckna det storsta heltalet mindre eller lika med z. Funktionen

Fla)=Y f(n)=f(1)+ f2)++ f(|z])
n<x
kallas for partialsumman av f i punkten z. Funktionen
G(x) =) f(d),
d|x

dér summan striacker sig 6ver alla positiva delare av x, kallas for delarsumman
av f i punkten z.

Partial- och delarsummor av kinda aritmetiska funktioner anvéands ofta till
att definiera nya aritmetiska funktioner, ett exempel pa detta foljer nedan.

Definition 3.4 (Tjebysjovs andra funktion). Med ¢ (x) betecknar vi Tjebysjovs
andra funktion som definieras som partialsumman av Mangoldtfunktionen,

()= 3 Aln).

Eftersom A(n) = Inp om n = p™ {6r nagot primtal p och nagot heltal m > 1,
och A(n) = 0 annars kan definitionen ovan skrivas

Y(@) =Y Inp
p'm, S:I:
ddr summan tas 6ver samtliga primtalspotenser mindre én eller lika med .

Definition 3.5 (Tjebysjovs forsta funktion). Med ¥ betecknar vi Tjebysjovs
forsta funktion som definieras som partialsumman av logaritmfunktionen,

Hzx) = Z In p.

p<z

Jamfor vi detta med uttrycket for Tjebysjovs andra funktion ¥ (x) ser vi att
man kan betrakta 9¥(x) som en begrinsning av ¥ (z), eftersom bada funktioner
summerar samma uttryck men (x) summerar dver samtliga primtalspotenser
< z medan ¥ endast summerar 6ver primtalen sjélva.

Sats 3.6. Om n > 1 har vi

lnn = ZA(d)

dln



Bevis. Om n = 1 har vi i hogerledet endast termen A(1) = 0 och i viinsterledet
Inl = 0. Antag dérfor att n > 1. Enligt aritmetikens fundamentalsats kan vi

skriva
T
— Qg
n= H Dy
k=1

for primtal pg, och tar vi den naturliga logaritmen av detta uttryck far vi

T
Inn = Zak In pg.
k=1

Fran definitionen av A(n) ser vi att de enda nollskilda termerna i delarsumman
i hogerledet kommer fran delare d av n som kan skrivas d = pi* for m =
1,2,...,a5 och k=1,2,...,r. Saledes fas i hogerledet

ZA(d) = Z i Alpi) = Z zk: Inp, = Zaklnpk =Inn.
k=1

d|n k=1m=1 k=1m=1
Detta visar satsen. O

Sats 3.7. Om n > 1 har vi
1 1 omn=1
St = |+ -
i n 0 ommn>1.

Bewvis. Vi genomfor ett induktionsbevis pa talet n. Om n = 1 har vénsterledet
endast en term, p(1), och vinsterledet dr dérfér per definition lika med 1.
Antag nu att n > 1, enligt aritmetikens fundamentalsats kan vi skriva n =
pit - ppk dér pr,...,pg &r primtal och aq,...,ar > 1. Vi ser fran definitionen
av Mobiusfunktionen att de enda nollskilda termerna i vénsterledet kommer
fran d = 1 samt de delare av n som ér produkter av skilda primtal. Darfér har
vi att

> u(d) = (1) +p(pr)+ - +p(pr) +u(pip2)+ - +u(Dr—1pk)+ - +u(pipa - pr)-
dln

Alla termer pu(...) for ett givet antal primtal i argumentet har samma vérde
oavsett vilka primtal som ingar. Vi kan dérfor sla ihop alla termer p(...) vars
argument innehaller lika manga primtal. Det finns (¥) stycken siitt att vilja ett

primtal fran k olika, (g) stycken sitt att vélja tva tal fran k, och i allménhet

(fn) stycken sitt att vilja m tal fran k. Darfor kan summan ovan skrivas

St = tw)+ (Yo + (5 )i+ (o)

dn
=1+ (lf)(—l) + <§>(—1)2 ot <Z)(—1)k.



Detta kénner vi nu igen som summan

k
Z 1k—m(_1)m

vilken enligt binomialsatsen har virdet (1—1)* = 0. Saledes ir vinsterledet lika
med 1 for n = 1 och lika med 0 for alla n > 0, vilket vi skulle visa. O

Definition 3.8 (Dirichletprodukt). Lat f(n) och g(n) vara tva aritmetiska
funktioner. Funktionen som definieras av

n
) =3 1o (3)
(n) =3 s (5
d|n
kallas for Dirichletprodukten av f och g och betecknas f * g.

Sats 3.9. Dirichletmultiplikation dr en kommutativ och associativ operation.
Med andra ord giller for alla aritmetiska funktioner f, g, k att

frg=9xF,

(f+g)x k= *(g+k).

Bevis. Notera att summan n
> @9 (3)
Hdg {5

dln

ekvivalent kan skrivas

Y flag(b)

ab=n

dir summan striicker sig éver alla ordnade par (a,b) vars produkt &r n. Att
Dirichletmultiplikation &r kommutativt foljer darfor omedelbart fran motsva-
rande faktum om multiplikation av heltal. For att visa associativiteten later vi
A = g x k och betraktar produkten f* A = f * (g * k). Vi har

(fA)n) =Y fl@Ad) =Y fla) Y gbklc)= Y fla)g(b)k(c).

ad=n ad=n be=d abc=n

Med B = f * g far man pa samma sétt

(Bxk)(n) =Y Bld)k(c)= Y > fla)g®kc)= D fla)g(b)k(c)

dc=n dc=n ab=d abc=n

sa tydligen géller fx A = B x k, eller

fx(gxk)=(f*g)*k,

sa Dirichletmultiplikation dr associativt. O
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Definition 3.10 (Generaliserad Dirichletprodukt). Om «(n) &r en aritmetisk
funktion och F(x) &r en reell- eller komplexviird funktion definierad pa (0, 00)
sadan att F(x) = 0 for 0 < z < 1 sa definieras den generaliserade Dirichletpro-
dukten av a och F' som
x
(o F)(z) = Z a(n)F (ﬁ) .
n<z

Produkten cvo F' ir en ny reell- eller komplexvird funktion definierad pa (0, co)
som &r lika med noll f6r 0 < z < 1.

Om F(z) = 0 for alla icke-heltalsvérden x s& &r begrénsningen av F till
heltalen en aritmetisk funktion, och a o F = a * F eftersom F (%) = 0 for
alla n som inte delar x. Det dr pa grund av detta specialfall som produkten
kan betraktas som en generaliserad Dirichletmultiplikation. Till skillnad fran
vanlig Dirichletmultiplikation dr den generaliserade varianten i allménhet varken
kommutativ eller associativ. Déremot finns det en form av associativ lag som
relaterar operationerna o och x:

Sats 3.11. Lat I vara som i definitionen ovan. For alla aritmetiska funktioner
a och  giller att
ao(8oF)=(axp)oF.

Bewvis. For x > 0 har vi att

(ao(BoF)(@) =Y an) Y BF ()= 3 amBm)F ()

mn mn
n<z m<x/n mn<x
-3 (Sams(5)) £ (5) = @rs) e o,
n k
k<z \ n|k
O
Sats 3.12. Om h = f x g, lat
H(z)=) h(n), F(@)=Y f(n), G(x)=>_ g(n).
n<x n<z n<z
Da har vi att . .
H() =Y G (5) =Y g (5) (2)
n<lxz n<lx
Beuvis. Lat
U(x)—{o om0 <x<l,
1 omz>1.
Da géller att F'= foU, G=goU, sa vi far att
foG=folgoU)=(frg)olU=holU=1H,
goF =go(folU)=(9xf)oU=hoU=H
enligt Sats [3:11] vilket bevisar satsen. O
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Foljdsats 3.12.1. Om vi later g vara den konstanta funktionen g(n) = 1 och
f(n) = A(n) sa far vi G(x) = |z], F(z) = ¢(x) och ekvation (2)) ger da

>3 = 3 am H =n§gjxw(jj).

Vidare har vi fran Sats att

>3 AW) =) Inn=Inl+n2+n3+. . +lnlz] = n(1-2:3- - [z]) = In(|z]!),

n<z dln n<lz
sa sammanfattningsvis har vi sambandet
x
K (ﬁ) = In(|z]").
n<z

Definition 3.13. Lat a(n) vara en aritmetisk funktion. Om det giller for alla
relativt prima heltal n, m att

a(nm) = a(n)a(m) (3)

sa kallas funktionen a(n) multiplikativ. Om (3)) géller f6r samtliga heltal n,m
s& kallas funktionen a(n) komplett multiplikativ.

Sats 3.14. Mobiusfunktionen p(n) dr multiplikativ, men inte komplett multi-
plikativ.

Bevis. Lat n, m vara relativt prima heltal. Om nagon av n och m innehaller en
faktor p* dér k > 2 gor dven nm det och déarfor har vi att

p(n)p(m) = 0 = p(nm).

Antag istéllet att varken n eller m har nagon potensfaktor i sin primtalsfaktorise-

ring. Viskriver dan = pipa - --pr ochm = quqa - - - gy dér p1, pa, ..., Pk, 1, G2, - -5 @t
ar distinkta primtal. D& giller att u(n) = (—1)* och u(m) = (—1)* och darfor

att
p(nm) = (=M = (=1)*(=1)" = p(n)pu(m),

vilket visar att pu(n) dr multiplikativ. Vi ser att u(n) déremot inte dr komplett
multiplikativ eftersom till exempel ©(9) = 0 medan p(3)u(3) = (-1)2=1. O

Definition 3.15. Lat a(n) vara en aritmetisk funktion och s en komplex vari-

abel. Serien
o0
Z a(n)
n=1 n?

kallas for en Dirichletserie.



3.3 Analytisk fortsdttning

Lat séiga att vi har en analytisk funktion f(z) definierad i nagon 6ppen delméngd
Q) av det komplexa planet. Vi vet att analytiska funktioner har ett antal trevliga
egenskaper, bland annat ar de oéndligt kontinuerligt deriverbara inuti sitt kon-
vergensomrade (se Sats 9.3 1 |10]). Av denna anledning kan vi stéilla oss fragan
om det finns nagot sétt att utvidga funktionen f(z) till en ny analytisk funk-
tion F'(z) definierad i ett stérre omrade U D 2, kanske rentav hela C, sidan
att F(z) = f(z) pa Q. Det visar sig, vi kommer dock inte visa det hir, att det
dr mojligt, atminstone ibland. Om det dock rakar vara sa att det dr mojligt
att definiera en ny funktion med dessa egenskaper sa dr den nya funktionen
unik. Tekniken att utvidga definitionsméngder av analytiska funktioner kallas
analytisk fortsittning, och kommer i detta avsnitt introduceras for att senare
appliceras pa Riemanns zetafunktion ((s) i Avsnitt

Om vi for en kort stund blir lite informella kan vi betéinka exempel pa analy-
tisk fortsdttning vi redan dr bekanta med. Exponentialfunktionen e®, dir x ar en
reell variabel, &r inte komplexvéird och ar déarfor inte analytisk i den komplexa
meningen, men den &r, som analytiska funktioner i stort, oéndligt deriverbar.
Vidare dr den definierad pa den reella axeln vilket inte formellt dr en 6ppen
delméngd av det komplexa planet. Vi har &ndock genom Eulers formel

9 = cos® + isinf

ot
ett naturligt sitt att uttoka den reella funktionen e® till en komplexvéard sadan
genom att definiera

e* = "W = ¢%(cosy + isiny).

Vi kan dérfor betrakta F(z) = e* som en analytisk fortsdttning av funktio-
nen f(z) = e®. Notera att F(z) = f(x) da S(z2) = y = 0, sa funktionerna
overensstammer pa den ursprungliga funktionens definitionsmingd, vilket ju
var nagot vi 6nskade av den utvidgade funktionen. Som sagt ér detta inte ett
formellt exempel pa analytisk fortsdttning, men det &r dnda illustrerande for
hur analytisk fortsdttning gar till i praktiken.

Den formella definitionen av analytisk fortsidttning lyder:

Definition 3.16. Lat f(z) vara en analytisk funktion i nagon &ppen sam-
manhéngande delmingd D C C. Om F(z) ar en analytisk funktion i nagon
Oppen sammanhingande delméngd D’ C C sadan att D C D’, och det dess-
utom galler att

F(z) = f(2)

for alla z € D, sa séiger vi att F(z) dr en analytisk fortsidttning av f(z) till D’.

Som vi ndmnde i introduktion &r det inte alltid majligt att utvidga en funk-
tion som #r analytisk i ett omrade D till ett stérre omrade. Om det férhaller
sig sa séger vi att randen till D &r en naturlig rand till funktionen. Déremot
géller att den analytiska fortsdttningen, om den existerar, &r unik. For att visa
det ska vi forst visa en generell sats om analytiska funktioner.
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Sats 3.17. Om funktionen f(z) &r analytisk i nagon 6ppen delméngd D C C
och f(z) = 0 for alla z i nagon oppen skiva Q C D, sa giller att f(z) = 0 for
alla z € D.

Bevis. Lat zg vara centrum av den Oppna skivan Q C D. Antag, for att na en
motsigelse, att det finns en punkt z; € D med f(z1) # 0, och lat T' C D vara
en kurva fran zg till z;. Om vi ror oss ldngs I" kommer vi initialt bara rora oss
genom punkter dir f(z) = 0, men till slut maste vi komma till en punkt, kalla
den w, med egenskaperna att dels f(z) = 0 i samtliga punkter som foregar w pa
T, och dels att det finns punkter z godtyckligt nidra w pa I ddr f(z) # 0. Detta
eftersom f(z) ér kontinuerlig pa D och i forlingningen pa I'. Fran den forsta
egenskapen ser vi att f/(z) = 0 i samtliga punkter z som foregar w pa I, ty dér

kan vi i uttrycket
véilja s pa T' sd att f(z) = f(s) = 0. P4 samma sétt har vi for varje z som

foregar w pa I' att ) )

s—z zZ— 8

=0

genom att lata s ndrma sig z lings T dér enligt ovan f/(2) = f/(s) = 0. Fortsitter
vi pa samma vis ser vi att samtliga derivator av f(z) dr lika med 0 for alla z
som foregar w pa I, sa faktumet att f(z) #r odndligt kontinuerligt deriverbar
pa hela I" medfor att detsamma géller i punkten w. Vidare betyder faktumet att
f(z) &r analytisk i punkten w att f(z) kan utvecklas i en konvergent Taylorserie
i en omgivning av w, men da f(w) = 0 och detsamma giller for alla derivator av
f 1w sa dr samtliga termer i Taylorutvecklingen lika med 0, sa f(z) dr identiskt
lika med 0 i en omgivning till w. Detta motsidger den andra egenskapen som
vi konstaterade att w maste ha, ndmligen att det finns punkter z pa I' som
ligger godtyckligt niira w och i vilka f(z) # 0. Denna motsigelse betyder att det
ursprungliga antagandet var felaktigt, sa f(z1) = 0. Saledes kan det inte finnas
nagon punkt i D i vilken f(z) &r nollskild, sa f(z) &r identiskt lika med 0 pa
hela D. O

Beviset for entydigheten av den analytiska fortsdttningen &r nu i det ndrmaste
trivial:

Sats 3.18. Lat f(z) vara en analytisk funktion i ndgot 6ppet sammanhéngande
omrade D C C. Antag att F(z) &r en analytisk fortsdttning av f(z) pa nagot
storre omrade D’ C C. Da dr F(z) entydigt bestdmd pa D’.

Bevis. Antag att F(z) ér ytterligare en analytisk fortsittning av f(z) till D/,
och lat G(z) = F(z) — Fi(z). Enligt Definition giller att F'(z) = Fi(z) =
f(2) pa D, s& G(z) = 0 pa D. Enligt Sats[3.17 &r d& G(z) = 0 pa hela D', alltsé
giller F(z) = Fi(z) pa hela D’. Saledes existerar som mest en unik analytisk
fortsittning av f(z) till D’ O
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3.4 Riemanns zetafunktion

Riemanns zetafunktion, betecknad ((s), dr en komplex funktion som ligger till
grund for manga viktiga resultat inom analysen, i denna uppsats sammanhang
huvudsakligen i det analytiska beviset av primtalssatsen. Detta kapitel kommer
introducera zetafunktionen och visa en del viktiga samband som &r nédvandiga i
ovan ndmnda bevis. Som vi namnde lite kort i Avsnitt definierades Riemanns
zetafunktion forst for komplexa tal vilkas realdel &r storre &dn 1, for att sedan
genom analytisk fortsittning definieras for hela det komplexa talplanet, férutom
s = 1. For vara syften réicker det att studera zetafunktionen for R(s) > 0, sa vi
kommer endast att visa hur funktionen kan definieras i detta halvplan.

3.4.1 En forsta definition

Vi definierar nu Riemanns zetafunktion for ¢ > 1. Notera att denna definition
redan dok upp i Avsnitt

Definition 3.19. For varje s = 0 + it € C med o > 1 definierar vi Riemanns
zetafunktion ((s) enligt
(=3 (W
n=1
Nir zetafunktionen skrivs pa detta sett ser man att den utgor det enklaste
exemplet (a(n) = 1) pa en Dirichletserie, se Definition

Vi vet, i det fall s &r en reell variabel, att serien @ konvergerar absolut for
alla s > 1. Foljande sats visar att detta dven géller for samtliga komplexa s med
o> 1.

Sats 3.20. Serierepresentationen fér Riemanns zetafunktion i Definition
dr absolutkonvergent for alla s € C med o > 1.

Bevis. Enligt definitionen ovan har vi for o > 1
_y L
n=1 n’

varfor vi far att

o0 o0 oo

1 e | |efzt 1nn| 1
= EDIF =2 — Z Z =2
n=1 n=1 = n=1

vilket konvergerar da o > 1. Saledes ér absolutkonvergent. O

Vi kommer vid manga tillfallen i beviset ha behov av ett uttryck for derivatan
av ((s). Summor kan som bekant deriveras termvis da derivatan &r en linjér
operator, och da serier som den i Definition kan betraktas som en sorts
odndlig summa kan man hoppas att det finns ett enkelt uttryck for derivatan
¢'(s) da o > 1. Satsen nedan visar att detta &r fallet, men vi gar inte in i detalj
for hur detta motiveras.
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Sats 3.21. Funktionen ((s) r analytisk f6r o > 1 och vi kan berékna derivatan
av zetafunktionen genom termvis derivering. Saledes har vi for alla s € C med
o >1 att:

o0

(o) =-Y o

n=1

Bevis. Se Lemma 3 i |1] for varfor ((s) dr analytisk for o > 1. Enligt Theorem
11.11 1 2] &r vidare ((s) likformigt konvergent for o > 1 varfor vi kan derivera
serierepresentationen termvis enligt Remark 10.4 i [9]. O

3.4.2 Oéindliga produkter

I forberedelse for nésta viktiga sats tar vi en kort paus fran undersékningen av
Riemanns zetafunktion for att istéllet ta en snabb titt pa oéndliga produkter.
En oéndlig produkt dr som namnet antyder ett uttryck pa formen

e o)
n=1

dér faktorerna a, ar nollskilda reella- eller komplexa tal. Fram&ver kommer vi
se o#ndliga produkter av typen Hp och da #r det underforstatt att produkten
tas 6ver samtliga primtal, vilka ju &r odndliga (Sats . Precis som odndliga
summor, eller serier som de formellt kallas, kan oéndliga produkter konvergera
eller divergera. Om (a,) dr en foljd av nollskilda tal siges den oédndliga pro-
dukten [[)°, a,, konvergera om talfsljden (p,), dér vi for varje heltal n > 1
definierar p,, = ajas - - - a,, konvergerar till ett nollskillt tal da n — oo. Betrak-
tar vi (p,,) som en foljd av ”partialprodukter” i analogi med teorin f6r serier har
vi alltsa ett analogt kriterium fér konvergens som vi har for serier. Om detta
inte intriffar sdger vi att den odndliga produkter divergerar, detta innefattar
alltsa dven mojligheten att p, — 0. Tar vi den naturliga logaritmen av fas

oo (oo}
In H ap = E Ina,
n=1 n=1

varpa vi ser att oindliga produkter kan 6verforas till serier pa ett naturligt sétt,
forutsatt att logaritmfunktionen ar definierad for alla a,,. Om p,, = a1as...a, —
0 sa géller att Inp, = lnay + lnag + --- + Ina, — —oo, vilket alltsa innebér
att serien 2211 Ina, divergerar. Det &dr av denna anledning vi betraktar den
odndliga produkten som divergent i fallet p,, — 0.

Ett mycket intressant resultat som presenterar en koppling mellan Riemanns
zetafunktion och primtalen &r zetafunktionens representation som FEulerprodukt,
vilket dr en odndlig produkt som tas 6ver samtliga primtal. Man kan visa att
varje Dirichletserie kan skrivas som en oédndlig produkt men vi visar det endast
for Riemanns zetafunktion. Vart att ndmna &r att denna liank mellan zetafunk-
tionen och primtalen &r helt och hallet tack vare aritmetikens fundamentalsats
(Sats[2.2)), vilket ocksa framgar ur beviset.
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Sats 3.22 (Eulerprodukten). Om o > 1 giller foljande formel for ¢(s):

=TI (1- 1)_1 (6)

pS
dér produkten tas 6ver samtliga primtal.

Bevis. For att bevisa denna sats visar vi forst att varje faktor i hogerledet av
(@ kan skrivas som en absolutkonvergent serie. Multiplicerar vi dessa faktorer
for alla primtal p upp till P erhaller vi en &ndlig produkt av absolutkonvergenta
serier, och subtraherar vi denna fran serierepresentationen for ((s) erhaller vi
en serie vilken enkelt kan visas konvergera mot 0 da P — oo. Fran detta drar
vi slutsatsen att den oéndliga produkten i hogerledet &r lika med ((s). Vi gor
detta nu.
Fixera primtalet p och betrakta den geometriska serien

S5
k:Op ° k=0 ps

1

s

o] 1 1 —1
Y= (5)

k=0

for o > 1. Serien &r absolutkonvergent eftersom < 1 och dess virde ar som

bekant

Lat nu P vara nagot primtal. Uttrycket
—1 0
1 1
M) -1
p<P p<P k=0

beskriver saledes en dndlig produkt av absolutkonvergenta serier varfor vi kan
multiplicera och kasta om termerna som vi vill (se exempelvis Theorem 3.55 i
|7] for varfor absolutkonvergenta serier kan omdisponeras som man vill) for att

erhalla ) (
Sy L o 1 _ — cp(n)
II (1 ps) II j{:]ﬁm ;;; ns

p<P p<P k=0

(7)

dir cp(n) dr lika med 1 om samtliga primtalsfaktorer av n dr < P och 0 annars.
Det &r hér i den sista likheten aritmetikens fundamentalsats kommer in i leken
och vi har anvint att varje heltal n pa ett unikt séitt (fransett inboérdes ordning)
kan skrivas som en produkt av primtal. Vi har dirmed for foljande differens
uppskattningen

1 1
= — < e
Z ns| — Z no’ (®)
n>1 n>1
cp(n)=0 cp(n)=0

i 1—cp(n)

n=1

w102

p<P
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dér vi har anvéint serierepresentationen for ((s) (Definition|3.19)) som ju &r giltig
da o > 1. Summan i hogerledet gar 6ver alla heltal som har nagon primtalss-
faktor storre dn P, dessa tal utgor en (dkta-) delmingd av alla tal storre dn P,

sa hogerledet dr
= 1
<) W
n=P+1

vilket eftersom, o > 1, gar mot 0 da P — oo. Later vi saledes P — oo i ser
vi att produkten

konvergerar (tack vare att ((s) gor det) samt att den konvergerar mot just

¢(s)- L

3.4.3 Ytterligare definitioner av zetafunktionen

Med utgangpunkt i denna Eulerproduktform for ¢(s) kan vi ta fram flera héftiga
formler som har stor vikt i studiet av zetafunktionens beteende och i beviset av
primtalssatsen som kommer i Kapitel [

Sats 3.23. Lat A(n) beteckna Mangoldtfunktionen fran Definition och lat
o > 1. Da géller

n ¢(s)

Beuvis. Strategin for detta bevis &r att forst visa att vénsterledet i @ kan skri-
vas om som en viss serie. Denna serie innehaller en derivata och vi visar att vi
kan byta ordning pa summan och derivatan varav vi erhaller derivatan av en
serie vilken kan visas vara lika med In((s). Deriverar vi detta uttryck erhalls
precis @D Nu genomfor vi detaljerna av beviset.

Z:l A(Z) _ () (©)

Vi minns att A(n) #r lika med Inp om n = p* for nagot primtal p och positivt
heltal k, och lika med 0 annars. Vi har déarfor att

1d 1 Inp _OOA(n)
BT D P

pks

dér de tva forsta serierna gar 6ver samtliga primtalspotenser. Samtidigt har vi
for den forsta serien att

1d 1 d 11
T NG T a2
P P

dér vi kan plocka ut derivatan utanfér summationen da serien i véansterledet dr
likformigt konvergent. Att serien konvergerar likformigt kan vi bland annat kan
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se fran Weierstrass majorantsats (se Theorem 7.10 1 [7]) da

-l
prEs T pre

1d
k ds pks

och serien ) i% konvergerar. Fran Sats far vi sedan att

-1

Z kpks zp:ln (1 - p15>_1 :lnl;[ (1 — ;) =In((s),

vilket vidare ger att

s Z b = =)

Allt som allt har vi alltsa for o > 1 att

)
2T T )

(10)

O

Notera att zetafunktionen enligt Sats for ¢ > 1, &r en konvergent
produkt av nollskilda tal, saledes dr ((s) # 0 och hogerledet i @D ar darmed

véaldefinierat for alla s € C med o > 1.

Foljdsats 3.23.1. Beviset ovan, ndrmare bestdmt ekvation , har som kon-

sekvens att féljande formel géller for o > 1:

1
s)=exp (D
pF p

Sats 3.24. Lat p(n) beteckna Mébiusfunktionen fran Definition och lat

o > 1. Da géller

1 o0
ok

Bevis. Eftersom Mobiusfunktionen &r multiplikativ (Sats [3.14)) och serien

> |03
n=1 n=1 ne
konvergerar for o > 1 giller enligt Theorem 1.9 i [11] att

Bepnes o))

p p
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eftersom p(p) = —1 och pu(pF) = 0 for k& > 1. Jamfor vi nu hogerledet med
uttrycket i Sats[3.22] ser vi att

> 1
S

O

Innan vi utvidgar definitionen av zetafunktionen till ett storre omrade av
det komplexa talplanet visar vi féljande lemma, som ger ett alternativt sitt att
definiera funktionen i omradet {s € C: o > 1}.

Sats 3.25. Antag att ¢ > 1, da har vi for varje z € N att:
1-s

C(S)ZZ%Jrj—l

n<z

+ O(|s|z™7).

Bewvis. Notera forst att

sa att

o dw > dw
R DY IS0l I 1D D) Py (TP
n>x n>z n z<n<w n

dér vi far byta plats pa summationen och integrationen eftersom allting konver-
gerar absolut, tack vare att ¢ > 1. Darmed har vi for zetafunktionen att

:Z%juzng Z—+s/ LwJ—x)wifl

n<x n>w n<z
dw < dw
_Z——Fs/ w—x)ws+1+0<|s|/ w”+1>'
n<x z

Den forsta integralen i det sista uttryckte ar lika med

— (e o) — —
> dw *° dw wl=s o0 szl N

S — — ST —g =S —l—x[w } = -z =
. W s WSt 1-s], z s—1 s—1

och for feltermen far vi

oo [ ) o) -ouss

Saledes ar lemmat visat. O
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3.4.4 En utvidgning av definitionen

Vi ska nu definiera ((s) for ett storre omrade i det komplexa talplanet. Notera
att representationen i Definition [3.19]

=1
C(S) = )

inte dr nagot anvindbar for s = o + it med o < 1, da serien divergerar i detta
fall. Saledes maste vi hitta ett nytt sitt att definiera ((s) i detta omrade, och
det gor vi genom analytisk fortséttning, se Avsnitt Som vi konstaterade
dér &r inte alla analytiska funktioner mdojliga att analytiskt fortsidtta. Att det
dock ar mojligt for zetafunktionen &r inget vi kommer visa, men utan att ga in
i detalj sa kan man visa att att zetafunktionen kan skrivas ((s) = T'(1 — s)I(s)
dir I'(s) dr gammafunktionen som kommer introduceras i Avsnitt och I(s)
dr en konturintegralen som dr konvergent och analytisk i hela planet. Genom
denna formel kan man analytisk fortsitta ((s) till hela planet forutom punkten
s =1, dér ¢(s) har en pol (se Sats . Den intresserade ldsaren héanvisas till
kapitel 12 i [1] f6r detaljerna. Eftersom zetafunktionen &r analytisk i halvplanet
o > 1 dr denna analytiska fortséittning entydigt bestdmd, enligt Sats [3.18]

For vart &ndamal, som for paminnelses skull dr att bevisa primtalssatsen,
riicker det att definiera ((s) for komplexa tal med positiv realdel. En sadan
definition f6ljer nedan.

Definition 3.26. Lat x > 0 vara ett godtyckligt reellt tal. For varje s = o+t €
C med o > 0, férutom s = 1, definieras Riemanns zetafunktion ((s) av

xzl=s T b w
()= 1, — + {xs} —s/ {w}w‘iH. (11)

- n{;’ S

Hir betecknar {x} = 2 — [z] decimaldelen av x. Observera att definitionen r
oberoende av valet av x, vilket ocksa visas nedan.

Notera att om z € N och ¢ > 1 sa sammanfaller hogerledet ovan med
hogerledet i Sats ty decimaldelen {z} &r forstas 0 och
)

> dw > dw -1
S w}——=0{|s —— | =0{|s
o2 o[ ) -o
sl -

=0|—)=0 7).

() =0 07
Saledes ar Definition konsekvent med tidigare definitioner och &r dessutom
oberoende av x om x &r ett naturligt tal och ¢ > 1. Det aterstar att visa
att definitionen &r oberoende av z for alla x > 0. Eftersom den analytiska
fortsdttningen dr unik (Sats|3.18]) &r det tillrickligt att gora detta i fallet o > 1:

Beuvis for oberoende av x i hidgerledet av , Lat « > 0 vara fixt och lat N =
|z] 4+ 1 vara det minsta heltalet storre dn . D& har vi

o[ = [
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eftersom {w} =w—|w| =w—|z|] =w— (N —1) for w € (z, N). Vidare har vi

s/xN{w—w—l)}uf?ﬁl=S<LN‘§f—<N—1>LNﬁ>

R

1—s 1—s xs

s—1 _
le( 511>+m51+z ,L,g

s—1 v s—1 Ns s

Beriaknar vi nu differensen av hogerledet i med dels vart fixa z som z och
dels med z = N far vi

S e [T ) - (S e e

n<x n<N n?
1 l.s—l Ns—l {(E}
__Ns+s—1_5—1 s / {w } wstl
Nl-s 1 x51 1 —1 N dw
= — S— _ - — — —— :0
s—1 e +s—1 Ns xs y " {w}ws+1
B N1—3+ S_1+xs_1 1 N-1 N1_s+ S_1+a:s—1 1 N-1
Tos—1 . s—1 Ns s s—1 ac s—1 Ns s

eftersom {N} =0 da N &r ett heltal och {z} =2 — |x] =2 — (N —1). Vi har
sedan tidigare konstaterat att hogerledet i ar oberoende av x om = € N.
Hér har vi visat att om x &r ett godtyckligt positivt tal kan vi byta ut det mot

ett naturligt tal utan att dndra virdet pa hogerledet i . Saledes ar z > 0
helt godtyckligt. O

Sats 3.27. ((s) har en enkel pol i punkten s = 1 men &r utéver det analytisk i
halvplanet o > 0. Den enkla polen i s = 1 har residyn 1.

Bevis. Viljer vi x = 1 i Definition erhalls

1 ° dw
(s )—1'*‘71—3/1 w1
Detta uttryck har uppenbarligen en pol i s = 1, och eftersom integranden &r
analytisk for o > 0 dr integralen det ocksa (se Theorem 1.12 1 [11]), s& ((s) &r

analytisk i halvplanet {s = o +it € C: 0 > 0,s # 1}. Residyn i s = 1 beriiknar
vi enkelt till

tig (s~ )6(6) =ty (5= 1) 1= (5= 1 [ ) ) =1
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Notera att integralen i hogerledet &r konvergent for o > 0 varfor den sista
termen vid grinsévergang ar lika med 0. O

3.5 Gammafunktionen

En annan central komplexvérd funktion som foérekommer i beviset for primtals-
satsen (om &n inte pa langa viigar sa mycket som Riemanns zetafunktion) &r
gammafunktionen I'(z). Precis som zetafunktionen defineras gammafunktionen
stegvis, inledningsvis for positiva heltal, sedan fér komplexa tal med positiv
realdel, och sedermera genom analytisk fortsdttning for samtliga komplexa tal
(forutom de i vilka gammafunktionen har poler, vilket vi kommer till). En férsta
definition kommer nu.

Definition 3.28. Foér positiva heltal n definierar vi gammafunktionen I'(n)
enligt
I'(n)=(n-1)L

For positiva heltal dr alltsa gammafunktionen helt enkelt en forskjuten fa-
kultet. Av denna anledning kan vi, nir vi utokat definition av den, betrakta
gammafunktionen som en sorts generalisering av fakultfunktionen som annars
endast dr definerad for icke-negativa heltal. Nedan foljer en mer generell defini-
tion.

Definition 3.29. Fér komplexa tal z med R(z) > 0 defineras gammafunktionen
av den generaliserade integralen

F(z)z/ t*~tetat.
0

For att gammafunktionen ska vara vildefinerad kréver vi naturligtvis att
denna senare definition sammanfaller med den ursprungliga da z ar ett positivt
reellt heltal, vilket inte &r trivialt att se genom att blott titta pa integralen. Att
det faktiskt forhaller sig sa kan vi dock visa ganska enkelt om vi anvinder oss av
en viss rekursionsformel som gammafunktionen satisfierar, och som foljer hér:

Sats 3.30. For varje z € C med R(z) > 0 satisfierar I'(z) den rekursiva formeln
I'(z+1) = 2I'(2). (12)

Bevis. Genom att anvéinda partiell integration pa I'(z + 1) erhalls
(z+1) = / t*etdt = [—tzeft]go +/ 2t* e tdt.
0 0

Eftersom lim;_, o ’;—j = 0 {or alla z &r den forsta termen i hogerledet ar lika med
0. Déarfor har vi

oo
I(z+1) = z/ t*~letdt = 2T(2)
0

vilket visar satsen. O
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Det foljer nu fran ett ndrmast trivialt induktivt resonemang att Definition
[3:28 dr ett specialfall av Definition [3.29

Sats 3.31. For positiva heltal n géller att
(n—1)! :/ t" e tdt,
0

det vill sdga att de tva definitionerna av gammafunktionen ar samstdmmiga i
detta fall.

Bewis. Lat

F(n)z/ t" e tdt,
0

ddr n &dr ett positivt heltal, vi visar att T'(n) = (n — 1)!. Att detta giller for
n = 1 dr inte svart att se, ty

(1) = / e~ tdt = [—e‘t]go = lim (—e )+’ =1
0

t—o0

samtidigt som (1 — 1)! = 0! = 1. Antag nu att det fér nagot heltal £ > 1
galler att I'(k) = (k — 1)I. For k + 1 far vi fran rekursionsformeln samt
induktionshypotesen att

T(k+1) = kD(k) = k(k — 1)! = kL.

Enligt principen om induktion giller déirfor att T'(n) = (n — 1)! for varje heltal
n>1.
O

Vi visade rekursionsformeln for z € C med R(z) > 0, men faktum &r
att formeln géller for alla z, vilket {6ljer av att I'(z) kan analytiskt fortséttas till
hela planet (se sida 857 i [4]). Dérfor kan vi anvénda rekursionen for att hirleda
virden for gammafunktionen utanfér halvplanet i vilket vi redan definerat den.

Till exempel ser vi att
r (1> = / t712e "t
2 0

vilket genom variabelbytet ¢ = 2 blir

1 > >
r (2> = / (1’2)71/267‘70221‘(1% = 2/ e de = Nz
0 0

enligt ett kint resultat. Saledes ger en omskrivning av rekursionsformeln till

(o= EE)
e AR A (V2 Ry
()2
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Négot mycket viktigt som framkommer ur rekursionsformeln nér man tillater
godtyckliga komplexa tal &r gammafunktionens poler. Vi ser ndmligen ur

Iz+1)

I'(z) =

att z = 0 #r en simpel pol, ty tdljaren I'(1) = 1 &r &ndlig och ndmnaren lika
med 0. Anvénder vi rekursionsformeln upprepade ganger ser vi att
I'z+1) T(z2+42) B I'(z+n)

M= = e )~ T A G

for alla m > 1. Ur denna formel framkommer att gammafunktionen har simpla
poler i samtliga negativa heltalsvirden. Vi kan &dven relativt enkelt beridkna
residyn en godtycklig pol z = —k enligt

. o (z+ k(2 + k) L N(z4+k+1)
21_1>r1_1k(z+k)F(z) _zl—l>n—1kz(z+1)-~(z+k—1) _zl—lglkz(z+1)~-~(z+k—1)
I'(1) _ (=pfr@) (=1

(k) (—k+1)---(=1) k(k—1)---1 3]

Detta resultat kommer senare dyka upp i beviset till Sats
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4 Ett analytiskt bevis for primtalssatsen

Vi kommer hér presentera ett analytiskt bevis for primtalssatsen. Vi kommer
inte bevisa primtalssatsen direkt, utan istillet pastaendet ¢ (z) ~ x dér ¢(x)
dar Tjebysjovs andra funktion fran Definition [3.4] vilket dock &r ekvivalent med
primtalssatsen, vilket ocksa bevisas i slutet. Beviset dr ganska langt och éar dérfor
strukturerat pa sa vis att det delas upp i en rad satser, lemman, och foljdsatser
som tillsammans utgor ett bevis for pastaendet. Vi inleder med ett par generella
lemman som handlar om aritmetiska funktioner

4.1 Generella lemman for aritmetiska funktioner

Lemma 4.1 (Abels identitet). Lat a(n) vara en aritmetisk function och definie-
ra funktionen A(z) =Y, ., a(n) med A(z) = 0 om = < 1. Antag att funktionen
[ &r kontinuerligt deriverbar pa intervallet [y, x], dir 0 < y < z. Da har vi att

y<n<z

Bevis. Fran definitionen av funktionen A(x) ser vi att den &r en trappfunktion
med hopp av storlek a(n) vid varje heltalsviirde n. Summan i vinsterledet ovan
kan dérfor skrivas som en Riemman-Stieltjes integral (se kapitel 6 i |7]), enligt

> alnfn) = [ saa.
y<n<z Y
Anvander vi partiellt integration pa denna integral far vi

/x fdA = AW ()] ~ /x Adf = A(z) f(x) — A(y) f(y) — /x Adf

Y

och eftersom f har en kontinuerlig derivata pa [y, ] (se Theorem 6.17 i [7]) kan
detta forenklas till

S alw)fn) = A@)f(z) - AW w) - [ ADF O
y<n<z Yy
dér integralen &r en vanlig Riemann integral. O

Lemma 4.2. Lat a(n) vara en aritmetisk funktion och lat A(x) vara som i
Lemma [£.1] Da giller

> (= mn)a(n) = /j A(t)dt. (13)

n<lx

Bevis. Lemma LI med 0 <y < 1 ger att

S a(n)f(n) = A(z) f(x) - / AW F (1), (14)

n<x
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eftersom A(y) = 0, om f &r kontinuerligt deriverbar pa [y, z]. Later vi f(z) = «
i ekvation erhalls

> na(n) = zA(z) - /1 ’ A(t)dt

n<lx
varifran omflyttning av termer ger ekvation . O
Lemma 4.3. Lat A(z) = Y, ., a(n) och Ay (z) = [ A(t)dt for alla z > 1. An-

tag att termerna a(n) > 0 for varje n. Da galler att om vi har den asymptotiska
formeln
Ay(z) ~ La° (15)

sa géller &ven formeln
A(x) ~ cLz™!

Med andra ord ar det korrekt att formellt derivera formeln .

Bevis. Da termerna a(n) #r icke-negativa dr funktionen A(z) icke-negativ och
vixande och detsamma giller ddrmed funktionen A;(z). Tag ett 8 > 1 och
betrakta differensen A;(8x) — A;(z). Vi har

Bx Bx
Ar(Br) — As(x) = / A(t)dt > / A(z)dt = Az)(Br — ) = zA(x)(8 - 1).

Detta ger oss olikheten zA(z) < 515 (A (Bz) — A1 (z)) vilket efter division med
(8 — 1) (som #r nollskilt) ger

Alr) _ 1 (Aw%hFAﬂ@).

w1 =31\ (B 2
Fixerar vi # och later x — oo erhalls fran ekvation
A(x) . Bc -1
limsup 2= < B LA L) = 5—1

Later vi nu B8 — 17 har vi i hogerledet differenskvoten foér funktionen B¢ i
punkten 8 = 1 vilken har gransvirdet c. Saledes har vi olikheten

lim sup A( )

z—o0 L€

<cL. (16)

Tag nu ett 0 < o < 1 och betrakta differensen A;(z) — A;(ax). Ett liknande
forfarande som ovan ger olikheten

liminf 22) > o (17)

x—00 I

varpa olikheterna och tillsammans ger att

lim sup A( ) <cL < liminf —+ Alz)

T—00 T—00 Jj -1
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Detta visar att
. Ax)
lim T

rz—o00 ¢~

=cL,
vilket dr ekvivalent med att
A(x) ~ eLa™L.

Detta avslutar beviset. O

4.2 En integralrepresentation for 1,

Med dessa lemman att tillgd kan vi nu borja behandla funktionen (x), eller
snarare funktionen ty(z) = ["¢(z)dz. Anledning till att vi definierar t;(z)
ar att ¢ (x) dr diskontinuerlig och ganska besviirlig att arbete med i analytiska
sammanhang. Funktionen v (x) & andra sidan &r kontinuerlig och styckvis linjér,
och ldmpar sig saledes béttre till analytiska efterforskningar.

Sats 4.4. Vi har att
di(x) =Y (z—n)A(n).

n<x
Vidare implicerar den asymptotiska formeln 1 (z) ~ %:cQ att ¥ (z) ~ x.

Bevis. Det forsta resultatet foljer direkt fran tillimpning av Lemma pa
Yi(z) = [{w(t)dt = [, <, A(n)dt. Vidare giller per definition att A(n) >0
for varje n, s det andra resultatet foljer dven det direkt, fran Lemma [f.3] O

Vi har hér konstaterat att om vi har den asymptotiska formeln 1 (z) ~ %xz

sa foljer att dven ¢ (x) ~ x giller, alltsa formeln vi vill visa. Det géller ddrmed
for oss att visa att ¢ (z) ~ 122, eller ekvivalent att

hm wl(;:) = 1
oo X 2

Strategin kommer vara att uttrycka 1, () /22 som en integral och visa att denna
konvergerar mot virdet % da x — oo. For att bestimma denna integral behovs
foljande lemma, beviset for vilket anvénder en rad egenskaper av gammafunk-
tionen, som diskuterades i Avsnitt

Lemma 4.5. Om ¢ > 0 och u > 0 sa géller for varje k > 1 att

1 etool u=? Qs — Hl—uw)? om0O<u<l1
270 Jorooi 2(z4+ 1)+ (24 k) 0 om u > 1

samt att konvergensen ar absolut.
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Figur 2: u > 1

Figur : 0 <u <1

Bevis. Strategin for beviset ar foljande: vi visar forst att integranden i vénsterledet
kan skrivas om till ett uttryck innehallandes gammafunktionen. Vi formulerar
dérefter en konturintegralen langs en kurva i det komplexa planet som beror av
ett tal R och som bland annat bestar av ett vertikalt linjestycke pa R(z) = c. Vi
visar sedan att konturintegralen langs det ickevertikala segmentet gar mot 0 da
R — o0, vilket medfor att konturintegralens virde &r helt beroende av integran-
dens beteende pa det vertikala segmentet. Vi berdknar nu konturintegralen pa
ett alternativt sidtt genom Cauchys residysats (ddr vi utnyttjar egenskaper hos
gammafunktionen) vilket ger oss uttrycket i hogerledet, och detta &r da lika
med konturintegralen pa det vertikala linjestycket vilket genom grénstvergangen
R — oo precis 6vergar i véinsterledet. Detaljerna kommer nu.

Genom upprepad anvindning av rekursionsformeln for gammafunktio-
nen, I'(z + 1) = 2I'(z), ser vi att integranden &r lika med
u”?  u*I(2)
2(z+1)---(z+k) Tl+k+1)
For att bevisa lemmat anvénder vi Cauchys residysats (se Theorem 2, Avsnitt

6.11 [8]) pa integralen

1 / u *I(z) d
il I G )0
dér C(R) &r kurvan i Figur[[]da 0 < w < 1 och i Figur 2] da u > 1. Radien R &r
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hér ett godtyckligt tal storre 2k+c. Gammafunktionen har enkla poler i origo och
varje negativt heltalsvirde (se den avslutande diskussionen i Avsnitt , och
vi har valt radien sa att den dr storre dn 2k + ¢, varfor kurvan omsluter polerna
z=0,—-1,—-2,..., —k. De resterande av gammafunktionens poler behover vi inte
ta hénsyn till eftersom de forekommer i bada téljare och ndmnare i integranden
och séledes tar ut varandra. Vi borjar med att visa att integralen ldngs bada
cirkulédra segment gar mot 0 da radien R gar mot odndligheten. Lat z = x + iy
och |z| = R. Integranden domineras da av

—Zz —C

U _ u~ " U
2(z+1)...(z+k)| |zllz+1]-- |z +k ~ R|z+1| 2+ k|

dér olikheten =% < w™¢ beror pa att u~* &r en vixande funktion av x da
0 < u < 1 och avtagande da u > 1, och vi ser fran figurerna att x > ci det forsta
fallet och < c i det andra. Om nu 1 < n < k sa har vi att |z +n| > |z| —n =
R—n> R—k > R/2 dir den sista olikheten kommer av att R > 2k + ¢ > 2k.
Déarav giller att integralen langs varje cirkelbage dr dominerad av

2rRu~¢

R(5R)k
vilket gar mot noll da R — oo da k ar positivt. Saledes &r integralen ldngs varje
cirkelbage lika med 0 da T' — oo, varfor virdet pa

1 / _urE)

2mi Jory T(z +k+1)
endast beror pa virdet av integralen lings med linjestycket R(z) = ¢. Vi ser
i Figur [2| att inga poler till gammafunktionen ligger innanfor kurvan i fallet
att u > 1. Saledes dr integranden analytisk i det av kurvan omslutna omradet
varfor Cauchys integralsats ger att f C(R dz = 0 oberoende av radien R. Later
vi R — oo visar detta lemmat i fallet v > 1. Antag nu istéillet att 0 < u <

1. Gammafunktionen har alltsa poler i varje icke-negativt heltalsvirde varfor
Cauchys residysats ger att

1 “T(z Zk: u T ()
27T’L C(R)F(z+k+1 =—TLFZ+]’C+ )
k k )n
I'(z
; k‘—l—l—n zl}gsn 7;0

_ ;;} (S)(—u)" = (1 —u)t

Later vi R — oo erhalls det énskade resultatet,

1 poteet u=* 1
dz = —(1—u)*
ooi 22+ 1) (24 k) : k!( u)’,

2mi
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eftersom endast integration lings det vertikala linjestycket i Figur [1| bidrar till
integralen. O

Med detta lemmat kan vi nu ta fram en integralrepresentation for 1 (z)/x?:

Sats 4.6. Lat ¢ > 1 vara givet. Om x > 1 sa géller att

B - /:O e (%) .

Beuvis. Strategin for detta bevis dr foljande: vi borjar med en omskrivning av
partialsummaformeln for ¢ (x) som vi hirledde i Sats Hogerledet i den om-
skrivna formeln innehaller uttrycket 1 — n/z, vilket vi genom Lemma kan
skriva om som en generaliserad integral. Fran detta kan vi sedan enkelt uttryc-
ka 11 (z)/x som en serie innehallandes den generaliserade integralen. Vi visar
att vi kan byta ordning pa serien och integralen och erhaller da ett uttryck for
t1(z)/x som en generaliserad integral dér integranden innehéller en serie, vilket
rakar vara precis serien i Sats Dérmed erhaller vi . Vi visar nu detta i
detalj.

Fran Sats 4] har vi att

Yi(x) 3 (1 _ ﬁ) A(n). (19)

T T

n<x

Vi applicerar nu Lemma med k =1 och u =n/z. Om 0 < n < z giller
0 < u <1 och vi har darfor
1 c+oo1 _s 1
Ly Ly
278 Jorooi N\ s(s+1) x

Vi multiplicerar nu bada led med A(n) och summerar éver alla n < z. Vi erhaller
da enligt ekvation

wlifﬂ) 22(1—%)/\("):%2/@

n<zx

c+o001

s A
(£> 7@) ds.
—ooi N1/ s(s+1)
Notera att integralen i hogerledet &r lika med 0 om n > x (motsvarar fallet
u>1i Lemma7 sa vi kan lika girna summera till odndligheten. Vi erhaller
saledes uttrycket

x 20 feteot s n
w:ﬁ - 21772;/00 (ﬁ) 5(12(+)1)d5

Detta kan vi nu skriva som

T o0 c+oo1
B S [ s (20)

z —001

n=1
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dar 2mif,(s) = (%)S sé\;ﬁ). For att underldtta rikningarna énskar vi nu byta

ordning pa serien och integralen, och for att gora detta ricker det att visa att

serien
c+oot
Z / Fa(3)lds
konvergerar (se Theorem 10.26 i [2]) Partialsummorna av denna serie uppfyller
c+ioo c+ooz A(n)
z/ iots =53 [ ()
c—100 c—oot | HS J’» |
oz A(n) / efooi 1

——d
Qﬁin:l n¢  Je—ooi |8l +1] y

Vi ser att integralen i det Sista ledet konvergerar, ty den kan jamforas med den
konvergenta integralen f = L dt, sa vi har

c c4o00t
1
[ = a
2mi c—001 ‘SHS_FH

for nagon konstant A. Vidare giller, eftersom A(n)/n® > 0 for alla n > 1, att

Y An > An
z_:l éc)gz_:l éc)’

sa ger vidare att

ct+100
Z/c e |ds<AZ )

Serien i hogerledet ovan konvergerar, vilket ses genom jamforelse med den kon-
vergenta (eftersom ¢ > 1) serien Zn 1 12? Saledes har partialsummorna ett
andligt gransvirde och serien (4.2) konvergerar. Vi kan dérfor byta ordning pa
summation och integration i hogerledet av ekvation ) for att erhalla

wl(z) ctooi X 1 c+oot s oo A(n)
x /C an(s)ds T omi c—ooi S(s+1) Z ns ds

n=1

dar vi har anvint Sats Dividerar vi nu denna ekvation med z erhalls
satsen. 0

—o01 n=1

Vi noterar nu att vi kan parametrisera integralen i ekvation genom att
sitta s = ¢ + it och pa sa sitt erhalla formeln

Yi(x) 1 [ gle=D+it ¢'(c+it) it
2 %/_Oo (c+it)(c+1+it) (_ g(c+z‘t)>

B xc—l e’} eitlnx </(C+Zt)

27 /_oo (c+it)(c+1+it) <_ C(c+it) ) dt
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Vart mal dr som sagt att visa att hogerledet konvergerar mot 1/2 da z — oo.
Problemet #r faktorn x°~! som, pa grund av att ¢ > 1, dr uppat obegrinsad.
For att gora oss av med denna faktor skulle vi vilja sédtta ¢ = 1, men enligt
satsen giller endast for ¢ > 1, och anledning till det dr att med ¢ = 1 sa
innehaller integranden en faktor —¢’(1+4t)/((1+74t), vilken har en pol i punkten
t = 0 med residyn 1 (se Sats . Vi vill pa nagot sétt radera denna pol ur
ekvationen, och vi ska snart visa hur vi gér det. Forst ndmner vi ett lemma som
kommer behdvas senare i beviset.

Lemma 4.7 (Riemann-Lebesgues lemma). Antag att f(z) &r en integrerbar
funktion pa hela R. Da giller att

0 .
lim / f(z)e**dx =0
— 00

k—o0

om f(x) &r absolutintegrerbar pa samma intervall, alltsd om integralen

I

o0

konvergerar.
Beuvis. Se beviset till Theorem 2.2 i [12] O

Sats 4.8. Lat ¢ > 1 vara givet. Om x > 1 sa har vi

¢mw_10_1f L e te)ds (23)

2 2 z) ~ 2mi

c—o01

hls) = s(sl+1) (_CC((SS)) B sil) '

Bevis. Eftersom ¢ > 1 &r ¢ —1 > 0, sa Lemma [£.5] denna gang med k = 2 och
u=1/xz, ger att

dar

1 (C71)+OO’L‘ z

1
- L —

1 2
“(1=2) =
2 ( :E) 2mi (e—1)—o0i Z(Z + 1)(Z + 2)

eftersom u = 1/x < 1. Vi gér nu variabelbytet z = s — 1 och erhaller

2 c+o001 s—1
1 1 1
S(1-2) = —/ A, Py (24)
2 x 270 Jorooi (s —1)s(s+1)

Vi paminner om att Sats [£.6] gav att foljande
Yi() 1 /C+°°i a! ¢'(s)
= — — dS
x? 271 Jo oo S(s+1) ¢(s)
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samband géller. Subtrahera ekvation fran denna, for att fa

w;w_;(l_;)?:;ﬁ(j;”(Jij(-ggj)-(&_g;;+n)d&

varpa forenkling av uttrycket i hogerledet ger ekvation . O

Parametriserar vi denna integral pa samma sétt som den vi fick i Sats
finner vi att ekvation (23] blir

%@01(11)2x63/wh@+ﬁkm”ﬁ. (25)

x? 2 x 21 J_ oo

Med denna nya integralrepresentation ser vi att pastaendet ¢ (x) ~ ””—22 ar ekvi-
valent med att hogerledet i ekvation gar mot 0 da = — oo. Lemma@ ger
att integralen i hogerledet gar mot 0 om integralen

o0
/ Ih(c+ it)|dt
— 00
konvergerar, och att detta sker dr inte svart att visa. Som tidigare konstaterat
har vi dock den problematiska faktorn 2¢~! framfor integralen. Vi vill dirfor
sitta ¢ = 1 och for att integralen i ekvation fortfarande ska ga mot 0 maste
vi visa att integralen

o0

/ (1 + it)|dt
— 00

konvergerar. For att gora det maste vi forst gora lite efterforskning i zetafunk-
tionens beteende i en omgivning till linjen o = 1.

4.3 Zetafunktionen pa o =1

Vi ska nu studera hur zetafunktionen beter sig i en omgivning av linjen o = 1,
dér som tidigare o betecknar realdelen av det komplexa argumentet s, och for
detta &ndamal anvinder vi Definition [3.26] som &r giltigt for o > 0, och skriver,
for nagot = > 0,

ns s
n<zx

1 ot ° dw
R A (26)
dér vi paminner om att {w} betecknar decimaldelen av w. Vi anvénder dven
formeln for ¢'(s) som fas genom derivering av varje term i ekvation (26)),

1—s

lnn z' Sz T
/ —— J— Ja—
¢'(s) = Zns s—1 (s —1)2
nse (27)

o dw o dw
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Att det gar bra att derivera ekvation , specifikt att vi kan flytta in deriva-
tan inuti integralen, f6ljer fran Leibniz integralregel, se Lemma I11.3.3 i |3]. Var
strategi blir att forst visa att det existerar évre begrinsningar for ¢(s) och {’(s)
i ett omrade runt ett delsegment av denna linje, fér att sedan anvinda dessa
begrinsningar for att visa liknande begrénsningar fér funktionerna 1/¢(s) samt
¢'(s)/¢(s) pa o = 1. Vi kommer dven att visa att ((s) &r nollskild pa denna
linje, vilket vi visar genom en anvindbar olikhet (Sats .

Sats 4.9. For varje A > 0 finns det en konstant M (som beror av A) sadan att

[C(s)] < MInt  och  [('(s)] < M(Int)? (28)
for alla s = 0 + it med o > 1/2 sadana att
A
- >
o>1 i och t>e (29)

Bewvis. Om ¢ > 2 har vi

=1
= ZE
n=1

=1 =1
2w Sl

samt -
o) = |- el <yl o Z |
n=1 n=1 =

dér vi har anvéint resultatet fran Foljdsats Saledes &r olikheterna
uppfyllda for lampligt M. Antag darfor att o < 2 och t > e. Vi har da att

[s|] <o+t<24+t<2t och |s—1]=+/(c—1)2+t2>1¢
s att 1/|s — 1] < 1/¢. Anvinder vi dessa olikheter tillsammans med uttrycket
for ((s) fran far vi uppskattningen

xlfs

()]

IA
¢
3|~
+

IN
|~
+
]
+
34
S~
8
U
S
E

ne t ox?

For att uttrycka denna uppskattning for |((s)| i lite mer patagliga termer ska
vi nu kika ndrmare pa varje term i hogerledet av . For den forsta termen
ser vi att da x > 0 dr godtyckligt kan vi vélja x = |t] sa att © <t <z + 1 och
Inn <Int for n < z. Olikheten betyder att 1 — o < A/Int varpa

i _ n—7 _ le(l—o)lnn < = 1 Alnn/lnt < l A -0 (1) ) (31)
n

no n n n - n
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Olikheten giiller forstas dven for 1/z7, eftersom Inx < Int, sa tillsammans
med t < x + 1 fas for den sista termen att

2t < 2x+26A:
ox° —  ox

0(1), (32)

och for den mellersta termen fas pa samma sétt att

P el 1, <1> (33)

t tx° x° T

eftersom x < t. Allt sammantaget har vi dirfor enligt att

cel=0(> % +0 (i) +0(1) = O(lnz) + O (;) +0(1) = O(Int),

n<z

eftersom Inx < Int, vilket visar forsta delen av satsen. Vi gér nu motsvarande
undersokning av uttrycket for ¢’(s). Vi far att

Inn 1% lnzx xl—s
!
<
|C(S)|_Zns s—1 + s—1)2
n<z
o dw e dw
+| [ S|+l / fw} w12,
< ln:c+z1"’1 +x1”+/°° dw +2t/001 dw
— nn+ —— — nw—-—
> = no t t2 - wo—i—l . w0+1
lnz z'=° [ 1 2t 1
= — + Inn + sttt — Inz+— ).
~n t t ox ox o

Pa samma sitt som tidigare kollar vi pa dessa termer var {or sig. Av (31) f6ljer
att | | |

nn t 4

nn_nt 4_ 5 <n> ’

ne n n
och det &r uppenbart fran (33) att

l1-0o

Inz =O0(Inz) = O(Int).

Fran (33)) ser vi dven att

och fran att
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Slutligen far vi fran att

2t 1 2t
(0] (O’CEJ (lna: + 0)) =0 (033") (O(Inz) + O(1)) = O(Inz) = O(Int).
Allt som allt fas alltsa att
Int
¢ =0 [ Y= | +0(mt) +0(1) + O(1) + O(int)
n<x

= O((Int)?) + O(Int) + O(1) = O((Int)?).
O

Detta etablerar alltsa évre begrinsningar fér ((s) och ¢’(s) i en omgivning
till och pa linjen o = 1, atminstone for ¢ > e. Vi ska nu visa att {(1+1it) # 0 for
varje reellt t. Beviset anvinder en olikhet som ocksa kommer behovas senare i
beviset, och som vi borjar med att visa.

Sats 4.10. Om ¢ > 1 och t &r godtyckligt har vi att
Co)l¢(o +it)[*¢(o + 2it)| > 1.
Bevis. Foljdsats [3.23.1] gav, da o > 1, att

1
s)=ep | Y
p"‘p

dér summan alltsa tas 6ver samtliga primtalspotenser. Denna ekvation kan ek-
vivalent skrivas

- (zz kp,w> - (ZZ ,j;f”)

p k=1 p k=1

varpa vi erhéller (genom Eulers formel €' = cosz + isinx) att

9] = exp (ZZ cos k;tlnp )

p k=1

Upprepad anvénding av denna formel med argumenten s = o, s = o + it, samt
s = o + 2it ger:

- (ZZ W),

p k=1
(o + it)] (ZZ cos ktlnp >7
p k=1
) cos (2kt In p)
|¢(o + 2it)| = exp <zp:,; s >
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Potenslagar ger nu att:

cos (kt Inp) )

varpa vi slutligen far
Co)l¢(o +it)[*[¢ (o + 2it)]
3+ 4cos (ktInp) + cos (2kt In (34)
- (ZZ p) -+ cos ( p))

= kpka'

Lat for ett 6gonblick ktIlnp = 6. Notera att

34+ 4cosf +cos20 =3+ 4cosf 4 2cos? § — 1 =2(1 + 2cos b + cos® )
=2(1 + cosh)?

Déarmed ar varje term i serien i (34) icke-negativ varfor

¢ (0)I¢(o + i)[HIG(o +2it)] > < = 1.

O
Och nu till sjélva satsen:
Sats 4.11. For varje reellt ¢ # 0 giller att ¢(1 4 it) # 0.
Bevis. Vi sag i Sats[L.10] att om o > 1 sa géller for varje ¢t € R att
¢ (o)l¢(o +at)[*|C(o + 2it)| > 1.
Denna olikhet kan genom division med faktorn o — 1 skrivas om till
(o~ 06 [ o v 2= L (35)

Vi later nu ¢ — 17. Den forsta faktorn i viinsterledet gir mot 1 da ¢(s) har
residyn 1 i polen s = 1, se Sats Enligt samma sats dr ((s) analytisk for
o > 0, forutom i s = 1, och ar déarfor kontinuerlig i s = 1 + 2:¢¢t. Den tredje
faktorn gar saledes helt enkelt mot |¢(1 + 2it)|. Lat oss nu, for att erhalla en
motsigelse, antaga att ((1 +4t) = 0. I sddana fall far vi da o — 17 att

‘C(cH—it)r: ’C(U+it)—<(l+it) !

= [¢(1+it)[*,
c—1

c—1
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eftersom ((s) dr komplext deriverbar i det punkterade halvplanet {s = o + it €
C: 0 > 0,s # 1}, (aterigen Sats [3.27)). I detta fall skulle alltsa vénsterledet i
[35) vid griansovergangen o — 17 6vergd i det dndliga uttrycket

1+ i) (1 + 2it)
medan hogerledet gar mot +o0o. Denna motséigelse visar satsen. O
Vi kommer nu anviinda Sats igen for att visa foljande olikheter:

Sats 4.12. Det finns en konstant M > 0 sadan att

< M(Int)” och

1 ¢'(s) M (Int)°
‘C(S) ¢(s) ' < M{ln1) (36)
diaoc>1ocht>e.

Bevis. Vi visar forst olikheterna tédmligen enkelt i fallet o > 2. Bevisstrategin
dérefter for uppskattningen av |1/((s)| dr att genom en omskrivning av Sats
och anvindande av Sats och Sats erhalla en undre begrinsning for
|¢(o + it)| uttryckt i o och ¢. Vi infor talet 1 < o < 2 och hérleder for alla
1 < 0 < « en undre begrinsning for |((o + it)| uttryckt i « och t. Dérefter
uttrycker vi «v i t och véljer det sadant att vi erhaller den forsta delen av satsen.

Om o > 2 far vi enligt Sats [3.23] att

L _Ieem)| o 1
ol s e
och
(s = Aln = An
%;:;£j<§£ﬁ

dér serien i hogerledet av den nedre ekvationen konvergerar enligt vad vi sett
tidigare. Olikheterna[36]4r saledes uppfyllda i detta fall, givet forstas att M véljs
tillrackligt stort. Antag darfor att 1 < o < 2 och fortsatt att ¢ > e. Olikheten i
Sats [£.10] kan skrivas om till

_ 3/4 N\ [1/4

o < S+ 2, (37)
Notera att vi inte riskerar att dividera med 0 hér, eftersom |((s)| > 0 for o > 1
enligt Sats (4.11)). Som konstaterat i beviset till Sats[L.11]4r uttrycket (o —1)¢(o)
begransat i en omgivning till o = 1, och saledes dven i hela intervallet 1 < o < 2.
Lat D vara en konstant sadan att (¢ — 1)((0) < D i detta intervall, da foljer
att (o) < -2 pa 1 < o < 2. Vidare #r enligt Sats [C(o 4 2it)| < Cln2t =
Cln2+ Clnt < 2CInt pa samma intervall, sa an skrivas

1 D¥4(2CInt)/*  A(lnt)l/*
Clo+at)] = (o—13¥4  — (0-1)%1
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for nagot A = (2D3C)Y/* > 0. Saledes giiller med B = 1/A att

B(o — 1)3/4

[¢(o + it)| > (I )1/3

(38)

for 1 <o <2, t> e (notera att det dven giller fér o = 1 enligt Sats [4.11)). Lat
nu « vara nagot tal pa intervallet 1 < a < 2. Om 1 < o < « giller att

[C(a+it) — (o +it)| =

/a ¢ (u+it)du

< [ 1t infa.

Applicerar vi nu uppskattningen for ¢'(s) fran Sats far vi att

/a ¢ (u +it)|du < D(Int)? /a du = (a — 0)D(Int)? < (a — 1)D(Int)2.

o

Triangelolikheten ger nu att

[Cla+it)] = [C(o+it) +((a+it) = C(o+it)| < [C(o+it)|+[C(e+it) — (o +it)]

sa att
¢l +it)] > |¢(a +it)] — [C(a +it) = ((o +it)]
> [¢(a +it)] — (o — 1)D(Int)?
B(a — 1)3/4
> oA (a —1)D(Int)%.

Denna olikhet géller for 1 < o0 < a och fran ser vi att det dven géller da
a < o < 2 eftersom (o0 — 1)%/% > (a — 1)3/%. Sammanfattningsvis géller alltsa
oml<oc<2o0cht>eatt

o 1)3/4
C(o +it)] > W ~(a— 1)D(nt)’

for alla o sadana att 1 < a < 2. Vi gor nu « beroende av ¢ och véljer det sadant

att den forsta termen i olikheten ovan dr dubbelt sa stor som den andra termen.

Loser vi ut o — 1 ur ekvationen
B(a — 1)3/4

Wi = 2(a —1)D(Int)?

ser vi att vi maste vilja « sadan att

a-t= (5))4 (1n1t)9'

Uppenbarligen giller att o > 1, men det giller ocksa att a < 2 om ¢ &r
tillrdckligt stort, sig t > ¢y (det gar forstas att uttrycka to i konstanterna B och
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D men det exakta vérdet dr inte sa intressant). Saledes har vi for ¢ > ¢y och
1<o<2att

2D) (nt)?  (Int)”

Olikheten géller &ven med annat M om e <t < tg, ty sa ldnge t > e giiller att

<1+ LAY
a< 5D |

Per definition &r D dr nagon konstant sidan att (¢ —1){(c) < D for 1 <o <2
och [¢'(o +it)] < D(Int)? for ¢ > 1,t > e, sa det finns ingen &vre begrinsning
for vart val av D. Notera dessutom att B #r omvint proportionellt mot D3/4 s
om vi véljer D storre far vi samtidigt ett mindre B, sa den 6vre begréinsningen
for a blir mindre. Saledes kan vi alltid vélja D sa att

[¢(o +it)| > (@ = 1)D(Int)t = ( B ) D M

<1+ B 4<1—|—1 2
o _— =
- 2D

Vi har saledes bevisat satsens forsta olikhet, att

1 1
——| < —(Int)”
ol <3te0
om o > 1ocht > e. For att visa den andra olikheten, f6r |¢'(s)/¢(s)|, anvénder
vi Sats och far dirmed en extra faktor (Int)? jimfoért med uppskattningen

for [1/¢(s)]. O

Nu nér vi har erhallit en del kunskap om zetafunktionens beteende i omradet
runt linjen o = 1 &r vi ndstan redo att slutféra beviset. Vi behover dock ytterli-
gare en sats angaende beteendet av kvoten |¢’(s)/((s)| pa linjen o = 1, och for
att bevisa satsen visar vi forst ett lemma fran den komplexa analysen.

Lemma 4.13. Antag att f1(z) och f2(z) ér tva funktioner som bada har enkla
poler i z = zg med residyn a. Da &r deras differens

f1(2) = fa(2)
analytisk i z = zg.

Bevis. Da f1(z) och f3(z) har enkla poler med residyn a i z = 29 kan vi i en
omgivning av z = 2y skriva dem enligt

f2) = —— 4+ g1(2)

Z— 20

och
a

fa(z) =
ddr g1(z) och go(2) &r analytiska i z = zp. For deras differens giller da att

f1(2) = fa(2) = 91(2) — g2(2)
vilket uppenbarligen &r analytiskt i z = zp, da g1(z) och ga(2) &r det. O

Z— 20 +g2(2)
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Lemma 4.14. Om f(s) har en pol av ordning k vid s = « sa har kvoten
17(s)/f(s) en enkel pol i samma punkt med residyn —k.

Bevis. Da f(s) har en pol av ordning k i punkten s = o kan vi skriva

fl) = 2

(s —a)¥

for nagon lamplig funktion g(s) som &r analytisk och nollskild i s = . Didrmed
har vi for alla s i en omgivning till « foljande:

e I Y

- (s—a)ffl ~ (s—a)f \gls) s-a go(s) s-a

Alltsa giller for kvoten f/(s)/f(s) att
f's) _gs)  k

fs)  g(s) s—a

vilket uppenbarligen har residyn —k i punkten s = « eftersom termen ¢'(s)/g(s)

dr analytisk i a och déarfoér har residyn 0. O
Sats 4.15. Funktionen
RSO
((s) s—1

dr analytisk i punkten s = 1.

Bevis. Vi har sedan tidigare (Sats[3.27) visat att ((s) har en enkel pol i punkten
s = 1. Lemma [1.14) ger dérfor att kvoten —(’(s)/((s) har en enkel pol i samma
punkt med residyn 1. Uppenbarligen géller detsamma f6r funktionen 1/(s — 1),
sa deras differens &r analytisk i punkten s = 1, enligt Lemma, O

Vi vet nu en hel del om hur zetafunktionen beter sig pa linjen o = 1, och ér

dérfor redo att &ntligen formulera en slutlig integralrepresentation for 1 ().

4.4 En sista integralrepresentation for v,
Vi paminner om Sats [£.8] dér vi visade att vi f6r ¢ > 1 och 2 > 1 kan skriva

2 c+ooi
w01 e,

x? 2 x 27t Jo_

0ot

h(s) = 8(51 ) ( gff)) - si 1>

Med kunskapen vi har erhallit ska vi nu visa att vi kan flytta integrationsvigen
fran o = c till 0 = 1.

dar vi har satt
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1+iT c+iT
%
l R
0
g
]_ C
_—
1—il c—iT

Figur 3: Kurva i beviset till Sats
Sats 4.16. For x > 1 har vi att

1bl(m) 1 1 2_ 1 /OO . itlnx
5 5 1 =5 h(1+it)e dt,

T T oo

med h(s) enligt ovan.

Bevis. Den overgripande strategin for detta bevis ar att visa att integralen av
25" 1h(s) lings de vertikala segmenten i Figur [3| vars lingd beror av en kon-
stant T, ar lika med varandra da T' — oo, bortsett fran ett teckenbyte. For detta
andamal visar vi att hela kurvintegralen lings kurvan ar lika med 0, samt att
integralen langs de horisontella segmenten &r lika med 0 da 1" — oo. Detta visar
att integralen fran Sats kan flyttas till linjen o = 1. Parametriseras denna
integral erhalls satsen.

Vi borjar med att visa att integralen av x°~1h(s) lingd med hela kurvan i
Figur 3] 4r lika med 0, och for detta dndamal applicerar vi Cauchys integralsats.
Om o > 1 4r {(s) # 0, ty om o > 1 sa kan ((s) skrivas som en konvergent
oéndlig produkt (Sats och om ¢ = 1 har vi Sats Vidare ar enligt

Sats faktorn — CC/((SS)) — 311 analytisk i punkten s = 1 varfor hela funktionen
h(s) &r analytisk pa och innanfor rektangeln R. Detsamma géller da naturligtvis
hela integranden x*~1h(s), varfor Cauchys integralsats ger att konturintegralen
av x°"1h(s) lings med R i#r lika med 0. Vi visar nu att integralen lings de
horisontella segmenten gar mot 0 da T — oo, vilket da medfor att integralen
léngs de vertikala linjestyckena éar lika, i grénsen T — oo. Med lite rdkningar,
som uteliimnas hér, kan man visa att |2*~1h(s)| antar samma viirden fér kom-
plexkonjugerade s, sa det ricker att visa att integralen gar mot 0 pa det 6vre
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linjesegmentet, dir t = T. PA denna har vi forstas att s+ 1] > |s| > |S(s)| =T
varfor

1%:1<1
s(s+ 1)~ |s]2 — T?
och pa samma sétt
I S P S
s(s+1)(s—1)| — T3 — T2

dér vi anvinder att |s — 1| > S(s) = T tack vare att o > 1. Vidare visade Sats
att |¢'(s)/¢(s)] < M(Int)? for nagot M om o > 1 och t > e. Vi har dérfor

5 1 d(s) 1 MnT +1)°
|h(s)| < s(s—!—l)‘ (s) 5(3+1)($—1)‘ < T2

sa liange T > e, vilket vidare ger att

c+iT
/ 25 h(s)ds
1

+iT

(39)

2
14T T

Detta uttryck gar mot 0 da T'— oo, sa vi har fér kurvintegralen ldngs R att

c+iT 1+4T
0= f 5 h(s)ds :/ zsflh(s)der/ 25 h(s)ds
R c

—1T c+1iT
14T c—iT
+/ xsflh(s)der/ 5 h(s)ds
14T 14T
c+i00 1—ioc0
— m‘g_lh(s)ds—i—/ 25 h(s)ds
c—100 14+ioco

da T — oco. Saledes har vi
c+ioco 1—ioco 14400
/ 257 h(s)ds = —/ 257 h(s)ds = / 5 h(s)ds,
c—100 14200 1—i00

vi har alltsa framgangsrikt flyttat integralen fran linjen ¢ = ¢ till 0 = 1. Pa
linjen ¢ = 1 kan vi parametrisera integrationsvigen genom s = 1+ it och skriva
integralen som

1+ic0 o) . 0 .
/ 25 h(s)ds = z/ 2 h(1 + it)dt = z/ h(1 4+ it)ettnedt,
1

—100 —o0 —o0

vilker visar att

2 c+oot
o) L( 1)L e

x? 2 x 2mi Jo
1 14700
=5 57 h(s)ds
1—ic0

1 [ ,
> /_Oo h(1 4 dt)e't ez,
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For att erhalla den asymptotiska formeln for ¢4 (z) maste vi nu visa att
integralen i hogerledet av Sats gar mot 0 da  — oco. Som vi ndmnde i
diskussionen efter Sats [I.8] kan vi visa detta genom att applicera Lemma [4.7]
och visa att integralen

/OO R (1 + it)|dt

— 00

konvergerar. Vi gor detta nu.

Sats 4.17. Integralen

/ Ih(1 + it)|dt,

W) = v (6 1)

Bevis. For att visa att integralen konvergerar delar vi upp den i de tre delarna

/_Z|h(1+it)dt:/_:+/_ee+/:o.

och noterar att integranden i den forsta och sista integralen begrinsas av
M(Int +1)°

t2
enligt ekvation , sa dessa tva integraler dr konvergenta. I den mellersta in-
tegralen &r integranden begrédnsad férutom i punkten s = 1 dér vi visat att

integranden dr analytisk. Saledes &r dven den och dirmed hela integralen kon-
vergent. O

dar

dr konvergent.

[h(1 4 it)] <

Da integralen .
/ (1 + it)|dt
— 00
ar konvergent ger Lemma [4.7] att
1 e .
lim — / h(1 4 it)e'tnedt = 0.

T—00 LT

Saledes far vi fran Sats 16| att

. Yi(z) 1 1 _
(553 (0-3)) -

alltsé att 1y (x)/2? — 5 dé & — oo eller ekvivalent att v (z) ~ 22 /2. Deriverar
vi bada led av denna asymptotiska formel (vilket &r giltigt tack vare Lemma
sa erhalls resultatet

—00

Y(x) ~ .
Vi har nu visat den asymptotiska formel f6r ¢(x) vi &mnade bevisa, sa vi
ar nastan helt klara. Det aterstar att visa att denna formel ar ekvivalent med
primtalssatsen, sa vi avslutar beviset med detta.
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4.5 Bevis for ekvivalens av asymptotiska formler fér ¢ (z)
och 7(x)
Vi erinrar oss Tjebysjovs forsta funktion ¢, se Definition Vi borjar med

att visa att det asymptotiska beteendet av 1 &r tatt sammanfogat med det
motsvarande for 1.

Sats 4.18. Den asymptotiska formeln
W) ~x

ar ekvivalent med att
Y(x) ~ .

Bevis. Strategin hir &r att uttrycka ¢ (z) i termer av 9(z) varifran vi kan erhalla
en uppskattning for differensen av kvoterna (x)/xz och J(x)/z. Visar vi att
denna differens gar mot 0 da z — oo sa medfors att griansviirdet av ¢¥(z)/z da
xr — 0o existerar om och endast om motsvarande existerar fér ¢(x)/z. Satsens
slutsats dr ett specialfall av detta. Nu gor vi detta.

Enligt definitionen av ¢(x) och A(n) (Definition [3.4 och [3.1)) géller att

P(z) = ZA(n) = Z Z Inp.

TLSI m=1 pSIl/m

Summan ovan ir egentligen en dndlig summa, da mingden av primtal mindre
én eller lika med x'/™ #r tom for tillriickligt stora m. Niarmare bestdmt hinder
detta da z'/™ < 2, eller da

Inx

m > m:logﬂc.

P(z) = Z Z Inp.

m<logy, x p<gl/m

Saledes kan vi skriva

Denna summa kan nu med definitionen av ¢ tillhands skrivas

ve)= Y o).

m<log, ©

Uppenbarligen géller att 1(x) —9(x) > 0, eftersom termerna i summan for 9(x)
utgor en dkta delmiingd av termena i summan for ¢ (z). Vidare giller att

ba)—d@) = 3 oM —o@ = Y 9@,

m<log, x 2<m<log, =

Vi ser dven fran definitionen av 9 samt den triviala olikheten 7(t) <t att

WHx) = Zlnp < lnmz l=n(z)lnz <zlnzx

p<z p<z

46



s vi har for differensen ¢ (x) — ¥(z) olikheterna

0 <(x) —9(z) < Z 2™ Inzt/™ < (logy )V In/x

2<m<log, =

T E(ne)®

"z 2 7T 22
Genom division med = 6vergar denna olikheten i

@) @) _ (ma)?

0< _
- x ~ 2In2y/x’

(Inx)?

2In2yz

= 0 galler alltsa att

i (42 20)

T—00 x T

Eftersom lim,_, o,

det vill sdga att gransvérdet lim,_, @ existerar om och endast om gransvardet

limy,_ oo @ existerar, och grinsviirdena #r i sadana fall lika. Speciellt géller att

lim @) _

r—0o0 i

om och endast om

Detta visar satsen. O

Sats 4.19. For x > 2 har vi att

samt att

n(zy = 20 | /2 O

Iz (Int)?

Bevis. Lat 1p(n) beteckna den karakteristiska funktionen foér primtal, alltsa
funktionen

1p(n) 1 om n &r ett primtal
n)=
P 0 annars.

Da kan vi skriva funktionerna m(x) och ¥(x) enligt

m(x) = Z 1p(n) och ¥(z) = Zlnp = Z 1p(n)Inn.

n<x p<lx n<x
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Anvéinder vi nu Lemma [I.1] med a(n) = 1p(n), f(z) = Inz, och y = 1 sa har vi
A(z) =3, <, 1p(n) = 7(x) och erhaller darfor

Wx) = Z 1p(n)Inn

n<z

=m(z)lnz —w(1)In1 —/ Mdt:ﬂ'(m) lnx—/ Mdt
1 t 2 t
da m(x) = 0 for alla x < 2. Detta visar det forsta pastaendet i satsen. Lat nu

b(n) = 1p(n)Inn och skriv

m(x) = Z ?(—72 samt ﬁ(m):Zb(n).

n
3/2<n<z n<z

Notera att vi hiir bérjar summationen for 7(z) i y = 3/2 istéllet for y = 1 for att
undvika division med 0, eftersom 1 inte &r ett primtal féréindras inte summan av
detta byte. Anvénder vi aterigen Lemma [£.1] med a(n) = b(n), f(z) = 1/Inz,
samt y = 3/2 erhaller vi

_U(z)  9(3/2) o) o, d@) c ()
@) =T T T3 +/3/2 2™ = Tz +/2 ozt

eftersom ¥(x) = 0 for = < 2. Bada pastdenden i satsen dr nu bevisade. O

Sats 4.20. Den asymptotiska formeln

() ~

ar ekvivalent med primtalssatsen,

x

Bevis. Vi ska forst visa att de asymptotiska formlerna 7(x) ~ = och ¥(z) ~
ar ekvivalenta. Eftersom vi sedan tidigare (Sats [4.18) har att J(z) ~ x &r

ckvivalent med att ¢ (z) ~ x sa foljer da att m(z) ~ L-dr ekvivalent med

In
$(@) ~ .
Fran Sats har vi att

ﬁ(x)iw(x)lnxil/xﬂdt (40)
2

x T T t
samt att
m(z) Inx _ J(z)  Inz /I 9(t) b (a1)
x x x Jy t(lnt)?
Vi visar forst att 7(x) ~ = medfor att ¢(z) ~ x. Antag saledes att
lim m(z)Inx _1,
—00 T

48



det foljer att @ =0 (ﬁ) varpa vi har for integralen i att

1 [* 1 [* 1 1 [*
= @dt?/o m)e=o(5 [ o).
x Jy ot x Js Int z Jo Int
Vidare har vi att
xdt/ﬁdu/ﬂfdt
o Int ), Int vz Int
</ﬁdt+/“’ dt
“Jo 2 Jznyz
_ vz -2

~ In2 + Iny/z ~— In2 Inyz

vilket medfor att

l/ﬂ§ﬁ+x_ﬁ: 1 +1—1/\/5_>
z /)y Int — zln2  zxlnyz /rln2 In/z

da z — oco. Saledes giller att om 7(z) ~ = sa ger att

Inx
%, 1 1 ("7t
fim &) _ gy @M 7/ LIGFY
r—o00 I T—00 €T r—o0 T Jq t

Antag nu istéllet att ¥(z) ~ x. Detta medfor att ¥(t) = O(¢) varfor vi har for
integralen i att

Inz [* 9(t) B Inz (% dt
), t(lnt)Zdt_O(m/Q (1nt)2>’

Pa precis samma sétt som tidigare har vi vidare att

T gt N
/2 M2 = W22 | (nya)?

varfor

Inz (% dt Inz 1-1/y/x
— < 2 0
x /2 (Int)? = /z(In2)2 + e

da z — oo. Alltsa giiller att om ¥(z) ~ = si ger att

lim TEOMT V@) gy, 2 100
T—00 T T—00 I T—=oo T Jy t(lnt)2
Detta visar att de asymptotiska formlerna m(z) ~ = och ¥(x) ~ x &r ekvi-

valenta. Tillsammans med Sats visar detta att den asymptotiska formeln
Y(x) ~ x dr ekvivalent med primtalssatsen, 7(x) ~ O

Inz*
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5 Riemannhypotesen och primtalsrikning

Som vi vid flertalet tillfdllen har ndmnt (se t.ex. inledningen till Avsnitt
kan ((s) sanér som pa en enkel pol i s = 1 utvidgas till en analytisk funktion i
hela det komplexa talplanet. Vidare kan det visas att funktionalekvationen

s

C(s) = 2(2m)* ! sin 7r(l —5)¢(1 —s) (42)

ar giltig for samtliga s € C (se Theorem 12.71 [1]). Eftersom sin %7 har nollstéllen
i (bland annat) s = —2n for alla n € N, ser vi att {(—2n) = 0 eftersom de
ovriga faktorerna i hogerledet dr dndliga. Vi ser alltsa att ((s) har nollstéllen i
de jimna negativa heltalen, dessa nollstéllen kallas for zetafunktionens triviala
nollstéllen. Man kan tédnka sig att samma sak borde gélla for de jamna positiva
heltalen ddr sin % ocksa har nollstéllen, men dér har I'(1 — s) enkla poler (se
den avslutande diskussion i Avsnitt , och det rakar vara sa att nollstéillena
fran sinusfunktionen och polerna fran gammafunktionen tar ut varandra. Att
detta sker &r i sjilva verket en direkt konsekvens av denna funktionalekvation,
ty om denna kan visas gélla for de jamna positiva heltalen maste hogerledet
vara dndligt eftersom det foljer direkt fran den forsta definitionen av ((s)
att 0 < ¢(s) <oodao > 1.

Har da ¢(s) inga nollstéllen férutom de sa kallat triviala? Jod&, som namnet
antyder har man &ven hittat nollstéllen som ar icke-triviala, det méarkliga &r att
samtliga hittills funna icke-triviala nollstéillen har realdel 1/2. Detta beteende
av de icke-triviala nollstéllena var ként for Riemann redan nér han for forsta
gangen formulerade sin zetafunktion 1859, faktum &r att han sjdlv holl det
for troligt att varje icke-trivialt nollstélle till zetafunktionen har realdel 1/2,
nagot han dock inte lyckades bevisa. Denna férmodan har kommit att kallas
for Riemannhypotesen och &r till denna dag ett av matematikens stora olGsa
problem. Stor méda har lagts pa att hitta nollstéllen till {(s) for att antingen
motbevisa eller bekrifta hypotesen och manga nollstdllen har ocksa hittats,
samtliga med realdel 1/2. Att samtliga icke-triviala nollstillen maste ligga i
den sa kallat kritiska remsan 0 < ¢ < 1 féljer fran funktionalekvationen .
Vi inser detta genom f6ljande falluppdelning. Om o > 1 ér zetafunktionen
en absolutkonvergent serie med nollskilda termer, och saledes nodvandigtvis
nollskild. Om ¢ = 1 &r {(s) nollskild tack vare Sats Om o = 0 &r sin 5
endast lika med noll da s = 0, men i den punkten har (1 —s) en pol. I 6vrigt dr
samtliga faktorer i htgerledet nollskilda (aterigen tack vare Sats. Omo <0
ar gammafunktionen och zetafunktionen i hogerledet av funktionalekvationen
positiva, och nollstdllena kan bara komma fran sinusfunktionen, men dessa &r
precis de triviala nollstéillena. Saledes kan inga icke-triviala nollstéillen ligga
utanfér remsan 0 < o < 1. Vidare kan man visa att nollstéllena dr symmetriskt
placerade med avseende pa den reella axeln samt den ”kritiska linjen” o = 1/2.

Att Riemannhypotesen &r en av de allra mest eftertraktade olésta problemen
i matemikens historia &r ingen slump, ty implikationerna som skulle félja av
ett eventuellt bevis for hypotesen dr manga. Inom ramen for denna uppsats
giiller detta feltermen i uppskattningen for 7(z) som primtalssatsen handlar om.
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Notera att primtalssatsen etablerar att m(x) beter sig som kvoten z/In x for
stora x, men sasom vi har formulerat satsen vet vi ingenting om hur bra denna
uppskattning &r for olika stora x. Nér de la Vallée Poussin formulerade sitt
ursprungliga bevis for primtalssatsen 1896 gjorde han det tillsammans med en
uppskattning av det absoluta felet av den asymptotiska formeln 7(z) ~ li(x),
som ju ar ekvivalent till var formulering av primtalssatsen (se Avsnitt. Hans
uppskattning for det absoluta felet var

(@) — li(w)| < Kae—o/m7,

och trots att forsok har gjorts sa har matematiker sedan dess inte lyckats reduce-
ra denna Ovre gréans sarskilt mycket. Det dr hiar Riemannhypotesen kommer in.
Man kan néamliga visa att om hypotesen &r sann, alltsa om samtliga icke-triviala
nollstéllen till {(s) har realdel 1/2, sa giller att

m(x) = li(z)| = O(z%) (43)

for alla o > 1/2. Denna implikation #r dessutom reversible, det vill siga att
om det kan visas att géller for vilket a@ > 1/2 som helst, sa foljer att
Riemanns hypotes &dr sann. Precis som fér Riemannhypotesen har otaliga nu-
meriska berdkningar gjorts vilka bekriftar , men #nnu har inget definitivt
bevis hittats.

o1



Litteraturférteckning

Tom Apostol. Introduction to Analytic Number Theory. Springer, 1976.
ISBN: 0-387-90163-9.

Tom Apostol. Mathematical Analysis. Addison-Wesley, 1974. 1SBN: 978-
0201002881.

Eberhard Freitag & Rolf Busam. Complexr Analysis. Springer, 2005. ISBN:
3-540-25724-1.

Philip J. Davis. Leonhard Euler’s Integral: An Historical Profile of the
Gamma Function. URL: https://web.archive.org/web/20120607110916/
http://mathdl . maa. org/images/upload_library/22/Chauvenet/
Davis.pdf. (hdmtad: 12.05.2024).

Adam Harper. Lecture notes 1 for Cambridge part III course on ’the Ri-
emann zeta function’, lent 2014. URL: https://warwick.ac.uk/fac/
sci/maths/people/staff/harper/zetacoursenotesl.pdf. (hdmtad:
07.05.2024).

G.J.O. Jameson. The Prime Number Theorem. Cambridge University Press,
2003. 1sBN: 0-521-81411-1.

Walter Rudin. Principles of Mathematical Analysis. McGraw Hill, 1976.
ISBN: 0-07-054235-X.

E. B. Saff & A. D. Snider. Fundamentals of Complex Analysis with Appli-
cations to Engineering and Science. Pearson, 2013. ISBN: 978-1292023755.

Michael Stoll. Introductory Complexr Analysis. URL: https://www.mathe2.
uni-bayreuth.de/stoll/lecture-notes/IntroductoryComplexAnalysis.
pdf. (hdmtad: 13.05.2024).

Andrzej Szulkin & Martin Tamm. Analytiska funktioner, likformig konver-
gens och potensserier. URL: https://kurser.math.su.se/pluginfile.
php/176416/mod_resource/content/1/AnLikf.pdf. (himtad: 10.05.2024).

Hugh L. Montgomery & Robert C. Vaughan. Multiplicative Number The-
ory I. Classical Theory. Cambridge University Press, 2007. 1SBN: 0-521-
84903-9.

Anders Vretblad. Fourier Analysis and Its Applications. Springer, 2003.
ISBN: 0-387-00836-5.

92


https://web.archive.org/web/20120607110916/http://mathdl.maa.org/images/upload_library/22/Chauvenet/Davis.pdf
https://web.archive.org/web/20120607110916/http://mathdl.maa.org/images/upload_library/22/Chauvenet/Davis.pdf
https://web.archive.org/web/20120607110916/http://mathdl.maa.org/images/upload_library/22/Chauvenet/Davis.pdf
https://warwick.ac.uk/fac/sci/maths/people/staff/harper/zetacoursenotes1.pdf
https://warwick.ac.uk/fac/sci/maths/people/staff/harper/zetacoursenotes1.pdf
https://www.mathe2.uni-bayreuth.de/stoll/lecture-notes/IntroductoryComplexAnalysis.pdf
https://www.mathe2.uni-bayreuth.de/stoll/lecture-notes/IntroductoryComplexAnalysis.pdf
https://www.mathe2.uni-bayreuth.de/stoll/lecture-notes/IntroductoryComplexAnalysis.pdf
https://kurser.math.su.se/pluginfile.php/176416/mod_resource/content/1/AnLikf.pdf
https://kurser.math.su.se/pluginfile.php/176416/mod_resource/content/1/AnLikf.pdf

	Inledning
	Primtal och primtalsräkning
	Vad är primtal?
	Hur räknar vi primtal?
	Primtalssatsen
	Historisk överblick över primtalsstudier

	Nödvändig bakgrundsteori
	Grundläggande notation
	Aritmetiska funktioner
	Analytisk fortsättning
	Riemanns zetafunktion
	En första definition
	Oändliga produkter
	Ytterligare definitioner av zetafunktionen
	En utvidgning av definitionen

	Gammafunktionen

	Ett analytiskt bevis för primtalssatsen
	Generella lemman för aritmetiska funktioner
	En integralrepresentation för psi1
	Zetafunktionen på sigma=1
	En sista integralrepresentation för psi1
	Bevis för ekvivalens av asymptotiska formler för psi(x) och pi(x)

	Riemannhypotesen och primtalsräkning

