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Abstract

Large Ramsey numbers are notoriously difficult to compute. In order to
compute lower Ramsey numbers we have to investigate relatively few cases.
Usually we can compute them by applying the pigeonhole principle iteratively.
However for larger Ramsey numbers this method is ineffective since there are
too many cases we need to investigate. So in order to rule out cases we use
methods such as algorithms, probabilistics or linear invariants. This thesis will
investigate how we can use linear invariants in Ramsey theory. By reformu-
lating the problem in terms of complete subgraphs and independence number
allows us to experiment with the relation between the graphs number of nodes,
number of edges and independence number. It turns out that there are linear
combinations of these three variables that exhibits interesting properties for
triangle-free graphs. We will use monoid theory to show why we can create
these linear invariants. We will then prove that two different linear invariants
will always give us a positive value if the graph is triangle-free. Using these
and some other linear invariants we will compute upper limits for different
R(3,k).



Sammanfattning

Hogre ramseytal dr okédnt svara att berdkna. Nar vi berdknar ldgre ram-
seytal behover vi undersoka relativt fa fall. Oftast kan vi hitta dem genom
att tillimpa ladprincipen iterativt. For hogre ramseytal ar antalet fall vi mas-
te undersoka for méanga for sana metoder. Sa for att utesluta fall fér hogre
ramseytal anvinds exempelvis algoritmer, probabilistik och linjara invarian-
ter. Den metod vi kommer att fokusera pd i den har uppsatsen ar linjira
invarianter. Genom att omformulera fragan i termer av kompletta delgrafer
och oberoendetal s& kan man experimentera med sambandet mellan nodtal,
kanttal och oberoendetal. Det visar sig att det finns linjara kombinationer med
intressanta egenskaper for triangelfria grafer. I det héar arbetet kommer vi att
tilldmpa teorin om monoider for att forstd varfor vi kan skapa dessa linjira
invarianter. Vi kommer sedan ge ett bevis for att tva olika linjéra invarianter
ger oss positiva viarden for alla triangelfria grafer. Vi kommer sedan anvinda

dem for att hitta 6vre begransningar pa olika R(3, k).



Forord

Jag vill forst och framst tacka min handledare, Jorgen Backelin, for hans stod,
vagledning och feedback. Jag stotte pa ramseyteori for forsta gangen under mitt
gymnesiearbete sa jag ar valdigt glad att jag fick mojligheten att fordjupa mig
ytterligare i &mnet. Jag vill ocksa uttrycka min tacksamhet till mina vinner och
niarstaende for deras hjilp och uppmuntran. Utan deras stod skulle detta arbete
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1 Definitioner

I detta avsnitt kommer vi ga igenom centrala begrepp som anvands i det har arbetet.
Positiv betyder att ett tal ar storre én eller lika med noll och ett negativt tal ar strikt
mindre dn noll. I detta arbete kommer noll inga i de naturliga talen. Ergo anvands for
att visa att ett pastaende ar en logisk konsekvens av tidigare pastaenden, exempelvis

“det ar inte natt ergo det ar dag”.

Vi kommer anvanda oss av termerna noder och kanter istéllet for horn och bagar.
En graf bestar av tva mangder, dess nodmdangd och dess kantmdngd. Kantméngden
ar en delmangd av alla mojliga delméngder till nodméngden med storlek tva. I
det har arbetet kommer nodméangden alltid vara dndlig sa kantméangden kommer
ocksa vara det. Om G ar en graf sa kommer V(G) beteckna dess nodméngd och
E(G) beteckna dess kantméngd. Beteckningen n(G) ar kardinaliteten pa grafens
nodméngd och e(G) ar kardinaliteten pa dess kantméngd. En delgraf bestar av en
delméngd av nodméngden och en delmangd av kantméngden. Kantmangden for en
delgraf kan endast anvinda par dar bada noderna ar element i delgrafens nodméngd.
Om delgrafen &r inducerad kommer de kanter som existerar mellan noderna som
ingar i delgrafen vara kvar. Vilket nodvandigtvis inte ar fallet nar vi diskuterar
delgrafer generellt. I det hér arbetet syftar bendmningen delgrafer uteslutande pa
inducerade delgrafer savida det inte uttryckligen star nat annat. En inducerad delgraf

ar en delgraf dar vi inte tar bort kanter mellan noder som ingar i delgrafen.

Tva noder i grafen ér grannar om det finns ett element i kantméngden déar de bada
ingar. Tva noder i grafen ar oberoende om det inte finns ett element i kantméngden
dér de bada foérekommer tillsammans. Sa om v,w € V(G) kommer de vara grannar
endast om {v,w} € E(G) och oberoende endast om {v,w} ¢ E(G). En nods gradtal
ar antalet ganger den noden forekommer i ett element i kantmangden. En nods
andragrad ar summan av antalet ganger nodens grannar féorekommer i ett element
i kantméngden. Alla grafer som diskuteras har kommer vara enkla. Vilket innebér
att varje element i kantméngden kan endast féorekomma en gang och att Vv € V(G)
kommer {v,v} &€ E(G). Sa en enkel graf innehaller inga dubbelkanter mellan tva
noder och inga 6glor. En nods gradtal kommer betecknas som deg(v) och summan
av en nods grannars gradtal kommer betecknas som deg?(v). §(G) kommer beteckna
lagsta gradtal i grafen. Vi kommer anvinda § istéllet for 6(G) nar grafen ar given
fran sammanhanget. A(G) kommer beteckna maximalgraden for alla noder i grafen

och vi kommer anvinda A nér grafen ar given fran sammanhanget.
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En n-reguljir graf ér en graf dar alla noder har grad n. Ett viktigt lemma inom
grafteori ar X,cv(g) deg(v) = 2e(G) som vi kommer kalla handskakningslemmat i
denna uppsats. Handskakningslemmat siger att summan av alla grader i en graf ar
lika med tva ganger antalet kanter i grafen. N (v) &r beteckningen for mangden noder
i G som ar grannar med noden v. En stig ar en f6ljd av noder dér tva noder kan
folja varandra endast om de ar grannar. En stig som bestar av n noder betecknas sa
har vyvs...v,_1v, och dess ldngd ar n — 1. Avstandet mellan tva noder ar langden pa
den kortaste stigen mellan dem. En cykel ar en stig dar alla noder far forekomma en
gang forutom startnoden som maste vara densamma som slutnoden. Det finns flera
sitt att beteckna en cykel pa. I detta arbete kommer en cykel dar n skilda noder
ingar betecknas som antingen C), eller som en n-cykel. En komplett graf ar en graf
dar alla noder ar grannar med varandra. En komplett graf med n noder kommer

betecknas som K, och K3 kan ibland aven kallas triangel eller trecykel.

En graf &r sammanhdngande endast om det Yo,w € V(G) dér v ar skild fran w
existerar minst en stig med v som startnod och w som slutnod. Om sa inte &r fallet
innebar det att grafen bestar av minst tva disjunkta icke-tomma delgrafer. Vi kan ta
unionen av tva disjunkta grafer for att bilda en ny graf. Vi kommer ga in mer i detalj
vad det innebér att addera disjunkta grafer i avsnitt 3. Vad vi menar med addera i
det hdr sammanhanget ér att ta unionen av deras nod-och kantméngder for att bilda
en ny graf. Det ar viktigt att papeka att inga nya kanter kommer bildas nér vi gor
det. En komponent &r en maximalt sammanhéngande delgraf. Med maximalt menar

vi att det inte kan ingd mer noder i delgrafen utan att gora den osammanhéngande.

G" ar beteckningen pa den inducerade delgrafen vi far nar vi tar bort noden v samt
dess grannar ur G och alla kanter som har sin &ndpunkt i nan av grannarna till v. Om
v,w € V(G) kommer G = (GY)" vilket kommer vara den inducerade delgrafen vi
far nar vi forst tar bort noden v samt dess grannar och sedan noden w samt dess
grannar. Noderna v och w maste vara oberoende fran varandra eftersom motsatsen
hade medfért att w ¢ V(GV). Vi kommer ibland anvinda GF som en beteckning for

delgrafen vi far nér vi tar bort noderna i oberoendeméngden P samt deras grannar.

En oberoendemdngd ar en delméngd av en grafs nodméngd dar ingen av noderna i
méangden ar grannar med varandra. En graf kan ha flera olika oberoendeméngder,
exempelvis har grafen K3 fyra olika oberoendeméngder. I det har arbetet kommer en
maximal oberoendeméngd betyda att det inte finns ndgon oberoendeméangd i grafen
som &r strikt storre an den. En graf kan ha mer d4n en maximal oberoendeméangd,

exempelvis har grafen Cy tva maximala oberoendeméngder som bada innehaller tva
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noder. Storleken pa en grafs maximala oberoendeméangd/oberoendeméngder kallas

grafens oberoendetal och kommer betecknas som a(G).

2 Bakgrund

Ramseyteori ar en gren av kombinatoriken som studerar strukturer som vid forsta
anblick framstar som kaotiska men édnda alltid har vissa egenskaper. En typisk frage-
stallning inom ramseyteori ar “Givet att vi kan antingen farglagga ett element rott
eller blatt hur stor maste strukturen vara for att garantera ett monster av en viss
storlek?”. De tva kandaste exemplen pa detta ar ramseytalen och van der waerden-
talen. Denna uppsats kommer fokusera pa ramseytalen vilket &r ett grafteoretiskt
problem.

[ ramseyteori har vi en komplett graf som vi sedan farglagger kanterna med antingen
fargen rod eller bla. Den naturliga fragan vi kan stélla da ar vad &r det minsta antal
noder en graf behover for att garantera att det antingen ska existera en komplett
rod delgraf av storlek n eller en komplett bla delgraf av storlek m? Det kéndaste
exemplet ar att om vi har sex noder i en graf kommer det alltid existera antingen en
rod komplett delgraf av storlek tre eller en bla av storlek tre. Detta kan uttryckas
formellt som R(3,3) = 6. Aven om en graf bestdende av sex noder kan verka liten
sa finns det 15 kanter i den grafen vilket innebér att det finns 2'° = 32768 sitt att
farglagega den pa. Att ga igenom varje fall for hand och verifiera att det existerar
en delgraf som uppfyller ett av kraven ar ett sant sisyfosarbete. Istillet for att ga

igenom alla mojliga utfall kan vi bevisa det formellt med hjélp av ladprincipen.

Lat oss forsoka konstruera en graffirglaggning som inte har en bla eller rod triangel
(se figur 1). Vi borjar med att undersoka alla kanter med v; som en dndpunkt.
Eftersom vi har tva fiarger och fem kanter sa kommer enligt ladprincipen minst tre
av dem ha samma farg. Det finns fem kanter i grafen med v; som &ndpunkt och vi
har tva farger, enligt ladprincipen minst tre av dem ha samma firg. For att visa att
detta stimmer kommer vi ga igenom samtliga utfall, alla fem kanter kan vara blaa,
fyra kanter kan vara blaa och da maste en kant vara rod, tre kanter kan vara blaa
och da maste tva kanter vara roda, tva kanter kan vara blaa och da maste tre kanter
vara roda, en kant kan vara bla och da maste fyra kanter vara roda eller sa kan
alla fem kanter vara réoda. Som vi kan observera sa kommer i samtliga utfall minst

tre kanter vara blaa eller s& kommer minst tre kanter vara roda. I vart exempel
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Figur 1: R(3,3) =6

bevisar vi det for fallet da minst tre av kanterna ar blaa men beviset ar analogt i det
motsatta fallet. Sa vy:s blaa kanter har &ndpunkterna vy, v5 och vg. Om det finns en
bla kant mellan nan av dessa tre noder ex. vy och v sa har vi skapat en bla K3 med
noderna vy, v, och vy vilket vi vill undvika. Alltsa maste alla kanter mellan dessa
noder vara roda men da bildar dessa noder en rod K3. Som vi ser gar det inte att
konstruera en farglagening av dessa kanter utan att det skapas en monokromatisk
K.

Detta bevisar att R(3,3) < 6 men det finns exempel pa grafer med fem noder
vars kanter vi kan fargligga utan att skapa en monokromatisk Kj. For att hitta
grafen som bevisar att R(3,3) > 5 maste vi konstruera en farglaggning for K5 som
inte innehaller en monokromatisk Kj3. Féargliagg kanterna sa att de roda bildar en
monokromatisk Cs och sedan farglagger du resten av kanterna blda. Det innebér att
vi kan konstruera en graffarglaggning med fem noder utan en monokromatisk K3

och vi vet att vi inte kan det om grafen har sex noder ergo R(3,3) = 6.

I den hér uppsatsen kommer vi fokusera pa oberoendetal i triangelfria grafer. Aven
om detta kan initialt framsta som orelaterat till ramseyteori s kan vi visa att sa
inte ar fallet. Lat oss omformulera R(3,3) = 6 med hjélp av oberoendetal. Analogt
till beviset for R(3,3) = 6 ska vi forsoka konstruera en triangelfri graf med sex
noder och med ett oberoendetal strikt mindre &an tre (se figur 2). Lat oss utga ifran
vy. Det finns fem andra noder i grafen som v; kan antingen vara oberoende ifran
eller inte. Enligt ladprincipen maste den antingen vara granne med minst tre noder
eller oberoende fran minst tre noder. I vart fall &r den granne med vy, v5 och vg.
Eftersom den ska vara triangelfri kan inte nan av dessa noder vara granne med
varandra eftersom det hade skapat en triangel ex. vjv4v5. Da maste vy, vs och vg

vara oberoende fran varandra med da utgor de en obeorendeméngd av storlek tre.
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Figur 2: Obeorendetal tre

[ andra fallet (se figur 3) sa maste v; vara oberoende fran minst tre andra noder ex.
vy, v och vg. Detta innebér att {vy, vy, vs, v6} utgér en oberoendeméngd av storlek
fyra. S& om vi lagger till ex. {vy, v5} i kantméangden sa far vi ner oberoendeméngden
till tre. Om vi lagger till ytterligare en kant ex. {vs, v} sd ar oberoendeméngden
fortfarande tre eftersom vy, v4 och vg inte ar grannar. Alltsa méaste vi dven lagga till
{v4,v6} 1 kantméngden. Da har vi skapat en triangel bestaende av noderna v v5vg.
Likt hur vi inte kan fargligga kanterna i tva farger i en Kg utan att skapa en
monokromatisk delgraf av storlek tre sa kan vi inte konstruera en graf med sex noder
utan att den har en triangel eller oberoendetal minst tre. Det visar att R(3,3) < 6
men om det ar ett likhetstecken maste det ga att konstruera en triangelfri graf med
fem noder och oberoendetal strikt mindre an tre. Grafen Cy uppfyller dessa villkor
sa R(3,3) > 6. Sa vi vet att R(3,3) < 6 och att R(3,3) > 6 vilket endast kan
stdmma om R(3,3) = 6.

Som vi kan se oavsett om vi formulerar problemet i termer av kantfargliggning eller
oberoendetal och kompletta delgrafer s dr resonemangen analoga med varandra.
Ett satt vi kan se pa det éar att istéllet for fargerna blatt och rétt sa arbetar vi med
fargerna vitt och svart. Vi kan sidga att om tva noder ar grannar ar kanten mellan
dem svart och den &r vit om de &r oberoende. Det ar dérfor resonemangen ar analoga

eftersom vi vill forhindra att tre noder formar en svart eller vit triangel.

3 Monoider

I detta kapitel kommer vi diskutera monoider som ar en generalisering av grupper
samt hur teorin kan tillimpas pa grafteori.

En monoid bestar av en méngd och en binédr operation som uppfyller tre axiom. Den
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Figur 3: Triangel bestaende av vy, vs och vg

maste vara sluten under dess operation, operationen maste vara associativ och det
maste existera ett neutralt element. Alltsa om (M, o) &r en monoid sa vet vi att om
a,b,c € M kommer aob € M (slutenhet), ao(boc) = (aob)oc (associativitet) samt
att Je € M sd att doe =eod = d, Vd € M. Till skillnad fran grupper maste det
inte existera inverser i en monoid. Sa alla grupper ar monoider men alla monoider
ar inte grupper. Precis som med grupper kan en monoid vara kommutativ (abelsk),
vilket innebér att Va,b € M kommer aob = boa. [Bou89, I, § 2, no. 1, Definition 2]
Ett bra exempel pa en kommutativ monoid som inte ar en grupp éar de naturliga
talen med addition som operation. Ett naturligt tal plus ett annat naturligt tal blir
ett naturligt tal, det spelar ingen roll i vilken ordning vi adderar talen i samt att
det finns ett neutralt element 0. Ett exempel pa en icke-kommutativ monoid som
inte ar en grupp ar méngden tva ganger tva matriser med matrismultiplikation som
operation.

Monoidhomomorfier ar en generalisering av grupphomomorfier, vilket innebéar att
det ar en strukturbevarande funktion mellan tva monoider. Om vi har tva monoider
(M, o) och (N, -) och en monoidhomomorfi f mellan dem kommer f(mon) = f(m)-
f(n) Vm,n € M och f(ey) = en. [Bou89, I, § 2, no. 1, Definition 2]

Exempelvis kommer determinanten av en matris vara en monoidhomomorfi mel-
lan monoiden tva ganger tva matriser med matrismultiplikation som operation och
monoiden de reella talen med multiplikation som operation.

Injektivitet och surjektivitet ar tva egenskaper en monoidhomomorfi kan ha. Att
en monoidhomomorfi f ar injektiv innebér att om f(a) = f(b) maste a = b. Att
en monoidhomomorfi f ar surjektiv innebér att Vn € N maste 3m € M sa att
f(m) = n. Om en monoidhomomorfi ar bade injektiv och surjektiv sa siger vi att
den ar bijektiv.

Determinanten av alla tva ganger tva matriser ar en icke-injektiv monoidhomomorfi
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eftersom tva matriser kan ha samma determinant trots att de inte &r samma matris.
Determinanten av alla tva ganger tva matriser ar en surjektiv homomorfi. For en
matris A kommer det(A) = aj1a29 — aj2a91, s& om exempelvis a;o = 0 och agy = 1
kommer det(A) = ay; vilket kan vara vilket reellt tal som helst.

Om det existerar en bijektiv monoidhomomorfi mellan tva monoider sa ar de iso-
morfa med varandra. S& om monoiden (M, o) ar isomorf med monoiden (IV,-) sa
skriver vi att (M, o) = (N, ). Sa trots att de tvd monoiderna (M, o) och (N, -) kan
besta av olika mangder och operationer sa beter de sig pa samma séitt. Sa om vi
bevisar att (M, o) har en viss egenskap maste (N, -) ha den eftersom de har samma
struktur.

Tva viktiga egenskaper isomorfier har ar inverterbarhet och sammansattning. Inver-
terbarhet innebdr att om b dr en isomorfi maste dven b~! vara det. Sammansittning
innebar att om b och ¢ ar isomorfier méste b o ¢ ocksa vara det.

Isomorfier &r d&ven en central del av grafteorin. Om tva grafer &r isomorfa sa innebér
det att de har samma struktur. De tva sakerna som avgor en grafs struktur ér dess
nodméngd och dess kantmangd. En isomorfi i grafteori d&r en bijektion mellan tva
grafers nodméangder som inducerar en bijektion mellan deras kantméngder. Vilket
innebdr att om f ar en isomorfi mellan Gy och Gq sa ar {v,w} € E(G;) om och
endast om {f(v), f(w)} € E(G>). [Bigd2, XV, § 1]

Om en isomorfi existerar mellan tva grafer GG; och G5 ar de isomorfa vilket vi be-
tecknar som GGy = G,. En isomorfiklass dr méngden grafer som ar isomorfa med
varandra och betecknas som [G]~ dér G ér en representant for isomorfiklassen.
Exempelvis om vi har tva grafer G; och Gy dar V(Gy) = {v1,ve,v3}, E(Gy) =
{{v1, v}, {v1,v3}}, V(Gs) = {wy,we,ws}, och E(Gy) = {{wy,wy}, {wy,w3}} sa
kan vi visa att de ar isomorfa. Vi vet att de ar isomorfa eftersom vi kan skapa
en bijektion f mellan deras nodméngder som inducerar en bijektion mellan deras
kantméangder. Sa 1at f(vy) = wq, f(ve) = we och f(v3) = w3 da kan vi enkelt se att
{f(w), f(v;)} € E(G3) om och endast om {v;,v,;} € E(Gy).

I detta arbete kommer vi jobba med en monoid som bestar av méngden isomorfi-
klasser av dndliga grafer G med addition som operation. Med addition menar vi i
detta sammanhang unionen av tva disjunkta grafer. Sa denna monoids operation
ar [Gh]x~ + [Ga]x := [G1 + Go]~ dér vi alltid kan anta att Gy och Go ér disjunkta.
Exempelvis om vi adderar tva disjunkta grafer ur isomorfiklassen [Cs]~ sa far vi inte
en graf i isomorfiklassen [Co|~ eller [Cs]~, vad vi far &r en graf med tva komponenter

som bada ar isomorfa med Cj.
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Vi maste forst bevisa att denna operation ar véldefinierad, alltsa att om vi har en
graf Hy € [G1]~ och en graf Hy € [G]~ s kommer Hy + Hy € |Gy + G3]~. Eftersom
H, ar isomorf med (G; maste det existera en isomorfi f fran V(Gy) till V(Hy). Hs

ar isomorf med Gy s det existerar en isomorfi g fran V(Gs) till V(Hy).

Ta en godtycklig nod i v € V(G + G2), eftersom de tva summanderna ar disjunkta
maste den antingen finnas i delgrafen isomorf med G eller delgrafen isomorf med

G». Vi kan anvinda detta for att skapa funktionen

h(v) = f(v) omwveG (1)

glv) omuw € Gg'

Vi kan enkelt se att den héar funktionen ar en bijektion mellan deras nodméangder.
Sa vi maste nu visa att den dven inducerar en bijektion mellan deras kantméngder.
Vi maste visa att Yoy, v € Gi + Gy kommer {h(vy),h(vs)} € E(H; + Hs) om
och endast om {vy,v2} € E(Gy + G). Vi vet att for vy kan h(vy) = f(vy) eller
h(v1) = g(v1) och for vy kan h(vy) = f(vq) eller h(vy) = g(ve) sa det finns fyra
mojliga fall.

Om h(v1) = f(v1) och h(vy) = f(v9) s& innebér det att vy, vy € V(G1). Eftersom f ar
en isomorfi mellan delméngden V(G4) och delméngden V(H;) kan {h(vy), h(v2)} €
E(Hy + Hy) om och endast om {vy,v2} € E(Gy + Gs). I fallet da h(v2) = g(vs)
kommer resonemanget vara analogt till det har.

Om h(vy) = f(v1) och h(ve) = g(vy) kommer v; € V(Gy) och vy € V(Gy). Eftersom
(1 och Gy ér disjunkta sa vet vi att {vy, v} € E(G1+ Gs). Vi vet dven att f(vy) €
V(H;) och g(vy) € V(H,), eftersom H; och Hy ér disjunkta kommer { f(v1), g(v2)} &
E(H, + H,). I fallet da h(vy) = g(v1) och h(ve) = f(ve) kommer resonemanget vara
analogt. Sa vi kan dra slutsatsen att h ar en bijektion mellan V(G; + G2) och
V(H; 4+ Hs) som inducerar en bijektion mellan deras kantméangder. Alltsa existerar
det en isomorfi mellan graferna vilket innebar att Hy + Hy € [G1 + Ggx~.

Vi vet att (G, +) ar en monoid eftersom den uppfyller de tre nédvandiga axiomen.
Den ar sluten under operationen eftersom unionen av tva disjunkta grafer blir en
ny graf. Operationen ar associativ eftersom det spelar ingen roll vilken ordning vi
adderar graferna i, summan blir oavsett ordningen en graf med samma komponen-
ter. Det existerar ett neutralt element i méngden vilket 4r den tomma grafen Kj.
Déremot uppfyller denna struktur inte gruppaxiomen for det existerar inga inverser.

Det finns inga inverser i den hir monoiden eftersom det inte finns nagra grafer med
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negativt antal noder. Den ar aven kommutativ eftersom vi kan enkelt se att G; + Go

kommer vara isomorf med Go + G.

Nu ska vi diskutera egenskaper och funktioner som &r invarianta. Alltsa egenskaper
som maste vara sanna for alla grafer i samma isomorfiklass och funktioner som maste
ge samma virde for alla grafer i en isomorfiklass. De tre funktioner vi ska fokusera

pa nodtal, kanttal och oberoendetal.

For nodtal och kanttal kan vi betrakta tva grafer Gi, Gy € [G]~. Vi vet att bada
graferna ar isomorfa med G. Alltsé existerar det en isomorfi f mellan V(G;) och
V(G). Det existerar dven en isomorfi g mellan V(G) och V(Gs). Bada funktioner
ar isomorfier vilket medfor att deras sammanséttning b = g o f ar en isomorfi. Det
existerar alltsd en isomorfi b mellan V(G;) och V(G2) vilket innebér att graferna
maste ha samma nodtal. Eftersom b &r en isomorfi maste den inducera en bijektion
mellan F(G;) och E(G,) vilket innebér att graferna har samma kanttal.

Lat A; vara en maximal oberoendeméngd i grafen GGy. Vi vet att det existerar en
isomorfi b mellan grafernas nodméngder. Eftersom A; dr en oberoendeméngd maste
b(Ay) utgora en oberoendeméangd i grafen Gy. Vi vet det eftersom {vy,v9} € E(G1)
om och endast om {b(vy),b(ve)} € E(G1) annars hade b inte varit en isomorfi. Inga
noder i A; ar grannar i Gy sé inga noder i b(A;) kan vara grannar i Go. Sa b(A;)
ar en oberoendeméangd i Gy darfor méste a(Ga) > |b(Ay)|. Vi vet att |A;| = [b(A4;)]
och att |[A;| = a(Gy) ergo a(Ga) > a(Gy).

Eftersom b dr en isomorfi méaste dven dess invers b=! vara det. Lat A, utgora en
maximal oberoendeméngd i grafen Go. Genom samma resonemang som tidigare vet
vi att b71(Ay) utgor en oberoendemingd i G;. Vi anvinder samma resonemang for
att konkludera att a(G1) > a(Gs). Da vet vi att a(Gy) > «(Gs) och att a(Gy) >
a(Gh) vilket innebéar att a(G1) = a(Gs).

Vi kommer nu visa att n(G), e(G) och a(G) dr monoidhomomorfier mellan monoi-
derna G och R.

Vi kommer anvinda oss av principen om inklusion/exklusion for att bevisa att de
ar monoidhomomorfier. Principen om inklusion/exklusion ger oss en metod for att
rikna ut storleken pa unionen av méangder. I fallet da vi har tva méangder A och B
kommer enligt principen om inklusion/exklusion |[AU B| = |A| + |B| — |AN B.
Forst visar vi att n(G) &r en monoidhomomorfi. Eftersom Kj inte innehaller nagra
noder kommer n(Ky) = 0. Nu maste vi verifiera att V[G1]~, [G2]~ € G ddr Gy och Gy
ar disjunkta kommer n(G1+ G2) = n(G1) +n(Gs). Vi vet att V(G1) NV (Gg) = 0 ef-
tersom de ar tva disjunkta grafer vilket innebér att |V (G1)NV (G)| = 0. Enligt prin-
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cipen om inklusion/exklusion kommer |V (G + Gq)| = |[V(G1)|+ |V (G2)| — |V (G1) N
V(G3)| men snittet dr den tomma méngden sa |V (G + Go)| = |V(Gh)| + [V (G2)|.
Vi vet att n(G1 + G2) = |V(G1 + G)|, n(G1) = |V(G1)] och att n(Gy) = |V(G3)|
vilket innebér att n(Gy + G2) = n(G1) + n(G2) vilket bevisar att n(G) &r en mono-
idhomomorfi.

Resonemanget for att visa att e(G) ar en monoidhomomorfi ar analogt till n(G).
For att visa att a(G) ar en monoidhomomorfi borjar vi med att konstatera att
a(Ky) = 0 eftersom K inte har négra noder som kan ingd i en oberoendeméngd.
Lat A vara en maximal obeorendeméangd i grafen Gy + G, vilket innebér att |A| =
a(Gy + Gsq). Eftersom G 4+ Go bestar av tva disjunkta delgrafer sa kommer A =
(ANV(Gy)) U (ANV(Gy)). Méangden ANV (G;) kommer vara en maximal obe-
roendeméngd i grafen (G; annars maste det existera en oberoendeméngd A; sa att
|A;| > JANV(Gy)]. Om det vore fallet maste oberoendeméngden A; U(ANV(Gy)) i
grafen GG; 4+ G5 ha en storre kardinalitet 4n oberoendeméangden A vilket &r en mot-
sagelse. Det innebar att |[ANV(Gy)| = a(G) och med samma resonemang kommer
|ANV (G3)| = a(G,). Eftersom de tva delgraferna ar disjunkta méaste snittet av dessa
tva oberoendeméngder vara tom sa enligt principen om inklusion/exklusion kommer
|A| = JANV(G1)| + |[ANV(Gs)| vilket innebér att a(Gy 4+ G2) = a(Gy) + a(Ga).
Vi kommer nu anvinda mera informella beteckningar néar vi diskuterar representan-
ter fran olika isomorfiklasser. Vi kan anvianda dessa tre monoidhomomorfier for att
skapa linjara kombinationer ex. f(G) = ae(G) + bn(G) + ca(G) dér a,b,c € R. Vi
kan verifiera att dessa linjara kombinationer ocksa kommer vara monoidhomomorfier
genom att visa att f(G1)+ f(Gs) = f(G1+G2) samt att f(Kj) = 0. Vi kan utnyttja
faktumet att n(G), e(G) och a(G) alla &r monoidhomomorfier for att bevisa att f
ar det. For att visa att f(G1) + f(G2) = f(G1 + G3) sa kan vi anvanda att

f(G1+ Gs) = ae(Gy + Go) + bn(Gy + Gy) + ca(Gy + Go)
= a(e(G1) + e(G2)) + b(n(G1) + n(Ga)) + c(a(G1) + (G2))
= ae(Gy) + bn(Gy) + ca(Gy) + ae(G) + bn(Gs) + ca(Gs)
= f(G1) + f(Ga).

(2)
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For att visa att f(Ky) = 0 sa kan vi anvinda att

[(Ko) = ae(Ky) + bn(Ky) + ca(Ky)
=a-04+b-0+c¢-0 (3)
= 0.

Fo6r homomorfierna n(G), e(G) och a(G) kommer vi oavsett grafen fa ut ett naturligt
tal. Om vi justerar koefficienterna i var linjar kombination kommer det inte alltid
stdimma. Exempelvis om vi har en funktion f(G) = e(G) — 2n(G) 4+ «(G) kommer
f(K3) = —2. I denna uppsats kommer vi undersoka linjéara kombinationer mellan
dessa tre monoidhomomorfier men det ar viktigt att papeka att det existerar manga
monoidhomomorfier mellan G och R. Exempelvis N(C,,; G) som rdknar hur manga
skilda cykler av storlek n det finns i grafen G.

I den hér uppsatsen kommer vi fokusera pa triangelfria grafer. Vi maste nu visa
att denna egenskap éar hereditar och additativ. Det forstndmnda innebéar att om en
graf har en viss egenskap maste alla dess delgrafer (inducerade eller ej) ha den och
det sistnamnda innebér att om vi adderar tva grafer med en egenskap maste deras
summa ocksa ha den egenskapen. Lat oss anta att triangelfrihet inte ar en hereditar
egenskap. Detta innebéar att for en triangelfri graf G existerar det en delgraf H C G
sd att H € [K3)~. Det ar endast mojligt om det existerar en triangel i G, vilket ar
en motsagelse. For att visa att den ar additiv kan vi betrakta tva triangelfria grafer
(GG1 och G5 samt deras summa G = G + Go. Lat oss anta att G inte ar triangelfri
da maste det existera H C G sa att H € [K3]~. Vi vet att den maste ligga i nan av
delgraferna GGy eller G5 eftersom de ér disjunkta medan K3 ar sammanhangande. Sa
antingen é&r H C G eller H C G5 men da kan inte bada vara triangelfria vilket ar

en motsagelse.

4 Linjara invarianter

Som vi visat kan vi kombinera olika monoidhomomorfier som beroende pa koeffici-
enterna kan ge oss bade positiva och negativa varden. Det visar sig att det existerar
linjara kombinationer mellan nodtal, kanttal och oberoendetal som har intressanta
egenskaper for triangelfria grafer. Trots att den har en negativ koefficient kommer

véardet alltid vara positivt om grafen i fraga ar triangelfri. De tre linjéra invarianterna
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som vi kommer anvianda i detta arbete ar

w(G) = e(G) — 3n(G) + 5a(Q)
q(G) = e(G) — 5n(G) + 10a(G) (4)
t(G) = e(G) — 6n(G) + 13a(G).

Varav tva av dem w(G) och ¢(G) kommer vi bevisa att de alltid ger oss ett positivt
viarde om G ar triangelfri. Beviset for att ¢(G) ar positivt for alla triangelfria grafer
liknar beviset for w(G) men med ett par specialfall vi maste underséka. Det bor
papekas att det existerar linjéra invarianter med samma egenskap som tar in fler
variabler dn dessa tre. Exempelvis bevisade Oliver Kriiger [Krul9, I, § 1 Theorem 1.1]

att det stdmmer {or invarianten
v(G) = 3e(G) — 1Tn(G) + 35a(G) + N(Cy; G). (5)

Vi kommer aterkomma till varfor detta ar relevant for ramseyteori men forst kommer

vi visa att w(G) har denna egenskap.

4.1 w(G) >0

Vi ska nu bevisa att den hér linjara invarianten ar positiv for alla triangelfria gra-
fer. Innan vi borjar kommer vi forst bevisa ett lemma som kommer ateranvindas

regelbundet.

Lemma 4.1. Om G dr en triangelfri graf och v € V(G) kommer e(G") = e(G) —
deg?(v).

Om N(v) = {wy,...,w,} kommer deg?(v) = X", deg(w;) vilket blir en Gvre be-
gransning for antal kanter som har sin &ndpunkt i nan av v:s grannar. Dérfor kom-
mer e(G") < e(G) — deg®(v) eftersom motsatsen hade medfort att det existerar en
kant med andpunkt i en av v:s grannar som vi inte raknat med. Lat oss anta att
e(GY) < e(G) — deg?(v) vilket innebér att e(G?) < e(G) — deg®(v) — 1. Eftersom
varje kant har sin d&ndpunkt i tva skilda noder maste vi ha dubbelrdknat en kant.
Det enda séattet det skulle kunna hénda dr om en kant har sina andpunkter i tva av
v:s grannar (se figur 4). Detta innebér att Jw;, w; € N(v) sa att {w;,w;} € E(G).

D& bildar vw;w; en triangel i G vilket &r en motsagelse. [J
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Figur 4: Exempel pa en graf dir e(G") # e(G) — deg®(v)

Sats 4.2. Lat w(G) := e(G) — 3n(G) + 5a(G), for alla triangelfria grafer G kommer
w(G) > 0.

Detta bevis foljer samma struktur som Jorgen Backelins bevis [Bacl9, X, For-
mell 10.2, sida 278-279]. Vi kommer bevisa detta med hjélp av induktion 6ver obe-
roendetalet. Vart basfall kommer vara Ky. Vi vet att n(K,) = 0, e(Ky) = 0 samt
att a(Ko) = 0 alltsa blir

w(G) = e(Ky) — 3n(Ky) + 5a(Ky)
=0-3-045-0 (6)
=0.

Nu lat oss anta att det stammer for alla oberoendetal upp tills £ — 1. Nu ska vi visa
att det ar sant for grafen G dar a(G) = k. Vi vet att det existerar ett v € V(G)
sa att deg(v) = 9, 1at oss utga fran den. Vi vet att for den inducerade delgrafen G
kommer n(G") = n(G) — (1 4+ J). Vi kan enkelt se att for en godtycklig maximal
oberoendeméngd A i G kommer antingen v € A eller sa kommer |N(v) N A| > 1.
Oavsett fallet kan vi enkelt se att G¥ maste ha ett ldgre oberoendetal én G ergo
a(G’) < a(G) — 1. Vi vet inte vad v har fér andragrad men vi vet att deg(v) = o
samt att varje granne har minst grad 0 allts kommer deg®(v) > §2. Fran detta och
likheten i lemma 4.1 vet vi att e(G?) = e(G) — deg®(v) < e(G) — 2. Vi kan anvinda
detta for att hitta en undre begransning for w(G)

e(G) — 3n(GQ) + 5a(G) > e(G*) — 3n(G”) +5a(GY) + 6% = 3(1 +0) +5.  (7)

Vi vet att e(GY) — 3n(G?) + 5a(G?) = w(G") och eftersom a(G’) < k méste
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w(GY) > 0 enligt induktionsantagandet. Fran det far vi olikheten

e(GY) = 3n(G*) + 5a(G*) +* = 3(1+8) + 5 =w(G") +5* = 3(1 + ) +5
> 0% = 3(1+6)+5 (8)
=(6—-2)(6-1).

Vi kan dérmed dra slutsatsen att w(G) > (6§ —2)(6 — 1). Vi vet att 6 € N alltsa
finns det fyra fall vi maste underséka 6 = 0,6 =1, =2och d > 3. Om § > 3
kommer (6 —2)(0 —1) > 2, om 6 = 1 kommer (6 —2)(6 — 1) =0, om § = 2 kommer
(0 —2)(0 — 1) = 0 och tillsist om ¢ = 0 kommer (6 —2)(6 — 1) = 2. Som vi kan
observera kommer samtliga fall ha noll som en undre begrénsning ergo w(G) > 0.
]

4.2 Alternativt bevis for R(3,3) = 6.

Héar kommer vi visa hur linjara invarianter kan anvéindas inom ramseyteori. Vi kom-
mer utnyttja faktumet att w(G) > 0 om G &r triangelfri for att hitta en Gvre
begransning pa R(3,3). Det ar viktigt att papeka att vi inte kan anvinda endast
w(G) for att visa att R(3,3) = 6. Precis som i avsnitt 2 maste vi konstruera en
triangelfri graf med fem noder och oberoendetal strikt mindre &n tre. Den delen av
beviset ar analogt till tidigare bevis sa vi kommer inte inkludera den har.

Som vi visade tidigare betyder R(3,3) = 6 att om en graf har minst sex noder
kommer den antingen inte vara triangelfri eller sa maste dess oberoendetal vara
minst tre. Sa vi kan omformulera fragan till “hur manga noder kan en triangelfri
graf med oberoendetal strikt mindre &n tre ha?”.

Vi vet att G &r en triangelfri graf sa w(G) > 0 enligt sats 4.2. Eftersom a(G) < 2

sa far vi olikheten

w(@)

e(G) = 3n(G) + 5a(G)
e(G) —3n(G)+5-2 (9)
e(@) — 3n(G) + 10.

IN

For att hitta en 6vre begrénsning for e(G) borjar vi med att underséka A(G). G ér en
triangelfri graf vilket innebéar att om v, wy,wy € V(G) och {v,w;},{v,ws} € E(G)
vet vi att {wy,we} € E(G). Om sa inte vore fallet skulle det existera en triangel
vwywe 1 grafen vilket &r en motségelse. Om det existerar en nod v i grafen sa att

deg(v) > 3 sa maste dess grannar vara oberoende fran varandra. Det innebér att G
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har en oberoendeméangd som bestar av minst tre noder. Sa vi kan dra slutsatsen att

A < 2 annars kommer a(G) > 3. Detta ger oss olikheten
Yvev(c) deg(v) < 2n(G). (10)

Vi kan anvanda denna olikhet i handskakningslemmat for att fa en 6vre begréansning

pa kanttalet

(@)= = (11)

Vilket ger oss olikheten

w(G) < e(G) —3n(G) + 10
<n(G) - 3n(G) + 10 (12)
= —2n(G) + 10.

Vi vet att w(G) > 0 samtidigt som vi vet att —2n(G) + 10 > w(G) alltsd kommer
—2n(G) 4+ 10 > 0. Fran det hér vet vi att n(G) < 5. Det innebér att om en graf ska
vara bade triangelfri och ha ett oberoendetal strikt mindre &n tre kan den inte ha
mer an fem noder. Sa vi kan dra slutsatsen att om en graf har sex noder maste dess
oberoendetal vara minst tre eller s& maste den innehélla en triangel. Vilket bevisar

att R(3,3) < 6 med hjélp av linjara invarianter.

4.3 tG)>0

Sats 4.3. Lat t(G) := e(G) —6n(G) +13a(G), for alla triangelfria grafer G kommer
t(G) > 0.

Vi kommer att bevisa satsen med hjilp av induktion pa oberoendetalet. Detta be-
vis kommer f6lja samma struktur som Radziszowski och Krehers bevis [RK91] med
tillagg fran Jorgen Backelin [Bac13, I, § 1 Theorem 1.1].

Vi bérjar med att forst verifiera pastaendet for Ky. Eftersom e(Ky) = 0, n(Ky) =0
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och a(Ky) = 0 kommer

t(KQ) = B(Ko) — 67’L(K0) + 130{(K0)
=0—6-0+13-0 (13)
=0.

For att visa att ¢(G) > 0 {or alla oberoendetal kommer vi anta att det inte staimmer.
Eftersom pastaendet stammer for basfallet maste det da existera ett minsta obero-
endetal kg sd att for ndgon triangelfri graf G med oberoendetal kg blir ¢(G) < 0.

For att ga vidare med beviset ska vi forst introducera tva mangder av grafer

U= {G|G€GAHG) =0Aa(G) < ko

(14)
A={GIG€GAHG) < —1Aa(G) = k.

For att bevisa satsen maste vi forsta undersoka vilka krav en graf G maste uppfylla
for att G € A och sedan visa att en siadan graf maste vara sa perfekt att den inte

existerar.
Lemma 4.4. Om G € A dr G en sammanhdngande graf.

Lat oss anta att G bestar av tva disjunkta icke-tomma delgrafer som vi kallar H och
K. Eftersom t(G) = t(H) + t(K) samt t(G) < —1 innebar det att t(H) + t(K) <
—1. Det innebéar att minst en av summanderna maste ha ett negativt ¢t varde. Vi
kan enkelt se att o(H) < ko och a(K) < kp s& om nagon av summanderna har
ett negativt t varde kommer det att motsidga induktionsantagandet. Ergo G ar en

sammanhédngande graf. [J
Lemma 4.5. Om G € AUV maste §(G) > 3
LAt oss etablera en évre begrinsning for deg®(v) genom att berikna t(G?). Vi vet
att a(GY) < a(G) — 1, n(G) = n(G) — (deg(v) + 1) och fran lemma 4.1 vet vi att
e(GY) = e(G) — deg®(v). Fran det far vi en 6vre begrinsning for t(GV)

t(G") < (e(G) — deg®(v)) — 6(n(G) — (deg(v) + 1)) +13(a(G) — 1)

(15)
= t(G) — deg®(v) + 6 deg(v) + 6 — 13.

Eftersom G € AUV innebéar det att a(G¥) < ko sa enligt induktionsantagandet
maste t(GV) > 0. Vi vet att ¢(G) < 0 darfor maste

deg?(v) < 6deg(v) — 7. (16)
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Olikheten blir strikt om G € A. Om 6(G) = 0 sa ar G antingen isomorf med K,
eller en osammanhdngande graf. Vi vet att ¢(K;) = 7 och att den inte kan vara
osammanhédngande enligt lemma 4.4 ergo 6(G) > 1.

Om §(G) = 1 maste det existera en nod v i G med grad ett. Enligt olikheten ovanfor
maste deg?(v) < —1 vilket &r en motsigelse eftersom en nod inte kan ha en negativ

andragrad.

Om §(G) = 2 innebér det att det existerar en nod v € V(G) sa att deg(v) = 2.
Detta innebér att deg®(v) < 5 enligt tidigare olikhet. Vi har alltsa tva fall att kolla,
om v har en granne av grad tre eller om v har tva grannar av grad tva.

Vi véljer vart v sa att deg(v) = 0 = 2 samt att den har hogst andragrad av alla
noder av samma grad. Om deg®(v) = 4 maste grafen vara tvireguljir. Vi vet det
eftersom v:s grannar har grad tva samt att deras andragrad &r lika med eller mindre
dn deg®(v). I vart fall maste de ha samma andragrad som v. Alltsa har alla noder
i grafen grad tva vilket innebar att den ar tvareguljar. Det ar enkelt att se att om
alla noder i en graf har grad tva, grafen a4r sammanhéngande (vilket den &r enligt
lemma 4.4) och grafen ér triangelfri maste G € [C,]~ dar n € N och n > 4. Vi maste
alltsa hitta vardet pa t(C,,) for alla n > 4. Vi har tva fall antingen ar n = 2m + 1

eller n = 2m dar m > 2. I det sista fallet vet vi att grafen ar en jamn cykel, alltsa

2m
5 -

En mer intuitiv forklaring varfor ar att om vi inkluderar en nod i oberoendeméngden

maste a(C,) =

kan vi inte inkludera nan av dess grannar. Sa vi inkluderar dess grannars grannar
istallet. Om vi gor detta och gar hela varvet kommer vi inte inkludera nan granne till
en nod i oberoendeméngden. Om cykeln d&r udda kommer det hénda, vilket innebér
att vi inte kan ta varannan nod eftersom da kommer vi inkludera en granne till en
nod i oberoendeméngden. Sa vi maste exkludera en nod nér vi gatt ett varv runt
cykeln. Sa i fallet da n 4r udda kommer a(G) = %

Ater till fallet d& cykeln &r jamn. Eftersom alla noder har samma grad si kommer

2(2m)

enligt handskakningslemmat e(C,) = =5~ Fran det far vi likheten

t(Cy) = e(Cy) — 6n(C) + 13a(C))
=2m — 12m + 13m (17)

= 3m.

Eftersom m ar positivt och nollskilt maste ¢(C,,) > 0.
2(2m+1)

Om det ér en udda cykel kommer enligt handskakningslemmat e(C,) = =5
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Fran det far vi likheten

t(Cn) =2m+1—-6(2m+ 1)+ 13m
=3m — 5.

(18)

Eftersom m > 2 far vi att ¢(C,,) > 1.

Om det existerar en graf med egenskapen § = 2 och ¢(G) < 0 sa maste det existera
ett minsta oberoendetal ¢y en sadan graf kan ha. Lat grafen G med oberoendetal
co uppfylla dessa villkor. Fran tidigare resonemang vet vi att den inte kan vara
tvareguljar. Déarfor maste det existera en nod i G med hogre gradtal an tva. Lat
oss utga fran noden v som har grad tva i G samt storsta andragrad av alla noder
med grad tvd i G. Eftersom grafen inte dr tvareguljir maste deg?(v) = 5 eftersom
deg®(v) < 6deg(v) — 7. Lat oss undersoka den inducerade delgrafen G¥, vi vet att
e(GY) = e(G) — 5 enligt lemma 4.1, n(G") = n(G) — 3 och att o(G”) +1 < a(G).

Fran det far vi olikheten

t(G") = e(G¥) — 6n(G") + 13a(G")
(e(G) = 5) —6(n(G) —3) + 13(a(G) — 1)
t

—5+18-13

IA

(19)

(G)
tG).
Detta innebér att ¢(G¥) < 0. Alla noder av grad tva kan antingen ha fem eller fyra
som andragrad. Noden v har en granne w; av grad tva och w; har ytterligare en
granne wy (som ar skild fran v) som antingen har grad tva eller tre. Vilket medfor att

i grafen GV kommer degg. (wy) < 2 samtidigt som ¢(G¥) < 0 och a(GY) < a(G) = ¢

vilket ar en motségelse. [
Lemma 4.6. Om G € A sa dar G en 4-requljir graf.

For att utesluta fallen da § > 5 véljer vi en nod v € V(G) sé att deg(v) =6 > 5. Da
maste deg?(v) < 66—7 enligt samma resonemang som i lemma 4.5 samt 6% < deg?(v).

Fran det far vi olikheten

8% <66 —17
7 <66 — 6 (20)
7<0(6—0).

Som vi kan se stdmmer olikheten endast i fallen da 6 = 2, § = 3 eller 6 = 4. Sa

vi kan dra slutsatsen att § 2 5. Enligt lemma 4.5 maste § > 2 sa de tva fallen vi
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behover undersoka ar nér 0 = 3 och § = 4.
Anta att §(G) = 3 och att G ar en 3-reguljar graf. I detta fall kommer vi utnyttja

faktumet att ¢(G) := e(G)—5n(G)+10a(G) > 0 for alla triangelfria grafer. Eftersom

3n(QG)
2

grafen ar 3-reguljar sa vet vi att e(G) = enligt handskakningslemmat. Nar vi

utnyttjar det i ¢(G) far vi likheten

(21)

Fran detta kan vi dra slutsatsen att for en 3-reguljir graf maste 200‘77@) > n(G). Fran
det far vi olikheten
t(G) = e(G) — 6n(G) + 13a(G)

_ ?’”éG) — 6n(@) + 13a(C)

9”;G) +13a(G)

9 200(G) (22)
2 —5 . 7 + 13&(G)

_90a(G) N 91a(G)
7 7
a(G)
R
Eftersom a(G) > 0 maste t(G) > 0 om G ér 3-reguljar men da ar G ¢ A.
Eftersom G inte ar 3-reguljar maste det existera minst en nod v € V(G) sa att

deg(v) = 3 och 62 = 9 < deg’(v) < 6deg(v) — 7 = 11 (den har en granne av

grad fyra). Lat oss utga ifran en av v:s grannar w; dar deg(w;) = 3. Vi vet att
deg®(w;) < 6deg(w;) — 7 = 11 alltsd maste den ha en granne w, (skild fran v) dar
deg(ws) = 3. Eftersom G € A kommer a(G¥) < ky sé enligt induktionsantagandet
maste t(G¥) > 0. Vi vet att ¢(GY) = e(G) — deg?(v) enligt lemma 4.1, n(G¥) =
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n(G) — (deg(v) + 1) samt att a(G¥) + 1 < a(G). Fran det far vi olikheten

t(GY) = e(G") — 6n(G") + 13a(G")
(e(G) —10) — 6(n(G) — 4) + 13(a(G) — 1)
HG )—1o+24—13

=HG) +

Vivet att t(G) < —1, t(G") > 0 och att t(G") < t(G)+ 1. Det har kan endast stam-
ma om t(G") = 0. Vilket innebar att G € ¥ men deg..(wy) < 2 vilket motsager

IN

(23)

lemma 4.5.

I fallet di 6 = 4 viljer vi en nod v € V(G) sa att deg(v) = 4. Vi vet att deg?(v) <
6deg(v) — 7 = 17 samt att deg®(v) > 6> = 16 eftersom motsatsen hade medfort
att en av v:s grannar har en grad ldgre an fyra. Fran det kan vi dra slutsatsen att
degQ(v) = 16 och eftersom alla dess grannar har grad fyra kommer de ha samma
andragrad. Eftersom det ar en sammanhéngande graf enligt lemma 4.4 maste detta

stémma for alla noder i grafen ergo G ar 4-reguljar. [
Lemma 4.7. Om G € A sad ar t(G) = —1 och t(G") =0

Eftersom vi tar bort en nod samt dess grannar kommer a(G") < kg sé enligt induk-
tionsantagandet kommer GV ¢ A. Da vet vi att t(G¥) > 0 samtidigt som #(G) < —1.
Enligt lemma 4.6 kommer alla noder ha grad fyra sa deg®(v) = 16. Vi vet att
e(G¥) = e(G) — 16 enligt 4.1, a(G¥) — 1 < a(G) och att n(G") = n(G) — 5 vilket

ger oss olikheten

t(G"?)

e(GY) — 6n(G") + 13a(G")

(e(G) —16) — 6(n(G) —5) + 13(a(G) — 1)
e )—6n( )+ 13(G) — 16 + 30 — 13
=1(G) +

Vi vet att ¢(G) &r negativ och ¢(G") positiv ergo t(G) = —1 och ¢((G") =0. O

IA

(24)

Lemma 4.8. Om G € A har grafen inga fyracykler.

Lat oss siga att det existerar en fyracykel 1234 (se figur 5) i G. Det innebér noderna
1 och 3 tvi gemensamma grannar i G. Vi vet att grafen G' € ¥ enligt lemma 4.7,

vilket innebar att ingen nod kan ha grad tva eller lagre enligt lemma 4.5. Vi vet
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O
Figur 5: Fyracykel i G med alla grannar till nod 3

att 1,3 ¢ V(G") samt att degy(3) = 4 eftersom G ar fyrareguljir enligt lemma 4.6.
Alltsa maste degqi(3) < 3 vilket &r en motsdgelse. [
Ett korollarium till lemmat ar att tva noder i G kan inte ha mer é&n en gemensam

granne eftersom motsatsen hade medfort att det existerar en fyracykel.

Lemma 4.9. Om G € A och vy,vy,w € V(G) ddr w dr vy och vy:s gemensamma

granne kommer stigen viwve vara en del av en femcykel.

Fran korollariet till lemma 4.8 vet vi att v; och vy kan endast ha en gemensam
granne. Vi vet att {vy,v2} ¢ E(G) eftersom det hade medfort att det existerar
en trecykel vivow i G. Vi kan generalisera resonemanget fran lemma 4.1 for att
tillampa det pa en oberoendeméngd P. Till skillnad fran fallet da vi tar bort en
nod och dess grannar kan noderna ha gemensamma grannar. Exempelvis om vi
har tva skilda noder zy,29 € P, y1 € N(x1), y2 € N(x3) och {y1,52} € E(G) sa
har vi tagit bort en kant fran grafen men om vi rdknar pa summan av nodernas
andragraden kommer vi dubbelrikna den kanten. Sa 1at Hp beteckna delgrafen till
G dar V(Hp) = PUN(P), dd kommer e(G") = e(G) = (Z,cv(u,p) degg(x) —e(Hp)).
[ vart fall &r oberoendeméngden P = {v;,vo}. Vi vet att a(G?)+2 < a(G) s enligt
induktionsantagandet maste t(G”) > 0. Vi vet ocksd att n(G') = n(G) —n(Hp) =
n(G) — 9 eftersom vy och vy har en gemensam granne. Eftersom det ar nio noder i

delgrafen kommer 3, cy (g, degg(x) = 36. Fran det hér far vi olikheten

tHGT) = e(GF) — 6n(GF) + 13a(GT)
< (e(G) — (36e(Hp))) — 6(n(G) — 9) + 13(a(G) - 2)
= ¢(G) — 6n(G) + 13a(G) + e(Hp) — 36 + 54 — 26 (25)
=t(G )+e(Hp)—8

€(Hp
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Figur 6: Stigen v;wuvy

Fran det hér kan vi dra slutsatsen att e(Hp) > 9. Eftersom béade v; och v, har fyra
grannar i Hp sa har vi identifierat atta kanter. Det innebér att det finns minst en
kant mellan tva av v;:s och vg:s grannar. Vi vet att inga av vy:s eller vy:s grannar
kan vara grannar med varandra eftersom det ar en triangelfri graf. Vi vet ocksa att
w inte kan ha ytterligare en granne i Hp eftersom den &r granne med bade v, och wvs.
Sa det maste existera tva skilda noder wy,wy € V(Hp) — {vy, w, v} dar wy; € N(vy)
och wy € N(vy) samt att {wy,ws} € E(Hp). Det medfor att det existerar en femcy-
kel vywugwowy i G (se figur 6). O

Eftersom vi kan tillimpa detta resonemang pa alla stigar av ldngd tva, blir ett ko-
rollarium till detta att genom varje enskild stig av langd tva passerar det minst en
femcykel genom om G € A.

Nar vi tar bort en godtycklig nod v samt dess grannar kommer alla noder i G*
antingen ha grad fyra eller tre. De noderna med grad tre kommer alla vara gran-
nar med v:s grannar som vi kallar for wq, ws, ws och wy. Vi vet att de maste ha
grad tre eftersom motsatsen hade medfort att det existerar en fyracykel i G vilket
motsager lemma 4.8. Nu ska vi undersoka den inducerade delgrafen J C Gv dar

V(J) = {w117w12>w13>w21>w22>w23,w31,w327w33,w41,w42,w43} (se figur 7)-

Lemma 4.10. Om x € V(J) sd dr deg;(z) # 0.

Vi vet fran lemma 4.9 att genom varje stig av langd tva passerar minst en femcykel.
Sa om vi tar stigen vwjw;; som exempel. En av noderna som maste inga i cykeln ér
nan av v:s tre ovriga grannar. Vi kan ta wy som exempel, da maste den sista noden i
cykeln vara en gemensam granne mellan wy och wy;. Det innebér att wy; maste vara
granne med antingen wo, wos eller wogz. Alla dessa tre noder finns i delgrafen J vilket
innebar att wy; maste ha minst en granne i J. Med hjalp av samma resonemang vet
vi att detta stammer for alla noder i J. Det héar innebar att ingen nod kan ha grad
nolliJ. [
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Figur 7: v:s grannar samt deras grannar

Lemma 4.11. Om x € V(J) och deg;(x) = 1 kan inte nagon av x:s grannar i G*

ha en till granne © J utéver x.

Lat oss anta att det existerar en nod x € V(J) sa att deg;(z) = 1 samt att dess
granne y € V(GY) har ytterligare en granne i J skild frén x. Lat oss nu betrakta
grafen (G")*, vi vet att e((G")*) = e¢(G") — 4 — 4 — 3 eftersom den endast har en
granne i J, n((G")*) = n(G¥) — 4 och a((G")*) + 1 < a(G"). Fran det har far vi
olikheten

H(G")*) < E(G(G“) —11) = 6(n(G") = 4) + 13(a(G") — 1) (26)

(G).

Vi har etablerat att ¢(G”) = 0 enligt lemma 4.7 alltsa blir ¢t((G)*) = 0 ergo (G")* €
V. Eftersom ytterligare en av y:s grannar utéver x ligger i J sa kommer den noden
ha max grad tva i (GV)*. Alltsa maste d((G")*) < 2 vilket motsiager lemma 4.5. [
Eftersom y kan vara i J sa blir ett korollarium till detta att om en komponent i J
har mer an tva noder kan ingen av dem ha grad ett.

Nu har vi etablerat att ingen komponent i J som innehaller mer dn tva noder har
en nod med grad ett. Alla noder i en sddan komponent har grad tva eller tre och
eftersom J har adndligt antal noder maste den innehélla minst en cykel. J ar en

inducerad delgraf av G sa den kan inte ha nagon cykel av storlek tre eller fyra.

Lemma 4.12. J har ingen cykel av storlek fem
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For att bevisa att det inte kan existera en femcykel i J ska vi forsoka konstruera
en (se figur 8). Lat oss borja med wiy, den kan inte vara granne med wis eller w3
eftersom det skapar en trecykel. S& vi kan exempelvis valja ws; som néasta nod i
cykeln. Om det existerar en kant mellan ws; och wqs eller wy3 kommer det att bilda
en fyracykel i G, wiwiwewo exempelvis vilket motsidger lemma 4.8. Sa vi kan dra
en kant mellan ws; och nan av grannarna till ws eller wy. Vi véljer noden w4, men
resonemanget ar analogt om vi valt nan av ws:s grannar. Det kan inte existera en
kant fran wy; till woy eller woz for da skulle det existera en fyracykel i G. Vi kan
inte heller anvinda w9 eller wy3 eftersom det hade medfort att det existerar en Kz
i GG. Vi kan inte valja wis eller w3 eftersom det ar den nast sista noden i var cykel
vilket innebér att ndsta nod i cykeln ar granne med wy;. Om vi hade valt w5 och
sedan exempelvis wyy hade vi bildat en fyracykel wiswoowqw; vilket motséger 4.8.
Sa vi vi valjer ws; som nésta nod i var cykel. Vi kan inte vélja wo eller w3 som sista
noden i cykeln eftersom da bildar vi en trecykel ex. wiwiiwie. Sa vi véljer was som
den sista noden i var femcykel. Da kommer det existera en fyracykel woswsotwsoiwy i

G vilket ar en motséagelse.

Figur 8: Forsok att konstruera en femcykel i J

Lemma 4.13. Om x och y dr tva noder med grad tva i J och en gemensam granne z

1 J sa kommer x:s granne utanfor J vara granne med y:s granne i J och vice versa.

Lat z; och y; vara x:s respektive y:s granne i J och x5 och y, vara x:s respektive
y:s granne utanfor J. Vi vet att x; maste vara skilt fran y; annars hade vi bildat en

fyracykel zxx,y vilket motsiger lemma 4.8. Av samma anledning maste x5 vara skilt
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fran yo. Vi vet dven att x; och y; inte kan vara grannar eftersom det hade bildat
en femcykel zzziy1y i J vilket motséger lemma 4.12. Lat P = {z,y} och Hp vara
delgrafen som bestar av x och y samt deras grannar. Eftersom deg ;(z) = 2 sa medfor
lemma 4.11 att deg ;(z1) > 2. Det innebar att det existerar en nod v € V(J)—V (Hp)
s att {x1,u} € E(J). Vi vet att u ar skilt fran y och y; av tidigare ndmnda skal.
Det innebér att u inte ar granne med vare sig y eller z vilket innebér att u & V(Hp).
Eftersom u har grad tre i G¥ s& kan den max ha grad tva i (G¥)”. Vilket innebér att
5((G¥)F) < 3 s4 enligt lemma 4.7 maste t((G¥)F) > 0. Genom att tillimpa samma

metod som i lemma 4.9 far vi olikheten

t((G")") < (e(G*) = (23 — e(Hp)) — 6(n(G") — 7) +13(a(G") — 2)
e(GY) — 6n(G”) + 13a(G"Y) — 23 + e(Hp) + 42 — 26
t(G") — T+ e(Hp)

(Hp) —1T7.

(27)

(&

Sa vi kan konkludera att i delgrafen Hp finns det minst atta kanter. Eftersom g,
och x; har tre grannar i G" sa ar de tillsammans é&ndpunkter till sex kanter. Sa det
existerar minst tva kanter till i delgrafen som har sina dndpunkter i andra noder.
Eftersom det ar en triangelfri graf sa har vi fyra maéjliga kanter att lagga till {1, y; },
{z2,y2}, {z1,y2} och {z2,y1}. Vi kan inte lagga till {z1,y;} av tidigare ndmnda
skal. Om vi lagger till {2, 92} sd maste vi antingen lagga till lagga till {z1,ys}
eller {z2,91}. Om vi sedan lagger till {x1,y2} s& bildar vi en fyracykel zzoysx;
vilket motsiger lemma 4.8. Av samma skél kan inte bade {xs,y2} och {3, y;} inga
i kantmédngden samtidigt. Vilket innebar att {z1,y2},{z2,y1} € E(Hp) (se figur
9). O
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Figur 9: Delgrafen Hp i lemma 4.13.

Lemma 4.14. J har inga sexcykler.

Lat oss anta att J har en sexcykel zyxoz32x47526. Ingen nod i cykeln kan ha ytter-
ligare en granne i cykeln eftersom det hade medfort att det existerar en triangel
eller en fyracykel i G vilket motséger lemma 4.8. Lat P = {z1, 23,25} som ar en
oberoendeméngd och delgrafen Hp besta av noderna i P samt deras grannar. Vi
kan tillimpa samma metod som i lemma 4.9 for att hitta en undre begrinsning
for e(Hp). Vi kallar xq:s granne utanfor cykeln x7, x3:s granne utanfor cykeln xg
och z5:s granne utanfor cykeln xg. Vi vet att x7, xg och x9 maste vara skilda fran
varandra eftersom motsatsen hade medfort att det existerar en fyracykel i G vilket
motsager lemma 4.8. Till skillnad fran tidigare fall vet vi inte om x7, g och z¢ har
grad tre eller fyra i G¥. Sa lat dp beteckna summan av graderna for noderna i P
samt deras grannar i grafen G". Eftersom tre av dessa noder kan antingen ha grad
tre eller fyra sa innebar det att 27 < dp < 30 beroende pa vilka gradtal z7, xg och

g9 har. Fran det far vi olikheten

t(G")")

e((G")") = 6n((G")") + 13a((G")")

(e(G*) = (dp — e(Hp))) — 6(n(G*) — 9) + 13(a(G") = 3)

e(GY) — 6n(G") + 13a(G”) — dp + e(Hp) + 54 — 39 (28)
t(G*)+e(Hp) —dp + 15

e(Hp) — dp + 15.

1 IA
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Enligt induktionsantagandet méaste t((G*)”) > 0 ergo e(Hp) > dp — 15. Eftersom
dp ar beroende av tre skilda noders gradtal kan dp = 27, dp = 28, dp = 29 eller
dp = 30. Eftersom x1, 3 och x5 har grad tre och ar oberoende har vi identifierat
nio skilda kanter med dessa tre noder som éndpunkter. Det innebar att det antingen
maste finnas minst tre kanter till om dp = 27, minst fyra kanter till om dp = 28,

minst fem kanter till om dp = 29 eler minst sex kanter till om dp = 30 (se figur 10).

Om dp = 27 innebér det att alla nio noder ligger i J. Da kan vi inte ldgga till mer
kanter utan att skapa en femcykel, vilket J inte kan ha enligt lemma 4.12. Exempel-
vis om vi lagger till {z7, 29} eller {7, 26} kommer vi skapa femcykeln x7xorsze2:
eller femcykeln x7x3x w5206 Vi kan darmed dra slutsatsen att dp # 27.

Om dp = 28 ligger exempelvis noden x; inte i J. Vilket innebar att vi kan lagga
till {zs, 27} och {zg, z7} utan att skapa en otillaten femcykel. Vi kan inte ldgga till
mer kanter med xg eller 9 som dndpunkt for samma anledning som i tidigare fall.
Vi kan inte heller lagga till {x7, 24} eftersom det skulle skapa en fyracykel x7z 2529
vilket motsager lemma 4.8. Vi kan ddrmed dra slutsatsen att dp # 28

Om dp = 29 ligger exempelvis noderna z7 och zg inte i J. Da maste deg;(z1) = 2
och deg;(z3) = 2 sa enligt lemma 4.13 vet vi att {xg, 23}, {z4,27} € E(G). Om
{2, 29} € E(G) eller {x7, 23} € E(G) har vi antingen bildat en femcykel zozgrs2425
i J vilket motsédger lemma 4.12 eller en fyracykel zjx7x375 vilket motsdger lemma
4.8. Sa vi har tva potentiella kanter kvar men vi behover minst tre kanter till for att
konstruera Hp. Vi kan ddrmed dra slutsatsen att dp # 29

I sista fallet da dp = 30 ligger x7, xg och xg inte i J. Vilket innebér att deg;(x;1) = 2,
deg;(z3) = 2 och deg;(z5) = 2 alltsd kommer {x7, x4}, {zs, 25}, {75, 29} € E(G")
enligt lemma 4.13. D& maste delgrafen innehélla minst tre kanter till. Dessa kanter
maste ha bada dndpunkter i de tre noder utanfor J. Det innebar att noderna x7,
xg och xg kommer bilda en triangel vilket &r en motségelse. Vi kan darmed dra
slutsatsen att dp # 30

Vi kan alltsa inte konstruera delgrafen Hp om J innehaller en sexcykel sa J kan inte
ha en. [

Lemma 4.15. Om deg,(z) = 3 mdste deg>(z) =7

Vi vet enligt lemma 4.11 att ingen av dess grannar kan ha grad ett. Sa vi borjar
med att utesluta mojligheten att tva eller tre av dess grannar har grad tre. For att
motbevisa den mojligheten sa ska vi forsoka konstruera en sadan graf (se figur 11).

Om tva av x:s grannar har grad tre och ingen av dem kan ha en gemensam granne
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Figur 10: Mojliga kanter om J har en sexcykel.

eftersom grafen inte har nagra fyracykler. Da vet vi att utover x och dess grannar
maste det existera ytterligare fem skilda noder i J som ingar i samma komponent.
Ingen av noderna med avstand tva fran z kan vara grannar med varandra eller ha
en gemensam granne eftersom det hade medfort att J har en cykel av storlek fem
eller sex vilket motsiager lemma 4.12 eller 4.14. Lat oss anta att de alla har grad
tva, det innebér att vi behover ytterligare fem noder i J. Alltsa behéver vi minst 14
noder for att konstruera denna delgraf men det finns tolv noder i J. Sa vi kan dra
slutsatsen att tva av x:s grannar inte kan ha grad tre. Beviset for att x inte kan ha

tre grannar av grad tre &r analogt till det har.

Figur 11: Férsok att konstruera J om deg?(z) = 8

Lat oss anta att x har tre grannar i J z, y och r som alla har grad tva i J (se figur

12). Lat z; vara z:s andra granne i J dar z; € V(J) — {x} samt yo och ry vara
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y:s respektive r:s granne utanfor J. Vi vet att yo och ro maste vara skilda eftersom
motsatsen hade medfort att det existerar en fyracykel i G vilket motsdger lemma
4.8. Vi vet ocksa att z; ar skild fran y och r eftersom G ar en triangelfri graf. Enligt
lemma 4.13 kommer {z1,72}, {z1,92} € E(H) vilket innebér att deg;(z1) = 1. Da
kommer deg;(z;) = 1 trots att deg;(z) = 2 vilket motséger lemma 4.11. Alltsa kan
inte deg?(z) > 8 eller deg’(z) < 7 om deg, () = 3. Vi kan dirmed dra slutsatsen
att om deg;(r) = 3 maste deg’(x) = 7. O

A
a‘ee';@

Figur 12: Férsok att konstruera G¥ om deg’(z) = 6

Lemma 4.16. Grafen J bestar endast av isolerade kanter.

Vi vet enligt lemma 4.11 att om en nod i J har grad ett sa maste dess granne ocksa
ha grad ett i J. Det innebéar att om en komponent innehaller mer &n tva noder
maste alla noder ha grad tva eller tre. J ar en andlig graf s& den komponenten
maste innehalla cykler. Vi vet att J inte kan ha en cykel kortare &n sju enligt lemma
4.8, 4.12 och 4.14 sa vi har sex fall att utesluta om J ar tvareguljar. Utover det finns

det ytterligare tva fall diar J har antingen tva eller fyra noder av grad tre.
(i) En komponent i J ar inte isomorf med C7, Cy eller Cy;
(ii) En komponent i J ar inte isomorf med Cg, Cyq eller Cio
(iii) En komponent i J har inte tva eller fyra noder av grad tre.

(7) Vi vet fran lemma 4.8, 4.12, 4.14 och 4.10 att en komponent kan antingen besta
av tva noder eller minst sju noder. S& om en komponent innehéller sju noder maste
de resterande fem noderna vara i komponenter av storlek tva. Det fungerar inte
eftersom fem inte ar ett jamnt tal. Resonemanget varfér en komponent i J inte kan
vara isomorf med Cy eller C'1; ar analogt till det har.

(7) Vi vet fran lemma 4.13 att om tva noder i J (av grad tva i J) har en gemensam
granne i J maste deras granne utanfér J vara granne med den andra nodens granne

i J och vice versa. Sa om vi betraktar en attacykel 12345678 i .J sa ser vi att 1 och

37



Figur 13: Fyracykel 5679

3 har en gemensam granne. Med hjalp av det har lemmat kan vi dra slutsatsen att
1 och 4 har en gemensam granne utanfor J (se figur 13). Tillampar vi denna sats
iterativt sa ser vi att en nod n i cykeln har en gemensam granne utanfér J med
noden n + 3 dar n,n + 3 € Z/8Z. Eftersom sgd(8,3) = 1 kan vi helt enkelt tillimpa
detta lemma iterativt tills vi har konstruerat en otillaten cykel. Exempelvis har 2
och 5 en gemensam granne utanfor J men det maste dven 7 och 2 ha. Eftersom 2, 5
och 7 har grad tre i G" sa ar de alla granne med samma nod som vi kallar 9. Detta
skapar en fyracykel 5679 i G" vilket motsdger lemma 4.8.

I fallet Cyp vet vi att sgd(10,3) = 1. Alltsd kommer vi f4 samma motségelse som i
fallet Csg.

I fallet C2 kan vi tillimpa samma lemma men eftersom sgd(12,3) = 3 kommer
vi inte f& ut en liknande motségelse som i tidigare fall (se figur 14). Sa vi borjar
med att undersoka hur manga noder G maste ha i det har fallet. Vi vet att G ar

an(G

en 4-reguljir graf sa enligt handskakningslemmat kommer e(G) = =5 ) och enligt

lemma 4.7 kommer ¢(G) = —1. Fran det far vi likheten

—1

t(G)
e(G) — 6n(G) + 13a(G)
2n(G) — 6n(G) + 13a(G)
= —4n(G) + 13a(G).

(29)

12

Eftersom % = 4 kommer det existera tre skilda noder utanfér cykeln som har fyra
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Figur 14: Fallet C1o

grannar var i cykeln. Lat x, y och z vara dessa tre noder dar x,y, z € V(G*) =V (J).
Nér vi tillampar samma lemma som tidigare pa var tolveykel far vi att {1,4,7,10} =
N(z), {2,5,8,11} = N(y) och {3,6,9,12} = N(z). Vi vet att z, y och z alla har
grad fyra i G" sa alla deras grannar ligger i J. Det innebar att dessa tre noder bildar
tillsammans med noderna i J en komponent i G¥. Alltsd kommer n(G") = 15 och
eftersom G &r sammanhdngande enligt lemma 4.4 kommer n(G") = n(G) — 5. Sa vi

vet att n(G) = 20 och nér vi utnyttjar det har tillsammans med var tidigare likhet

far vi att
—80 + 13a(G) = —1
79 (30)
G)=—.
a(G) 13

Vilket inte gar eftersom «(G) maste vara ett naturligt tal. Sa vi kan dra slutsatsen
att J ar ej isomorf med C's.

(i77) I fallet da fyra noder har grad tre kommer .J vara en tolveykel dér {1, 7}, {4,10} €
E(J). Vi vet att sgd(12,3) = 3 sa enligt ett resonemang analogt med fallet Cio
vet vi att det existerar tva skilda noder x,y € V(G) dar {2,5,8,11} = N(x) och
{3,6,9,12} = N(y). Bade = och y har grad fyra sa n(G") = 14 alltsd kommer
n(G) = 5+ 14. Nar vi utnyttjar det har i var likhet fran tidigare far vi ekvationen
—4-19+ 13a(G) = —1. Eftersom a(G) &r ett naturligt tal sa finns det ingen 16sning

pa den hér ekvationen. Sa vi kan konkludera att J inte ar isomorf med den har grafen.

I fallet da J har tva noder av grad tre kommer .J vara en tolveykel dar {3,9} € E(G).
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Genom att tillampa lemma 4.13 pa samma sitt som i tidigare fall vet vi att det
existera tva skilda noder 13,14 € V(G") — V(J) dar {1,4,7,10} = N(13) och
{2,5,8,11} = N(14). Noderna 6 och 12 har grad tva i J sa vi kallar nod 6:s granne
utanfor J for 15 och nod 12:s granne utanfér J for 16. Vi har ddrmed tva fall,
antingen &r noderna 15 och 16 skilda fran varandra (se figur 15) eller sa ar de
samma nod. Vi kommer forst ga igenom fallet da de ar tva skilda noder.

Betrakta oberoendeméngden P = {2,4,6,8,10,12}, lat delgrafen Hp besta av no-
derna i oberoendemangden samt deras grannar. Vi kommer anvinda samma metod
som i lemma 4.9 for att finna en 6vre begransning f6r ¢((G*)”). Det finns 16 noder

i Hp varav tolv har grad tre och fyra grad fyra sa vi far olikheten

t((G")F) = e((G")") = 6n((G")") + 13a((G")")
< (e(G") — (52 — e(Hp))) — 6(n(G”) — 16) + 13(a(G") — 6)
=e(G") — 6n(G") + 13a(G") — 52 + e(Hp) + 96 — 78 (31)
=t(G") +e(H") — 34
=e(H") — 34.

Eftersom a((G¥)) < ko kommer enligt induktionsantagandet t((G¥)Y) > 0 ergo
e(Hp) > 34. Vi kan direkt identifiera 23 kanter i grafen sa vi behéver identifiera
minst elva kanter till for att konstruera Hp. Den enda mojliga kanten vi kan lagga
till ar {15,16}. S& den héar delgrafen géar inte att konstruera. Resonemanget varfor
Hp inte gar att konstruera om 15 och 16 ar samma nod &ar analogt. Vi kan dédrmed
konkludera att J inte kan ha tva noder av grad tre.

Eftersom det inte gar att konstruera delgrafen G* i nagot av dessa fall kan vi dra

slutsatsen att J endast bestar av isolerade kanter (se figur 16). ]
Lemma 4.17. Om G € A har G ingen cykel av storlek sex.

Lat oss anta att det existerar minst en sexcykel x1xox3242516 i G. Noderna x3 och
x5 kan inte vara grannar med z; eftersom G ar en triangelfri graf. I delgrafen G™*
kommer degqe, (23) = 3 och degee; (25) = 3. Vi definierar delgrafen J for grafen G**
pa samma siatt som vi gjorde for grafen G*. Det innebér att x3 och x5 kommer inga
i delgrafen J. Enligt lemma 4.16 kommer deg;(z3) = 1 och deg;(z5) = 1 eftersom
J bestar enbart av isolerade kanter. Fran lemma 4.11 vet vi att om tva noder har
grad ett i J kan de inte ha en gemensam granne i G** men N(x3) N N(z5) = {24}

(se figur 17) vilket 4r en motsagelse. O
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Figur 15: Fallet d& tva noder har grad tre

SC

W4q2 Wa2

oo’

Figur 16: Hur J kommer att se ut.

Figur 17: x3:8 och z5:s grannar i G*'.
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Lemma 4.18. Om G € A gar det exakt en unik femcykel genom varje stig av lingd

tva.

Lat oss anta att genom stigen wjvwy passerar det minst tva skilda femcykler (se
figur 18). Fran lemma 4.16 vet vi att det ar endast méjligt om tva av wi:s grannar
ar granne med tva av wy:s grannar. Om exempelvis {wyy, wo }, {wi1, wa } € E(G)
kommer tva skilda femcykler passera genom stigen wyvws. Da bildas det en sexcykel

wiwi wewewezwyz 1 G vilket motsdger lemma 4.17. O

Figur 18: Om tva skilda femcykler passerar genom stigen w;vws.

Nu nér vi etablerat vilka egenskaper G har om G € A kan vi bevisa invarianten.
Sats 4.19. A=)

Lat G € A, z,y € V(G) och {z,y} € E(G). Bade x och y har fyra grannar var enligt
lemma 4.6. Fran det och lemma 4.18 kan vi enkelt se att det passerar tva skilda
femcykler genom kanten {z,y}. Lat xabcy och xdefy vara dessa tva femcykler. Vi
vet att noderna i mangden P = {a,d,c, f} ar oberoende fran varandra eftersom
motsatsen hade medfort att det finns en Kj eller fyracykel i G vilket motséger
lemma 4.8. Vi vet dven att a och c¢ inte kan vara granne med e eftersom det hade
medfort att det existerar en fyracykel i G vilket motsdger lemma 4.8. Av samma skal
kan inte d eller f vara granne med b. Fran det och lemma 4.6 vet vi att noderna i
oberoendeméngden maste ha tva grannar var som inte ligger i nan av cyklerna. Vi
kallar dessa grannar ay, ag, ¢y, ¢2, dy, do, f1 och fy dér aj,as € N(a), ¢1,c2 € N(c),
dy,dy € N(d) och fi1, fo € N(f). Alla dessa noder maste vara skilda fran varandra
eftersom motsatsen hade medfort att det existerar antingen en fyracykel eller en
otillaten femcykel i G vilket motsager lemma 4.8 eller 4.18. Exempelvis om as och
fo &r samma nod kommer de vara en del av en femcykel yf foax i G, vilket innebér
att det gar tva skilda femcykler genom stigen yza.

Fran lemma 4.18 vet vi att det maste passera en femcykel genom stigen axd och en
skild femcykel genom stigen cyf. Darfor maste {a1,d;},{c1, f1} € E(G).
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Betrakta den inducerade delgrafen Hp som bestar av noderna i méangden P samt
deras grannar (se figur 19). Vi kan anvinda samma metod som i lemma 4.9 for att
hitta en undre begrinsning for e(Hp). Vi vet att n(GT) = n(G) — 16, a(GF) +4 <
a(G) och deg?(P) = 4-16 — e¢(Hp). Eftersom a(GF) < ko sa maste t(GF) > 0 enligt

induktionsantagandet. Fran det far vi olikheten

t(GT) = e(GF) — 6n(GT) + 13a(GT)
(e(G) — (64 — e(Hp))) — 6(n(G) — 16) + 13(a(G) — 4)
e(G) — 6n(G) + 13a(G) — 20 + e(Hp)

== ( )+6(Hp)—20

IN

(32)

Enligt lemma 4.7 ir ¢(G) = —1 och enligt induktionsantagandet méaste t(G”) > 0
ergo e(Hp) — 21 > 0. Sa det maste existera minst 21 kanter i G. Vi kédnner till
kanterna med en dndpunkt i nan av noderna i oberoendeméngden samt {ai,d;},
{c1, f1} och {z,y} sa vi har identifierat 19 kanter. Det kan inte finnas mer kanter
med x, y, b eller e som andpunkter eftersom det skulle skapa en K3, en fyracykel
eller en otillaten femcykel i G vilket motsager lemma 4.8 eller 4.18. Sa de poten-
tiella andpunkterna for de ovriga kanterna maste dérfor vara noderna i mangden
{al,az,d1,d2701702,f17f2}.

Lat oss utga ifran a; och ay for att forsoka konstruera grafen. De kan inte vara
grannar med c¢; eller ¢y eftersom det skulle skapa en femcykel exempelvis ajabce.
Da skulle stigen abc haft tva skilda femcykler passera genom den vilket motséger
lemma 4.18.

Eftersom a; dr granne med d; kan inte as vara granne med d; ocksa eftersom det
hade skapat en fyracykel aasdya; vilket motséger lemma 4.8. Noderna a, och ds kan
inte vara grannar eftersom det hade skapat en fyracykel ddia,dy vilket motséger
lemma 4.8. Om ay dr granne med ds hade det skapat en sexcykel aad;ddsas vilket
motsager lemma 4.17.

De sista potentiella &ndpunkterna vi maste undersoka ar f; och f;. Om a; eller as
ar granne med f; eller fy skulle de bilda en sexcykel, exempelvis a, fi fyzra vilket
motsager lemma 4.17.

Nar vi undersoker de resterande potentiella dndpunkter i Hp kommer vi komma
fram till samma motségelser som vi gjorde for a; och as. Darfor kan vi dra slutsat-
sen att det inte gar att konstruera delgrafen Hp.

Det innebér att G ar en graf sa perfekt att den inte kan existera ergo A = (). O]
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Figur 19: Delgrafen Hp fran lemma 4.19

5 Resultat

Som vi visade i avsnitt 4.2 sa kan vi anvanda w(G) for att hitta en 6vre begransning
pa R(3,3). Genom att generalisera resonemanget som vi anvinde i avsnitt 4.2 kan
vi hitta 6vre begriansningar for andra ramseytal. Skillnaden ar att k& kan nu vara
ett godtyckligt naturligt tal storre dn tva. Precis som med R(3,3) kommer det har
hjélpa oss att utesluta fall for R(3, k). Eftersom resonemangen ar analoga kommer
vi inte g& igenom dem lika grundligt hér.

Lat f(G) := ae(G) — bn(G) + ca(G) vara en linjar invariant dar a,b,c > 0 och
f(G) > 0 om G ar en triangelfri graf. Eftersom oberoendetalet maste vara strikt
mindre dn k vet vi att «(G) < k — 1. For att det ska stimma maste A < k — 1.
Vilket ger oss foljande olikhet Yycy(g)deg(v) < An(G). Vi kan utnyttja det och

handskakningslemmat for att fa ut olikheten

ZvGV(G) deg(v)

e(G) = 5

< An(G)

(33)

Nu har vi en 6vre begréansning pa grafens kanttal och oberoendetal. Vi kan utnyttja
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det for att fa ut foljande olikhet

f(G) = ae(G) + bn(G) + ca(G)

< aaf_lz)"(G) —n(G) + c(k —1) (34)
_ alk—1)—2b

5 n(G) + c(k —1).

Eftersom G ar triangelfri maste f(G) > 0 vilket innebér att

a(lk —1) —2b

) n(G) +c(k—1) > 0. (35)

Nér vi satter in koefficienterna fran w(G), ¢(G) och t(G) far vi foljande olikheter

k=D =6 @y +50—1)>0

wn(G) +10(k—1) >0 (36)

(k_l—_lzn(G) +13(k—1) > 0.

En begransning med dessa metoder ar att koefficienten framfér n(G) kan vara posi-

tiv. Exempelvis om k = 11 kommer w(G), ¢(G) och t(G) ge oss foljande olikheter

2n(G) +50 >0
0n(G) + 100 > 0 (37)
“n(G) + 130 > 0.

Fran w(G) far vi olikheten n(G) > —25 och fran ¢(G) far vi olikheten 100 > 0.
Endast ¢(G) ger oss en 6vre begransning for R(3,11). S& med dessa tre linjara
invarianter kan vi finna 6vre begransningar upp till R(3,12). For vissa k& kommer
ovre begransningen for n(G) inte vara ett heltal. I dessa situationer avrundar vi

alltid nerat till narmaste heltal.

Vi kommer tillsist inkludera en sista linjar invariant ¢(G) := 5e(G)—34n(G)+78a(G)
som &ar positiv for alla triangelfria grafer [Bac19, XIII, § 5, Proposition 13.5].

Fran den far vi olikheten

5(k—1) — 68

5 n(G) + 78(k — 1) > 0. (38)
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I tabellen nedanfor jamfor vi de 6vre begréansningarna w(G), ¢(G), t(G) och ¢(G)
ger oss med deras sanna vérde eller deras lagsta kidnda 6vre begréansning (markerade
med asterisk). Dessa varden kommer fran artikeln “Small Ramsey Numbers” i The
Electronic Journal of Combinatorics [Rad21, II, § 1, Tabell Ta] samt fran Angeltveits
artikel “R(3,10) < 41”7 [Ang24, I, § 1, Theorem 1.1].

k | R(3.K) | w(@G) | q@) [t(G) ] c(q)
3 6

4 11

5 14 21 14 14 14
6 18 51 21 19 19
7 23 - 31|27 | 25
8 28 - 47 37 34
9 36 - &1 53 45
10 41* - 181 79 62
11 50* - - 131 87
12 59* - - 287 | 133
13 68* - - - 235
14 TT* - - - 677
15| st | - - |- 1003

Tabell 1: Ovre begrinsningar pa ramseytal
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