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Abstract

Sfarisk geometri, en oskiljaktig foljeslagare for dventyrliga sjéfarare och noggranna astronomer genom
tiderna, har varit grundldggande for att forstd och navigera i den komplexa vérlden av sfériska ytor.
Trots att dess popularitet har forskjutits till formén fér den plana geometrin under 1900-talet, forblir
dess betydelse stark och tidlés. Denna uppsats fordjupar sig i sfarisk geometri genom att erbjuda en
kompakt historisk Gversikt, presentera fundamentala satser med tillhérande bevis, och avsluta med prak-
tiska exempel som belyser tilldimpningar inom sjéfart och astronomi. Min forskning &r inspirerad av tva
framstaende verk: Textbook on Spherical Astronomy forfattad av W.M Smart och Heavenly Mathematics
skriven av Glen Van Brummelen. Genom att kombinera teoretisk insikt med tillimpningar demonstrerar
denna uppsats sfarisk geometris relevans och anvandbarhet for dagens och morgondagens dventyrare och
forskare.

Spherical geometry, an inseparable companion for adventurous sailors and meticulous astronomers
throughout history, has been fundamental in comprehending and navigating the intricate realm of sphe-
rical surfaces. Despite its prominence yielding to planar geometry in the latter half of the 20th century,
its significance remains robust and timeless. This essay delves into spherical geometry by providing a
concise historical overview, presenting foundational theorems with accompanying proofs, and concluding
with practical examples that illuminate applications in navigation and astronomy. My research is inspi-
red by two prominent works: Textbook on Spherical Astronomy" authored by W.M Smart and "Heavenly
Mathematics” written by Glen Van Brummelen. By melding theoretical insights with practical applica-
tions, this essay showcases the relevance and utility of spherical geometry for today’s and tomorrow’s
adventurers and researchers.
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1 Historisk Bakgrund och Utveckling av Sfarisk Geometri

Geometrin, sasom den ofta presenteras i larobocker, har traditionellt varit forknippad med undersok-
ningen av geometriska objekt i planet. Denna planara fokus har ldnge varit normen, men det &r viktigt
att komma ihag att geometrins rika historia innehaller en betydande dimension av sfirisk geometri, vars
rotter stracker sig tillbaka till antiken.

Sfiarisk geometri, dven kiéind som den geometriska studien av sfiriska ytor, har sina tidiga spar hos
den grekiske filosofen Thales, en pionjar under 600-talet f.Kr. Thales utforskade egenskaperna hos cirklar
pé en sfarisk yta och banade dédrmed vigen for ytterligare understkningar inom detta omréde. Hans
insikter, tillsammans med bidragen fran efterfoljare som Anaximander, markerade de tidiga skedena av
sfarisk geometris framvixt.

En central person inom sfirisk geometri var den grekiske matematikern Euklides, som under 300-talet
f.Kr. presenterade sitt monumentala arbete Elementa. Inom ramen fér detta arbete behandlade Euklides
inte bara plan geometri utan inkluderade &ven avsnitt om sfirisk geometri. Genom att formulera axiom
och bevisa teorem relaterade till sfiriska ytor lade han grunden {6r en teoretisk forstaelse av detta omrade.

Den islamska guldaldern pa 800- och 900-talet e.Kr. blev en nyckelperiod for sfirisk geometris fortsatta
utveckling. Den persiske matematikern och astronomen al-Khwarizmi, mest kiéind for sitt arbete "Kitab
al-Jabr wal-Muqgabaladér termen &lgebra"introducerades, dgnade ocksa uppmérksamhet at sfarisk geo-
metri. Hans verk inneholl sektioner som utforskade tilldimpningarna av sfirisk geometri inom astronomi
och kartografi och bidrog ddrmed till dess praktiska tillampningar.

En annan betydande gestalt fran den islamska guldaldern, al-Biruni, f6dd 973 e.Kr., gjorde framsteg
inom sfirisk trigonometri. I hans arbete "Kitab al-Muhitdiskuterade al-Biruni metoderna for att méta
jordens omkrets och diameter med hjélp av sfirisk trigonometri. Han foreslog anvindningen av astrola-
biet for exakta métningar av himlakroppars positioner, vilket i sin tur revolutionerade navigation och
kartlaggning.

Under den europeiska upptécktsaldern pa 15- och 1600-talen spelade sfirisk geometri och trigono-
metri en avgorande roll nédr utforskare och navigatérer anvdnde dess principer for att kartldgga och
navigera jorden. Utvecklingen av navigationsinstrument som kvadrant och sextant var direkta resultat av
tilldimpningen av sfarisk geometri och bidrog till den framsteg inom sjéfart och geografisk kartlaggning.
Sammantaget har sfirisk geometri inte bara varit en teoretisk disciplin utan har ocksa haft en djupgaende
inverkan pa praktiska tillimpningar och vetenskapliga framsteg genom historien.

1.1 Axiom och Postulat 1 Euklides Elementa: En Resa i Matematikens Grund-
laggande Strukturer

Redan tre arhundraden fére var tiderdkning formulerade den inflytelserike grekiske matematikern Euklides
sitt mésterliga verk "Elementa". Denna banbrytande bok utgjorde grunden for hela hans geometriska
system och vilade p& noga utvalda axiom och Postulat, som tillsammans formade den underliggande
strukturen for den euklidiska geometrin.

Axiom:

e A 1. Storheter som &r lika med en och samma storhet dr sinsemellan lika.
e A 2. Niar man adderar lika storheter till lika storheter, blir &ven summorna lika storheter.
e A 3. Nér lika storheter subtraheras fran lika storheter, blir &ven resterna lika storheter.
e A 4. Storheter som técker varandra ar lika stora.
e A 5. Det hela &r storre én sin del.
Postulat:
e P 1. Det fordras att man kan dra en rét linje fran en punkt till en annan.
e P 2. Varje begridnsad rét linje kan férlingas obegransat.

e P 3. Kring varje medelpunkt kan man rita en cirkel med given radie.



e P /. Alla rata vinklar &ar lika.

e P 5. Nar en rit linje traffar tva andra réta linjer, och de bada inre vinklarna pa samma sida om
den skdrande rata linjen &r mindre &n tva rita, s kommer de bada rata linjerna, om de forléangs
obegransat, att raka pa den sida om den skdrande rdta linjen dér de bada vinklarna ligger som &r
mindre &n tva rita.

Euklides fem axiom och fem Postulat utgjorde stommen i den euklidiska geometrin i ver tva tusen ar.
Men det var det femte Postulatet som, trots anstréngningar, aldrig kunde bevisas med hjilp av de tidigare
fyra. Denna utmaning gav upphov till nya perspektiv och banade viag for vad som senare skulle kallas
icke-euklidisk geometri, dar det femte Postulatet forkastades eller modifierades.

Det femte och sista Postulatet kunde dock aldrig bevisas med de féregédende fyra och detta gav upp-
hov till nya former av geometri som kom att kallas icke-Euklidisk geometri eftersom det femte Postulatet
inte anvénds. I denna avhandling kommer vi att anvinda oss av Postulat 20 som finns i bok II i Elementa.
Detta Postulat bevisades utan att anvinda Postulat 5, vilket gor det applicerbart pa sfirisk geometri
saval som planér.

2 Sfarisk geometri, hur definieras det?

2.1 Sfariska Linjer

Sfarisk geometri stiger fram som en distinkt gren av matematiken, skiljande avsevért fran den planira
geometrin. Dess grundlidggande principer forankras i icke-euklidisk geometri, dér det femte Postulatet, det
s kallade parallellPostulatet, inte tillimpas pa samma sétt som i den vélkdnda euklidiska plana geometrin.

Pa ytan av en sfar framtrader fenomen som bryter mot var vanliga planira uppfattning om geomet-
riska figurer. Trianglar pa en sfar kan, till exempel, ha tre vinkelrata hérn. For att férklara detta koncept,
kan vi forestélla oss tva individer som borjar sina vandringar fran nordpolen och ror sig vinkelrétt ifran
varandra. Nér de nar ekvatorn viander de sig rakt mot varandra och bildar ddrmed en triangel med tre
vinkelrdta horn — en egenskap som strider mot de konventionella tankarna om plana trianglar.

En central grundbult inom sfarisk geometri ar insikten att riata linjer, som vi kinner dem i plana geo-
metriska sammanhang, saknas pa ytan av en sfir, da dessa alltid skulle vara krokta. Istéllet introduceras
begreppet cirkelbagar, som ersdtter de raka linjerna. Det ar av vikt att podngtera att detta resonemang
grundas pa att antalet rdta linjer pa en sfar ar noll, vilket ytterligare understryker skillnaderna gentemot
den plana geometrin.

For att visualisera detta koncept, lat oss gora ett mentalt experiment och stélla oss pa jorden, som,
dven om den inte &r en perfekt sfir, likvadl fungerar for detta &ndamal. Antag att vi kan vandra rakt
fram fran Stockholms universitet till sydpolen, fortsétta i samma riktning till nordpolen, och atervinda
till campus genom att vandra rakt fram. Trots var subjektiva upplevelse av att ha gatt rakt fram har
vi i sjélva verket foljt en stor cirkelbdge runt jorden. Detta exemplifieras i Figur 1 nedan, dar en sfar
skirs av ett plan i origo, och cirkelbagen illustrerar var vandring snarare &n en rak linje. Vi betecknar
sddana bagar som storcirkelbagar och betraktar dem som linjer pa sfaren for att underldtta resonemanget.

Det sfariska perspektivet pa linjer 6ppnar upp en fascinerande virld av geometriska abstraktioner
och utmanar var konventionella forstaelse av rum och form. Denna komplexa dynamik av sfariska linjer
forblir en hornsten i icke-euklidisk geometri och en nyckelaspekt av den rika matematiska arvet genom
tiderna.



Figur 1. Storcirkel skér sfdren.

I Figur 1 ovan ser vi en storcirkelskiva skapad av ett plan som skéir en sfar. Av detta foljer vara forsta
definitioner nedan:

Definition 2.1. Ndr nagot plan skdr en sfar genom dess center sd bildas en storcirkel.

Definition 2.2. Ndr nagot plan skdr en sfir ndgon annan stans dn genom dess centrum sa bildas en
smacirkel.

Det foljer av Definition 2.1 att radien och séledes &ven diametern av en storcirkel &r densamma som
sfarens radie och diameter. Som tidigare ndmnt &r sfirisk geometri sa kallad icke-Euklidisk geometri. Det
ar dock bara Postulat 5 som inte anvénds inom sfarisk geometri. Euklides Postulat 20 &r ekvivalent med
triangelolikheten, som alltsa &r applicerbar pa sfiren. Vi kommer senare i avhandlingn anvinda oss av
triangelolikheten som séger att summan av tva sidor av en triangel alltid &r storre &n eller lika med den
tredje sidan.

Med dessa definitioner i bagaget tar vi oss vidare med pastaendet att den kortaste vigen mellan tva
punkter pa sfdren utgoérs av en cirkelbage pa en storcirkel.

Sats 2.1. Det kortaste avstandet mellan tva punkter pd sfiren utgors av den storcirkels cirkelbige som
gar mellan dem.

Bevis. Lat A, B och C vara punkter i planet. Fall 1:
Om C &r en punkt som inte ligger pd AB kommer AB alltid att vara kortare &n AC B, vilket ar ekvivalent
med triangelolikheten som sdger att summan av langden pa tva sidor i en triangel alltid 6verstiger langden

pa den tredje sidan.
Fall 2:

Figur 2. Kortast avstand.

Fall 2:

Betrakta Figur 2 som illustrerar fem punkter i planet och linjer mellan dem. Vi vill visa att avstandet
AFE ar kortare &n striackan ABCDE. Enligt resonemanget i foregdende fall har vi att AC < ABC. Pa
samma sitt &r AD < ACD och slutligen dr da AE < ADE. Vi kan uttrycka detta som att for nagon
striacka XX, giller att X1 .X,, < X1 X,, — 1Xn givet att X,, — 1 inte ligger pa linjen X;X,,.

Fall 3:

Vi forestéller oss nu en rutt, liknande Figur 2, som istéllet f6r réta linjer har kurvade segment mellan
punkterna, nagot som kan liknas vid en vanlig skogspromenad dér stigarna slingrar sig genom skogen. Vi
vill ta oss fran punkt A till E pa kortast mojliga vag. Om vi d& approximerar strickorna mellan varje
punkt till en rét linje, fagelvigen far vi strackorna AE, AB, BC,CD, DE. Med denna approximation av



en kurva till en rét linje kan vi anvinda samma argument som i fallen 1 och 2 for att 6vertyga oss om att
den snabbaste viagen fran A till E &r de facto strackan AFE.

Eftersom triangelolikheten géller i savél planet som pa sfiren innebér det att beviset dr 6verforbart
pé den sfiriska motsvarigheten till planets linjer, ndmligen storcirkelbagar.Dérmed har vi bevisat att den
kortaste strackan mellan A och B &r den storcirkelbiage AB som gar mellan dem. O

Vi ser att det kortaste avstandet mellan vilka tva punkter som helst pa sfaren &r den storcirkelbage som
gar mellan dem (antipodala punkter har odndligt med storcirkelbagar som férbinder dem). Innan vi gar
vidare till sfariska trianglar och dess egenskaper fortsétter vi ett stycke till med linjer, eller storcirkelbagars
egenskaper pa sfiaren. I nésta sats visar vi hur vinkeln mellan tva punkter i origo ar ekvivalent med
storcirkelbagen, vars ldngd dras mellan punkterna.

Sats 2.2. Avstandet mellan tvd godtyckliga punkter A och B dar ekvivalent med vinkeln mellan dessa 1
origo O.

Figur 3. Clirkelsektor av storcirkel.

Betrakta Figur 3 ovan som en storcirkelbage i planet, denna skir en enhetssfar i punkterna A och
B. Detta skapar tva cirkelbagar, varav en &r lingre och en &r kortare.Vi intresserar oss for den mindre
vinkeln i O som vi kan kalla for «. Vi vill da visa att stricka AB = «. Vi paminner oss om att vi rdknar
ut en cirkelbage genom att dividera vikeln o med 27 och sedan multiplicera med cirkelns hela omkrets
alltsa 27 - .

Bevis. Lat AB vara en godtycklig cirkelbage pa enhetscirkeln. Da géller
AB=2 onr = ar
21

Eftersom enhetscirkeln har radien 1 har vi visat att AB = «. O

Med andra ord, om vi férsoker hitta den kortaste strickan mellan tva punkter pa sfaren, kommer vi
att se att langden av strickan AB &r mindre &n lingden av ndgon annan bage pa sfiren med samma radie
som sféren sjalv. Eftersom storcirkelbédgar har exakt samma radie som sfaren och inga kortare bagar med
samma radie finns, dr den kortaste striackan mellan tva punkter pa sfaren en storcirkelbéage.

Det kan heller inte existera nagra parallella linjer pa en sfiar. Eftersom alla linjer &ar cirklar kommer
dessa per definition att skdra varandra vid minst tva punkter péa sfaren. Till skillnad fran tva punkter i
planet mellan vilka endast en linje kan dras har vi pa sfaren forhallandet att mellan tva punkter (forutsatt
att dessa dr antipodala punkter) kan odndligt manga linjer dras i deras egenskap av storcirklar pa sfaren.

2.2 Sfariska vinklar

For att undvika forvirring i avhandlingn behéver vi ocksa definiera sfariska vinklar.

Definition 2.3. En sfirisk vinkel dr den vinkel som ligger mellan tvd storcirklar som skdr varandra
ndgonstans pd sfiren. Den mdts i vinkeln mellan planen som innehdller storcirklarna.



2.3 Antipodala Punkter, Longitud och Latitud
Var resa genom sfirisk geometri fordjupas nér vi utforskar begreppet antipodala punkter.

Definition 2.4. Tvd punkter pd en sfir betraktas som antipodala om avstindet mellan dem dr, mdtt i
grader, 180°.

Av definitionen ovan foljer att alla par av punkter som inte uppfyller denna definition ar icke-antipodala
punkter.

I jordens kontext identifierar vi dessa antipodala punkter som Nordpolen och Sydpolen. Genom att
koppla dessa punkter har vi infort longitud, linjer som stracker sig fran pol till pol, med ursprung i den
berémda Greenwich-meridianen i London. Att méta vinkelavstandet 6st och vést fran denna meridian
ger oss var longitud. Trots att vi teoretiskt sett skulle kunna dra oéndligt manga longituder, begrénsar
vi oss till nagra fa for navigationsindamal.

Latitud, & andra sidan, representeras av smacirklar (férutom ekvatorn, som &r en storcirkel) som skér
jordklotet vinkelrdtt mot longituderna. Det dr den vinkel mellan var position och ekvatorn och varierar
mellan 0° och 90° nord eller syd. Denna sfiriska kompass ger oss verktyg for att kartligga och navigera
genom det komplexa nétverket av linjer och cirklar som utgor sfirisk geometri.

Figur 4. Longituder pa jordklotet

De langdenheter som anviands for att méita avstand pa en sadan skala kallas for nautiska mil, sjomil
eller bagminut. Dessa motsvarar %o. For att méita avstand till sjoss och inom astronomi, savél historiskt
som i nutid har vi anvéint grader med utgangspunkter i Greenwich meridianen, och ekvatorn, som de tva
centrala planen pa jordklotet. Detta innebér att vi kan 6versitta avstand i vinklar till sjomil genom att
multiplicera vart resultat i grader med 60. Just bagminut kommer av att vi historiskt 6versatt vinkeltal
till vinkelminuter och timmar pa ett sadant satt att 0° > 360° motsvarar 0h > 24h. Vi kommer ha
anviandning av denna kunskap nér vi i senare kapitel illustrerar hur vi kan anvénda de olika sfariska

formlerna for att berdkna avstand pa jordklotet och den celestiska sféren.

3 Sfariska Trianglar

Trianglar pa sfaren &r uppbyggda av tre punkter pa sfaren och de linjesegment som dras mellan dem. I
planet har vi punkter och linjer medan vi pa sfaren har punkter och storcirkelbagar.

Definition 3.1. En sfdrisk triangel bestir av punkter A, B och C pé sfiren, vilka definierar triangelns
hdrn, och kanterna definieras av de storcirkelbdgar som utgor det kortaste avstandet mellan dessa punkter.

En vésentlig skillnad mellan planéra och sféiriska trianglar dr att de sistndmnda har en vinkelsumma
som alltid &r storre d&n 180° och alltid mindre &n 540°. Det senare innebér en triangel som upptar néstan
halva sfaren. Séttet vi hanterar detta pa ar att for varje vinkel i en sférisk triangel har vi en sa kallad
overskottsvinkel eller supplement till en vinkel. Vi kommer i ett par segment nedan att bevisa dessa
pastaenden.

3.1 Omkrets pa sfariska trianglar

Vi ska nu prata lite om omkretsen av sfariska trianglar, eller ndrmare bestdmt en 6vre begransning av
omkrets. Det ndmndes nyligen att vinkelsumman, och alltsd d& sidlangderna alltid &r mindre &n 540°
eftersom man inom sfirisk geometri oftast kréiver att en sida inte far 6verskrida 180° av tva anledningar;
forst av allt kan vi alltid ersdtta en triangel med sidlangd storre &n 180° med en som &r mindre, helt
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enkelt genom att sitta ihop &ndpunkterna pa dndra sidansfaren istéllet. For det andra blir matematiken
betydligt mer komplicerad om vi ska tillata dessa markliga entiteter. Vi ska nu bevisa den 6vre begrans-
ningen av omkrets for sfiariska trianglar. Vi haller oss till den 6vre begrédnsningen eftersom den undre kan
bli sa liten som vi sjélva kan rita. For beviset tar vi hjélp av foljande lemma:

lemma 3.1. For nagon sfirisk triangel gdller att den tredje sidan inte kan dverstiga summan av de andra
tvd.

For att 6vertyga oss om detta betraktar vi Figur 5 nedan. Om vi undersoker vinklarna vid O och fore-
stéller oss att vi later linjesegmentet OA falla ner pa planet OBC sa ser vi att vinklarna ZAOB, ZAOC
far plats"i vinkeln ZO i planet OBC. Om vi nu reser OA upp igen viixer de tva vinklarna och vinkel-
summan maste ddrmed ocksa vixa. Vi néjer oss med detta nagot informella argument fér lemmat med
tanke pa att Euklides star pa var sida i dettal

Vi minns att Euklides Proposition 20 i Elementa bok II ar ekvivalent med triangelolikheten. Denna
ar overforbar till sfarisk geometri ty Postulat 5 behdvdes inte for att bevisa denna Proposition. Vi &r nu
redo att tackla beviset!

Sats 3.2. Summan av sidorna pd en sfirisk triangel kan inte dverstiga 360°.

Figur 5. En sfdrisk triangel.

Bevis. Betrakta Figur 5 som forestéller en sfirisk triangel AABC pa en sfiar med centrum i origo O. Vi
drar rita linjer mellan ABC och far en planér triangelyta. Vi drar linjer till O och far en tetraed OABC.
De nio vinklarna i tetraeden, da vi utesluter vinklarna i AABC maste producera 3-180° = 540° eftersom
dessa nio vinklar bildar tre planira trianglar. Da, eftersom summan av tva av dessa nio vinklar finns vid
A anvénder vi lemmat for att konstatera att summan av dessa tva Gverstiger ZA i den planéira triangeln
ANABC. Analogt for vinkelparen vid B och C'. Vi kallar summan av sidorna fér S och vinklarna vid origo
féor VO. Vi har da uttrycket

S =VO =540° — (vinklar vid A + vinklar vid B + vinklar vid C) < 540° — (LA + ZB + ZC)
< S = 540° — 180° = 360°.

3.2 Den polara triangeln

Den poléra triangeln kommer till stor nytta fér flera berédkningar inom sfarisk trigonometri. Vi kan borja
med att definiera den genom att betrakta Figur nedan.

A

E

D

Figur 6. Den poldra triangeln.
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Definition 3.2. Betrakta figur 6. Lat ANABC vara en sfirisk triangel med storcirkelbagen AB. Férling
denna bige sé att den bildar en ekvator. Vi kan dd sditta en punkt C' som pol till denna ekvator om vi
foljer en vinkelrdt linje frain AB gemom C som Figur 6 illustrerar. Vi gor samma sak med resterande

strackor och har nu en ny triangel ANA’B'C’ som bildas av polerna. Detta dr den poldira triangeln till
NABC.

En vacker egenskap hos poldra trianglar dr att den poldra triangeln till den polédra triangeln &r den
ursprungliga triangeln.

Sats 3.3. En poldr triangels poldra triangel dr den ursprungliga triangeln.

Bevis. Forlang cirkelbagarna i Figur 6 s& att de skiir den yttre triangeln. Vi ser d& att eftersom C’ ar en
pol till AB och A’ &r en pol till BC s4 ligger C' och A’ med 90° fran B. Detta bevisar att B dr en pol
till strackan A’C’. Analogt for de andra cirkelbagarna. O

3.3 Den Polara Dualitetssatsen

En annan viktig egenskap hos poldra trianglar &r den sa kallade poldra dualitetssatsen. Vi ska forst
definiera vad som menas med ett supplement till en vinkel innan vi gar vidare med att bevisa den poléra
dualitetssatsen.

Definition 3.3. Supplementet till en vinkel o dr 180° — «

Sats 3.4. En poldr triangels sidor dr lika med motstiende vinklars supplement i den ursprungliga tri-
angeln.

Bevis. Betrakta triangeln i Figur 6 i féregaende kapitel. Per konstruktion ligger punkterna D och E 90°
ifran punkten A av vilket foljer att ZA = DE. Vi observerar ocksd att B’ ar pol till strickan ACE,
analogt dr C’ pol till strickan ABD. Fran detta foljer att strackorna B’E och C’D bada ar 90° langa.
Vi kan da uttrycka foéljande

B'C'=B'E+C'D—-DE =180° - DE = 180° — ZA.
Analogt bevisas resterande sidor.

Vi har nu bevisat att sidorna i en polér triangel ar supplement till motsvarande vinkel i originaltriangeln.
Sa for att bevisa att vinklarna hos den poléra triangeln &r supplement till sidorna hos den ursprungliga
triangeln tar vi ater en titt p& Figur 6. Vi har per konstruktion att B &r pol till strackann A’C’ och C &ar
pol till strickan A’B’. D& har vi med samma resonemang att ZA" = 180° — BC.

Analogt bevisas resterande sidor. O

Denna sats ger oss alltsa ett kraftfullt verktyg for att ta reda pa en triangels sidor om vi kinner till
dess vinklar och vice versa.

4 Sfarisk trigonometri

Vi ska i detta avsnitt héirleda flera trigonometriska identiteter och slutligen de sfariska sinus- och cosinus-
satserna. Men innan vi kommer in péa identiteterna ska vi forst fardas tillbaka i tiden till Euklides, och
hans verk Elementa. I processen att skriva denna avhandling kastades jag fram och tillbaka mellan olika
tidsepoker och fann det bitvis svart att navigera mellan dessa; huruvida fokus ska ligga pa den historiska
utvecklingen av forskningsfiltet eller pa fynden som gjorts i en modern tappning. Jag viljer att ta med
detta giftemal mellan historiska insikter och modern matematik for att illustrera vilket genomslag saval
Euklides, som Pythagoras haft &ven pa detta matematiska omrade.

Van Brummelen tar sig friheten att Gversdtta FEuklides Elementa bok II, Proposition 13 som hanterar
spetsvinkliga trianglar. Vi betraktar Figur 7 nedan, vilken Euklides beskriver som:

"In acute-angled triangles the square on the side subtending the acute angle is less than the squares
on the sides containing the acute angle by twice the rectangle contained by one of the sides about the
acute angle, namely that on which the perpendicular falls, and the straight line cut off within by the
perpendicular towards the acute angle” [1].
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Figur 7. Fuklides Bevis.

Vi betraktar aterigen Figur 7 for den potentiellt anakronisktiska 6verséttningen till modern matema-
tisk symbolism:

I triangeln AABC med en spetsig vinkel vid C' och en vinkelrét linje som slapps fran A pa BC vilket
definierar punkten D, giller ¢? = a? + b2 — 2AD - BC.

Van Brummelen fortsitter sedan att beskriva hur BC' = a och AD = bcosC (vilket jag sjalv far
till AD = bsinC, vilka #r ekvivalenta da AD = CD) och drar sedan slutsatsen att Euklides hade
cosinussatsen i sina hénder 6ver ett arhundrade fore det att Hipparchus uppfann trigonometrin.

Vi foljer nu Van Brummelen’s parafrasering av Euklides bevis da han konstaterar att:

Bevis. Lat * = CD, som vi minns dr samma som bcosC (for att detta ska vara sant krdvs det att
AD = CD). Da finner Euklides att

a® + 2% = 2ax + (a — x)%.
Vi ligger nu till DA? till bada sidor sa att
DA? 4+ a® + 2% = DA? + 2az + (a — 2)*.
Vi applicerar Pythagoras sats och ser att #2 + DA? = b och (a — x)? + DA? = ¢?. Dessutom kinner vi
sedan tidigare till att © = bcos ¢ vilket ger oss
a’? +b? =2ax + * & 2 =a® + b — 2abcos C.
O

Beviset for den sfariska cosinussatsen kommer senare i detta kapitel och &r en riktig grundbult inom
den sfariska trigonometrin.

Den sfariska cosinussaten kan anvéndas for att berdkna en hérnvinkel om man har de tre sidorna i en
sfarisk triangel givna, eller berdkna den aterstadende sidan om man har tva sidor och den mellanliggande
hornvinkeln given. Ovriga hornvinklar berdknas limpligen med nagon av de sfiriska cotangensformlerna,
som inte berdrs i denna avhandling, eller med den sfiriska sinussatsen som ar enklare.

Den duala cosinussatsen kan pa motsvarande sitt anvindas om de tre hornvinklarna ar givna (till
skillnad fran en plan triangel dr sidorna i en sfiirisk triangel bestdmda om alla tre hornvinklarna &r det)
eller om tva hérnvinklar och den mellanliggande sidan &r given. Aven hir anvinds limpligen cotangens-
formlerna eller den sfariska sinussatsen for att berékna de bada 6vriga sidorna.

Innan vi tar oss an bevisen for cosinus- och sinussatsen pa sfaren vill vi etablera vissa essentiella
trigonometriska identiteter. Detta far inleda foljande kapitel!

4.1 Trigonometriska identiteter pa sfaren

Vi ska nu med hjilp av Figur 8 nedan, hérleda flertalet trigonometriska identiteter pé sfiren.

B

F

Figur 8. Tetraed pd sfiren.

13



Vart mal ar att kunna bearbeta informationen kring den sfiriska triangeln AABC som om den vore
ratvinklig. Da det dr sant att mycket smé sfariska trianglar kan approximeras till planéra motsvarigheter
ar det inte sa att vi alltid kan arbeta med sméa trianglar pa en himmlakropp. Vi behéver déarfér kon-
struera en réitvinklig planér triangel bakomden sfériska for att kunna konvertera vinklarna ZA och ZB
fran sfiriska till plandra. Vi borjar med att behandla ZA som en vinkel i OAC och en vinkel i OAB,
motsvarande gor vi for vinkel ZB. Savil OAC som OAB ar storcirkelsektorer skapade av plan som skér
sfaren genom origo. Vi paminner oss om att den planéra motsvarigheten till en storcirkel ar en linje. Vi
vill darfér kunna uttrycka vinklarna ZA och ZB som vinklar mellan linjer snarare &n plan. Vi véljer
dérfor en punkt D pa OB och drar sedan en vinkelrdt linje fran D till punkten E pa OC' och sedan en
vinkelrét linje fran F till punkten F' pa OA. Detta formar en rétvinklig triangel ADEF inuti sféren.
Fran konstruktion har vi att AODE, ADEF och AOEF &r rdatvinkliga. Vid en forsta anblick ser dven
AODF ut att vara rétvinklig men att gissa duger inte, vi vill sékerstélla att sa ar fallet. Vi borjar med
att konstruera hypotenusan OD? till var forhoppningsvis ritvinkliga triangel och bevisar att det faktiskt
ar en ratvinklig triangel med Pytagoras sats.

Bevis. OD? = OE? + DE? = (OE? + EF?) + (DE? — EF?) = OF? + DF? O

Vi kan nu konstatera att AODF &r ratvinklig i likhet med resterande sidor av tetraedern ODEF.
Fran detta foljer att DF ar vinkelrat mot OA, precis som EF, vilket i sin tur for med sig att vinkeln
/DFE &r vinkeln mellan planen OAC och OAB och &r alltsa lika med vinkeln ZA.

Utifran denna konstruktion kan vi hérleda flertalet trigonometriska identiteter genom att forst vélja
en kvot mellan tva linjesegment, exempelvis

sina = %
0D
och sedan lagga till ytterligare en kvot
. DE DF—*'A*'
sina = —— oD = sin A - sin c.

Detta gor att vi kan tolka dessa tva kvoter som trigonometriska funktioner.

Vi har nu hérlett en identitet och pa samma sétt kan vi hirleda sex ytterligare identiteter:

) FE FE DE

sinb = OE - DE OB — cot Atana,
FE FE OF
FD ~ OF FD
OF OFE OF
0D - 0D O~ cosbcos a.

Nér vi konstruerade var triangel valde vi godtyckliga punkter A, B och C. Genom att byta plats pa A
och B och deras motstaende sidor a och b kan vi hirleda ytterligare tre formler:

cos A = = tanbcotc,

Ccosc =

DE DE DF
OD ~ DF OD
FE DE FE

sma = @ = ﬁ . ﬁ :taanOtB,

sinb = = sin Bsinec,

och slutligen
_FE FE OF _
cos B = OF —OF DF - tan a cot c.
Dessa sju identiteter ar de vi kan hérleda fran Figur 8. For att fa fram resterande tre kan vi antingen
ta den algebraiska véigen, eller s konstruerar vi en planér triangel for vinkeln ZB ocksa eftersom vi nu
saknar identiteter som refererar till bade vinklarna ZA och ZB. Detta liknar mycket det vi gjorde for

vinkeln ZA. Observera Figur 8 nedan:
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Figur 9. Vinkelrdt sfirisk triangel for vinkeln /B.

och lat oss vélja en punkt G pa OA sadan att vi kan dra en vinkelrét linje till £ pa OC. Vi fortsétter
med att dra en vinkelrat linje fran F till H pa OB och slutligen sétter vi ihop HG och med samma
resonemang som i tidigare hirledningar och far att AOHG &r rétvinklig och att vinkeln /B = ZFHG.
Vardera av de plan som innehéller O innehéaller nu de trianglar som visas i Figur 10 nedan.

E D D
H

0] F G 0] E O F G
Figur 10. Trianglar i planet fran Figur 9.

Tanken &r nu att vi véiljer ndgon kvot, exempelvis cosc = 8—5 och skjuter in linjesegment likt det vi

gjort tidigare och anvinder oss av de tre plandra trianglarna i Figur 10. Detta ger oss

_OF OF OF FEF EFH FEF FEH _ ¢ Acot B
‘“®“=0DT OE 0D EG DE DE EG 07
Tva ytterligare identiteter hérleds pa samma sétt men detta Gverlamnar vi till lasaren och néjer oss

med att lista de nedan:

cos A = cosa - sin B,

cos B = cosb - sin A.

4.2 Pythagoras sats pa sfiren

Vi anvéinder ofta sférisk trigonometri pa véldigt stora sfirer, vilket medfor véldigt stora sfiriska trianglar.
Dock kan en ténka sig att det gar att skapa en planér triangel pa en sfar, exempelvis genom att rita en
triangel pa marken déar en star pa jordklotet som ar en sfar. Denna triangel kommer i all visentlighet vara
en plan triangel. S& om vi later (a,b, c¢) — 0 far vi en planér motsvarighet till trigonometriska identiteter.

Observera till exempel:

Sfariska formeln Planira Formeln
sina a
sin A = — sin A = —
sin ¢ c
tan b b
cos A = cos A = -
tanc c
t
tan A = éna tanA:g.
sinb b

Nar vi undersoker vad som hander med den tidigare harledda identiteten cos ¢ = cos a cos b nér vi later
(a,b,c) — 0 s& ser vi att vi landar i 1-1 = 1. Om vi ddremot anvénder oss av vir gamla vin MacLauryn’s
utveckling for cosinus hidnder det nagot spdnnande. Vi paminner oss om att utveckligen ar

22zt S

Coslefg‘i’zfa
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Om nu z ar fantastiskt litet riacker det for oss att approximera de forsta tva termerna i hogerledet.
Vi kan da skriva var utveckling som
c? a® b?

1-Z~1-5)0- 7).

Nar vi utvecklar detta kan vi skriva uttrycket som

= a® + % + 0(a*b?) + O(c?).

Nér vi da later (a,b,¢) — 0 sa blir den sista termen férsummbart liten och vi ldmnas kvar med
uttrycket

2 =a? 4+

som vi kéinner igen som Pythagoras sats i planet. Aven om likheten inte &r uppenbar vid forsta anblick
kan vi se att den sfariska motsvarigheten till Pythagoras sats ar

cosc = cosacosb.

4.3 Sfariska Sinussatsen

Sfariska sinussatsen ar den sfariska motsvarigheten till den vélkdnda sinussatsen inom plan geometri.
Denna sats dr ett nyckelelement inom sfirisk trigonometri och anvinds for att beskriva forhallandet
mellan sidorna och vinklarna i en sfarisk triangel.

Precis som sin motsvarighet i plan geometri, relaterar sfariska sinussatsen lingderna av sidorna i en
sfarisk triangel till sinusvirdet av dess motsvarande vinklar. Detta erbjuder en kraftfull metod for att
férsta och analysera geometriska konfigurationer pa en sféar.

I korthet uttrycker sfiriska sinussatsen relationen som styr vinklarna och sidorna i sfariska trianglar,
och dess tillampningar stracker sig éver omraden som astronomi, navigation och kartografi dar sfarisk
geometri spelar en central roll.

Den sfiriska motsvarigheten till sinussatsen lyder som f6ljer;
Sats 4.1. For en sfarisk triangel NABC' galler

sinA sinB sinC

sina  sinb  sinc’

Bevis. Vi betraktar Figur 11 nedan. Den ar lik Figur 8 i kapitel 4.1, men {6r tydlighetens skull gar vi
igenom linjerna och dess forhallanden igen. Vi véljer forst en punkt D pa OB fran vilken vi drar en linje
DFE vinkelrdt mot OC' och en linje DF vinkelrit mot OA. I planet OAC drar vi linjen F'S vinkelrét
mot OA samt ES vinkelrdt mot OC'. Dessa vinkelrita linjer mots sedan i punkten S som vi sétter ihop
med P och O for triangeln APOS. Vi anvinder samma resonemang som tidigare, i Figur 8, och far att
vinkeln ZDFS = ZA i den sfariska triangeln AABC. P4 liknande sétt &r ZDES = ZC, Z/BOC = a,
LAOC =boch ZAOB = c. I likhet med tidigare (kap 4.1) vill vi nu 6vertyga oss om att DS ar vinkelrét
mot planet AOC'. Vi har per konstruktion att OF &r vinkelrdt mot bade DF och F'S och alltsd mot
hela planet DF'S. Detta innbér att OF &r vinkelrdt mot DS d& detta &r en linje i planet DF'S. Med
samma resonemang hévdar vi att OF ar vinkelrdt mot DS, som i sin tur for med sig att D.S &r vinkelrét
mot hela planet OAC i allmdnhet och mot OS,SF och SFE i synnerhet. Saledes &r ADFS och ADES
ratvinkliga.

F

Figur 11. Bewvis for sinussatsen pd sfdren.
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Fran de rédtvinkliga trianglarna AOF D och AOFED har vi foljande férhallanden;
DF = ODsinc och DE = ODsina. Vi har ocksd att DS = DFsin/DFS = DFsinA, DS
DEsin Z/DES = DEsinC. Alltsa d&r DFsin A = DEsinC och eftersom DF = ODsinc och DE
ODsina har vi att ODsincsin A = ODsinC'sing = QD824 — OD%. Analogt bevisas att QDSR4 —

sin a sin a

ODsinB ]

sinb *

4.4 Sfariska Cosinussatsen

Sféariska cosinussatsen utgor den sfariska motsvarigheten till den klassiska cosinussatsen i plan geometri.
Denna sats ar en fundamentell byggsten inom sférisk trigonometri och tjadnar som ett kraftfullt verktyg
for att forstd forhallandena mellan vinklar och sidor i sfariska trianglar.

Pa liknande sétt som i plan geometri relaterar sfiriska cosinussatsen langderna av sidorna i en sfarisk
triangel till cosinus av dess motsvarande vinklar. Denna relation erbjuder en djupare insikt i sfirisk
geometri och m&jliggér noggranna analyser av sfiriska konfigurationer.

Sfariska cosinussatsen &r av central betydelse inom &mnen som astronomi, navigation och geografi
dér sfarisk geometri spelar en avgérande roll. Genom att ge oss verktyg for att kvantifiera och forsta de
sfariska dimensionerna, mojliggér denna sats en métning av rymdens geometriska férhallanden.

Den sfariska motsvarigheten till cosinussatsen lyder som foljer;

Sats 4.2. For en sfirisk triangel NABC' gdller
cosc = cosacosb +sinasinbcos C.

Bevis. Betrakta Figur 12 som forestéller den sfiriska triangeln AABC. Vi drar en vinkelrédt linje fran
punkten A ner till punkten D som ligger pa linjen BC. Detta delar av AABC i tva vinkelrdta trianglar.

Figur 12. Bewis for cosinussatsen pa sfdren.

Vi anvinder oss nu av Pythagoras sats pa sfaren pa de tva ratvinkliga trianglarna

cosb = coshcosx

och
cos ¢ = cos hcos(a — z).

Vi vill nu 16sa for h eftersom denna variabel ar lika for bada trianglarna. Vi kan da skriva uttrycken
som

cosb
cosh =
cos T
och
cos
cosh = ¢
cos(a — )
Vi ser att bada hogerleden ar likstéllda varandra
cosb  cosc

cosz  cos(a—x)

< cosbeos(a — x) = cosccosx.
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Vi I6ser nu for ¢ och for att forenkla uttrycket anvinder subtraktionssatsen for cosinus som séger att
cos(u — v) = cosucosv + sinusin v
Vi kan da skriva vart uttryck som
cos ccos x = cos b(cos a cos x + sin a sin x)

sinx

& cosc = cosbceosa + sinacosb
Cos T

< cosc = cosbcosa + sinacosbtan x.

Enligt de tidigare presenterade trigonometriska identiteterna sa giller cos A = tanbcot c och cota = F>.
Vi applicerar detta och far att

cosC  cosC sin b
tanx = = — = C .
cotb cos cos b
sin b

Vi kan nu ersétta tan x i vart uttryck och fa

sin b

cosc = cosbcosa + sinacosbcos C 2
0s

< cosc = cosbcosa + sinasinbcos C.

Tva andra formler hirleds analogt och lyder
cosa = cosbcosc+ sinbsinccos A,

cosb = cos a cosc + sina sin ¢ cos B.

Denna sats kan anvéndas for att berdkna en hornvinkel om de tre sidorna i en sféarisk triangel ar givna,
eller berdkna den aterstaende sidan om tva sidor och den mellanliggande hoérnvinkeln ar givna.

4.5 Alternativt bevis av Sfariska Sinussatsen

Sats 4.3. Den sfiriska motsvarigheten till sinussatsen dar

sinA sinB sinC
sina sinb sinc

Bewis. Fran cosinussatsen har vi att
sinbsinccos A = cosa — cos b cos c.
Vi kvadrerar uttrycket och far

2

sin? bsin? ccos? A = cos® a — 2 cos a cos beos ¢ + cos? b cos? c.

Vi kan skriva vansterledet som

sin? bsin? ¢ — sin? bsin? ¢sin? A

eller

1 —cos? b — cos? ¢ + cos® beos® ¢ — sin? bsin? ¢sin? A.

Vi har da att

2

sin®bsin? esin? A = 1 — cos? a — cos® b — cos? ¢ + 2 cos a cos b cos c.

Vi later nu nagon positiv méngd X definieras som

2

X?sin?asin?bsin?c =1 — cos®a — cos? b — cos? ¢ + 2 cos a cos b cos c.
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D4 har vi fran tidigare ekvation att

.92 .
sin® A sin A
=——=>X=—
sin“ a sina

X2

Eftersom vi inte kan ha en negativ vinkel sa faller den negativa delen bort efter rotberdkningen och

. 2 s _ sinA
kvar blir alltsi den positiva delen X = ==,

sin B

sinb ’ och

Med samma resonemang kan vi frdn cosa = cosbcosc + sinbsinccos A hérleda att X =
fran cosb = cosa cosc + sinasin ccos B hérleds att X = % Saledes drar vi slutsatsen att
sinA sinB sinC

sina sinb sinc

O

Vi har nu hérlett fundamentala identiteter och satser for att pa ett effektivt sdtt kunna navigera savil
pa jordklotet som pé den celestiska sfaren. Vi beger oss hérifran till anvindningsomraden for att fa nagra
praktiska exempel pa hur dessa kan tillimpas. Aven om det finns betydligt fler anvindningsomraden véljer
jag att fokusera pa astronomi f6ljt av navigation i kapitlen nedan.

5 Applikationer pad Astronomi

5.1 Altitud, Zenitavstand och Azimut

I detta avsnitt understker vi anvindningen av sfarisk geometri inom astronomi genom att introducera
himlens geometriska koordinater: altitud, zenitavstand och azimut. Dessa koordinater, illustrerade i Figur
13, spelar en central roll i himmelsobservationer och bidrar till en djupare férstaelse av objektens position
och rorelser pa den himmelska sfaren.

Figur 13. Den celestiska sfdren.

Betrakta Figur 13 déar vi later O vara observatoren pa jordklotet, som &r centrum for himmlasféren.
Lat Z vara zenit, som &r punkten pa den celestiska sfiren vertikalt 6ver O. Linjen OZ som dras mellan,
kan ses fortsédtta rakt igenom jordens centrum. Det plan som ligger vinkelrdtt mot OZ genom O kallas for
horisonten. Denna horisont delar den celestiska sfiaren i tva hemisférer. Vilater X vara en stjdrnas position
pa den celestiska sfiren vid en given tidpunkt. I planet ZX A kallas vinkeln ZAOX eller storcirkelbagen
AX for altitud och forkortas med a. Eftersom OZ ligger vinkelrdtt mot horisonten &r storcirkelbagen
ZA = 90°; darfor ar ZX = 90° — a. I denna Figur &r ZX zenithavstandet for sjirnan X och férkortas
med z. Alltsa dr z = 90° — a.

I Figur 13 ligger stjdrnans position X pa den véstra delen av den celestiska sfaren. Vi kallar da den
sfariska vinkeln ZPZ X, eller storcirkelbagen N A for azimut.
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5.2 Exempel med sinussatsen

Anta att en astronom observerar en stjirna fran tva olika platser pa jorden. Astronomen kinner till
avstandet mellan de tva observationsplatserna och vinkeln mellan stjdrnan och horisonten vid varje plats.
Astronomen vill nu berékna stjirnans hojd 6ver horisonten (zenitavstandet) som vi forkortar z.

Lat d vara avstandet mellan platserna och A och B vara vinklarna mellan stjarnan och horisonten
vid de valda platserna.

Da kan vi anviinda den sfiriska sinussatsen for att berdkna zenitavstandet enligt féljande:

sin z sin B

sin(90° — A)  sin(90° — B)

dér z ar zenitavstandet.
Antag att vi kdnner till virdena for A = 30° och B = 45°. Vi kan nu berdkna z genom att anvinda
formeln:

sin z _ sin(45°)
sin(90° — 30°)  sin(90° — 45°)
sin(45°)

& sinz = Sin(90° — 300) . m

< sin(z) = sin(60°).
Vi anvander sinusinversen for att 1osa ut z och erhéaller
z = 60°

Saledes erhaller vi att stjarnans zenitavstand ar 60°.

5.3 Kort om deklination, timvinkel och rektascention

Likt latitud och latitud pa jordklotet anvénder vi oss av deklination och rektascention respektive for den
celestiska sfiren. Deklinationen uttrycks ofta fran —90° till +90°, dér minus ligger pa sédra hemisfaren
och plus pa den norra hemisfiren fran den celestiska ekvatorn. Rektascention mits fran 6st till vist med
nollpunkt da solens bana skir den celestiska ekvatorn, en punkt vi kiinner som vdrddagjimningen.
Som tidigare ndmnt anvénds ocksa méattet timvikel framst for att bestdmma ett objekts position pa den
celestiska sfiren. Det dr vinkeln mellan timhalvcirkeln som innehaller objektet och den lokala meridianen
som maéts vasterifran utmed den celestiska ekvatorn.

Nar vi specificerar en stjarnas position pa den celestiska sfaren &dr en coordinat konstant, namligen
declinationen, medan timvinkeln okar mellan Oh till 24h.
5.4 Exempel med cosinussatsen

Antag att en astronom
Antag att du dr en astronom som vill berdkna vinkelavstandet mellan tva planeter PX och PY,
observerat fran jorden vid en specifik tidpunkt. Vi later foljande vara givet:

e Rektascention (RA;) for PX &r 12h eller 180°.
e Deklination (DE;) for PX &r +15°.
o Rektascention (RA3) for PY &r 9h.

e Deklination (DE,) for PY &r —10°.
Den sfériska cosinussatsen ger oss att
cos(c) = sin(DCY) - sin(DC3) 4 cos(DCY) - cos(DCsq) - cos(RA1 — RA3).
Vi berdknar vérdena for de trigonometriska funktionerna och sétter in dessa i formeln och far da

cos(c) = 0.2588 - (—0.1736) + 0.9659 - 0.9848 - (—1)
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& cosc ~ —0.9963.

Vi tar nu inversen for cosinus och far fram att
c~ 168.4°.

Vinkelavstandet mellan PX och PY vid en viss tidpunkt &r alltsd ungefar 168.4°.

6 Navigation med sfarisk trigonometri

Vi seglar vidare in i navigationens vérld och ser vilka avindningsomraden vara kira sfiriska formler kan
ha har.

6.1 Exempel med cosinussatsen

Den sfiriska cosinussatsen hanvisar till trianglar da alla tre sidor samt en vinkel &r kiénd. Detta &r
anvindbart inom astronomi och navigation dér tonvikten ligger pa avstand snarare dn vinklar. Vi lanar
ett exempel ur Wheeler (1895) dar eleverna ombedes berdkna avstdndet mellan da Queenstown, Irland
(nu Cobh, latitud 51.78°N, longitud 8.18°W) till Sandy Hook, New York Harbor(latitud 40.47°N, longitud
74.13°W). Denna rutt &r kiind som det planerade rutten for RMS Titanic ar 1912.

For att 16sa problemet skapar vi en sfirisk triangel genom att knyta ihop dessa punkter, Queenstown(Q)
och New York(Y') med Nordpolen(N) som illustreras i Figur 14 nedan.

Figur 14. RMS Titanic voyage.

Da ar QAN = 90° — 51.78° = 38.22° och YN = 90° — 40.47° = 49.53° samt vinkeln /N &r differensen
mellan de tva langituderna, 65.95°. Om vi sétter in dessa virden i cosinussatsen har vi

cos QAY = c0s(32.22°) c0s(49.53°) + sin(38.22°) sin(38.22°) cos(65.95°).

Berdknar vi detta erhaller vi cos QY = 45.43°. For att dversitta detta till nautiska mil multiplicerar
vi gradtalet med 60 och far att avstandet mellan Queenstown och New York &r ungefér 2726 nautiska mil.

For ett annat exempel paminner vi oss om den poldra dualitetssatsen som introducerades i tidigare

segment. Vi kan namligen applicera den pa Cosiunussatsen for sfiriska trianglar. Det ger oss sfdriska
cosinussatsen for vinklar.

Sats 6.1. Sfiriska cosinussatsen for vinklar dr

cos C' = —cos Acos B + sin Asin B cos c.

Genom tidigare namnda applikation av poldra dualiltetssatsen pa sfiriska cosinussatsen erhaller vi

cos(180 — C) = cos(180 — A) - cos(180 — B) + sin(180 — A) - sin(180 — B) - cos(180 — ¢),

som kan forenklas till

cos C' = —cos Acos B + sin Asin B cos c.
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6.2 Exempel med cosinussatsen for vinklar

Den sfiriska cosinussatsen for vinklar anvands for att hantera trianglar da tva vinklar samt sidan emellan
ar kinda. For att illustrera ett exempel pa detta antar vi att vi ska flyga fran Vancouver till Edmonton
i Kanada Over en storcirkelrutt. Vi méter avstandet som vi flyger savil som riktningen vid avfird och
landning. I detta lige kan vi anvanda oss av sfdriska cosinussatsen for vinklar sa att vi far fram skillnaden
i longitud mellan dessa stdder, och fran detta foljer &ven bada latiduder.

Avstandet mellan stdderna ar 440.9 nautiska mil, vilket dividerat med 60 innebéar 7.35°. Vid avfird har
vi riktiningen 50.7° 6st om nord, och vid landning har vi riktning 58.22° 6st om nord. Vi anvénder oss
an igen av nordpolen och skapar en sfirisk triangel mellan stdderna och nordpolen enligt Figur 15 nedan.

N

121.78°

501 m\\es

Figur 15. Vancouver-Edmonton.

Vi kan se att £V = 50.7° och ZE = 180° — 58.22° = 121.78°.
Lat oss stoppa in dessa varden i sfiriska cosinussatsen for vinklar dar vi later ¢ = V E. Vi har da att

cos(N) = —cos(50.7°) cos(121.78°) + sin(50.7°) sin(121.78°) cos(7.35°) =~ cos(0.985°).
Vi anvénder cosinusinversen i bagge led och far att
N =9.6°.

Vi har d& att ZN = 9.6° som &r skillnaden i longitud mellan stdderna.

6.3 Exempel med sinussatsen.

Vi fortsdtter dar vi slutade i forra sektionen med Figur 15. Lat oss nu ta hjélp av sinussatsen for att
berdkna stddernas latituder. Vi kallar Vancouvers latitud for v och Edmontons for e.

sin(7.35°)

v=90° — arcsin(sin(50.7°)m) =49.3°.
e=90° — arcsin(sin(121.78°)m) = 53.6°.

7 Kort om Haversinsatsen

Manga berdkningar, sérskilt inom astronomi och navigation &r vésentligt forkortade av den s& kallade
haversinsatsen. Formeln anvinds for att berdkna det kortaste avstandet mellan tva punkter pé en sfir da
vi har information om langitud och latitud, eller deklination och rektascention. Aven om vi inte kommer
att implementera denna formel i konkreta exempel, ar dess néarvaro i sfarisk trigonometri en viktig aspekt
som fortjanar uppmaérksamhet.

Definition 7.1. Haversin for vinkeln 6 definieras som
1 .o, 0
hav(9) = 5(1 —cos(f)) = sin (5)

Vi kan nu konvertera cosinussatsen till den haversinska motsvarigheten.
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Sats 7.1. Den sfiriska cosinussatsen oversatt till haversin dr
hav(a) = hav(b — ¢) + sinbsin(c) hav (A).
Bevis. Eftersom cos = 1 — 2sin?(4) har vi att cos(d) = 1 — 2hav(6).
Vi modifierar nu den sfiriska cosinussatsen, dar vi ersétter cosa med (1 — 2hav (a) och cos(A4) med
(1 — 2hav (A). D4 har vi
1 — 2hav(a) = cos(b — ¢) — 2sinbsin ¢ hav(A4).
Sedan byter vi ut cos(b — ¢) mot hav(b — ¢) och erhaller den slutliga formen for haversinsatsen

hav(a) = hav(b — ¢) + sin(b) sin(c) hav(A).
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8 Avslutande Ord

Vi har nu kommit till var slutdestination, allt som aterblickar slings at en resa genom den fascinerande
varlden av sfirisk geometri. Aven om vi endast skrapat pa ytan av detta omfattande dmne, har vi
introducerats till nagra av dess mest centrala och fundamentala koncept. Fran utforskandet av sfiriska
trianglar och deras unika egenskaper till tillimpningen av trigonometriska identiteter pa sfaren, har vi
berort den djupgaende kopplingen mellan teori och praktik.

Sfiarisk geometri visar sig vara en oumbérlig komponent inom &mnen som astronomi och navigation.
Genom att forsta de sfariska trianglarnas dynamik och tillampa de hérledda identiteterna, 6ppnar vi upp
mojligheter for mer exakta berdkningar och noggrannare navigering. Vi har &ven utforskat begreppet
antipodala punkter, longitud och latitud, och hur dessa aspekter spelar en avgérande roll i att faststélla
riktningar och positioner pa jordklotet.

Var resa har inkluderat en del historiska avstamp, intressanta avsnitt om storcirkelbagar och hur vi
definierar den kortaste vigen mellan tva punkter pa en sfar. Genom att applicera sfariska trigonometriska
satser, sasom cosinussatsen och sinussatsen, har vi fatt en inblick i verktyg och formler som férenklar
berékningar inom astronomi och navigation.

I avslutningen av var resa ar det tydligt att sfarisk geometri inte bara dr en abstrakt och teoretisk
disciplin, utan en levande och tillampningsbar gren av matematiken. Ma var forstaelse for dessa koncept
fortsdtta att véixa och inspirera framtida utforskningar inom detta fascinerande &mnesomrade.

8.1 Den Individuella Processen

For att skriva denna avhandling anvinde jag mig inledningsvis av Textbook on Spherical Astronomy och
6msom imponerades, dmsom avskrécktes, av savil spraket som svarighetsgraden, men framforallt kéinslan
av att tonvikten la4g pd dmnet astronomi, inte matematik (dven om dessa d&mnen stundvis ar vildigt
sammanflidtade). Jag sokte mig darfor till annan litteratur och landade bekvimt i famnen p& Glen van
Brummelen som i sitt verk Heavenly Mathematics: The Forgotten Art of Spherical Trigonometry verk-
ligen avhandlar sfiarisk geometris och trigonometris langa historia och dess applikationer i det moderna
livet, kompetent bevipnad med den moderna matematikens symbolism.

En av de mest fascinerande upptéckterna var da jag jémforde bevisen f6r cosinus- och sinussatserna
i de tva verken. De dr bidgge eleganta och nagorlunda lika, men framstélls pa helt olika sdtt, ndgonting
jag rekommenderar intresserade ldsare att sjéalva soka upp!

Mitt mal var att skriva en avhandling som sammanfogar matematiska uttryck med l6pande text, for
att gora den begriplig och intressant for lasaren. Sfarisk geometri ar fascinerande av manga anledningar
dér den framsta for mig &r den initiala kénslan av att det bryter ménga av de konventionella ’skolreglerna’
féor matematik, som vanligtvis behandlar planédr geometri. Férhoppningsvis kan jag med denna betydligt
nedkortade och férenklade tolkning av kunskap om &mnet skdnka ldsaren en stunds njutning och l&rande.

8.2 Svarigheter

Jag mairkte att jag spenderade mycket tid pé att forsoka forsta, for dmnet, férhallandevis enkla och
korta delar. Begrédnsad av den ringa tiden tvingades jag att vilja ett fatal av ménga, i litteraturen
sammanhéngande, delmoment. For att tackla detta producerade jag en central idé, 16st baserad pa det
som initialt vickt mitt intresse, ndmligen de sfiriska cosinus- och sinussatserna. Utifran detta valde jag
de delar av litteraturen som pa lattast och tydligast sdtt skulle leda fram till dessa tva bevis. Det var
under denna process som jag mer och mer drogs emot van Brummelen d& han har utférliga forklaringar
kring manga av dessa koncept. Dari fann jag det jag behovde for att vava en réd trad och na slutmalet
med denna avhandling.
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