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Sammanfattning

Vi kommer att undersoka rekursiva relationer och 16sningstekniker for
dem. For detta dndamal kommer vi forst att forklara konceptet med
rekursiva relationer. Dérefter introducerar vi linjara forsta ordningens
rekursiva relationer och behandlar deras 16sning genom att presentera
nagra exempel. Vi visar faktiskt hur man kan losa rekursiva problem
med hjilp av icke-rekursiva formler. Darefter fortsiatter vi med att
losa andra rekursiva problem, inklusive rekursiva relationer av andra
ordningen. For att gora detta delar vi upp de rekursiva relationerna i
tva kategorier: homogena och icke-homogena och presenterar en 16sning

for var och en av dem.

Abstract

We will examine recursive relations and their solution techniques. To this
end, we will first explain the concept of recursive relations. Then, we will
introduce first-order linear recursive relations and provide examples to solve
them. In fact, we will demonstrate how to solve recursive problems using
non-recursive formulas. After that, we will proceed to solve other recursive
problems, including second-order recursive relations. To do this, we categorize
the recursive relations into two groups: homogeneous and non-homogeneous,

and introduce a solution method for each.
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Forord

Jag vill inleda med att uttrycka min djupa tacksamhet till min handledare, Sofia,
for hennes omfattande stod och inspirerande véagledning under genomforandet av
detta arbete. Vidare vill jag rikta min uppskattning till min dotter fér hennes kloka
studieviagledning under dessa ar samt till min fru for noggrann korrekturldsning.
Utan den ovérderliga supporten fran min familj, som har lyssnat talmodigt pa mina
tankar och bidragit med vardefull input, skulle denna uppsats inte ha kunnat realis-

eras. Jag riktar dirmed min djupa tacksamhet till er alla.

1 Introduktion

Rekursionsekvationer ér ekvationer som anvéinds for att beskriva relationen mellan
uttryck i en sekvens. Inom matematiken har rekursiva relationer en bred tillampn-
ing, inklusive inom talteori dér Fibonaccifoljden ar ett exempel, kombinatorik dar
problem som handlar om fordelning av objekt behandlas, samt inom analys dar
metoder som Eulers metod. Eulers metod anvands for att approximera losningar till
ordindra differentialekvationer genom att iterativt berdkna varden langs en kurva
med hjalp av tangentens lutning vid tidigare punkter.

Syftet med att anvanda rekursiva relationer ar att erbjuda en systematisk strategi
for att 16sa komplexa problem. Aven om det inte alltid &r optimalt att hérleda
och berdkna uttryck genom att anvinda tidigare termerna i en sekvens, kan detta
tillvagagangssatt betraktas som ett effektivt alternativ for att utféra berdkningar.

Ibland kan en rekursiv relation l6sas genom att definiera termerna i en sekvens
enligt deras index istéllet for deras tidigare termer. Genom att tillimpa detta tillvé-
gagangssitt kan en sluten form for varje term i sekvensen hérledas, vilket eliminerar

behovet av att anvinda upprepande processer. Betrakta foljande exempel:

5,15,45, 135, ...

Det ar tydligt att varje term i sekvensen ar produkten av den foregaende termen
och 3, vilket kan uttryckas som a, = 3 - a,_1; med initialvirdet ay = 5. Genom
induktion kan vi faststélla att ag = 5, a1 = 15, ay = 45, az = 135. Genom att
observera monstret att varje term multipliceras med 3, kan det generella monstret
formuleras som a,, = 5 - 3".

Detta innebér att vi kan berdkna a;g = 295245 direkt utan att behova rdakna
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dem forsta 9 termerna. Kategorier kan identifieras for rekursiva relationer:

1. Homogenitet eller icke-homogenitet: Rekursiva relationer kan karaktariseras
som antingen homogena eller icke-homogena. I homogena relationer beror
funktionen enbart pa sig sjalv och eventuellt pa andra variabler, medan icke-
homogena relationer involverar ytterligare variabler eller funktioner i den rekur-

siva ekvationen. Till exempel kan en relation vara:
- Homogen: a,, = 2a,,_1 (beroende enbart av tidigare varde);
- Icke-homogen: a,, = 2a,,_1 + 3 (inkluderar en konstant term).
2. Rekursiva relationer kan klassificeras baserat pa deras ordning, vilket inklud-

erar linjara, kvadratiska, kubiska och hogre ordningens relationer. Till exem-
pel kan en relation vara:

- Linjar: a, = 5a,_1;

- Kvadratisk: a, = a?_;

- Kubisk: a,, = a3

n—1*

3. Antal variabler: Rekursiva relationer kan differentieras baserat pa antalet vari-
abler och parametrar som ingar i dem. Detta omfattar relationer med en enda

variabel, flervariabla relationer och relationer med olika parametrar.
- Till exempel kan en relation bero pa:
- En variabel: a, = 3a,_1;
- Flera variabler: a,, = 2a,,—1 + b,—_1.
4. Antal variabler: Rekursiva relationer kan differentieras baserat pa antalet vari-

abler och parametrar som ingar i dem. Detta omfattar relationer med en enda

variabel, flervariabla relationer och relationer med olika parametrar.
- Till exempel kan en relation bero pa:
- En variabel: a, = 3a,_1;
- Flera variabler: a,, = 2a,,—1 + b,—_1.
5. Tidsberoende: Rekursiva relationer kan klassificeras efter deras beroende av

tidsvariabler. Hér observeras om forandringar i funktionen Gver tid ar tids-

beroende eller tidsiristaende.
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- Till exempel kan koefficienterna till en relation vara:
- Icke-konstant: a, =n - a,_1;

- Konstant: a,, = 3a,,_1.

2 Formellt definieras en rekursiv relation

En rekursiv relation ér en formel som kopplar ett element i en f6ljd, markerad som
ag, a1, as, . . ., till de tidigare elementen i samma f6ljd. Det innebér att det finns en
funktion med k variabler, parameteriserad som F : R¥ — R, si att for varje n ar

den (n + k)-te termen i f6ljden uttryckt som:

Apyf = F(am An41s - - 7an+k—1)-

Dér n ar ett index eller en position i féljden av element och k graden av den
rekursiva relationen. Om F' &r en linjar funktion, betecknas den rekursiva relationen
som linjar.

Malet med detta sjalvstéindiga arbete ér att presentera en metod for att hérleda
en icke-rekursiv formel for en linjar rekursiv relation med konstanta koefficienter (ko-
efficienter som inte beror pa n). For att uppna detta, undersoker vi forst forstarkta
rekursiva relationer och tillhandahaller ndgra exempel. Sedan behandlar vi i den
andra delen losningen av rekursiva relationer av andra graden.

Forstarkta linjara rekursiva relationer delas in i tva huvudkategorier: homogena
och icke-homogena. Introduktionen har vi namnt att den rekursiva relationen a,, =
3a,_1 med den initiala betingelsen ay = 5 kan l6sas med den icke-rekursiva formeln
a, = 5-3". Detta kan visas med hjélp av induktion, men vi kommer att presentera
en mer generell metod i uppsatsen. For att betona vikten av den initiala betingelsen
kommer vi att illustrera detta med ett exempel.

For att héarleda det generella uttrycket for den givna foljden borjar vi med att
betrakta foljden:

7,21,63,189, ...

Det ar uppenbart att varje term i foljden verkar vara produkten av den féregaende
termen och 3, vilket kan uttryckas som a, = 3 - a,_; som ar samma relation som

forre.
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Med gransvillkoret ag = 7 kan vi tillampa detta rekursiva monster for att harleda
andra termer i foljden.
Den initiala termen av féljden ar nu lika med 7, inte 5. Darmed ar f6ljden olika.

I nésta steg kommer vi att undersoka relationen:

Up = 31
med initialvillkoret:
ag — 7.
Denna rekursiva formel loses av:
an, =7-3".

Saledes kan vi anvinda denna formel a, = 7 - 3" for att berdkna a,, dar n

representerar platsen i foljden.

3 Forsta ordningen linjara relationen

En linjar rekursiv relation av forsta ordningen beskriver hur varje term i en sekvens
beréknas utifran dess foregaende term. I denna typ av relation, representerad av
ekvationen a,, = d - a,_1, dr d en konstant som kallas for den forsta ordningens
koefficient.

Det innebéar att varje term i sekvensen a,, ar proportionell mot dess foregaende
term a,_; med en konstant faktor d. Med andra ord multipliceras varje term med
samma konstant d for att fa nésta term i sekvensen. Denna egenskap gor att rela-

tionen &r linjar och av forsta ordningen.
Sats 1 [2,p.343]

Linjara relationer av forsta ordningen beskriver en sekvens a, som definieras
rekursivt enligt ekvationen a,, = d - a,_1, dér d tillhor mangden av reella tal och d

ar en godtycklig konstant. Med den initiala villkoret ag = A l6ses denna rekursiva

12



relation unikt av formeln a,, = A - d".
Bevis [2,p.343]

For att bevisa att a, = d" - A l6ser den homogena rekursiva ekvationen a,,; =
d - a,, med initialvillkoret ag = A och att loésningen &r unik, noterar vi forst att

ap = d° - A = A, vilket uppfyller det givna initialvillkoret.

Vi kan sedan anvianda induktion for att visa att a, loser ekvationen for alla n:
- Bassteget: For n = 0 har vi redan visat att ag = A, vilket uppfyller ekvatio-
nen. - Induktionsantagande: Antag att ekvationen géller for ett godtyckligt k. -
Induktionssteg: Vi visar att ekvationen ocksa géller for k + 1. For n = k + 1 far vi
app1 =d-ap=d-(d*- A) = d" - A. S4 om ekvationen ér sann for k, &r den ocksa

sann for k + 1 enligt induktionsprincipen.

For att visa att 1osningen ar unik antar vi att det finns tva losningar a,, och b,,.

Om A = 0 kan vi enkelt visa att a,, = b, = 0 for alla n.

Antag att A # 0. Darfor ar b, # 0. Annars skulle vi ha 0 = b, = 2b,_1, sa ska
b,—1 = 0. Genom induktion finner vi att 0 = b,,_5 = b, 3 = ... = by. Sadan b,, # 0

kan vi rdkna ut foérhallandet a,/b,. Med anvindning av rekursionen har vi

an _ 30n—1 _ Gp1 g

.=—=1
bo

bn B Sbnfl B bnfl

Sa vi har att a,, = b,.

Dérmed har vi bevisat att a, = d" - A 16ser den homogena rekursiva ekvationen

med initialvillkoret ay = A, samt denna 16sning ar unik.
Exempel 1 [3,p.449]

Berakna vardena av aq5 och a,, i den rekursiva sekvensen as,11 = da, med ay = 2.
Vi kan forst berdkna nagra av de forsta termerna i sekvensen for att hitta ett monster
och anvianda ekvationen for att héirleda sekvensen. Vi anvinder satsen med d = 5
och A = 2. For att berdkna aq, ersatter vi helt enkelt n med 12 i formeln a,, = 2.5",

S& ar apy = 2.5'2.
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4  Linjara homogena rekursiva relationer av an-

dra ordningen med konstanta koefficienter

Linjara homogena rekursiva relationer av andra ordningen med konstanta koefficien-

ter betraktas som féljande:

Antag att C1,Cy,...,Cy dar k € Z™T ar reella tal och koefficienter. Om a,, for

n > 0 en f6ljd, da ges en relation av formen:

anik + Crapip—1+ Coapig—o+ ...+ Cha, = F(n) forn > k.

Ovanstaende relation utgor en linjar rekursiv relation av ordning £ med konstanta
koefficienter. Om vi betraktar denna relation som homogen fér F(n) = 0 fér n > 0,
da ar den homogen; annars ar den Icke- homogen.

For att 1osa en linjar homogen rekursiv relation av ordning k kravs k inledande
villkor. T detta avsnitt kommer vi att borja med att betrakta en homogen relation

av andra ordningen, vilket innebér:

Gpso + Crani1 + Coa, =0 forn >0

och fokusera pa att 16sa den.
Sats 2 [1.sats 12.2]

Antag att sekvensen a,, uppfyller en linjar rekursiv relation av andra ordningen,
Gpio+ Crany1 + Coa, =0, dér n > 0, med de givna gransvillkoren ag = ug och a; =
uy. Lat r; och ro vara rotterna till den karakteristiska ekvationen 2+ Cyr+Csy = 0.

Vi har tva fall:

a) Om r # 19, da finns det konstanta koefficienter A och B sa att a,, = Ar}+ Br}
for n > 0.

b) Om r; = ry = r, da finns det konstanta C' och D sé att a,, = (C' +nD)r" =
Cr™ +nDr™ f6r n > 0.

Koefficienterna A, B eller D, C erhalls genom att anvdnda de givna initialvardena

U, Uq.
Bevis [1sats 12.2]

For att bevisa att den generella formen for sekvensen a,, = Ar} + Brj géller for
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alla n > 0 genom matematisk induktion, gar vi igenom foljande steg:
1. Bestdm vardena for A och B:

Vi har tva ekvationer:
A + B = Uo,

ATl +BT2 = Uuz.

Genom att 10sa dessa far vi: For att bestdmma véirdena for A och B med hjélp
av de givna formlerna, har vi tva ekvationer:

1. A+ B=wug 2. Ar; + Bry = 1w

Genom att 16sa dessa ekvationer kan vi uttrycka B som B = ug — A. Vi sub-

stituerar detta i den andra ekvationen och far:
A?"l + (uo — A)?"Q = Uj.
Denna ar ekvivalent till:

A(ry — r9) + ugre = uy, Som vi kan lésa gor A:
U — Ugr
A= L2

L —T2

For att bestdmma B substituerar vi tillbaka A 1 B = ug — A:

Uy — UgT2
B=uy— ———
rr—T2

UpT1 — U1

L —T2 '

Sammanfattningsvis dr formlerna for att bestdémma A och B:

U — UpT2
A= _—— ""°“
rL—7mr2
UpT1 — Uy
B=—-——.
r —T2

2. Formen for sekvensen a,,:

Den generella formen for sekvensen éar:
n n
a, = Arl + Brj.

3. Basfall:
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For n = 0:
ag = Ar + Br) = A+ B = uy.

Forn=1:
a, = Ar} + Br; = Ary + Bry = u;.

4. Induktionssteg:
Anta att a, = Ar? + Brl géller for alla 0 < ¢ <n+ 1 diar n > 0. Vi maste visa

att detta ocksa géaller for a,.».

Sekvensen a,, foljer en linjér rekursiv relation av andra ordningen:
Apyo = —(C1Gp11 + C2ay,).
Anvand induktionsantagandet:
Unyr = Arytt 4+ Brith
a, = Ar{ + Bry.
Substituera dessa i ekvationen for a,,yo:
vz = —(c1(Ar]™ + Bri'™h) + oo(Ar{ + Bry))
Forenkla uttrycket med hjélp av den karakteristiska ekvationen r? —c;r —co = 0:
rf = 1T + C2,

2
Ty = C1T2 + Co.

Anvéind detta for att forenkla @, o:

2 2
Unyo = Ar}™ + Bri™.

5. Slutsats:

Vi har visat att om a,, = Ar} + Br} géller for n, sa géller det ocksa for n + 2.

Genom matematisk induktion har vi darfor visat att formeln:

a, = Ar} + Bry

16



géller for alla n > 0.

Genom detta bevis har vi visat att den generella formen for sekvensen a,, = Ar}+
Bry galler for alla n > 0. For att bevisa att formen for sekvensen a,, = Cr" +nDr"
galler nar r; = ro = r, kan vi anvinda matematisk induktion. Vi bérjar med att
definiera C' och D och sedan visar vi att formeln haller for alla n > 0.

Initiala steg

Néar ry = ro = r, har vi féljande ekvationer:
1. ap = Upg = C.

2. a; = uy = (C+D)7’

Fran dessa ekvationer kan vi losa C' och D: - C' =wug - D =" —uy
Basfall:

Vi kontrollerar att formeln galler for n = 0 och n = 1:

For n = 0:

ao=Cr°+0-Dr’ =C = uy.
Forn =1:

ay=Crt+1-Dr' =Cr+Dr = (C+ D)r = u.

Induktionsantagande:

Anta att formeln a,, = Cr™ +nDr" galler for alla 0 < ¢ < n+ 1. Vi ska visa att
den ocksa géller for a, .

Induktionssteg:

Enligt definitionen av sekvensen a,, har vi:
Unto = —(C1an g1 + coay).

Vi substituerar induktionsantagandet a,,; = Cr"*!' + (n 4+ 1)Dr"*! och a, =

Cr™ + nDr"™ i ekvationen for a,o:
nss = —(c1(Cr™™ 4 (n + 1)Dr"™) + co(Cr™ + nDr™)).
Forenkla uttrycket:

Unya = —(c1Cr™ ™+ ci(n + 1) Dr"™ + c,Cr™ + cynDr™).
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Anvind den karakteristiska ekvationen r2 + ¢;7 + ¢o = 0:

cir + ¢y = —r.

Darmed blir:

nro = —(c1CT™ ™ 4 c1(n + 1)Dr" ™ + c,Cr™ + conDr™)
= —(Cr" Y eyr) + (n+ 1) Dr™tep + Or™ey + nDr'cy)
(Cr™tH(—r? — o) + (n+ 1) Dr"tley + Cr™(—r? — 1) + nDr'"cy)

"2 4 (n + 2)Dr" 2,

Q

Detta visar att om formeln géller for n, sa géiller den ocksa for n + 2.
Slutsats

Genom matematisk induktion har vi visat att formeln:
a, = Cr"™ +nDr"

géller for alla n > 0.

Déarmed har vi bevisat att formen a,, = Cr™ +nDr™ ar korrekt for sekvensen nar

rn =To9=T.
Exempel Fibonaccis Sekvens 3, p.457]

Fibonacci-sekvensen ar en av de mest vialkdnda numeriska sekvenserna inom
matematiken och adr namngiven efter den italienske matematikern Leonardo Fi-

bonacci. Sekvensen definieras enligt foljande kriterier:

1. Den forsta och andra elementen i sekvensen ar definierade som F; = F, =

1,F0 =0.

2. Varje efterfoljande element i sekvensen erhalls genom att summera de tva

foregaende elementen: F,, = F,_1 + F,,_5 for n > 3.

Déarfor antar Fibonacci-sekvensen foljande form: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...
Vi observerar att talfoljden definieras av en linjar rekursiv relation, och vi A&mnar

harleda en rekursiv relation for dess 16sning.
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For varje 0 < n < 4 ges sekvensen a,, enligt:

(10:0, (11:1, (12:1, (13:2, (14:3.

For att hérleda den icke-rekursiva formen av Fibonacci-féljden F;, med initialvil-

lkor Fy = 0 och F} = 1, anvinder vi oss av den karakteristiska ekvationen for den

rekursiva relationen. Den rekursiva relationen ar given som:

Fn+2:Fn+l+Fn-

Vi berdknar det karakteristiska polynomet till ekvationen 7> —r — 1 = 0. For

att 1osa denna ekvation anvander vi den kvadratiska formeln:

B —b+Vb? — 4dac

r
2a
Hér ar a =1, b = —1 och ¢ = —1. Satter vi in dessa varden i formeln far vi:
1 /1P—41-(-1) 1£yTFd 1445
"= 2.1 - 2 T2
Sa rotterna ar:
L _1+V5
1 — 92 )
1—-+/5
o = 9 .

Dérmed kan vi skriva den allménna losningen for F,, som en linjarkombination

av dessa tva rotter:

1+\/5>"+B<1—\/5>"'

F=af
2 2

For att bestamma konstanterna A och B anvander vi initialvillkoren Fy = 0 och
F1 - 1
Narn = 0:




Nar n = 1:

(5 () a5

2 2 2

1—2\/5> .

Fran den forsta ekvationen far vi B = —A. Satter vi in detta i den andra

ekvationen far vi:

(54157

som ar ekvivalent till

= 1.

A((Hﬁ)—u—ﬁ))

Detta vi kan forenkla som

A (2\2/3> =1 och ser

AVE=1.

Darfor éar .
A=—.
V5
Eftersom B = — A, far vi:
1
B=—-——.
NG

Sa den slutliga formen av F;, blir:

e ((27) - (27))

Detta éar den explicita (icke-rekursiva) formen foér Fibonacci-talen.

Exempel 3

[1, p.252]

Los den rekursiva relationen a,, 1 o—5a,11+6a,, = 0 med initialvillkoren a; = 1 och

ap = 0 (dér a, > 0)7 Losning: Den karakteristiska ekvationen for den ovanstaende

relationen ar 72 — 5r + 6 = 0. Den har tva distinkta reella rétter r; = 2 och ry = 3.

Enligt satsen har vi den allmanna losningen a, = A(2)" + B(3)". Nu, med hénsyn
till de initiala villkoren ag = 1 och a; = 1, har vi A+ B = 0 och 24 + 3B = 1.

Genom att 1osa ekvationerna ovan har vi A = —1 och B = 1. Darfor ar formeln {or

a, som foljer:

20



a, = —2"+ 3",
eller

a, = 3" —2".

Exempel 4 [2,p:361]

Los den rekursiva relationen a,.o = 4a,+1 — 4a,, med initialvillkoren a; = 3
och ap = 1 dar n > 07 For att losa den rekursiva relationen a, > = 4a,+1 — 4a,
med initialvillkoren ag = 1 och a; = 3 for n > 0, borjar vi med att undersoka dess

karakteristiska ekvation.

Den karakteristiska ekvationen ges av:
r?—dr+4=0.
Genom att 16sa denna ekvation hittar vi en dubbelrot:
r=2.

Enligt en generell metod for att 16sa rekursiva relationer med dubbelrotter ar
den allménna l6sningen:
a,=0C-2"+D-n-2"

dar C och D ar konstanter som bestams av initialvillkoren. For att bestamma

C och D anvénder vi de givna initialvillkoren ag = 1 och a; = 3.

Vi har:
aw=1=C-22+D-0-2"=C,

a,=3=C-2'4+D-1-2' =20 +2D.

Fran den forsta ekvationen far vi:
C=1.
Genom att satta in detta i den andra ekvationen kan vi losa for D:

3=2-142D
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=2+2D. som ar ekvivalent till

1=2D.
Sa far vi
1
D=—.
2

Déarfor ar den slutliga l6sningen pa den rekursiva relationen:

1
n:2n A .2n7
a +2 n

eller
an:2”<1—|—g> for n > 0.

Complexa rotter och de Moivers formels: Vidare ar det viktigt att notera att
konstanterna C' och D kan vara reella eller komplexa tal beroende pa kontexten.
Nar rotterna till den karakteristiska ekvationen ar komplexa anvander vi De Moivres

sats for att uttrycka losningen pa ett hanterbart sitt.

De Moivres sats, som ar anvindbar for att upphdja ett komplext tal till en

godtycklig potens, ges av:

(r(cos @ +isinf))" = r"(cos(nf) + isin(nh)).

Om vi antar att z = a + ib ar ett komplext tal, kan det uttryckas i polir form
som:

z =r(cosf +isind).
dar r = Va2 + 2.

Hur berdknar vi 6 berér pa virden av b: - Om b =0 och a > 0, dd ar 0 = 7. -
Om b=0o0cha<0,didrf=—7. -0Omb>0,daédr ¢ = arctan . - Om b < 0,
da ar @ = arctan §{ + 7. Lat oss titta pa ett detaljerat exempel for att illustrera
De Moivres sats och betydelsen av dess olika delar. Vi kommer att anvinda ett

komplext tal z =1 4 ¢ och héja det till tredje potensen.

Steg 1. konvertera till polar form: Forst maste vi konvertera det komplexa

talet z =1 + 4 till polér form.
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1. Berdkna absolutbeloppet:
r=lz|=\x?+y?=Vv12+12 = V2
2. Berdkna argumentet Vi noterar att bada Re(z) och Im(z)ar positiva sa har vi:

Y 1 s
arg(z) = arctan - arctan { - 1
Sa det komplexa talet z i polar form ar:

z:ﬂ(cosz+isinz>.

Steg 2: Anvand De Moivres sats:
Nu vill vi upphéja detta komplexa tal till n = 3.
Enligt De Moivres sats:

(r(cos@ +isinf))" = r"(cos(nf) + isin(nd)).

For vart exempel:

™ ™

2% = (V/2(cos il isin Z))S
= (v/2)3(cos(3 - Z) +isin(3 - %))
3 3
= 2v/2(cos T 4 isin —W)
4 4
Steg 3: Berdkna trigonometriska funktioner Berdkna vérdena for cos %’T och
sin ?jf:
3T V2
CoS — = ———;
4 2
31 V2
sin — = —.
4 2
Sa vi far:

2 2
o))



=2(—1)+2(7)
= =2+ 2.

Betydelse av de olika delarna: - r ar langden (modulus) av det komplexa talet,

vilket 4r v/2 i detta exempel. - 6 dr argumentet (vinkeln) for det komplexa talet,

vilket dr 7. - 7 dr den imagindra enheten. - m dr exponenten, vilket dr 3 i detta

exempel. Observera: Vi kan anvidnda arctan for att berdkna argumentet for 1 + ¢
i forsta kvadrant, men vi kan inte anvinda arctan for att bestdmma argumentet
0 = arg (%), eftersom det ar fel .

Exempel 5 [3, p.468]

Los den rekursiva sekvensen a,, definierad som a,.o + a, = 0, dar a; = 0 och

a0:2.

Losning:

Den karaktéristiska ekvationen fér den givna relationen ar i form av r?2 +1 = 0,
vilken har komplexa och distinkta rotter vy = i och r9 = —¢. Darfor ar den allménna

l6sningen av problemet i form av
a, = A(i)" + B(—1i)".

Genom att tillampa de initiala villkoren fér ag = 2 och a; = 0 far vi A+ B = 2 och
At — Bt = 0, vilket resulterar i att A = B = 1. Saledes,

a, = (1)" + (=)™,

A andra sidan,
| = (E) + isin(z) och
1= cos(3 5)
—i = COS(—g) + isin(—g) = cos(g) - isin(g),

Sa enligt De Moivres sats har vi
()" = cos(ng) + isin(ng), och
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(=) = Cos(ng) - isin(ng).

Sa vi har :

a, = 2cos <n7r> )
2

Exempel 6 [3, p.465]

Los den rekursiva relationen a,, = 2(a,_1 — a,_2) med initialvillkoren a; = 2 och

ag =1, forn > 1.

LoOsning:

For att 10sa den rekursiva relationen, borja med att formulera den karakteristiska

ekvationen:
r?—2r +2=0.

Denna ekvation 1oses med kvadratiska formeln:

2+V4-8 2+£2
r = g
2 2

=149
Rotterna ar:

rm=1+1 och

To = 1—1q.
Den generella l6sningen till den rekursiva sekvensen ar:
a, = A1 44"+ B(1—14)".

Omformulera 1 + ¢ och 1 — ¢ med hjalp av Euler-formen:

14i= \/§<COS (D e C‘Z))

= \/§ (cos (Z) — ¢ sin <Z>> .
Substituera tillbaka:

(14i)" = (V2)" (cos (T) + isin (T))
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- e () i)

Substituera i den generella 16sningen:

a, = A(V2)" (cos (mr) + isin (mr)) + B(V2)" (cos (mr) — isin (mr)) .
4 4 4 4
Anvand initialvillkoren ag = 1 och a; = 2 for att bestamma A och B.

For n = 0:
1=A+ B.

Forn=1:
2=A(1+14)+ B(1—1).

Los ekvationssystemet:
1=A+ B,

2=A1+1)+ B(1—1).

Separera reella och imaginédra delar ¢ den andra ekvation.
2=A(1+i)+B(1—-i)=(A+B)+i(A-B)=1+i(A-DB)

S&

(A—B)i=1.

Nu kan vi skriva:

o=/ (a5 B) e () + (4= B)isn (')

= (V2)" (cos (T) + isin (TZT)) :

Den slutliga 16sningen for den givna rekursiva relationen ar:
an = (V2)" <cos <n47r> + sin (T)) :

5 Linjar icke-homogena rekursiva relationer

[2, p.345] och [3, p.473]
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Tornen i Hanoi, ar ett klassiskt matematiskt och logiskt pussel eller problem som
ofta anvinds inom datavetenskap och matematikundervisning. Spelet bestar av tre
stift eller torn och en uppséttning skivor med varierande storlekar. I borjan ar alla
skivorna staplade pa ett torn i ordning med den storsta skivan langst ner och den
minsta skivan hogst upp. Malet med spelet ar att flytta alla skivor fran det forsta
tornet till det tredje tornet med hjalp av det andra tornet som en mellanliggande

plats, enligt foljande tillatna regler:
1. Endast en skiva kan flyttas i taget.

2. En skiva kan endast flyttas till ett annat torn om den ar den Oversta skivan

pa en stapel.

3. En skiva kan placeras pa en annan skiva endast om den ér mindre dn den skiva

den placeras pa.

Spelet ar intressant eftersom det kraver strategiskt ténkande och planering for att
flytta skivorna pa det mest effektiva sdttet. Det mest kdnda ar med tre torn och
en uppsattning av skivor. Det ar en klassisk illustration av rekursion och algoritm

design.

Figur: 1: Tornen Hanoi [3, p.458]

Betrakta n cirkuldra skivor (med olika diametrar) med hal i sina centra. Dessa
skivor kan staplas pa nagon av pinnarna som visas i figuren ovan. I figuren 4r n = 5
och skivorna ér staplade pa pinne 1 utan att nagon skiva vilar pa en mindre skiva.

Malet ar att flytta skivorna en i taget sa att vi till slut har den ursprungliga stapeln
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pa pinne 3. Varje av pinorna 1, 2 och 3 kan anvindas som en tillfillig plats for en
eller flera skivor, men vi far aldrig ha en storre skiva 6ver en mindre skiva pa nagon
pinne.Vad ar det minsta antalet drag som kravs for att utfora detta for n skivor?
Det minsta antalet drag som krévs for att flytta n skivor fran pinne 1 till pinne 3
enligt reglerna for Tornen i Hanoi-pusslet kan beskrivas rekursivt. Lat oss beteckna
detta antal drag med a,,.

For att losa detta, anvands foljande rekursiva formel:

- Om n = 0: Inga drag behovs eftersom det inte finns nagra skivor att flytta. Sa
ag = 0.

- For n > 1 har vi tva fall:

1. Flytta de forsta n — 1 skivorna fran pinne 1 till pinne 2.
2. Flytta den n-te (storsta) skivan fran pinne 1 till pinne 3.
3. Flytta sedan de n — 1 skivorna fran pinne 2 till pinne 3.

Darmed far vi den rekursiva relationen:
anp = QCLn,l +1

Med randvillkoren ag = 0 och a; = 1 kan vi berdkna den forsta termen:
—ag=2-a1+1=2-141=3-a3=2-a9+1=2-34+1=7-a,=2-a3+1=
2-7+1=15
Vi ska visa att det minsta antalet drag for att flytta n skivor fran pinne 1 till

pinne 3 ar a, = 2" — 1. genom att anvanda induktion.

Basfall (n = 1):

Vi borjar med det enklaste fallet dér vi har 1 skiva att flytta fran pinne 1 till pinne
3. - En skiva flyttas direkt till pinne 3. - Antal drag: a; = 1.

Kontrollera basfallet: 2! —1 =2 — 1 = 1, vilket stimmer éverens med a; = 1.

Induktionssteg:

Antag att ekvationen géller for n = k, det vill siga a; = 28 — 1.
Vi ska visa att det dven giller for n = k + 1, det vill siga a1 = 257! — 1.Enligt
reglerna for Tornen i Hanoi: 1. Flytta de forsta k skivorna fran pinne 1 till pinne 2

(anvdnda pinne 3 som mellanstation). 2. Flytta den k + 1-te skivan (storsta skivan)
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fran pinne 1 direkt till pinne 3. 3. Slutligen flytta de k skivorna fran pinne 2 till
pinne 3 (anvanda pinne 1 som mellanstation).

Antalet drag for n = k + 1:
g1 = 2-ap + 1
Enligt var antagande induktionshypotes:
ar =2F -1
Satt in detta i ekvationen:

apy1 =2-(2F-1)+1
=281 9241

— 2k+1 —1.

Det visar att om ekvationen géller for n = k, sa géller den aven for n = k + 1.

Déarmed ér ekvationen a,, = 2" — 1 bevisad for alla n > 1 genom induktion.

6 Losningen av rekursiva relationer med hjalp av

upprepade insittningar

Losningen av rekursiva relationer med hjalp av upprepade insattningar innebar att
tidigare berdknade viarden anvands for att hiarleda nya varden. Detta utfors genom
iterativ tillampning av den rekursiva formeln for att berdkna vardena i en sekvens
eller serie.

For att forklara denna process kan vi anvinda ett exempel med en enkel rekursiv
relation: a,, = a,_1 + 2 med initialvillkoret ay = 1. Vi striavar efter att harleda a,
as, as, och sa vidare.

A. Borja med det initiala virdet: Vi borjar med det givna initialvirdet ag = 1.

B. Anvind den rekursiva formeln for att berdkna nésta varde: Genom att tillampa
den rekursiva formeln a,, = a,,—1 + 2 kan vi berdkna det nésta vardet i sekvensen.

Eftersom vi vet virdet av ag kan vi berdkna a;:

a1:a0+2:1—|—2:3.
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C. Upprepa processen for att hitta foljande virden: Med a, tillgdngligt kan vi
berdkna as:
ag=a;+2=3+2=95

Vi kan fortsétta denna process for att héarleda as, a4, och sa vidare.

Genom att iterativt applicera denna process kan vi steg for steg bestamma vér-
dena for sekvensen eller funktionen enligt den rekursiva relationen. Det ar en iterativ
metod som drar nytta av tidigare berdknade varden for att harleda nya varden, vilket

mojliggor 16sning av problem som involverar rekursiva relationer.
Sats 3 3, p.470]

Betrakta en komplex funktion F' : N — C. Antar den féljande icke homogen
linjar rekursiva relation,
a, = Ca,_1 + F(n)

med initialvillkoret

Cl():l.

Den slutliga 16sningen av denna rekursionsrelation ar given av

an = Cmag+ 3. C"FF (k).

k=1

Bevis (3, p.470]

For att bevisa att 16sningen av den rekursiva relationen a,, = Ca,,_1 + F(n) med

initialvillkoret ap = 1 ar

an =C"ag+ > C" "F(k),

k=1
anvander vi induktionsprincipen. Vi bevisar detta genom att successivt ersiatta
tidigare virden for a,,_; och F(n) i den ursprungliga ekvationen tills basfallet nas.

Basfall

Vi borjar med n = 1:
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a1:C'a0+F(1).

Med initialvillkoret ag = 1 far vi:

a=C-1+F(1)=C+F(1).

Induktionssteg

Anta att formeln géller for n = k, det vill siga:

k
ar = Crag+ > C*IF(j).

i=1

Vi visar nu att formeln ocksa géller for n = k + 1:

Apt1 = C’ak+F(k—{—1)

Ersétt ap med dess induktionsantagande:

k
apy1 =C (C’kao + ZC’“‘J'F(j)) + F(k+1).

J=1

Distribuera C:

k
app1 = C*ag + > CMIF(j) + F(k + 1).

j=1
Observera att summan kan skrivas om genom att utvidga summan med F(k+1):
k+1

Qps1 = Ok+1a0 + Z Ck—H_jF(j).

j=1
Slutsats

Genom matematisk induktion har vi visat att for alla n galler att:

an = Chag+ Y C"FF (k).
k=1

Dérmed ar det bevisat att 16sningen av den rekursiva relationen a,, = Ca,_1 +

F(n) med initialvillkoret ag = 1 &r:

an =C"ag+ Y C""F(k).

k=1
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Exempel 7 [3, section 10.3]

Vi vill 16sa den rekursiva relationen a,, = a,,_1 + 2 med basfallet ay = 1, och med
hénsyn till F'(2) = 2 och ¢ = 1, anvander vi det angivna resultatet fran sats 3. For
att 16sa den rekursiva relationen a, = a,_1 + 2 med initialvardet ay = 1, och med

hénsyn till att F'(2) = 2 och ¢ = 1, tillampar vi det angivna resultatet fran sats 3 .
Enligt sats3, med ¢ = 1 och ay = 1, samt med funktionen F(k) = 2 for alla k,

far vi:
ap=cn-ag+ > " Fk)=1+>2=1+2n.
k=1 k=1 k=1
Exempel 8 [2, p.346]

Antag att k, dr en figur som erhélls fran ritningen av en n-sidig polygon med

alla dess diagonaler. Antalet kanter i figuren ges av den rekursiva relationen:

ap =ap_ 1+ (n—1) forn>1,

CL():O.

K1 K2 K3 K4 Kb

Figur: 2: kanter

Med hénsyn till F'(n) = n —1 och ¢ = 1, enligt den tidigare ndmnda satsen, kan
vi uttrycka summan av antalet kanter som:
" n(n —1)

an=> (k—=1)=04+1+2+3+...+(n—1)= 5
k=1
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7 Losning av en icke-homogen linjar rekursiv re-

lation av andra Ordningen [3, section 10.3]

I fortsattningen kommer vi att utforska metoder for att 16sa olikformiga linjara
rekursiva relationer av andra ordning med konstanta koefficienter. Den generella

formen for sddana relationer ges av:

Apik + ClOpsg—1 + C2Gpig—o + ... + cra, = F(n).

Dér ¢; € R, n >0, och F(n) ar en icke-noll funktion. Dérfér antar den allmanna

formen for en Icke-homogen linjar rekursiv relation av andra ordning féljande form:

Unt2 + C1an41 + C2a, = F(n).

Med kravet att ¢; och ¢y inte ar noll. Om ¢y eller ¢, skulle vara noll, skulle det
fordndra den linjéra rekursiva relationens karaktar och potentiellt leda till en trivial
eller odefinierad 16sning i vissa fall.

Aven om det inte finns en universell metod for att 16sa alla sidana olikformiga
relationer, kan en framgéngsrik metod identifieras nar F'(n) ar specificerad pa ett
véldefinierat sétt. Denna metod édr kéind som metoden for okdnda koefficienter och
bygger pa att behandla den motsvarande homogena relationen, vilken uppstar néar
F(n) sétts till noll.

Vi antar att det generella losningen pd den homogena relationen ar a(®, och
en specifik 16sning a® till den icke-homogen relationen identifieras. Alltsa ges den

allménna losningen for den givna relationen av:

an = al” + .

For att hirleda a(® anvinder vi metoden med karakteristiska ekvationer, medan
for att finna a?) anvinder vi gissningsmetoden med efterfoljande ersittning i den
ursprungliga relationen for berdkning.

Observation

Generellt sett, for en inhomogen rekursiv sekvens F(n) = kr", dir k ar en

konstant:

a) Om 7" inte &r en lésning till en homogen relation, da &r alP) = Ar™ dir A &r

en konstant.
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b) Om a,(lh) = 17" + cor? och vy # 7, d& dr a?) = B,r™ dir B ir en konstant.

(h)

(W) = (c;+con)r™ f6r en konstant ¢, dd ar a?) = ¢2r™. Det bor noteras att

¢) Oma
for att 1osa odndliga forsta ordningens rekursiva relationer kan vi dven agera

enligt foljande.

Exempel 9 [3, section 10.3]]

Los den rekursiva relation a,, — 3a,,_1 = 5(7") dir ag = 2 och n > 1 For att 16sa
den rekursiva relationen a, — 3a,_; = 5(7") med ag = 2 och n > 1, inleder vi genom
att identifiera den homogena relationen a,, — 3a,_; = 0, dér kvoten specificeras som
r = 3. Det resulterar i a{™ = ¢(3"). For den icke-homogena delen F(n) = 5(7") soker
vi en sérskild 16sning a{P) uttryckt som A(7"). Eftersom a® &r en 16sning for den
olikformiga relationen, uppfyller den villkoren i den givna relationen, vilket ger oss
A(T") —3A(7" 1) = 5(7"). Genom att dividera bada sidor av ekvationen med 7",
erhéller vi TA—3A4 =57, vilket ger A = 33, Dérav far vi aP) = 22 .77 = (3) N

fér n > 0. Den allménna l3sningen till ekvationen blir dérmed a,, = ¢(3") 4+ 2 - 71,

Med héansyn till det initiala villkoret ag = 2 bestdmmer vi vardet av ¢ = —%, vilket
ger 0ss:
Q. = ?(7n+1) o 1(3n+3) n>0
"4 4 ’ -
Exempel 10 [3, section 10.3]

Losa den rekursiva relationen a,, = 5a,_1 — 6a,_s + 5" Losning: For att 16sa den

rekursiva relationen a,, = 5a,_1 — 6a,_o + 5" foljer vi dessa steg:

1- Forst loser vi den homogena ekvationen:
Gy — Da,_1 + 6a, o =0.
Det ger rotterna r; = 2 och 1o = 3, sa den homogena 16sningen ér:
al™ = ¢; - 2" + ¢y - 3"

n

2- For den icke-homogena ekvationen alP) = 5", gissar vi en 16sning av formen
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A - 5™ Efter att ha ersatt och 16st ekvationen, far vi:
A-5" =5"
Det ger A =1, sa den partikuldra 16sningen é&r:

agp ) = 5",
3- Den allmdnna losningen ar summan av den homogena och den partikuléra
l6sningen:
an = a4 aP) = ¢ - 2" 4 ¢y - 3" 4 5.

Genom att ersitta far vi A(5") = 5A(5"1) — 6A(5"2) + 5. Genom att dela
med 5772, far vi 64 = 25 och darmed A = %5. Sa blir 16sningen pa problemet pa
formen a,, = ¢1(2") + 2(3") + 2(5").

Exempel 11 [3, section 10.3]

Losa den rekursiva relationen a,, — 3a,_1 = 5(3") déar ag = 2 och n > 1. Losning
Som i det tidigare exemplet dr den homogena lésningen a(®) = ¢(3") och F,, = 5(3).
Men hér ar F(n) och a(® inte linjirt oberoende. Dérfér betraktar vi losningen
al) = B(3"). Eftersom F(n) = 5(3"), far vi genom att ersitta i problemets ekvation
B,(3") = 3B,—1)(3""1) = 5(3"), vilket forenklas till B, — B(,—1) = 5 och ddrmed
B = 5. Darfor ar a, = al” + a? = (c 4 5n)3", for n > 0. Med hinsyn till det
initiala villkoret ag = 2, &r den allménna lésningen a, = (2 + 5n)(3"). Observera
att om vi, likt det tidigare exemplet, sitter alP’ = B(3"), kommer vi genom att
ersitta i ekvationen fa B(3") — 3B(3"1) = 5(3"), vilket innebar att 3" = 0, vilket

ar omojligt for n > 0.
Exempel 12 [3, section 10.3]

Los den givna rekursiva relationen a,, o —4a,+1+3a, = —200 med initialvillkoren
ag = 3000 och a; = 3300 for n > 0. Den homogena ekvationen a,;2—4a,.1+3a, =0
har en karaktéristisk ekvation r? — 4r +3 = 0. Roétterna till denna ekvation Ar
r1 = 1 och ry = 3, vilket ger den homogena lésningen a® = C; - (3") + Oy - (17) =
Ci-(3") + Cs.

Dock ér a® och F(n) = —200 inte linjirt oberoende. Det innebér att med
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C1 =0 och Cy = —200 ar F'(n) en 16sning till den homogena ekvationen.

Dérfor dr den specifika 16sningen pa problemet a?) = B -n. Genom att ersitta
detta i ekvationen far vi B(n + 2) — 4B(n + 1) + 3Bn = —200, vilket leder till
—2B = —200 s& B = 100. Som ett resultat blir a, = C; - (3") + Cy + 100n.

Med hénsyn till de initiala villkoren aq = 3000 och a; = 3300 kan vi berakna
vardena for C; och Cs, vilket ger oss a,, = 100 - (3") + 2900 + 100n for n > 0.
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