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Introduktion 1 kategoriteori

Marcus Hultvall Hultin

Forord

Jag vill tacka min handledare, professor Sofia Tirabassi, fér stottningen och vigledningen under arbetet med
denna uppsats. Jag uppskattar verkligen de lirorika, intressanta och utmanande samtal vi har haft. Aven

Al-verktyget ChatGPT har varit behjélpligt som ett bollplank under skrivprocessen.



Abstract

In this thesis we introduce the main concepts of category theory. We introduce definitions and study
examples of interpretations of algebraic structures in category theory. We begin by introducing the
notions of categories, functors and natural transformations. We have a look at equivalence of categories,
where we observe that the category of vector spaces over a field F and linear transformations is equivalent
to the category of matrices over the same field. Then we continue by studying more complex examples of
categories, including products of categories and functor categories. We conclude by introducing universal

arrows, which we connect to the group isomorphism theorems, and proving the Yoneda Lemma.



Sammanfattning

I den hér uppsatsen introducerar vi de centrala delarna av kategoriteori. Vi introducerar definitioner
och studerar exempel pa hur tolkningar av olika algebraiska strukturer i kategoriteori. Vi borjar med
att introducera kategorier, funktorer och naturliga transformationer. Sedan understker vi ekvivalens
mellan kategorier, och observerar till exempel att kategorin av vektorrum &ver en kropp F och linjdra
transformationer och kategorin av matriser 6ver samma kropp &r ekvivalenta. Vi fortsadtter sedan med
att studera mer komplicerade exempel pa kategorier, som produkter av kategorier och funktorkategorier.
Avslutningsvis introducerar vi universella pilar, och kopplar dessa till isomorfisatserna av grupper, och

bevisar sedan Yonedas lemma.
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1 Inledning

Med hjélp av kategoriteori kan vi studera algebraiska objekt och strukturer fran en annan synvinkel och
se hur olika typer av strukturer eller kollektioner av strukturer ofta kan ses som ett specialfall av just en
kategori. Vi kommer att se exempel péa hur element kan betraktas som morfier mellan objekt, och begreppet
universalitet hjdlper oss att se sambandet mellan konstruktioner som ofta dyker upp i matematiken, som delar
en gemensam universell egenskap. Kategoriteori dr ett viktigt sétt att generalisera och etablera generella
sanningar om manga olika typer av matematiska strukturer, vilket sedan kan férenkla bevisandet av mer

specifika resultat inom olika matematiska omraden.

Begreppen vi ska studera introducerades ar 1945 av Eilenberg och Mac Lane for att formalisera pastaendet
att en isomorfi ar naturlig. For att gora det behdvde de titta pa alla algebraiska strukturer av ett visst slag
samtidigt, och alla morfier emellan dem. Detta leder till begreppet kategori, som bestar av en uppsattning
objekt och en uppséttning morfier mellan objekt. Dessa ses som likvérdiga, vilket skiljer sig fran synséttet

som tidigare forekommit, dér objekten har varit priméra och morfierna sekundéra.

I den hér uppsatsen presenteras grundldggande begrepp och satser inom kategoriteori. Vi behandlar flera
exempel pa hur algebraiska strukturer som grupper, ringar och vektorrum kan tolkas kategoriteoretiskt och
bevisar pastdenden om dessa. Vi foljer ndra uppléagget i Mac Lanes Categories for the Working Mathematician,

och manga av exemplen &r 16sningar pa 6vningar héarifran.

Vi boérjar med att presentera de grundliggande definitionerna av kategorier, funktorer och naturliga trans-
formationer, dér vi primért kommer att fokusera pa kovarianta funktorer. Sedan utvecklar vi teorin genom
att undersdka mer komplicerade konstruktioner av kategorier, som funktorkategorier och produkter av

kategorier. Vi avslutar med att definiera universalitet samt presenterar och bevisar Yonedas lemma.

2 Centrala begrepp inom kategoriteori

2.1 Kategorier, funktorer och naturliga transformationer

I det hér inledande kapitlet introducerar vi de viktigaste definitionerna och exemplifierar dessa med kon-
struktioner fran bland annat abstrakt och linjar algebra. Lat oss forst definiera vad en kategori &r och vad

det finns for exempel pa sadana.

Definition 1. En kategori C bestar av
1. En klass ob(C) vars element A, B,C, ... kallas objekt.
2. En klass ar(C) vars element f, g, h, ... kallas pilar eller morfier.

3. Tva avbildningar dom och kod som for varje pil f i ar(C) tilldelar ett objekt domf € ob(C), som kallas



domdnen av f, och ett objekt kodf € ob(C), som kallas kodomdnen av f. Om A = domf och B = kodf
skriver vi f: A — B eller A R B.

4. En partiell binér operation o som for varje par av pilar (f,g) med kodg = domf tilldelar en pil fog:

domg — kod f. Denna operation, som vi kallar sammansdttning, ar associativ: For pilar A — B L c N

D géller att fo(goh)=(fog)oh.

Vidare finns en funktion ide : ob(C) — ar(C) som for varje objekt A i C tilldelar en pil 14 : A — A, med

egenskapen att for alla pilar f: A — B och g: C — A giéller att foly=foch1l40g=g.

For enkelhets skull utelamnar vi ofta symbolen for sammanséttning och skriver fog = fg. For tva objekt A

och B i en kategori C, skriver vi Hom¢ (A, B) for méangden av pilar A — B.

Nagra enkla exempel pa kategorier inkluderar:

e Den tomma kategorin 0, som inte innehaller nagra objekt eller pilar.

e Kategorin med ett objekt 1, som har ett element och en identitetspil.

e Kategorin med tva objekt 2, med objekt A och B, en pil A - B, samt identitetspilar.

Vi séiger att en kategori ar diskret om alla dess pilar dr identitetspilar. En méngd A kan identifieras som en

diskret kategori, dir bade objekten och identitetspilarna &r precis elementen i A.

Vi séger att en kategori a4r en monoid, om den endast har ett objekt. En sadan kategori bestdms entydigt
av mangden av pilar, identitetspilen och regeln fér sammanséttning, s det &r med andra ord en semigrupp

med identitetselement.

En grupp (G,-) kan vi se som en monoidkategori G med ob(G) = {*} och ar(G) = G med - som samman-
sattningsfunktion. Vi far en identitetspil 1, som motsvaras av identitetselementet i G. For varje pil ¢ i
G finns nu en pil h sadan att gh = 1. = hg, eftersom de &r gruppelement. Vi séger att pilarna g och h
ar inverterbara. Generellt siger vi att en pil f: A — B &r inverterbar om den har bade hégerinvers och
vansterinvers, alltsa pilar g,h : B — A, sadana att fg = 1g och hf = 14. En kategori dar alla pilar ar

inverterbara kallas fér gruppoid och i den bestdmmer varje objekt en grupp.

En férordning &r en kategori P, dar for varje par av objekt P, det som mest finns en pil P =, Q. Vi

skriver P < ) for existensen av denna pil. Detta motsvaras av en reflexiv och transitiv relation. Méngden

av heltal Z tillsammans med den vanliga ordningsrelationen < ger upphov till en férordnad kategori, vars

objekt dr méngden av heltal, och dér for varje par av heltal M, N, det finns en unik pil M — N om och

endast om M < N. Givet tre heltal M, N, R och pilar M =L N och N =3 R har vi en sammansatt pil
<0<

M = R, eftersom < ar transitiv. For varje heltal M har vi en identitetspil M —=, M eftersom relationen

ar symmetrisk. Alltsa dr axiomen for en kategori uppfyllda.
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Om K &r en kommutativ ring, kan vi konstruera kategorin Matryx med objektméngd alla positiva heltal,
och dér varje M x N-matris A med element i K betraktas som en pil N — M. For varje heltal N ges

identitetspilen 1y av identitetsmatrisen Iy. Sammanséttning ges av den vanliga matrisprodukten.

Snart kommer vi att introducera nagra exempel pa stora kategorier. Det &r kategorier vars objekt eller pilar
ar klasser snarare &n mangder. For det behdver vi négra begrepp. Vi antar forst och framst att det finns

ett universum, vilket dr en méngd U med foljande egenskaper:

(i) 2 € U € U implicerar x € U,
(ii) U,V € U implicerar {U,V} €U, (U,V)eU och U xV €T,

)

)
(iii) X € U implicerar &(X) e U och uX e U.
(iv) Méngden av alla éndliga ordinaltal w finns i U.
)

(v) Om f: A — B ér en surjektiv funktion med A €U och B cU, sa ar B e U.

Vi séger nu att en mangd A ar liten om A € U. En méngd eller klass som inte finns i universumet kallas
for stor. En kategori vars objekt och pilar utgor klasser kallas for en stor kategori. Genom att halla oss till

kategorier vars objekt dr sm& mangder, undviker vi problem som Russells paradox.

Lat nu Set vara kategorin vars objekt bestar av alla sma méangder, och pilar alla funktioner mellan dem.

Identitetspilar ges av identitetsfunktionerna och sammanséattning av pilar &r sammanséttning av funktioner.

En rotad mingd &r en mangd A tillsammans med en funktion p4 : {*} = A. Vi kan bilda kategorin Set.
vars objekt bestar av alla smé rotade méngder. Dess pilar ar alla rotbevarande funktioner, det vill siga

funktioner f: A - B med fopy =pp.

Vi kan pa liknande sétt bilda kategorin Grp med objekt alla sma grupper och pilar alla grupphomomorfier
mellan dem. Kategorin Ab har objekt alla smé abelska grupper, och pilar alla homomorfier dem emellan. Vi
har kategorin Rng av alla sméa ringar och ringhomomorfier, och kategorin CRng av alla sma kommutativa

ringar.

Vi ska nu introducera en slags morfi mellan kategorier:

Definition 2. Lit C och D vara tva kategorier. En (kovariant) funktor F fran C till D, skrivet F:C — D,

bestar av tva funktioner:
1. Objektfunktionen Fop, : 0b(C) - ob(D), som for varje objekt A i C tilldelar ett objekt Fop(A) i D.

2. Pilfunktionen, F,, : ar(C) — ar(D), som for varje pil f: A — B i C tilldelar en pil F,,(f) : Fop(4A) —
Foo(B) i D.

Om fog &r definierat i C, s& &r F,,(fog) = Far(f)oFar(g). Vidare kommuterar F med identitetspilsfunktionen,

alltsa ska foljande diagram vara kommutativt:
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ob(C) —> 5 ob(D)

ar(C) - e ar(D)

For enkelhetens skull skriver vi ofta F(A) eller FA istdllet for Fo,(A), och F(f) eller Ff istallet for Fu.(f).

Det sista kravet angéende identitetspilarna kan da uttryckas som att F14 = 1g4 for alla objekt A i C.

En kontravariant funktor F har istdllet en pilfunktion F,, som for varje pil f : A -» B tilldelar en pil
Ff: B — A i motsatt riktning. For den ska det istéllet gélla att for pilar f: B - C och g: A - B, sa ska

F(fog)=FgoFf. Idenna text kommer vi dock med funktor primért avse en kovariant sadan.

Givet en kategori C har vi en funktor 1¢ : C — C som avbildar varje objekt och pil till sig sjélv. Vi kallar

denna for identitetsfunktorn.

Exempel 2.1. Ett annat exempel &dr potensméngdfunktorn & : Set - Set som for varje méangd A tilldelar

potensméangden P A = {M : M c A} och for varje funktion f: A — B tilldelar funktionen
2f. PA— B
M — f(M)
dar f(M) &r bilden av M under f. For en identitetspil 14 och en delmédngd M c A har vi P14(M) =
1a(M)=M,sd £1y=124. Om vi har tva funktioner g: A—> B och f:B—-Coch McA

P(fog)(M)=fog(M)=[f(g(M))=2f(g(M))=2[(Pg(M))=PfoPg(M),

s & uppfyller axiomen for en funktor.

Vi séger att en funktor &r glémsk om den ignorerar strukturen hos ett algebraiskt objekt. Ett exempel &r
den glomska funktorn U : Grp — Set, som avbildar varje grupp pa sin underliggande méngd, men glommer

bort den multiplikativa strukturen hos gruppen.

Givet tva funktorer S: B — A och T : B — C definierar vi den sammansatta funktorn So T genom

SoT: AXI®s(TA)

SoT.r :
f—5(Tf)
Exempel 2.2. Om K &r en kommutativ ring, betrakta méngden av inverterbara n xn-matriser med element
i K, vilken vi bendmner GL,,(K). Denna méngd, tillsammans med matrismultiplikation, utgér en grupp, si

vi far en funktor GL,, : CRng — Grp genom
GL,, : K 8" GL, (K)
GL.f: GL,(K)— GL,(K")
[f K - K,] G»i;“
(-rij)nxn — (f(x)zj)nxn
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Funktionen GL,, f ar en grupphomomorfi tack vare att f &r en ringhomomorfi och hur matrismultiplikation

ar definierad. Vidare kan vi se att identiteter avbildas till identiteter.

Exempel 2.3. (I} kapitel 1.4, 6vning 1) Lat S vara en fix mingd, och X vara méngden av alla funktioner
f:S — X, for en godtycklig méngd X. Definiera
X &8 xS
e |Ff: X5 —Y*®
f:X->Y —5
h —> f oh

Vi kan se att F kommuterar med identitetspilsfunktionen i f6ljande diagram

X F y XS
]/idset ]/idSet
Ix: X —X . lys: X9— X%
—_—
T —> X h—>1xoh=h

Vidare, om f:Y — Z och g: X — Y ér méngdfunktioner, alltsa pilar i Set, och h € X s ser vi att

F(fog)(h)=(feg)oh=fo(goh)=Ff(goh)=Ff(Fg(h))=FfoFg(h).

Vi har alltsd konstruerat en funktor F: Set — Set.

Vi har nu introducerat funktorer, som &r morfier mellan kategorier. Vi kan nu utoka till att prata om morfier

mellan funktorer. Vi kallar dessa naturliga transformationer:

Definition 3. Lat C och D vara kategorier och 1at S, T : C — D vara funktorer. En naturlig transformation

7:S — T ar en funktion
7: obC — arD
Cr+— (1¢:5C —TC)

dar 7o ar en pil i D sédan att foljande diagram ar kommutativt for varje pil f: C — C" i C:

C sCc — s TC
c’ scr — s TC

Vi séger att 7¢ ar naturlig i C. Om 7 &r en naturlig transformation kallar vi pilarna 74,75,7¢... 1 D for

dess komponenter. Om alla komponenter ar inverterbara siger vi att 7 ar en naturlig isomorfi.
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Vi borjar med ett enkelt exempel. Betrakta aterigen funktorn & : Set — Set, och fér varje A definiera

funktionen

Ta: A— P(A)
a—{a)
Daér tpo f=Pfory for alla pilar f: A — B i Set, vilket tydliggors av féljande diagram:
a—2 5 {a}
lf l@f
fla) —=—— {f(a)}
Funktionen 7: A — 74 &r alltsi en naturlig transformation 7 : 1get — Z2.

Innan vi gar in pa nésta exempel, 1at oss tydliggora vad vi menar med att applicera ett par av funktioner
pa ett par. Om f: A - B och g: C - D &r godtyckliga funktioner, och (a,b) € A x B sa definierar vi

funktionsparet som foljer:
(f.9): AxB—CxD

(a,b) — (f(a),9(b))

Vidare, om vi har funktioner
(f2,92)
—

AXB(fl—’g:)CXD ExD

sé definierar vi

(f2,92) o (f1,91) = (f2° f1,92091).

Exempel 2.4. (Il kapitel 1.4, 6vning 1) Lat X% och funktorn F vara som i exempel Foljande

avbildningar ger da en funktor S : Set — Set:
S: X% X5x§
f = (Ffi1s)
Fran exempel [2.3] hirleder vi att

Slx = (Flx,1s) = (1xs,15) = 1xysxs = Isx.

Pa samma séitt, om f o g dr definierat for pilar f och g i Set, sa ar

S(feg)=(F(fog),1s)=(FfoFg ls0ls) =(Ff,1s) o (Fg,15) =Sf o Sg.
Vilket bekréftar att S dr en funktor. Definiera nu for varje mangd X funktionen

nx: X°xS—X

(h,5) — h(s)

Om X och Y &r tva méngder och f: X — Y en funktion sa kommuterar féljande diagram

14



(hys) = > h(s)
]/Sf ]f
(foh.s) ———— foh(s) = f(h(s)
Sa vi har en naturlig transformation
n:S—> lget

X»—>17X

Vi kan nu observera nagra olika resultat som foljer av definitionerna vi har introducerat.

Exempel 2.5. (I, kapitel 1.4, évning 3) Om B och C dr gruppkategorier, alltsi kategorier med ett enda
objekt dér alla pilar &r inverterbara, och S och T &r funktorer (vilket motsvarar grupphomomorfier), si
existerar en naturlig transformation S — T om och endast om S och T &r konjugata, det vill siga, det finns

nagot h i C sidant att Tg = h(Sg)h™! for alla g i B.

Antag att S och T &r konjugata. D4 finns ett element h i C sddant att Tgh = hSg for alla g i B. Det

motsvaras av foljande kommutativa diagram:

h

*B ko ———————— *¢
h

*B *g ———————— *¢

Har kan vi se att h &r komponenten till en naturlig transformation S — T. Antag nu & andra sidan att
det finns en naturlig transformation 7 : S — T. D& har den en enda komponent 7, med egenskapen att

-1
* )

7.Sg = Tgr, for alla g i C. Eftersom alla element &r inverterbara har vi att Tg = 7.(Sg)7; ", alltsd &r S och

T konjugata.

Exempel 2.6. (I, kapitel 1.4, évning 4) Lat C vara en godtycklig kategori och P en forordning, och lat
S, T :C — P vara funktorer. D4 finns en naturlig transformation S — T om och endast om SA < TA for

alla objekt A i C.

Antag att det finns en naturlig transformation 7 : S — T. D& motsvarar varje komponent 74 relationen
SA < TA. A andra sidan, antag att SA < TA for alla A i C. Eftersom relationen ir transitiv, #r foljande

diagram kommutativt for alla A och BiC

A SA—= 3 TA
J< lﬁ ]/S
B SB——= s TB

vilket ger en naturlig transformation S — T.
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2.2 Ekvivalenta kategorier

Vi séger att tva kategorier C och D &r isomorfa om det finns en funktor F : C — D som &r bijektiv i
béade objekt och pilar. Detta &r en ganska stark egenskap eftersom den i princip séger att tva kategorier ar

identiska i sin struktur. Foéljande nagot svagare egenskap visar sig dock vara mycket anvindbar:

Definition 4. Vi séger att tva kategorier C och D &r ekvivalenta om det finns ett funktorer S: C — D och
T :D — C tillsammans med tva naturliga isomorfier 7:1¢ —> So T och 0 :1p — T oS. Vi séiger da att

funktorerna S och T utgor en ekvivalens mellan kategorierna C och D.

Exempel 2.7. (Il kapitel 1.4, 6vning 6) For F en kropp, 14t Vecy vara kategorin med objekt, alla dndligt-
dimensionella vektorrum, och pilar, alla linjdra transformationer mellan dem. Vi ska se att denna kategori,

givet en kropp F, ar ekvivalent med kategorin Matry som vi introducerat tidigare.

Forst, for varje vektorrum V' i Vecy, vilj en bas Sy. Vi definierar nu f6ljande funktor S : Vecp — Matrp
pa foljande satt:
VS dim v
£V > WS [t]: dimV - dim W

dér [¢] ar matrisrepresentationen av t med avseende péa baserna for Sy respektive Sy. Att S uppfyller
definitionen av en funktor foljer av att matrismultiplikation direkt motsvaras av sammanséattning av linjara
transformationer, och att identitetstransformationer avbildas till identitetsmatrisen. Vi kan pa samma sétt
se att foljande definition ger en funktor T : Matryp — Vecy:

Tob ]FN

N
A:N—>M»E>LA:FN—>IFM
Vi tittar ndrmare pa hur den sammansatta funktorn S o T avbildar objekt och pilar:
SoT: N&BFY 2% dimFN = N
AL L, 2 La]=A
Vi ser da att So T = Ipatr,- Dérav ar det trivialt att hitta en naturlig isomorfi 7:SoT — lpatr: Tag

7N = 1 for varje N.

For ToS har vi
ToS: V28 dim V A8 pdimV

Sar Tar
t —> [t] — L[t]
For varje vektorrum V i Vecy, lat oy : V - F4™V vara koordinatrepresentationen for vektorerna i V

med avseende pa basen [By. Detta ar en inverterbar linjar transformation, vilken gor foéljande diagram

kommutativt:
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V4 IV Fdim 1%

T

%% Tw FdimW
S& vi har hittat en naturlig isomorfi ¢ : 1yec, —> T ©S. Funktorerna S och T tillsammans med naturliga

isomorfierna 7 och ¢ utgor tillsammans en ekvivalens mellan kategorierna Matryp och Vecy.

Exempel 2.8. Betrakta foljande morfi pa objekt och pilar kategorin Ab:

D: G 2% DG = {¢:G > R/Z| ¢ grupphomomorfi}
o |Df: DG' — DG
f G > G' —

gp:G’—)R/Z»—)(pOf:G»R/Z

Morfin D ovan &r ett exempel pa en kontravariant funktor. Om vi applicerar dessa avbildningar tva ganger

s& far vi en kovariant funktor D? : Ab — Ab definierad pa foljande sitt:

D?: G D(DG) = {¢: DG - R/Z | ¢ grupphomomorfi}
o2 |D*f: DG — D*¢
f : G - G, —

0:DG > R/Z+— poDf:DG' - R/Z

Gruppen D%G kallas dubbla karaktirsgruppen av G. Vi bekriftar att D? dr en kovariant funktor: For en
grupp G har vi

D21 : D?G — DG
poDlg: DG —R/Z

¢:DG > R/Z+— =
Vi p(¥olg)=p(¥)

13

sa D*1g = lp2g. Vidare, lat f : G’ - G”, g : G - G', ¢ : DG - R/Z och ¢ : G" - R/Z vara
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grupphomomorfier, d& &r

D*(fog)(¢)(¥) = poD(fog)(v)
=o(D(fog)(¥))
=p(o(fog))
=p((¥of)og)
=p(Df(¥)oyg)
=¢(Dg(Df(¥)))
=poDg(Df(¥))
=D%g(¥)(Df (¥))
= (D?g(¢) o Df)(¥)
= (D*f(D* () (¥)
= (D*f o D*g) () (¥)

sé funktorn bevarar sammanséttning av homomorfier. Definiera nu
7: ob(Ab) — ar(Ab)
e: G— DG
G — 7¢g: DG —R/Z
o [ pr— w(g)]
For tva element g och h i en grupp G och en homomorfi ¢ € DG har vi
7a(gh)(¢) = ¢(gh) = ¢(g) + p(h) = Tcg(p) + Tch(p) = (Tcg + Tch) ()

vilket bekréftar att 7¢ dr en grupphomomorfi for varje G. Vidare ser vi att foljande diagram kommuterar

for varje par av grupper G, G’ och grupphomomorfi f: G - G':

TG

g el
| g
flg) —— 7(f(g)) =7cgoDf

eftersom for ¢ € DG’ #r

769°oDf (¢) =1c9(po f)=pof(g)=v(f(9))=Tc(f(9))(p)

Alltsd kommuterar foljande diagram for alla grupper G, G’ och varje grupphomomorfi f: G - G':

G 1abG — & DG
lf lf JDQf
G’ 1abG" ——— DG
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Sa 7 &r en naturlig transformation 151 — D2G.

Betrakta foljande definition av egenskaper hos funktorer:

Definition 5. Vi siger att en funktor F: C — D ar full, om det for varje par av objekt A, A" i C och pil
g:FA—>FA" iDfinnsenpil f:A—> A" 1C med g=FFf.

Vi sdger att en funktor F:C — D ar trogen, om for varje par av objekt A, A’ i C och par av parallella pilar
fi, fa: A—> A"iC giller att
Ffi=Ffs implicerar f; = fo.

Om F:C — D ér en funktor, for objekt A och B i C, definiera F(4 gy som avbildningen

Fa,p)y: Homc(A, B) — Homp(FA,FB)
J—F |
Det ar tydligt att en ekvivalent definition av att en funktor F &r full (trogen) &r att F(4 py dr surjektiv
(injektiv) for varje par av objekt A, B.
Lat C vara en kategori med en kovariant funktor E : C — C, och 1at 1 : 1 — E vara en naturlig isomorfi.
Da har vi for alla objekt A, B och pil f: A - B iC det kommutativa diagrammet
A—" 5 EA
bk
B—" 4 EB

diir vi kan utliisa att Ef = npfn;', eller ekvivalent f = ng'Efna, vilket visar att E(a,p) dr inverterbar. Alltsa

ar E bade full och trogen.

Foljande sats beskriver ett ekvivalent villkor for en funktor S for att den utgdr en ekvivalens mellan tva

kategorier tillsammans med en annan funktor.

Sats 2.1. Lat C och D vara kategorier och S : C — D en kovariant funktor. D& finns en funktor T: D — C
som tillsammans med S utgor en naturlig ekvivalens mellan C och D om och endast om f6ljande kriterier ar

uppfyllda:
(1) Funktorn S &r trogen och full, och

(2) For varje objekt B i D finns ett objekt A i C sadant att SA och B &r isomorfa i D.

Beuis. (Jacobsen) Lat S:C — D och T : D — C vara funktorer som utgor en ekvivalens mellan C och D

tillsammans med en naturlig isomorfi : 1p —> SoT.
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Lat A och B vara tva objekt i C. Av resonemanget strax ovan har vi att funktorerna So T och T oS bada
ar trogna och fulla. Lat fi, fo : A > B vara parallella pilar i C med Sf; =Sfy. Dadr ToS(f1) =T oS (f2),

och eftersom T oS &r trogen &r f1 = fo, s& S &r trogen. Analogt kan vi hérleda att &ven T &r trogen.

Lat g : SA - SA’ for ndgra objekt A och A" i C. Applicerar vi funktorn T pa denna far vi en pil Tg :
ToS(A) — ToS(A"). Eftersom ToS &r full finns en pil f: A — A" med Tg=T(S(f)), och d& T &r trogen
ar g =S(f). Saledes &r funktorn S full.

For varje objekt B i D har vi en isomorfi np : B — So T (B). Sétter vi A = TB s& har vi en isomorfi mellan

B och FA, for ett objekt A i C.

Lat oss nu & andra sidan anta att kriterium (1) och (2) haller for en funktor S : C — D. For varje objekt B

i kan vi vélja ett objekt A i C med B =SA och en isomorfi ¢ : B — SA. Definiera nu objektfunktionen

Tob: obD —s obC

B— A
dir A dr det objekt vi precis har valt for B, och 1at ng = ¢ : B > So T (B). Lat D vara ett andra objekt i
D, och f" en pil B— D. Eftersom np ar en isomorfi, finns en unik pil

an'n;:SoT(B)—>SoT(D).

Eftersom S #r full, finns en unik pil f: TB — TD i C med Sf = npf'ng'. Definiera nu pa liknande sitt
pilavbildningen

Top: arD — arC
fr—f

D& ar Tf’ den enda pilen sddant att foljande diagram kommuterar:

B SoT(B)

lf’ lSoT(f') (1)

D —L 3 SoT(D)
Betrakta nu ytterligare ett objekt E och pil ¢’ : D - E i C. Vi har ett nytt diagram
B—" 3 SoT(B)
f SoT (f")

~ ~

D—" SoT(D)

’

g SoT (g')

~ w

E—" 4 SoT(E)

20



som kommuterar eftersom béda rektanglarna gor det. Eftersom S &r en funktor, far vi &ven féljande

kommutativa diagram:

B—" _SoT(B) B—" 5 SoT(B)
\f’ lS(Tg'on') och Jf’ Jw(g'of’))
E—" 5 SoT(E) E—" SoT(E)

Men eftersom T(g’ o f') &r den enda pil som gor diagrammet unikt s& ar T(g’ o f') = Tg' o Tf’. Pa liknande
sitt kan vi se att Tlg = 11g, s& T : D — C éar en kovariant funktor, och diagrammen ovan visar att

1n:1p — SoT &r en naturlig isomorfi.

Nu, 14t A och C vara tva objekt i C och f: A — C en pil sddan att f' =SS &r en isomorfi. D& ar dven f
en isomorfi, da S &r trogen och full. Eftersom ns4 : SA - S(T(SA) &r en isomorfi, finns en unik isomorfi
0s:A— T(SA) med S, = ns4. Kommutativiteten i diagram (1), med B = SA, D = SC och f' =Sf, dar
f:A—> X iC, ger att diagrammet

SA —>1 4 5(T(SA))

lsf lS(T(Sf))

s —>%¢ 5 S(T(SC))
kommuterar. Eftersom S ar trogen implicerar det att

A—"4 5 T(SA)

lf lT(Sf)

c—2 4 1(50)

ocksa ar ett kommutativt diagram. Alltsa ger avbildningen A — 64 en naturlig isomorfi 6 : 1o — T oS,

vilket sammanfattningsvis ger en ekvivalens mellan kategorierna C och D. O

2.3 Mono- och epimorfier

Vi tittar nu ndrmare pa vilka egenskaper pilarna i en kategori kan ha.

Definition 6. Lat C vara en kategori, och lat A och B vara tva objekt i C. En pil m : A — B ségs vara en
monomorfi om den ar viansterkancellerbar, alltsa att det fér varje objekt F och par av pilar fi, fo: E — A

géller att

mo fi =mo fo implicerar f; = fo.
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En pil e: A — B ségs vara en epimorfi om den ar hégerkancellerbar, alltsa att det fér varje objekt C' och

par av pilar g1, g2 : B — C géller att

gioe=gooe implicerar g = go.

Exempel 2.9. (Il kapitel 5, 6vning 2) Vi kan forst observera att egenskaperna mono och epi bevaras under

sammansattning. Lat f: B - A och g: C — B vara monomorfier. Antag att
(feg)oh=(fog)ok
for pilar h,k: D - C. Eftersom sammanséttning &r associativ har vi

fo(goh)=fo(gok).

D& f och g 4r monomorfier kan vi kancellera dessa fran vanster och fa att h = k. Alltsa ar f o g ocksd en

monomorfi. Analogt kan vi visa att sammanséttningen av tva epimorfier dr en epimorfi

Exempel 2.10. (Il kapitel 5, 6vning 3) Antag att en sammansatt pil go f &r en monomorfi. Om foh = fok
for ndgra lampliga pilar h och k si giller &ven go (foh) = go (f o k). Eftersom sammansittningen &r
associativ och go f &r en monomorfi far vi att h = k. Alltsa foljer det att f #r en monomorfi. A andra sidan,

betrakta féljande tva pilar i Set:
fr N—2Z g: Z—N

Notera att vi utgar fran definitionen av N som inkluderar 0. Har har vi att go f = 1y, vilket &r en monomorfi.

Om

s &r goly =goj men 1z # j. Saledes &r g i detta fall inte en monomorfi.

Exempel 2.11. (I} kapitel 5, 6vning 4) Ett exempel pa en epimorfi dr inklusionsmorfin
it Z—Q
n—n
i kategorin Rng. Givet en ring R tva ringhomomorfier f,g:Q — R har vi att om foi=goi, sa &r
f(n) =foi(n)=goi(n)=g(n)

for alla n € Z. Varje element i Q kan skrivas pa formen mn~' dir m,n € Z och n # 0, och for alla sadana

element har vi
fmn7t) = f(m)f(n) ™" = g(m)g(n)™" = g(mn™"),

sa 4 ar mycket riktigt en epimorfi.
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Vi séger att en pil f: A — A i en kategori ar idempotent om fo f = f. Vi séger att en idempotent pil
splittrar om det finns pilar g: B —> A och h: A — B sadana att f = goh och 1g = ho g fér nagot objekt
B.

Exempel 2.12. (I, kapitel 5, 6vning 6) Vi kan visa att alla idempotenta pilar i Set splittrar. Lat A vara
en méngd i Set och antag att f: A — A dr idempotent. Definiera X = {f(a) |a € A} ¢ A. Da géller att

f(z) =z for alla x € X. Betrakta nu avbildningarna

och
Tr— ar— f(a)

da dr goh(a) = f(a) for alla a € A, s& go h = f. Samtidigt dr ho g(z) = h(x) = f(z) = = for alla x € X, sa
hog=1x.

Vi ska nu se en koppling mellan trogna funktorer och monomorfier.

Exempel 2.13. (1] kapitel 5, uppgift 9) Vi ska nu visa att om T :C — D é&r en trogen funktor, och Tf &r

en monomorfi, sa &r dven f en monomorfi.

Lat f: A—> B varaen pil i C sddan att Tf &r en monomorfi, och antag att fog= foh for nagra pilar g och
hiC. Applicerar vi T pa bada leden har vi att T(fog)=T(foh). Egenskaperna av funktorer ger att

TfoTg=TfoTh.

Eftersom T f &r en monomorfi & Tg = Th, och d& T &r trogen har vi att g = h. Alltsd dr f en monomorfi.

2.4 Produkt av kategorier
Precis som i studierna av manga andra matematiska strukturer &r vi intresserade av att konstruera och

studera strukturen hos kategorin av alla par av objekt och pilar fran tva kategorier:

Definition 7. Givet tva kategorier B och C, 14t B x C beteckna kategorin vars objekt dr alla par (B,C) dar
B € obB och C € 0obC, och vars pilar ar alla par av pilar (f,g): (B,C) — (B',C"), dar f: B - B’ dr en pil i
Boch g:C - C' ar en pil C.

(£.9) (19"
—

Givet tva pilar (B,C) — (B',C") (B",C") ges deras sammanséttning av

(f',9") e (f,9)=(f"of, g og).

Vi kallar kategorin B x C for produkten av B och C.

Givet en kategori BxC kan vi tydligt se att for ett objekt (B,C) i BxC &r dess identitetspil 15 ¢y = (15, 1¢).
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Vi kan &ven konstruera foljande funktorer, som kallas produktens projektioner:

P: BxC—B Q: BxC—C
(B,C) 2% B (B,0) 3% ¢

Pax Qur
(fr9)—f (f.9)—g

Givet ytterligare en kategori D och tva funktorer R: D — B och S : D — C, finns da en unik funktor

F:D — B xC som gor att foljande diagram kommuterar:

BL— Bxc—% 3¢

Explicit kriaver detta att for varje pil h i D ar Fh = (Rh,Sh).

Givet tva funktorer U: A — C och V : B — D kan vi konstruera deras produkt

UxV: AxB-—CxD

(A,B) 28 (UA,VB)

UxVar

(f,9) —" (Uf,Vg)

som &r den unika funktorn sddan att féljande diagram kommuterar:

A%AxB%B

|
|
JU L UxV J{v
|
\‘/ ’

C#CXD%D

Har ar P,Q, P’ och Q" projektionerna av produkterna som vi introducerade precis.

Exempel 2.14. (I, kapitel 2.3, évning 1) Lat A och B vara diskreta kategorier, vilka vi kan identifiera med

vanliga méngder. Da motsvaras produkten A4 x B precis av den direkta produkten av tva méngder.

Lat G och H vara tva monoider, vars alla pilar &r inverterbara, s& att de kan identifieras som tva grupper G
och H. Definitionen av sammanséttning i produkten G x H motsvarar precis hur vi definierar multiplikation
i en direkt produkt av grupper. Dirav har varje pil (g, h) i G x H en naturlig invers (¢-!,h7!), och vi har en

identitetspil (1., 1+, ). Alltsd motsvaras denna produkt precis av den direkta produkten av tva grupper.

Exempel 2.15. (I kapitel 2.3, dvning 2) Antag att kategorierna P och Q &r forordningar, och betrakta
produkten P x Q. For ett objekt (P,Q) i P x Q har vi naturligtvis en identitetspil (P,Q) — (P, Q).
Vidare, givet ett annat objekt (P’,Q’) har vi som mest en pil (P,Q) — (P’,Q’), vilken existerar om pilarna
P — P’ och Q - Q' existerar i P respektive Q. Till sist, givet hur sammansattning ar definierad, ar alltid
sammansattningen av (P,Q) - (P',Q") och (P',Q") —» (P",Q") den unika pilen (P,Q) — (P”,Q"), som

existerar eftersom P och Q &ar férordningar.
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2.5 Funktorkategorier

Givet tva kategorier C och D, och funktorer R,S,T : C — D, om vi har tva naturliga transformationer
c:R —— Soch7:S5S — T, definierar deras komponenter fér varje objekt C' i C en sammansatt pil

(10)c :=Tc o o¢ som gor att foljande diagram kommuterar:

C / el

RC R s RC

| |

| oc |

| 2

| (ro)c sc —>1 s (r0) e
} el }
o |

TC N » TC!

Alltsé dr ger komponenterna (70)¢ en naturlig transformation 70 : R = T. Vi kan nu definiera vad vi
menar med en funktorkategori. Givet tva kategorier B och C, 1at BS beteckna kategorin vars element #r alla

funktorer F:C — B, och vars pilar ar alla naturliga transformationer mellan sadana funktorer.

Exempel 2.16. Om B och C ir diskreta kategorier (méngder), sa har B¢ objekt motsvarande alla funktioner
mellan de underliggande méngderna. Lat S, T : C — B vara tva funktorer, eftersom alla pilar B ar identiteter,
maste en naturlig transformation 7: S — T ha att 7¢ = 1¢ {or varje C' i C, alltsd méste S = T for varje C om
det finns en naturlig transformation mellan dem. Vi har alltsa att alla pilar i B¢ #r identitetstransformationer,

vilket gor det till en diskret kategori.

Exempel 2.17. Om C ir en kategori, sa har C2 objekt alla funktorer mellan 2 och C, vilket motsvaras precis
av méangden av pilar i C. Om vi har tva funktorer S, T : 2 — C, ges en naturlig transformation 7:S — T

av tva komponenter 14 och np, ndmligen de som gor foljande diagram kommutativt:

A SA—" s TA
B TB—" +TB

Pilarna i C? ges alltsa av alla sadana par (14,np) av pilar i C.

Exempel 2.18. (I kapitel 2.4, 6vning 2) Lat X vara en icke-tom diskret kategori med éndligt antal objekt.
Givet en kategori B, betrakta funktorkategorin BY. Vi kan ordna elementen i X ien foljd X1, X5, ..., X,,, déir n
ar antalet element 1 X. Darfor kan vi betrakta varje funktor F : ¥ — B som en n-tupel (FX;,FXo,...,FX,,).

Objekten i BY bestar saledes av alla n-tupler av element i B.

Antag att vi har tva funktorer S, T : X — B, eftersom X &r diskret, behéver en naturlig transformation
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7:S — T endast uppfylla att foljande enkla diagram kommuterar for varje objekt X;:
SX; ——— TX;

Varje pil 7 : S — T i BY kan alltsd beskrivas som en tupel av pilar (71,7s,...,7,) fran B sidana att

7;:SX; — TX; for varje i = 1,2, ..., n.

Exempel 2.19. (I kapitel 2.4, 6vning 3) Lat N vara den diskreta kategorin med objektméngd de naturliga
talen N. Betrakta kategorin AbY. Dess objekt &r alla funktorer

S: N— Ab
N'—>GN

vilket motsvarar alla foljder {Gn}3%_, av abelska grupper. Man kan se det som att varje funktor &r en
tilldelning av en gradering till varje abelsk grupp. Pilarna i kategorin dr alla naturliga transformationer
0:S—T

)

Nv+—opN

dér on : SN — TN &r en grupphomomorfi mellan tva grupper av samma gradering. Pilarna ar alltsa foljder

{on}%_; av gradbevarande grupphomomorfier.

Exempel 2.20. (I kapitel 2.4, 6vning 6) Betrakta aterigen kategorin Matrg med objekt positiva heltal
och pilar matriser med element fran en kommutativ ring K, samt kategorin 2 med tva objekt 0,1 och en

icke-identitetspil 0 — 1. Lat oss underséka isomorfa objekt i funktorkategorin Matry 2.

Ett objekt i denna kategori adr en funktor A : 2 — Matrg, som bestdms entydigt av vilken M x N-matris
som pilen 0 - 1 avbildas till. Objekten 0 och 1 avbildas till heltalen N respektive M och identitetspilarna
i 2 avbildas naturligtvis till identitetsmatriserna av storlek IV respektive M. Vi kan alltsa identifiera varje

funktor A med denna matris.

En naturlig transformation p mellan tva funktorer A,;B: 2 — Matrg (A en M x N-matris och B en P x Q-
matris) har tvd komponenter, en () x N-matris pg och en P x M-matris p1, som ska uppfylla att foljande

diagram kommuterar:

0 )
1 M-t p

Om pig och py #ir inverterbara ser vi att B = puyApg!, det vill siiga de isomorfa pilarna A och B iir ekvivalenta

matriser i den linjara algebrans mening.

Lat M vara den cykliska monoiden med pilar 1,,m,m?,m3,... och betrakta funktorkategorin Matrg™. Ett

objekt i denna kategori &r en funktor S : M — Matrg som till det enda objektet » 1 M, tilldelar ett
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heltal N, och som for varje pil m*, for nagot heltal k, tilldelar en n x n-matris med element fran K. Av
funktoraxiomen maste #ven matriserna i bilden av S vara cykliska. Lat oss dirfor skriva Iy, S, S?,S3... for

matriserna i bilden av S.

Pilarna i denna kategori dr naturliga transformationer mellan dessa funktorer. Givet tva funktorer S, T :
M — Matrg, med S(*) = N och T(*) = N’ ska en sddan transformation 7 : S — T uppfylla att foljande

diagram kommuterar:

* NIty N
‘(mk J{Sk JVTk
* N

Om en sadan 7 #r en naturlig isomorfi, har vi att 7% = 7, S*7!, alltsa #r matriserna S* och T* simildra for

varje k.

Exempel 2.21. (I, kapitel 2.4, 6vning 5) Lat Fin vara kategorin med objekt alla #ndliga méngder, och
pilar funktioner mellan dem, och lat G vara en &ndlig grupp (en kategori med ett objekt och inverterbara

pilar). Funktorkategorin FinY har objekt funktorer pé formen

S: G— Fin
Sob
* —>
5. Sg: A— A
>
a— ga
dér A &r en andlig méngd. Varje sddan funktor S &r alltsad en gruppverkan av G pa en mingd A, vilket

inducerar en permutationsrepresentation av gruppen G.

3 Universella konstruktioner

3.1 Universella pilar

Definition 8. Lat S: D — C vara en funktor och C' ett objekt i kategorin C. En universell pil fran C till
S &r ett par (R,u) av ett objekt R i D och en pil u: C — SD i C, sidan att for varje par (D, f) av ett
objekt D i D och en pil f:C — SD, s finns en unik pil f': R—> D i D med Sf' ou = f. Med andra ord,

for varje sddan pil f, finns en unik pil f’ sddan att f6ljande diagram kommuterar:
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Exempel 3.1. Lat Vcty vara kategorin av alla vektorrum 6ver en kropp IF, med pilar alla linjara avbildningar

emellan dem, och betrakta den glémska funktorn
U: Vcty — Set
Vs

e f
For varje méngd X, lat Vx vara vektorrummet med X som bas, och element alla formella linjarkombinationer
av element i X. Funktionen
jt X —U(Vx)
Tr—x
ar en pil 1 Set, och for varje funktion f: X - U(W), ddr W &r ett vektorrum, kan vi hitta en unik linjar

kombination f': Vx — W med Uf’oj = f, eftersom en linjir avbildning bestams entydigt av hur den avbildar

en bas. Detta motsvaras precis av att (j, Vx) dr en universell pil fran X till U.

Exempel 3.2. (I kapitel 3.1, 6vning 1) Lat G vara en grupp och betrakta alla dndliga formella summor
Y gec Mgg, dir my € Z. Definiera addition och multiplikation av dessa formella summor komponentvis och

distributivt pa foljande satt:

> meg+ Y ngg:= Y (mg+ng)g

geG geG geG
(5 (500) - 5
geG heG g,heG

Detta definierar en ring Z[G] som vi kallar for integritetsgruppringen av G. Vi kan nu definiera en
integritetsgruppringsfunktor pa foéljande sétt:
Z[-]: Grp — Ring
7 -
¢ g1
. Z[ ] : Z|G] — Z[G']
z
(p : G — G, |!£>”
2. mgg > Y mgp(9)

Vidare kan vi dven definiera en funktor (- )* : Ring — Grp, som avbildar varje ring R till dess multiplikativa
grupp R*, av alla enheter i R, och varje ringhomomorfi f till motsvarande grupphomomorfi f*. For en grupp

G, definiera nu grupphomomorfin
v: G—Z[G]"

g—1g
Nu finns, fér en unitéir ring R och en grupphomomorfi f: G — R*, en unik ringhomomorfi
'+ ZI[G]—R
ngg — ngf(g)

som gor att foljande diagram kommuterar:
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Alltsa &r (v, Z[G]) en universell pil fran G till (-)*.

Exempel 3.3. (Il kapitel 3.1, 6vning 3) Betrakta den glomska funktorn U: Ab — Grp. Vi kan fran varje
grupp G hitta en universell pil till U. Lat G = G/[G, G] dir [G, G] ar kommutatorgruppen av G, som bestéar
av alla element zyz~'y~! med z,y € G. Detta #r en abelsk grupp, sa ett objekt i kategorin Ab. Definiera

grupphomomorfin
T G—U(G)

g—9[G,G]

For varje abelsk grupp H och grupphomomorfi f: G — UH har vi nu en unik homomorfi
Vi G—H
9[G.G]— f(9)

som gor att foljande diagram kommuterar:

Om ¢[G,G] = h[G,G], har vi att gryz~'y™' = hzwzlw™! for nagra z,y, z,w € G. Eftersom H #r abelsk har

vi att

F(9) = F() f (@) f (@) f () f()™ = flgzya™ly™) = f(hawz""w™) = f(h) f(2) f(2) 7" f(w) f(w)™" = f(h),

s& f' &r vildefinierad. Paret (7, G) ér alltsé en universell pil fran G till U.

Sats 3.1. Om (R,u) och (R',u’) ar universella pilar fran ett objekt C i C till en funktor F: D — C, s&

finns en unik isomorfi a: R — R’ med v’ = Fa o w.

Bevis. Av universaliteten hos u och «/, finns unika pilar a : R - R och b: R’ - R, samt d: R - R och

e: R' - R’ sddana att bada foljande diagram kommuterar:
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Antag att d = boa # 1g. Da finns tva olika pilar d och 1g, sddana att det "yttre” vinstra diagrammet
kommuterar, vilket inte kan vara fallet. Saledes &r boa = 1g och pad samma sétt &r aob = 1z. Alltsa ar

a: R — R’ en isomorfi, och frén diagrammen observerar vi att v’ = Fa o u. O

Definition 9. Lat X vara en mingd med endast ett element * och lat (R, u) vara en universell pil fran X

till en funktor F: D — Set. Vi séger att paret (R, u*) dr ett universellt element till funktorn F.

Ekvivalent kan vi siiga ett universellt element till en funktor F: D — Set &r ett par (R,e) av ett objekt R
i D och ett element e € FR, sadant att for varje objekt D i D och element x € FD finns en unik pil f: R - D
med Ff(e) = . Observerar vi den bijektiva korrespondensen mellan det universella elementet (R,e) och

motsvarande universella pil (R,u) kan vi direkt hirleda resultatet ovan dven for universella element.

Foljdsats 3.2. Om (R,e) och (R’,¢’) ar universella element till en funktor F, s& existerar en unik isomorfi

a:R— R med Fa(e) =¢'.

Lat oss erinra oss om foljande sats om grupphomomorfier:

Sats 3.3. Lat N vara en normal delgrupp av en grupp G och 14t 7 vara projektionen G - G/N som avbildar
varje g € G till sidoklassen gN. For varje homomorfi ¢ : G - G’ med N ¢ ker ¢ finns d& en unik homomorfi

Y:GIN - G med p =1or.

Exempel 3.4. Lat G vara en grupp med en normal delgrupp N. For en grupp G’, 1at Hom (G, G’) v vara
méngden av homomorfier ¢ : G - G’ med N ¢ ker ¢, och betrakta funktorn
(he)w: Grp — Set
h
& 2V Hom (G, 6"y
e g G (RO Hom(G, ) — Hom(G,G)x
p:G—> G — fop

Om 7 : G - G/N &r projektionen g » gN, sd dr (G/N,n) ett universellt element till funktorn (hg)y.
Med andra ord, for varje (G',p), med ¢ € Hom(G,G")y finns en unik homomorfi ¢ : G/N — G’ med

(hg)n¥(m) = o = ¢. Detta motsvarar precis pastiendet i satsen ovan.

Vi kan anvianda universaliteten hos kvotgruppen och projektionen for att &ven bevisa foljande resultat:

Exempel 3.5. (Il kapitel 3.1, 6vning 4) For normala delgrupper M, N av en grupp G, med M c N, si &r
G/N = (G/M)/(N|M).
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Lat m och «' vara projektionerna G — G/M respektive G/M — (G/M)/(N/M). Da ar (G/M,n) och
((G/M)/(N/M),n") universella element till funktorerna (hg)as respektive (hg/n)n/a- Antag att vi har
en homomorfi f € (hg)ny(H) = Hom(G, H)y for ndgon grupp H. D& ér dven f € Hom(G, H)yy, eftersom
M ¢ N. Universaliteten hos 7 ger att det finns en unik homomorfi f': G/M — H med (hg)p f(w) = flom = f.

Notera nu att om gM € N/M eller ekvivalent g € N, s& ar f'(¢gM) = f'(7m(g)) = f(g) = 1, alltsd ar
f'eHom(G/M,H)njp- Av universaliteten hos 7’ finns nu en homomorfi f”: (G/M)/(N/M) — H sadan

att foljande hela diagram kommuterar:

2
S

N

(_______________
\

f (G/M)/(N/M)

e

T

Betrakta nu den sammansatta projektionen w = 7’ o : G — (G/M)/(N/M). Av tidigare observation
kan vi se att w dr ett element i Hom (G, (G/M)/(N/M))n, och vi har hirlett att for varje grupp H och
f eHom(G, H)y finns en unik homomorfi f: (G/M)/(N/M) - H med (hg)nf"(w) = f"ow = f. Alltsa
ar ((G/M)(N/M),w) ett universellt element till (hg)xn. Pastaendet foljer nu av f6ljdsats [3.2

3.2 Yonedas lemma

Vi ska se hur universella pilar kan kopplas ihop med hom-méngder. For en kategori C med sma hom-méngder
och ett objekt D i C, 1at oss forst definiera hom-funktorn
hp: C — Set
€ 2% Home (D, O)
hpf: Home(D,C) — Home(D,C")

FiO -0y
g:D—-Cw+—>fog:D-C'

Proposition 3.4. Lat C och D vara kategorier och S : D — C en kovariant funktor. Ett par (R,u: C - SR),
déar C &r ett objekt 1 C och R ett objekt i D, ar en universell pil fran C till S om och endast om det existerar

en naturlig isomorfi 6 : hg — hg oS med komponenter pa formen

0p: Homp(R,D) — Home(C,S(D))

f’»—)Sf’ou

Bevis. Antag att (R, u) ar en universell pil och 1&t D vara ett objekt i D. For varje f: C — SD finns d& ett

f'"*R—>Dmed Opf =Sf'ou=f, s& Op ar surjektiv, vidare ar denna pil f unik, sd 0p ar injektiv. Vidare
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ar fp naturlig i D, d& foljande diagram kommuterar

D Homp (R, D) ——2— Home(C,S(D))
l@ JhDg Jhc(sm :
D’ Homp (R, D') — 2" Home(C,S(D"))

eftersom om ¢’ € Homp (R, D) sd ar S(gog’) ou = (SgoSg’) ou = Sgo (Sg’ ou). Alltsd dr 0 en naturlig

isomorfi.

Antag nu & andra sidan att vi har en naturlig isomorfi ¢ : hg — hg oS. D& har vi for varje objekt D i D
en bijektion ¢p : Homp (R, D) — Home(C,S(D)). Om vi véljer D till att vara objektet R, kan vi notera

att foljande diagram kommuterar:

R Homp (R, R) — 2 Home(C,S(R))
Jf Jhn,f Jhasn
D’ Homp (R, D'y —2—— Home(C,S(D))

Antag att identitetspilen 1z € Homp (R, R) avbildas till en pil u: C - S(R) av pr. I diagrammet avbildas
d& denna pil pa foljande satt:

YR

1p > U
lhRf lhc(sf)
f—""— op(f)=Sfou

Eftersom pps dr en bijektion, siger detta att varje f': C — S(D’) har formen f’ =Sf owu for en unik pil
f:R— D'. Detta #r precis pastdendet att (R, u) ar en universell pil fran C till S. O

Definition 10. Lat kategorin D ha sma hom-méangder. En representation av en funktor K: D — Set &r
ett par (R,v) diar R ar ett objekt i D och ¥ : hg — K &r en naturlig isomorfi. Om det finns en sddan

representation ségs K vara representerbar och objektet R kallas for ett representerande objekt.

Proposition 3.5. Lat X vara en méngd med endast ett element * och lat D vara en kategori med smé
hom-méngder. Om (R,u : X - KR) &r en universell pil fran X till en funktor K : D — Set si ar R
tillsammans avbildningen
1 : ob(D) — ar(Set)
77[}D : HomD(R,D) — KD
fr—Kf (ux)

DI—)
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en representation av funktorn K. Varje representation av K fas pa detta sitt fran exakt en sadan universell

pil.

Bevis. Antag att vi har en universell pil (R,u: X — KR). Varje avbildning ¢¥p &r da naturlig i D, vilket vi

kan se i foljande diagram:

£ ve > Kf(u*)

gof —2 s K(go f)(ur) = Kgo Kf(ux) = Kg(Kf(ux))

Vidare, givet ett k € K(D), vilj f : X -» K(D) med f(*) = k. D4 finns en unik pil f' : R > D med
Yp(f) =Kf'(ux) =Kf'ou(#) = f(*) = k, s& varje ¢p &r bijektiv. Alltsd &r ¢ : hg — K en naturlig isomorfi

och utgér med R en representation av K.

Givet en representation (R,) av K, har vi, likt diagrammet i forra satsen, att for f : R - D s &r
Yp(f) =Kfovr(1lgr). Eftersom ¥p ar en bijektion kan varje element i K(D) skrivas som Kf' o ¢r(1g) for
nagot f/: R— D. Valj u: X - K(R) med u(*) =9¥gr(1g). D&, for varje f: X - K(D), s& ar f = Kf ou for
nagot f': R — D. Séledes ar (R,u) en universell pil. O

I de senaste tva propositionerna har vi sett hur en naturlig transformation ¢ : hg — K bestdms entydigt av

hur identitetspilen 1z avbildas av @pr. Detta &r essensen av foljande sats.

Lemma 3.6 (Yoneda). Lat D vara en kategori med sma hom-méngder. Givet en funktor K: D — Set och
ett objekt R i D, sa finns det en bijektion
y: Nat(hg,K) — KR
[a:hgp — K]+— agr(lgr)
Bevis. Betrakta foljande kommutativa diagram:
Homp(R,R) —— KR
lh RS JKf
Homp(R,D) —22— KD

Som i tidigare propositioner har vi att varje komponent av « bestdms entydigt genom att

ap(f) =Kfoar(lr),

for varje f: R — D. Saledes &r varje sddan naturlig transformation « i bijektiv korrespondens med ag(1gr).

O
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Foljdsats 3.7. Lat R och S vara objekt i en kategori D. Varje naturlig transformation 7 : hg — hg kan

skrivas som en funktion
hy: ob(D) — ar(Set)
hi,p: Homp(R,D) — Homp(S, D)
D+—
Yo t

fér nagon unik pil t: S — R.

Bevis. Tag t =nr(1g). For en pil g: R - D har vi da
np(g) =hsgonr (1r)=got.
Séledes ar np = Hom(¢, D). O

Exempel 3.6. (1 kapitel 3.2, 6vning 1) Lat funktorerna K,K’ : D — Set ha representationer (R,)

respektive (R’,1"). For varje naturlig transformation 7: K — K’ finns da en unik pil j: R’ - R med

Top =4 oh;:hp =K.

Eftersom ¢’ ar en isomorfi kan vi betrakta den naturliga transformationen
() oToth:hg = hp.

Av féljdsatsen har vi att det finns en unik pil j: R' - R med h; = (¢') ' o701,

Vi ska snart se att avbildningen y i lemma [3.6] &r naturlig i K och R. Férst behover vi behandla K som ett
objekt i kategorin Set® och betrakta foljande funktorer fran Set” x D — Set:

E: (K,R) =% KR
o:K— K’ Ear ., L,
— K'foor:KR—->K'R
f:R— R
och \
N: (K, R) =3 Nat(hg, K)
o:K—K'\ ., |N(o,f): Nat(hg,K) — Nat(hg,K") )
f:R— R’ T:hR—'>K»—>a'T'r):th—'>K’

dér 1 :hgp — hg dr en naturlig transformation med komponenter pa féljande form:
np: Homp(R',D) — Homp(R, D)
k—kof

Det foljer direkt fran associativiteten hos sammanséttning att np &r naturlig i D. Det foljer att foljande

diagram kommuterar for varje pil g: D - D’:
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Homp(R',D)

~~~.__(om)p
1D T~

D Homp (R, D) ™ s KD — 72 "% Kip

lg lh Rg hrrg lKg lK'g
D

! Homp (R, D') » KD) —2— K'D
(oo o

~ -

Homp(R',D")

Detta bekriftar att orn dr en naturlig transformation.

Lemma 3.8. For varje par (K, R) i Set? x D, lat Y(k,r) vara definierad som bijektionen i lemma

Dé& utgor funktionerna y(k, ) komponenterna till en naturlig isomorfi y : N — E.

Bevis. Av Yonedas lemma har vi att varje komponent y(k gy ir bijektiv. Saledes aterstar att visa att foljande

diagram kommuterar:

Y(K,R)

(K, R) Nat(hg,K) ——————— KR
J(Uxf) JN(o’f) JK’fOUR
(K',R") Nat(hp, K') —5 5 KR!
For en naturlig transformation p: hg — K giller att
yr,ry o N(o, f) (1) = yr,rry (oun)
= (o) r (1)
= (o) r (f)- (2)
Fran tidigare proposition har vi nu
=K'fo(ou)r(1r)
=K'foor(urlr)
=(K'foor)oyw.r) (1),
vilket visar att diagrammet kommuterar och ddrmed &r y en naturlig isomorfi. O
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