tockholm
niversity

=g
})D; ;
C: g

SJALVSTANDIGA ARBETEN I MATEMATIK

MATEMATISKA INSTITUTIONEN, STOCKHOLMS UNIVERSITET

ORTOGONALA POLYNOM OCH GAUSS-KVADRATUR

av

Valentin Kadushkin

2025 - No K15

MATEMATISKA INSTITUTIONEN, STOCKHOLMS UNIVERSITET, 106 91 STOCKHOLM






ORTOGONALA POLYNOM OCH GAUSS-KVADRATUR

Valentin Kadushkin

Sjalvsténdigt arbete i matematik 15 hogskolepodng, grundniva
Handledare: Rikard Bogvad

2025



Abstract

This thesis examines the theory of Gaussian quadrature and its connection to
orthogonal polynomials. Gaussian quadrature is an efficient numerical method
for approximating integrals especially if the integrand can be expressed as a
polynomial or is well approximated by one. The method is based on choosing
nodes and weights in such a way that the integral is exact for all polynomials
up to degree 2n — 1. The nodes are zeros of an orthogonal polynomial while the
weights are determined based on the orthogonality properties. The thesis first
discusses the basic properties of orthogonal polynomials, focusing on classical
examples such as Legendre polynomials. This is followed by a formal proof of
the exactness of Gaussian quadrature as well as a discussion of the method’s
applications. The aim is to provide a theoretical understanding of why Gaussian
quadrature works and how orthogonal polynomials play a central role in its
construction.



Abstrakt

Denna uppsats behandlar teorin bakom Gauss-kvadratur och dess koppling till
ortogonala polynom. Gauss kvadratur &r en effektiv numerisk metod for att
approximera integraler sarskilt nar integranden kan uttryckas som ett polynom
eller vil kan approximeras av ett sddant. Metoden bygger pa att vélja noder
och vikter pa ett sadant sdtt att integralen blir exakt fér alla polynom upp till
grad 2n — 1. Noderna &r nollstéllen till ett ortogonalt polynom medan vikterna
bestdms utifran ortogonalitetsegenskaperna. Uppsatsen inleder med att disku-
tera grundlidggande egenskaper hos ortogonala polynom med fokus pa klassiska
exempel som Legendrepolynom. Dérefter foljer ett bevis for Gauss-kvadraturens
exakthet samt en diskussion om metodens tillimpningar. Syftet med uppsatsen
ar att ge en teoretisk forstaelse till varfor Gauss kvadratur fungerar och hur
ortogonala polynom spelar en central roll i metodens konstruktion.



Innehall

12 Teoretisk bakgrund|

21 Hilbertruml . . .. ... ...
[2.2 _Ortogonala funktioner| . . . . .. ... ... ... ... ... ..
2.3 rtogonala polynom| . . . . . .. ..o
2.4 Klassiska exempel pa ortogonala polynom| . . . . ... ... ...
2.5 Grahm-Schmidt processen| . . . . . . .. ... ... ...

IS

12
14
18
20

23
23
28
30
34

37



1 Inledning
1.1 Bakgrund

Integraler spelar en av de mest centrala rollerna i matematiken och har manga
tilldimpningar inom bl.a. fysik, ekonomi, medicin, datorgrafik och sannolikhetste-
ori. Genom integration kan man beskriva hur mycket arbete som krévs for att
flytta ett foremal, hur stor méngd likemedel som sprids i kroppen Gver tid, eller
hur stor en ekonomisk vinst blir éver en viss tidsperiod.

Det faktum att integraler knyter samman teori och verklighet gor integration till
ett ytterst intressant &mne att utforska. Integration medfér en rad utmaning-
ar som matematiker, sedan gamla tider, har forsékt 16sa genom att upptécka
nya metoder och tekniker. En av de stérsta utmaningarna man stoter pa ar att
analytisk integration inte alltid &r mdjlig. Anledningen kan vara att det finns
funktioner som helt enkelt saknar primitiva funktioner som kan uttryckas i ter-
mer av elementdra funktioner (polynom, trigonometriskafunktioner etc). Det
leder till att analytisk integration i praktiken kan vara omdjlig att utfora. Ett
klassiskt exempel pé detta &r téthetsfunktionen f(x) for normalférdelningen [I1

5. 104]:
) = s e (@) |

Med tiden utvecklades datorer och som konsekvens till detta blev numeriska
metoder mer och mer praktiska. En av de mest effektiva numeriska metoder
for integration som vi har idag kallas Gauss-kvadratur. Metoden &r formellt
definerat av Carl Gustav Jacobi ar 1826. Denna metod bygger pa teorin om
ortogonala polynom.



Syftet med detta arbete &r studera ortogonola polynom samt att forstd och
understka den matematiska teorin bakom Gauss-kvadratur och hur ortogonola
polynom ligger till grunden fér denna teori.



2 Teoretisk bakgrund

2.1 Hilbertrum

For att kunna tala om ortogonalitet mellan polynom krévs att de ligger i ett
inre-produktrum. Lat oss darfoér paminna ldsaren om vektorrum och hur detta
koncept kan utvidgas till ett mer generell koncept - ndmligen nagot som kallas
for ett Hilbertrum.

Formellt ar ett vektorrum en icke-tom méngd V' av objekt som har en addition
och en skaldrmultiplikation enligt vissa regler. Objekt i ett vektorrum kallas for
vektorer men i sjélva verket kan det vara matriser, funktioner, polynom, reella
tal och naturligtvis vektorer.

Definition 2.1: Vektorrum som algebraisk struktur

Ett vektorrum 6ver kroppen R (eller C) ar en méngd V utrustad med
tva operationer:

e En addition + : V x V — V som till varje par (¢,%) i V ordnar
en ny vektor v+ w € V.

e En skaldrmultiplikation - : R x V' — V som till varje par (k,7)
dér k € R och v € V ordnar en ny vektor kv € V.

Dessa operationer méaste uppfylla de tio axiomen som anges i Definition
2.2.




Definition 2.2: Axiom for ett vektorrum

Lat o, 7 och W vara element i V och lat k& och [ vara skaldrer. D& ar V'
ett vektorrum om och endast om foljande villkor adr uppfyllda:

1. V &r sluten under addition, det vill sdga om @ och v &r i V sa &r
U+ U ocksaiV.

2. G+T=0+7
3. (@+70)+d =+ (T+d)

4. V innehaller ett objekt 0 (kallad nollvektor) s& att @+ 0 = @ for
varje 4 € V

5. For varje objekt 4 € V finns det ett objekt —@ € V sadant att
i+ (—@)=0

6. V é&r sluten under multiplikation, det vill siga om @ € V och k &r
en skalar sa ar ku € V

9. (kl)a = k(i)

10. lé =4

David Hilbert generaliserar idén om Euklidiskt rum (dvs tredimensionellt vek-
torrum) till odndligt-dimensionella rum. Rent matematiskt &r ett Hilbertrum ett
inreproduktrum som &ar fullstdndigt. Hilbertrum uppstar typiskt som odndligt-

dimensionella funktionsrum. Ett element i ett Hilbertrum kan uttryckas med
sina koordinater i férhallande till en ortonormal bas i rummet (direkt analogt
med koordinaterna {z,y, z} i tredimensionellt vektorrum).



Definition 2.3: Hilbertrum

Ett Hilbertrum &r ett vektorrum med tva extra kriterier:
11. Rummet &r utrustat med en inre produkt:
(,):VxV >R (eller C)

som uppfyller foljande egenskaper for alla u, v, w € V och skalér a:

o (u,v) = (v,u) (symmetri)
o (u,v) = (v,u) (symmetri i baskroppen C)
o (au+v,w) = a(u,w) + (v, w) (linjéritet i forsta argumentet)
e (v,v) > 0, med likhet endast om v =0  (positiv definithet)

12. Vektorrummet ar fullstdndigt med avseende pa normen inducerad
av den inre produkten:

[l := V/{v,v)

Det betyder att varje Cauchy-f6ljd {v,}22, i V konvergerar mot
ett element i V.

Talfoljden {v,}52, kallas en Cauchy-foljd om

Ve >0 3N € Nsa att v, — vp|| <& for alla n,m > N.

Inre
produktrum

Figur 1: Relationen mellan Vektorrum, Inre produktrum samt Hillbertrum.



Det ar viktigt att podngtera att kravet pa att vektorrummet ska vara ett Hil-
bertrum innebér att varje Cauchy-f6ljd i rummet maéaste konvergera mot ett
element i rummet. Att en f6ljd 4r en Cauchy-foljd betyder endast att elementen
konvergerar, men det betyder inte nodvandigtvis att foljden har ett gransvéirde
inom rummet. Det ar just detta som skiljer ett allmént inre produktrum fran
ett Hilbertrum - att i ett Hilbertrum s& konvergerar alla Cauchy-foljder.

Sats 2.1: Funktioner pa ett intervall bildar ett vektorrum

Lat V vara méngden av alla reella funktioner definierade pa ett intervall
[a,b] C R. Med addition och skaldrmultiplikation definierade som

(f+9)(@) = f(z) +9(z), (af)(z)=af(z)

for alla f,g € V, & € R och x € [a,b] & V ett vektorrum over R (eller
C).

Bevis. Vi visar att V uppfyller axiomen for ett vektorrum:

e Slutenhet under addition: For f,g € V ar (f+g)(z) = f(z)+g(x) en reell
funktion pa [a, b] siledes f+g € V.

e Associativitet av addition: For f,g,h € V och varje x € [a,b] géller:
(f+9)+h)(z) = (f(@)+g(@))+h(z) = f(2)+(9(x)+h(x)) = (f+(g+h)) ().

e Existens av nollelement: Nollfunktionen k(z) definierad genom k(x) = 0
for alla x uppfyller

(f +0)(z) = f(z) +0 = f().
e Existens av inverser: Fér varje f € V definieras (—f)(z) = — f(x) och
(f + (=))(@) = f(@) + (= f(z)) = 0.
e Kommutativitet av addition: Fér f,g € V och varje € [a, b] géller
(f +9)(@) = f(2) + g(z) = g(2) + f(2) = (9 + f)(2).

e Slutenhet under multiplikation: Fér « € R och f € V ar (af)(z) = af(x)
en reell funktion pa [a,b] alltsid af € V.

e Distributivitet : For « € R och f,g € V géller

a(f+9)(z) = a(f(z) + g(x)) = af (x) + ag(z) = (af + ag)(z).



e Distributivitet (skaldrer): For a, 3 € R och f € V giller
(a+B)f(z) = af(x) + Bf(z) = (af + Bf)(2).
e Associativitet av skalmultiplikation: Fér o, 3 € R och f € V gller
a(Bf)(z) = a(Bf(2)) = (aB)f(z) = (aB)f)(z).
e Existens av enhetsfaktor: Fér alla f € V' giller
1 f(z) =1 f(z) = f(2).

Alla axiomen for ett vektorrum &r uppfyllda och V &r saledes ett vektorrum
over R. U

Exempel 2.1
Ett trivialt exempel pa ett Hilbertrum &r det tvadimensionella rummet R? med
den vanliga inre produkten.

Betrakta vektorrummet

{0 ereny

Definiera inre produkten for tva vektorer u = (u1,u2) och v = (v1,v2) som
<1,'l7 V> = U171 + UgVs.

Normen som induceras av inre produkten &ar

lull = V{u,u) = y/ui + ul.

Positiv definithet:
(u,u) :U%+u§ >0

med lika med noll endast om u = (0,0).

Symmetri:

(u,v) = uv1 + ugve = viug + vaug = (v, u)
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Linjaritet i forsta argumentet:

For a,b € R och u,w,v € R? giller:

(au+ bw,v) = a(u,v) + b(w,v)

Eftersom R? #r ett #ndligdimensionellt normerat rum &ver R #r det automatiskt
fullstandigt. Alltsa dr det ett Hilbertrum.

Fullsténdighet:

Lt ¥, = (2, yn) vara en Cauchy-foljd i R?. Det betyder att vektorerna till slut
ligger hur ndra varandra som helst det vill siga:

|Un — U]l <e for allan,m > N

Eftersom normen i R? defineras som:

U — T || = \/(xn = Zm)? + (Yn — Ym)?

innebér det att bade foljderna (z,,) och (y,) ocksd maste vara Cauchy-foljder i
R. Men R &r fullstdndigt sa bada dessa foljder konvergerar:

Tn =T, Yn Y
Déarfor konvergerar hela vektorfoljden:
1771 - (m'myn) — (.I,y) € RQ

Saledes konvergar varje Cauchy-foljd i R2.

11



2.2 Ortogonala funktioner

Ur matematiskt perspektiv betyder ortogonal vinkelrdt. En méngd av vektorer
{¥, @, w} i rummet R? dir ortogonala om skaldrprodukten av varje par dr noll.

w-v=0, w-Wd=0, v -w=0.

Man talar saledes om en ortogonal méngd av vektorer. Om {¥,«, W} &r dess-
utom enhetsvektorer sdger man att en sddan mangd ar ortonormal. Ortogonala
vektorer #r linjért oberoende och spianner dirmed upp hela rummet R3.

P& samma sdtt som man definerar en inre produkt for vektorer i R™ kan man
definera det for funktioner. Detta gor att man kan prata om ortogonalitet &ven
i fallet med funktioner.

Sats 2.2: Inre produkt och Hilbertrum

Givet en kontinuerlig viktfunktion w(z) > 0 pa (a,b) definieras en inre
produkt mellan kontinuerliga funktioner f och g genom:

b
@msz@mmmmm

Med denna inre produkt bildar méngden av polynom ett inre produkts-
rum.

Bevis. Vi visar forst att uttrycket

b
() = [ gyl ds
definierar en inre produkt.

e Linjaritet i férsta argumentet: For alla funktioner f, g, h och alla skaldr «
géller:

b
(af +9,h) = / (af(z) + g(x))h(z)w(z) dx = off, h) + (g, h)

e Symmetri: Eftersom multiplikation av reella tal &r kommutativ géller det
att:

b b
mmzjﬂmmmmm:/mnmmmm:@ﬁ
o Positiv definithet: Vi har

b
(1) = / () 2w(z) de

12



Eftersom w(z) > 0 nistan 6verallt och f(z)? > 0 med likhet endast om

f(z) = 0 overallt foljer det att (f, f) =0 om och endast om f = 0.

Mer detaljerat: Antag att f(xo) # 0, dar x¢ € [a,b]. D4 finns § > 0 si att
|f (o)

|f($)—f(2170)|<T::6 om |z —xo| <9I

pa grund av kontinuiteten. Alltsa &r

5@ 2 1Go)| — LN VGO g 5044,

Vilket ger att

b 370-’1-5 2
/ F (o) Pdz > / o) e > LE 555
a $o—5

Om funktionen inte &r noll Gverallt s& blir inre-produkten stérre d&n noll
vilket bevisar att inre produkten ar positivt definit.

e Mingden av polynom &r ett vektorrum: Vi vet fran grundldggande alge-
bra att summan av polynom &r ett polynom och en konstant génger ett
polynom &r ocksé ett polynom.

Séledes &r (-, ) en inre produkt.
O

Nu &r vi redo att definera ortogonalitet samt ortonormalitet for reellvirda funk-
tioner:

Definition 2.3: Ortogonalitet

Tva reellviarda funktioner f(z) och g(z) siigs vara ortogonala pé inter-
vallet [a, b] om:

b
/ f(@)g(z) dz = 0 (1)

Definition 2.4: Ortonormalitet

Tva reellvirda funktioner f(x) och g(z) sédgs vara ortonormala pa in-
tervallet [a, b] om:

b
/ f(@)g(z) dz = b5, ()

5o — 1 omf=gyg
77700 omf#g

dar

074 &r Kroneckers delta.
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En oéndlig f6ljd av polynom p,, dér varje p, har grad n och méngden &ar linjart
oberoende bildar en bas fér vektorrummet av alla polynom. For att konstruera
en ortogonal bas fran denna méangd kan man anvinda Gram-Schmidts ortogo-
naliseringsprocess med en godtycklig inreprodukt.

Sats 2.3: Bas for polynomrum

Lat py(z) = ™ + Zz;é an k¥ dir a, x € R for varje n =0,1,..., N.
D& ar méngden {po(z),p1(z),...,pn(x)} en bas for vektorrummet av
alla reella polynom av grad hogst V.

Bevis. For att visa att {po(z),p1(z),...,pn(z)} &r en bas visar vi forst att de
ar linjart oberoende.
Antag att det finns reella tal cg, cy,...,cy sddana att

N
Z cnpr(x) =0 for alla .
n=0

Eftersom varje p,(z) har ledande term 2™ med koefficient 1 s& bidrar endast
pn(2) med termen xV. Det innebér att koefficienten framfor 2 i summan ovan
ar cy och da galler det att cy = 0.

P4 samma sitt dr nu den ledande termen i summan cy_12¥ ! och den kan
inte elimineras av nagra andra polynom eftersom alla p,(z) for n < N — 1 har
grad lagre &n N — 1. Darfor maste dven cy_; = 0. Genom att upprepa detta
resonemang for cy_o,cn_3,...,co far vi att alla koefficienter &r noll. Mangden
dr saledes linjart oberoende.

Eftersom de &r N + 1 stycken och rummet av polynom av grad hogst N har
dimension NV + 1 sa spénner méngden saledes upp hela rummet.
Déarmed ar {po(x),p1(x),...,pn(x)} en bas. O

2.3 Ortogonala polynom

Borjar med ett konkret definition:

Definition 2.5: Ortogonala polynom

En méngd ortogonala polynom &r en odndlig f6ljd av polynom
po(x),p1(x),p2(x),..., dir p,(x) dr ett polynom av grad m och varje
par av polynom i méngden &r ortogonala mot varandra, mer formellt:

b
/ f(@)g@)de =0 om f(z) # g(a) 3)

14



Definition 2.6: Ortonormerade polynom

Méngden av polynom &r ortonormerad om:

| @@ do =5, (@)

1 =
dér dyy = {O om ji 2 g 4r Kroneckers delta.
om g

Definition 2.7: Ortogonalitet med viktfunktion

En méngd ortogonala polynom &r en odndlig f6ljd av polynom
po(x),p1(x),p2(x),..., dir p,(x) ar ett polynom av grad n, och varje
par av polynom i méngden ar ortogonala mot varandra med avseende pa
en viktfunktion w(z) > 0 pa intervallet (a,b), det vill séga:

b
/ f@)g@u(@)de =0 om f(z)# g(x)

Ortogonala polynom har féljande egenskaper som kan formuleras som satser:

Sats 2.4: Linjar kombination av ortogonala polynom

Varje polynom f(z) av grad n kan skrivas som en linjir kombination av
polynomen po(z), p1(z), - . ., pn ().

Beuvis. Eftersom {pg(z),p1(z),...,pn(x)} r ortogonal méngd av polynom dir
varje p;(x) har grad ¢ 4r dessa polynom linjirt oberoende (Enligt Sats 2.3).
Méngden av polynom av grad hogst n bildar ett vektorrum av dimension n + 1,
och {pog, ..., pn} r en bas for detta rum. Déarfor kan varje polynom f(z) av grad
n uttryckas som en linjar kombination av dessa polynom. O

Sats 2.5: Ortogonalitet mot polynom av légre grad

Givet en ortogonal mingd av polynom {py(z),p1(z),...} ar varje poly-
nom py(z) ortogonalt mot alla polynom av grad mindre &n k.

15



Bevis. Eftersom méngden ar ortogonal géller:

b
/ pr(x)pj(x)w(z)de =0 foralla j<k

Eftersom varje polynom av grad mindre &n k kan skrivas som en linjar kombina-
tion av pg, p1, - . - , Pk—1, fOljer att pg ar ortogonalt mot varje sddant polynom. [

Sats 2.6: Rekursionsformel for ortogonala polynom
l=) o

Varje ortogonal polynomféljd {po(x), p1(z),...} uppfyller en rekursions-
formel som relaterar tre pa varandra foljande polynom:

Pn+1 (ZL‘) = (anx + bn)pn(x) - Cnpnfl(m)v

dar a,, b, och ¢, ar reella konstanter som beror pa n.

Bevis. Eftersom p,(z) ar ett polynom av grad n sd dr zp,(z) ett polynom
av grad n + 1. Darfor kan man skriva ap,(z) som en linjirkombination av
alla polynom i basen {pg(x),p1(x),...,pn+1(x)}. Men eftersom polynomen &r
ortogonala géller att

(xpn(x),pi(z)y =0 forallai<n—1elleri>n+1.

Diarfor ar det endast pp41(x), pn(z) och p,_1(x) som eventuellt ger icke-noll
bidrag i linjarkombinationen. Alltsa existerar det konstanter «, 3,7 € R sadana
att:

2pn () = apni1(z) + Bpn(z) + Ypn-1(2).
Vi kan nu 16sa ut p,41(z) ur detta uttryck:
1
Prs1(2) = — (2pn(2) = Bpa(2) = YPn-1(2)).

Om vi sitter a, = =, by, = 7% och ¢, = % far vi rekursionsformen:

anrl(m) = (anx + bn)pn(x) - Cnpnfl(m)

Sats 2.7: Reella och distinkta rotter

Varje polynom p,(x) i en ortogonal polynomf6ljd har exakt n reella och
distinkta rotter, alla strikt inom ortogonalitetsintervallet (a,b).

16



Bevis. Antag att p,(z) har m < nreellarétter 1,2, ..., T, pa (a,b). Definiera
ett polynom ¢(z) = (z — 21)(x — 23)...(x — o) som har grad m < n. Da
har p,(z) och ¢(x) samma nollstéllen. Eftersom p,(x) r ortogonalt mot alla
polynom av légre grad géller det att:

/ pn(z)q(z)w(x)dz =0

Eftersom p,, () och ¢(x) har samma nollstéllen inom (a, b) dr produkten p,, (x)q(z)
icke-negativ eller icke-positiv 6ver hela intervallet (d& de har samma tecken mel-
lan rotterna).
Eftersom w(x) > 0 pa (a,b) (paverkar inte teckenvéxlingen) &r integranden
pn(z)q(x)w(x) icke-negativ eller icke-positiv Gver hela intervallet och vars inte-
gral 6ver [a,b] kan inte bli noll. Detta motsiger dock ortogonaliteten. Saledes
maste p,(x) ha exakt n reella och distinkta rétter inom (a, b).

O

17



2.4 Klassiska exempel pa ortogonala polynom

Legendrepolynom

Det finns flera olika familjer av ortogonala polynom. Den kanske mest klassiska
familjen av ortogonala polynom ar Legendrepolynom. Legendrepolynom definie-
ras pa intervallet [—1, 1] och viktfunktionen &r w(x) = 1. Inre produkt defineras
som:

(f,9) 2/_1f(x)g(:r)dx.

De sex forsta Legendrepolynomen &r:

Po(x =1.
Pi(z) ==
1
Py(2) = 5(39;2 —1).
1
Ps(z) = 5(5:33 — 3z).
1
Py(x) = §(35x4 — 302% + 3).
1
Ps(z) = g(63:c5 — 702 + 157).

De sex forsta Legendre-polynomen
1.00

0.75
0.50
0.25

0.00

Pu(x)

-0.25

-0.50 Po(x)
— Pi(x)

—~0.75 — Palx)
—— P3(x)

—— Palx)

-1.00 —— Ps(x)
-1.00 -0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

x

Figur 2: Legendrepolynom Py(x) — Ps(x)

Nagra viktiga egenskaper hos Legendrepolynom som har formulerats som satser
ovan (2.3 — 2.7):

18



1. Ortogonalitet:

-1

2. Normalisering:

/_11 Py (x)* dx

3. Rekursionsformel:

4. Rotter:

/1 P, (z)Py(z)de =0 forn#m

2
2n+1

(n+1)Py1(z) = 2n+ 1)zP,(z) — nPy_1(x)

o P, (x) har exakt n reella och unika rotter.

o Alla rotter ligger strikt inom intervallet (—1,1).

Det finns flera familjer av ortogonala polynom. tabell 1 visar de klassiska orto-
gonala polynomen och deras intervall ortogonalitetsintervall [5]:

Polynom | Viktfunktion w(z) | Ortogonalitetsintervall
Legendre 1 [—1,1]
Chebyshev %x? [-1,1]
Laguerre e " [0, 00)
Hermite e (—00,00)
Jacobi (1—2)(1+2)P [—1,1]

Tabell 1: Exempel pa klassiska ortogonala polynom med deras viktfunktioner
och ortogonalitetsintervall.
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2.5 Grahm-Schmidt processen

Grahm-Schmidt processen &r en teknik som tar en godtycklig bas (inte n6dvén-
digtvis ortogonal eller med léngd 1) och transformerar om den till en ortonor-
merad bas.

Definition 2.8: Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess

Antag att {vi,ve,...,v,} &r en linjart oberoende méngd av vekto-
rer i ett inre-produktrum. Da kan man konstruera en ortonormal bas
{uy,uz,...,u,} genom att anvinda foljande process:
U1
U = ——
lloa]
k—1
W = v — g (vg,ujju; fork=2,3,...,n
=1
Wi
U =
[[we |
\ 7
D& ar méingden {uj,usa,...,u,} en ortonormal bas som spanner upp samma
underrum som den ursprungliga méngden {vy,va,...,v,}.

Denna ide kan generaliseras till polynom. Man boérjar med en uppséattning av
linjéirt oberoende polynom och anvinder Gram-Schmidt-processen f6ér att or-
togonalisera dem. Den enda skillnaden &r att man inte beh6ver normalisera
vilket betyder att man i férsta och sista steget av Gram-Schmidt-processen sét-
ter ui(x) = vi(z) och ug(x) = wy(z) respektive. En klassiskt uppséttning &r
polynomen 1, z, 22, z3....

Sats 2.8: Existens av ortogonala polynom

Lat [a,b] vara ett kompakt intervall och 1at w(x) vara en kontinuerlig
funktion pa [a,b] sddan att w(z) > 0 for alla = € [a,b]. DA existerar en
sekvens av ortogonala polynom med avseende pd vikten w(x) och dessa
kan konstrueras med hjalp av Gram—-Schmidts ortogonaliseringsprocess.
Detta visar att ortogonala polynom existerar i alla sddana situationer.

Bevis. Lat w(x) vara en kontinuerlig funktion pa [a,b] sddan att w(z) > 0
for alla € [a,b]. Vi definierar en inre produkt pad rummet av kontinuerliga
funktioner som:

b
(f,9) Z/ f(z)g(x)w(x) dz.

Betrakta en foljd av monomer {1,z, 22 23 ...} som #r linjirt oberoende och
spanner upp rummet av polynom pé [a,b]. Vi tillimpar Gram—Schmidts or-
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togonaliseringsprocess for att konstruera en sekvens av ortogonala polynom

{¢07 ¢17 ¢27 .. } enligt:

po(z) =

o o <$,¢0> T
¢1(x) - <¢07¢0> ¢0( )7

— g2 <.132,(Z)0> ) — <Z‘2,¢1> x
P2 = 7 = 0 O T (g e )

n— 1
kz ¢k,¢k

Varje ¢, (x) ar ett polynom av grad n och ortogonalt mot alla tidigare ¢y (x) for
k < n. Eftersom viktfunktionen w(z) dr positiv och kontinuerlig pa [a, b] 4r alla
inre produkter vildefinierade och positiva dar det kravs vilket garanterar att
processen kan fortsdtta for alla n. Det existerar saledes en f6ljd av ortogonala
polynom {¢,(z)} pa [a,b] med avseende pa viktfunktionen w(z) konstruerade
via Gram—Schmidts process. O

Exempel 2.2

Lat oss anvinda Gram-Schmidt-processen for att ortogonalisera basen

med avseende pa den inre produkten:

= [ e

Steg 1:
Steg 2: Ortogonalisera v (z) mot uq(x):

<U2(.’L’),U1(l’)>:/ x-1dzx=0

-1

(va(), u ()
(ur (), ua (2))

Steg 3: Ortogonalisera vs(x) mot uq(z) och ug(x):

us(z) = va(x) — u(x)=x—-0==x

<wu%mm»=/’ﬁ.mx:§

—1
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2
U3(x):x2—%-1—0:x2

Den ortogonala basen ar saledes:

w(@) =1, w) =z usl)=e -5

Observera att detta ar de tre forsta Legendrepolynom upp till en viss faktor
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3 Gauss-kvadratur

3.1 Bakgrund

I matematiken sa relaterar ordet kvadratur till berdkning av arean av ett ma-
tematisk objekt. Nar man talar om kvadratur talar man frimst om numerisk
integration.

En grundlidggande idé bakom numerisk integration &r att man approximativt kan
berdkna integraler av funktioner genom att man forst approximerar funktionen
med ett polynom och sedan integrerar detta polynom. Enligt Stone—Weierstrass
satsen [5] kan varje kontinuerlig funktion pa ett slutet intervall [a, b] approxime-
ras godtyckligt bra med ett polynom. Denna princip ligger i grunden fér ménga
kvadraturmetoder inklusive Gauss-kvadratur.

Sats 3.1: Stone—Weierstrass sats

For varje funktion f € Cl[a,b] (kontinuerlig pa intervallet [a,b]) och for
varje € > 0 finns ett polynom p(z) sadant att:

|f(x) —p(x)| <e for alla x € [a,b].

Detta innebéar att varje kontinuerlig funktion pa ett slutet intervall kan
approximeras godtyckligt vdl med ett polynom.

Som ndmnt ovan sd kan inte alla funktioner integreras. Da &r det lampligt
att anvénda numeriska metoder. Idag finns det flera numeriska metoder som
Trapetsregel eller Simpsons regel. Gauss kvadratur &r &nnu en metod men den
sticker ut ur méingden - den #r namligen otrolig noggran. Aldre metoder som
Trapetsregel eller Simpsons regel delar upp integrerings intervallet i sma jam-
na delintervall genom att vélja ett visst antal noder. Ju mer delintervall man
véljer desto mer exakt blir virdet pa intergralen. Gauss kvadratur fungerar pa
liknande sétt i termer av att vélja delintervall, men metoden viljer noderna pa
ett smart satt.

Gauss kvadratur ger exakta resultat for polynom upp till grad 2n — 1 vilket
betyder att om funktionen f(x) som man vill integrera har grad som &r mindre
eller lika med &n 2n — 1 s kommer metoden producera en exakt l6sning. Det
visar sig att de mest optimala noderna dr nollstéllen till ortogonala polynom.

23



Definition 3.1: Gauss-kvadratur

Gauss-kvadratur dr en numerisk metod for att approximera en integral
av formen:

b n
/ @) wi)ds ~ Y wif () (5)
a =1

Har ar:
e f(z) en kontinuerlig funktion som ska integreras,
e w(x) en positiv viktfunktion definierad pa intervallet [a, b],
e 1; ir abscissorna (noder).

e w; ar tillhérande positiva vikter som véljs s att formeln &r exakt
for alla polynom av grad upp till 2n — 1.

Noderna kan i princip véljas hur som helst, men detta paverkar naturligtvis
noggranheten. Malet &r ju att vilja noderna pa ett sddant sitt att noggranheten
maximeras. Det dr hir teorin om ortogonala polynom kommer in. Sag att vi vill
approximera integralen:

1 n
[ p)dex Y

Dér p(z) ar ett godtycklig polynom med deg(p(z)) < 2n — 1. Lat vidare L, (x)
vara ett ortogonalt polynom av grad n. D& kan man utféra polynomdivision och
skriva p(z) som:

p(x) = ¢(x)Ln(2) + r(z).
Dér deg(g(x)) <n —1 och deg(r(x)) < n. Da kan integralen skrivas som:

/1 p(z)de = /1 q(z)Lp(z) + r(z) dx = /1 q(z) Ly (z) dz + /1 r(z)dx.

-1 -1 -1 -1

Eftersom ¢(x) har en lagre grad &n L, (z) kommer integralen av deras produkt
att blir noll och da far man:

/_11 p(z) de = /_11 r(z) dx.

Om man véljer noderna 1, ..., x, som nollstillen till L, (z) s& blir:

p(i) = q(wi) L (:) + r(2i) = 0+ r(2:) = r(z:)

Det innebér att i de valda noderna &r p(x;) = r(x;) vilket ger:
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n n
Z wip(x;) = Z wir ().
i=1 i=1

Eftersom r(z) har grad mindre &n n kan vikterna w; véljas s att summan
> w;r(x;) exakt berdknar fil r(z) dx (se sats 3.2). Da far man:

n 1 1
Z wip(x;) = / r(z)dx = / p(z) dz.
i=1 -1 -1
Detta visar att kvadraturformeln ar exakt for alla polynom p(z) med grad hogst

2n — 1. Genom att vélja noderna som nollstéllen till det ortogonala polynomet
L, (x) uppnar man alltsd maximal noggrannhet for ett givet antal punkter n.

Sats 3.2: Exakthet for Gauss-kvadratur

Gauss-kvadratur med n noder #r exakt for alla polynom f(x) av grad
upp till 2n — 1. Om f(x) &r ett polynom av grad hogst 2n — 1 géller att:

b n
/ f@) w@)de = Y wif @) (6)

dar w(z) ar en positiv viktfunktion och z;, w; ar noder och vikter valda
enligt Gauss-kvadraturregeln.

Bevis. Eftersom Gauss-kvadratur bygger pa ortogonala polynom relativt vikt-
funktionen w(x), véljs noderna x1, ..., x, som rotter till det ortogonala polyno-
met av grad n. En viktig egenskap hos ortogonala polynom &r att varje polynom
av grad mindre dn 2n kan exakt interpoleras genom en linjadrkombination av l&g-
re gradiga ortogonala polynom.

Lat f(x) vara ett polynom av grad hogst 2n — 1. Vi kan da skriva f(x) som

f(@) = q(@)pn(z) + r(z),

dar p,(z) ar det ortogonala polynomet av grad n, ¢(z) &r ett polynom av grad
hogst n — 1, och r(z) &r ett polynom av grad hogst n — 1.
Integrerar vi f(x) 6ver intervallet [a, b] far vi

/ab f(@)w(x)de = /abCI(:v)pn(x)w(x) dx + /abr(x) w(z) da.

Eftersom p,, (x) ar ortogonalt mot alla polynom av grad hogst n—1 med avseende
pd w(x) och ¢(z) har grad hogst n — 1 giller:

b
/ q(z)pp(z) w(x)dz = 0.
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Kvar blir: , \
/af(a:)w(x)dx:/a r(2) w(z) da.

Polynomet r(x) har grad hogst n — 1 och déarfor &r det bestamt av de n virdena
r(x;) t.ex. via Lagranges interpolationspolynom:

b
Iiij

Jj=1
J#i

med formeln

r(z) = Z r(xz;) Li(x).

i=1

Om vi sétter detta uttryck for r(z) i integralen far vi:

/ab r(z)w(x)de = zn:r(xi) /b Li(2) w(z) dz.

i=1 a

Vi definierar nu vikterna:

w; = /ab L;(z) w(z) dx.

Sa integralen blir:
n

b
/ r(z) w(z) dr = Zr(xi)wi.

i=1
Eftersom r(x;) = f(x;) (d& pn(x;) = 0 vid rotterna) far vi:

n n

Zr(mi)wi = Zf(ml)wl

i=1 i=1
Alltsa ar:

b n
[ H@ u@ de = 3" wif),
a i=1
vilket visar att Gauss-kvadratur ar exakt for alla polynom av grad upp till 2n—1.
O
Exempel 2.3

Ség att man vill approximera integralen:

1
/ 22 dx
1
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med Gauss-kvadratur och jamféra med det exakta vérdet.
Analytiskt 16sning:

! 1Y 13 (1)1 1\ 2
2d = J;— = — — = — — —_— = —
/_f” S N e T B 3) 73

Gauss-kvadratur pa intervallet [—1,1] med tva noder (n = 2):

e Noder: 77 = —%, Ty = s
e Vikter: wy = wy =1

Approximationen blir:

Yo 1 1 2
T d$%w1f(£li1)+w2f(as2):1~§+1-7:7

-1

Observera att eftersom funktionen f(x) = 22 &r ett polynom av grad 2 och

Gauss-kvadratur med n = 2 dr exakt for alla polynom upp till grad 2n —1 =3
erhalls ett exakt resultat.

En naturlig fraga som dyker upp &r d& vilka ortoganala polynom man ska anvin-
da? Det finns ju flera familjer av ortoganala polynom. Det &r nagot som beror
pa viktfunktionen. Foljande tabell visar de vanligaste familjer av ortogonala
polynom och tillhérande viktfunktion:

Namn Intervall | Viktfunktion
Legendre (-1,1) 1
Laguerre (0, 00) x%e "
Hermite (=00, 00) e’
Chebyshev | (—1,1) (1—a2)~1/2
Jacobi (-1,1) (1—z)*(1+2z)8

Tabell 2: Oversikt 6ver ortogonala polynom och deras viktfunktioner
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3.2 Gauss-Legendre-kvadratur

Den mest klassiska varianten av Gauss-kvadratur dr Gauss-Legendre-kvadratur.
Anledningen till detta &r att viktfunktionen w(xz) = 1 r vanligast for berdkning
av godtyckliga integraler. Genast uppstar det ett problem - Gauss-Legendre-
kvadratur kréver att integreringsintrevallen #r [—1,1]. Man kan komma runt
detta genom att transformera ett godtycklig intervall [a,b] till [—1,1]. Detta
sker genom att man introducerar en ny variabel ¢ ddr sambandet mellan x och
t &r en linjéar transformation.

20 —a—10 (b—a) a+bd
t:— :t
b—a T 5 2
Denna transformation gor sa att ndr x = a sa d&r t = —1 och nér x = b sa &r

t = 1. Pa det séttet skapar man en linjér avbildning [a, b] — [—1,1].

15 Transformation fran x till t med substitution

(b, 1)
1.0

0.5r

_2xi—a
t= bAa

-0.5F

-1.0f
(@ -1)

=15

Figur 3: Transformationen fran x till ¢

Definition 3.2: Transformation av intervallet for Gauss-Legendre-

kvadratur

b b
@) da b_a/af<b;“v+b;“> o (6)

a
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Exempel 2.4

Vi vill approximera integralen

6
/ 3zt — 22 + zdx
2

med hjilp av Gauss-Legendre-kvadratur med 3 noder. Gauss-Legendre-kvadratur
gilller pa intervallet [—1,1] s vi gor forst en dndring av variabel: Definera en
ny variabel t sddan att:

b—a a+b 6-2 6+ 2

= =2t+4
T 2t 5 2t—|—2 t+

Darmed kan vi skriva om integralen som:

6 1
/3x4—2x2+xdx:2~/ 3(2t +4)* — 2(2t +4)* + (2t + 4) dt
2

-1

Noder och vikter f6r n = 3 pa intervallet [—1, 1] &r:

t——\/§ w 5
1= 5» 1—9

8
t2:O7 w2—§
t_\/5 w ?
3 — 57 3—9

Vi rédknar ut funktionens vérden i de transformerade punkterna:

Sedan approximeras integralen som:

6 3
/3x4—2m2+xdx%2-2wi~3xf—2xf+xi
2 i=1

Gauss-Legendre-approximation: 4523.7333
Analytisklosning 16sning: 4523.7333
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3.3 Hur hittar man vikter och noder?

Det finns tva metoder for att explicit kunna hitta noder och vikter fér Gauss-
kvadratur. Antingen kan man stélla upp ett ekvationsystem eller anvénda noll-
stéllen till ortogonala polynom. For varje viktfunktion w(z) s& finns det tillho-
rande familj av ortogonala polynom. For att gora det enklare kommer vi att
undersoka Legendre-polynom.. Lat oss kika pa hur bada metoder fungerar och
for enekelhets skull 1at oss betrakta Gauss-Legendre-kvadratur.

Metoden med ekvationsystem:

Malet ar att hitta sddana w; och z; att:

[ @y dx 3w,

dr exakt for alla polynom upp till grad 2n — 1. Lat oss titta pa fallet ddr man
anvander 2 noder. Det betyder att vi soker w; och x; sddana att:

1 2
/1 fl@)w(z)d = Zwif(ﬂ%) = w1 f(z1) + w2 f(z2).
- i=1

Enligt sats 3.2 om Gauss-kvadraturens exakthet géller att en kvadraturformel
med n noder ger exakt resultat for alla polynom av grad upp till 2n — 1. For att
uppné detta krav konstrueras ett ekvationssystem dar man kraver att kvadra-
turen ger exakt resultat for varje monom z* fér k =0,1,...,2n — 1.

Detta &r precis vad som gors i metoden med ekvationssystem: vi stéller upp ett
system med 2n ekvationer och 2n obekanta (noder x; och vikter w;) genom att
kréva:

1 n
/ xkdx:Zwixf, for k=0,1,...,2n — 1.
-1 i=1

Denna metod &dr ett rent algebraiskt sadtt att bestdmma vikter och noder, i
stillet for att anvdnda integraler och viktfunktioner direkt. Det kan dessutom
innebéra en viss fordel ur berdkningssynpunkt, eftersom man bara behover 16sa
ett linjart ekvationssystem. Observera att varje polynom kan skrivas som en
linjar kombinationer av monomer, det vill siga:

f(x) =ag + a1x + axx® + ... + apz®.

Observera att varje polynom kan skrivas som en linjar kombinationer av mo-
nomer och kvadraturet skall ge ett exakt resultat for varje polynom av grad
2n — 1. Detta innebér att for att sikerstdlla detta ricker det att man kraver
exaktheten for en uppséttning av monomer 1,x, 22, 23... Upp till grad 2n — 1.
Detta fungerar eftersom om kvadraturen ger ett exakt resultat for varje sadan
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monom kommer den ocksé ge ett exakt resultat for summan av dessa monomer.
Ekvationsystemet blir saledes féljande:

1
/ 20 dr = w1 2% + wer)
~1

1
/ ztdr = wixl + wexd
-1

1
/ 22 dx = wle + wgarg
—1

1
/ 23 de = wia? + werd
~1

2:’U.)1+’UJ2

0 =wix1 + woxs

2 2
§ = w1x] + waT5

0 = wiz] + waxs

Losningen till detta systemet ges av:

1
xl——%
1
xzfﬁ
wp =1
wy =1

Metoden med ekvationsystem ar intutiv, men inte sa praktisk da ekvationer &r
inte linjéra och antalet ekvationer véxer véldigt fort ju fler noder man anvénder.
Vi har tidigare visat att noderna ges av nollstéllen till ortoganala polynom. For
att berékna vikterna har man stor nytta att féljande sats:

Sats 3.3: Vikter for Legendrepolynom

Antag att P, (z) ar Legendrepolynomet av grad n och att zq,zo,...,z,
ar dess nollstédllen. D& ges vikterna Ay i Gauss-kvadratur enligt formeln:

Ap = — /_P”(x) dz. (7)

P! (x) J_1 & — xg
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Bevis. Vi utgar fran att x1,...,, r nollstillen till Legendrepolynomet P, (x),
och att f(x) approximeras med ett Lagrange-interpolationspolynom:

P(z) =) Li(x)f(zx)

NE

k=1

dér Lg(x) ar de klassiska Lagrangepolynom.
Eftersom f(z}) ar konstant med avseende pa x kan vi skriva:

n

/_11 fl@)de ~ ka(xk)/_ll Li(z) da.

=1

Detta leder till definitionen av vikterna:
1
Ak = / Lk (.’L‘) dz.

-1

Vi vet att P,(z) ar ett polynom med nollstéllen i 1, ..., z, sa:
P(x)=(x—z1)(z —x2) - (x — ).

Om vi kallar detta F(z) s& kan vi skriva:

L(w) = (& — ax) F' (z1)

Uttrycket F'(z)/(x — xy) &r ett polynom som innehaller alla faktorer utom (z —
xy) dvs:

F(x)
Xr — Xk

— (e —w1) (@ — @) (€ — Tsr) -+ (@ — ):

Dess virde i @ = xy, ar just F'(xy) eftersom derivatan i en enkel nollpunkt ger
produkten av de 6vriga faktorerna.

Darfor far vi:
P, (x)

(x — @) Pl (k)
Vi sétter in detta i uttrycket for vikten:

! 1 ' P.(2)
A :/ Li(x)dx = n dx.
S (=) Pl (zr) Jo1 x—

Lk(fb) =

O

Sats 3.3 ar viktig, men inte sa praktisk da den innehaller en integral. Det &r
mojligt att, genom att utnyttja egenskaper hos Legendre-polynomen att hérleda
en mer explicit form for (7). Detta presenteras som en sats och en fullsténdig
hérledning av formeln ges i [4].
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Sats 3.4: Explicit formel for vikterna

Vikterna i Gauss-kvadratur kan ocksa uttryckas som:
2

A, = , 8
CT ) BT &

dir xj ar nollstéillen till Legendrepolynomet P, (x).

Metoden med ortogonala polynom:

Lat oss siga att vi arbetar med Gauss-Legendre-kvadratur. Soker saledes vikter
w; och noder x; sadana att:

/11 flz)d~ Zj: w; f(x;)

Det tillhérande familjen av ortogonala polynom é&r saledes Legendre-polynom.
Vi séger att vi vill anvinda 2 noder. Da kommer noderna ges av nollstéllen
till det Legendre polynomet som har grad 2. I vartfall blir det nollstéllen till
polynomet:

1
Py(z) = 5(3x2 -1)=0 = z; =

Dérefter hittas vikterna w; genom:

1
— xg =
73 2

w; = 2
L —ad) [P
w — 2 _ 2 _ 2 :2:1
(-Ca)lsCw)] G B
2 2 2 2

(@) ) e

Observera att ndr man i teorin kan anvinda bagga metoder sa dr metoden med
ekvationsystem mer intuitiv men samtidigt mer krévande da man far for stora
viarden pa n losa stora icke-linjara ekvationsystem som ofta kréver numeriska
berdkningar. Metoden med ortogonala polynom &r mindre intuitiv men &r be-
tydligt smidigare att anvéinda. Notera att berdknar av noder och vikter for olika
viarden pa n dr universiell i den meningen att dessa kvantiteter &r oberoende av
funktionen som man vill integrera eller integreringsintervallet. Av den anledning
ar det praktiskt att tabullera dessa vérden.
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Tabell 3: Vikter och noder f6r Gauss—Legendre-kvadratur pé intervallet [—1, 1]

n 1 (o ZT;

2 | 1| 1.000000000000000 | —0.5773502691896257
2 | 1.000000000000000 0.5773502691896257

3 | 1| 0.5555555555555556 | —0.7745966692414834
2 | 0.8888888888888888 | 0.0000000000000000
3 | 0.5555555555555556 | 0.7745966692414834

4 11| 0.3478548451374538 | —0.8611363115940526
2 | 0.6521451548625461 | —0.3399810435848563
3 | 0.6521451548625461 | 0.3399810435848563
4 | 0.3478548451374538 | 0.8611363115940526

5 | 1] 0.2369268850561891 | —0.9061798459386640
2 | 0.4786286704993665 | —0.5384693101056831
3 | 0.5688888888888889 | 0.0000000000000000
4 | 0.4786286704993665 | 0.5384693101056831
5 | 0.2369268850561891 | 0.9061798459386640

6 | 1] 0.1713244923791704 | —0.9324695142031521
2| 0.3607615730481386 | —0.6612093864662645
3 | 0.4679139345726910 | —0.2386191860831969
4 | 0.4679139345726910 | 0.2386191860831969
5 | 0.3607615730481386 | 0.6612093864662645
6 | 0.1713244923791704 | 0.9324695142031521

3.4 Jamforelse med traditionella numeriska metoder

En av de simplaste metoder i numerisk intergation dr Trapetsregel [2, s. 229].
Man approximerar hela arean under kurvan pa [a, b] genom att dra en linje frpn
a, f(a) till b, f(b) och riknar ut arean som bildas. Hogre noggramhet uppnés
genom att man anviander fler delintervall.

Definition 3.3: Trapetsregeln
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Trapetsregeln med g noggrannhet (2 punkter) Trapetsregeln med hdg noggrannhet (10 punkter)
— f(x) = sin(x) 1.0 — fx) =sin(x)

Trapetsapproximation / \ Trapetsapproximation

T £\
1/ \

02 / ‘\

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.0

Figur 4: Trapersregel med 1ag noggrahet(vinster) och hog noggranhet(hoger).

En annan metod fér numerisk integrering ar Simpsonsregel [2] s. 230]. Till skill-
nad fran trapetsregeln sa forsoker man att anpassa en andragradspolynom mel-
lan tre punkter. Av den anledningen kriver simpsonsregel att antalet punkter
dr udda och antalet delintervall blir saledes jamnt.

Definition 3.4: Simpsons regel

b—a

[ 1w~ (s@+ar () +50)

Simpsons regel med &g noggrannhet (1 intervall) Simpsons regel med hég noggrannhet (8 intervall)

— flx) =sin(x) 1.0 — f{x) = sin(x)
Simpsons approximation Simpsons approximation

\°
0.8 N\ 0.8

0.6 0.6
04 0.4

0.2 0.2

0.0 0.0

Figur 5: Simpsonsregel med lag noggrahet(vénster) och hég noggranhet(hoger).

For att illustrera skillnaderna mellan trapetsregeln, Simpsonsregel och Gauss-
kvadratur pa en funktion som saknar en primitiv funktion. Syftet &r att visa
hur noggrant varje metod kan approximera integralen med ett begrinsat antal
noder.

Trapetsregeln och Simpsons regel &r klassiska metoder som bygger pa att ap-
proximera funktionen med linjira respektive andragradspolynom. Dessa meto-
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der kraver ofta ett stort antal delintervall for att uppna hog noggrannhet.

Gauss-kvadratur utnyttjar daremot bade optimalt valda noder och vikter och
kan darfor na mycket hog noggrannhet dven med fa utvirderingspunkter.

For att konkret jamfora metoderna berdknas nedan en integral av funktionen

2% — 2% sin(2x) pa intervallet [1,3] [? , s. 233] Resultaten presenteras i en tabell

dar antalet punkter halls lika for alla metoder.

Antal punkter | Trapetsregel | Simpsons regel | Gauss-kvadratur
2 731.605442 333.238094 306.819934
4 369.725593 318.414648 317.345390
6 336.398103 317.557676 317.344247

Tabell 4: Approximativ beréikning av || 13 (2% — 2?2 sin(22)) dx. Det exakta virdet
ar 317.3442466.
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4 Slutsats

I detta arbete har vi studerat teorin som ligger bakom ortogonala polynom och
hur denna teori anvéinds i utvecklingen av Gauss-kvadratur fér numerisk integ-
ration. Vi har sett att ortogonala polynom har en méngd kraftfulla egenskaper
som mojliggor effektiv och i manga fall exakt approximation av polynom.

Sammanfattningsvis erbjuder ortogonala polynom och Gauss-kvadratur en ele-
gant och kraftfull verktygslada for att 16sa integraler inom manga omraden av
matematiken och naturvetenskapen. Som ett slutsats kan ldsaren se en enkel
implementation av gauss kvadratur i Python [6]. Det hela skots av biblioteket
numpy, men forhoppnigsvis forstar lasaren vad som hénder bakom scenen.

Listing 1: Enkel implementation av Gauss-Legendre-kvadratur i Python

import numpy as np
from numpy.polynomial.legendre import leggauss

# Funktion som man vill integrera
def f(x):

return xx*x*2

# Antal noder
n=2

# F r noder och wvikter
nodes, weights = leggauss(n)

# Ber kna Gauss—Legendre—approzximation p intervallet [—1, 1]
approx _integral = sum(w * f(x) for x, w in zip(nodes, weights))

print (f"Approximativt_v rde_p _integralen:_{approx integral}")
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