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Abstract

In this thesis, we delve deep into the world of error-correcting codes, focusing on the
mathematical structures that underpin our everyday communication. The study be-
gins by rediscovering error-correcting codes in an intuitive and relatable way, illustra-
ting how the communication methods we use daily have mathematical counterparts.
This leads to a foundational discussion, which sets the stage for the more advanced
theory covered later, on repetition codes and linear codes. Certain claims and theo-
rems along the way naturally require proof, something this thesis does not shy away
from providing.

Once we have built a solid understanding of linear codes, we proceed to introduce
Reed-Solomon codes, a cornerstone of modern society. These codes are used in eve-
rything from CDs and DVDs to communication with the Voyager spacecraft. We
start with a somewhat simplistic approach, quickly increasing the pace and com-
plexity of the codes until we are finally equipped to tackle QR codes. In the final
chapter of the thesis, everything we have learned is applied to create a QR code

from scratch, step by step.



Sammanfattning

I den har uppsatsen dyker vi djupt ner i de felrdttande kodernas varld, med fokus pa
de matematiska strukturerna som bygger upp var vardagskommunikation. Studien
inleds med att aterupptéicka felrdttande koder pa ett sdtt som ar intuitivt och latt
att relatera till, for att sedan visa kommunikationsmetoder vi anvander oss av dag-
ligen har matematiska ekvivalenter. Detta leder oss till en diskussion, som kommer
att ligga till grund for all den mer avancerade teorin vi gar igenom sen, om repeti-
tionskoder och linjéra koder. Vissa pastaenden och satser léngs viagen kréver saklart
bevis nagot som den har uppsatsen inte viker sig for att ge.

Nér vi val byggt upp vart kunskapsforrad om linjara koder ar det dags att introdu-
cera Reed-Solomon-koder, nagot som anvénds i hela det morderna samhéllet. Allt
ifan CD, och DVD-skivor, till kommunikation med rymdsonden Voyager. Vi borjar
nédstan lite simplistiskt, for att raskt oka tempot och komplexiteten pa koderna,
tills vi sist ar utrustade for att tackla QR-koder. I uppsatsens sista kapitel anvands

allting vi lart oss for att skapa en egen QR-kod, fran grunden, steg for steg.
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1 Introduktion

Den storsta skillnaden mellan ménniskor och djur, om vi bortser fran att manniskor
onekligen ar djur, ar var formaga att kommunicera, att utbyta idéer och komplexa
tankar sinsemellan. Den ménskliga kommunikationens historia boérjade sannolikt
med enklare former av laten och gester. Allteftersom de ménskliga samhéllena vixte
sig storre och mer avancerade dkade behovet av sofistikerade och mer strukturerade
former av kommunikation. Forst kom talade sprak, som tillit oss att resonera med

varandra, och att uttrycka kanslor.

Dérefter kom skriftspraket, och da blev det for forsta gangen mojligt att kommuni-
cera med personer genom tiden. Detta mojliggjorde att samhéllen kunde stifta lagar,
och bilda diplomatiska och politiska relationer med andra samhéllen, men ocksa att
utveckla skilda kulturer och religioner. Nagra tusen ar senare uppfanns tryckpres-
sen i Furopa vilket fodde masskommunikation pa det satt vi dr vana vid idag. Da
borjade det istallet att handla om att kommunicera sa snabbt som mojligt. Stora
framsteg gjordes pa 18- och 1900-talet med uppfinningar som telegrafi, telefoni, och

radio.

I det moderna samhallet kommunicerar vi dagligen 6ver stora avstand tack vare
internet, smartphones, och satellit-teknik. Sociala medier och instant-messaging har
till stor del tagit dver var dagliga kommunikation. Men vartefter dessa digitala kom-
munikationsmedel 6kade i popularitet, gjorde ocksa behovet av att informationen
bevaras, aven i miljoer dar brus forekommer. Detta ledde till utvecklandet av felrat-
tande koder.






2 Linjara koder

2.1 1Idén bakom sjalvrattande koder

Néar man forst hor talas om det faktum att det finns koder som pa egen hand kan
fixa och korrigera fel som uppstatt sa later det nastan for fantastiskt for att vara
sant. Hur kan en kod, som bara ar en strang symboler, mojligtvis veta att nagot ar

fel? Och till och med mer én sa... ratta till de fel som har uppstatt?

Kanske har du nagon gang varit med om att en kompis varit ute en fredagskvéll och
messat dig nagot i stil med "hek ksn du hdnta mig jah &t pa tikardz lub.Meddelandet
kan vara lite svart att tyda, men om vi tillimpar lite kontext kanske det gar att tyda
anda. Dels finns en lingvistisk kontext, till exempel ar varken "hek'eller "jahord som
ingar i det svenska spraket. Da kan vi anta att det blivit fel niar var kare vén tréffat
fel tangenter. Vi kan ocksa tillampa en social kontext. Om vi vet att hen varit ute
och druckit, och puben kanske ligger en bit bort, sa ér det naturligt att behova hjalp
att ta sig hem. Om vi ldgger ihop allt sa kan vi istéllet tolka meddelandet som "hej

kan du hdmta mig jag ar pa Rikards pub,som ar mer rimligt.

Den delen av kodningsteori som behandlar sjalvrattande och felrdttande koder, tva
begrepp som kommer att anviandas synonymt under denna uppsats, handlar om
att forsoka aterskapa den kontext som finns nir vi kommunicerar med varandra

matematiskt.

Tank dig att du forsoker sta och prata med nagon pa en fest(som matematiker ar
det nagot jag endast hort talas om) dér det spelas hog musik. Att prata ar absolut
mojligt, men det ar svart. Om din konversationspartner pa nagot satt indikerar att
denne inte korrekt uppfattat vad du sagt, genom att till exempel utbrista "va?"eller
helt enkelt inte svara pa det du sagt. Da kommer de flesta rent instinktivt att repetera

vad de sagt sa att personen far en ny chans att tolka vad du sade.

Idén om att repetera sig kommer lite senare leda oss till att upptécka repetitionsko-
der, en typ av linjar kod. Lat oss borja med att definiera terminologin kring linjéra
koder, sa kan vi komma tillbaka till repetitionskoder nar vi utvecklat var forstaelse

lite grann.



2.2 Viktiga definitioner och koncept for linjara koder

Foljande definitioner bygger pa boken Discrete Mathematics av Norman L. Biggs.
[Big02]

Definition 2.1. En kod édr en méangd strangar. En kod betecknas ofta C.
Definition 2.2. Om ¢ € C kallas ¢ {or ett kodord.

Ezxempel 2.3. C; = {hej,pa,dig} ar en kod. Stréangen hej ér ett kodord eftersom
h@j S 01.

Definition 2.4. En kod C kallas linjar om den ar en delgrupp V™, dar V™ ar

vektorrummet som innehaller alla kodord av langd n.

Definition 2.5. I en linjar kod kommer alla kodord att vara lika langa. Vi kallar

det for kodordets langd och det betecknas med n.

Definition 2.6. Aven meddelandena som skickas kommer att behova vara lika langa.
Langden pa ett meddelande kallas kodens dimension och betecknas k. Om en kod
ar definierad 6ver ett vektorrum av dimension ¢ kommer antalet kodord i koden att

vara ¢~

Planen har ar alltsa att véalja ut ett meddelande pa k symboler, med hjilp av nagon
forutbestamd algoritm gora om detta till ett kodord med n symboler. Men varfor
det? Jo, det gor att vi skapar lite distans mellan orden. Da kan vi, ifall nagot fel
skulle uppsta ! och mottagaren ser att det kodord denne tar emot inte finns i var kod,
sa kan hen leta upp det mottagna, felaktiga, kodordets narmaste granne i koden.
D& maste vi hitta nagot séitt att definiera nagot séitt att hitta avstandet mellan tva

strangar.

Definition 2.7. Hammingavstandet mellan tva strangar av samma lingd, ¢; och

¢y betecknas d(cy, c2) och éar definierat som antalet platser diar kodorden skiljer sig.
Om en kod C uppfyller att, for alla kodord ¢,,c, € C, §(¢c,,¢,) < d kallar vi d for

det minsta Hammingavstandet.

FEzempel 2.8. Hamming avstandet §(matematik statistik) = 6. Bada strangarna har

ar lika langa(9 symboler), och de skiljer sig fran varandra pa 6 stéllen.

Lalltsé att en symbol byts ut mot en annan



Definition 2.9. Om vi skickar ett kodord c till var mottagare, som tar emot ordet
w, sager vi att ett fel uppstatt ifall (c, w) # 0.. Vidare sidger vi att det uppstatt s
fel ifall s = (e, w).

Definition 2.10. Om ett eller flera fel uppstar i var kod korrigerar vi w till det

kodord ¢ som gor att d(c,w) blir sa liten som mojligt.

2.3 Repetitionskoder

Om vi gar tillbaka till exemplet dar du forsoker prata med nagon éver hog musik,
och det ar uppenbart att personen inte forstatt dig, sa du repeterar det du sagt, sa
ska vi nu forsoka aterskapa det matematiskt.

Lat oss sdga att kontexten till konversationen pa den hogljudda festen dr att din
kompis har stéllt dig en fraga, till exempel "vill du ga hem?-— en fraga som kraver
ett ja eller ett nej. Vi véiljer att representera ett ja med en 1:a, och ett nej med en
0:a. Skulle det vara sa att vi har jattekul pa festen, och inte vill ga hem, svarar vi
alltsa 0. Men nu uppstar det ett fel! I den brusiga kanalen som meddelandet 6verfors
genom byts var 0:a ut mot en 1:a, sa kompisen borjar packa sina saker och undrar
sen varfor du inte gjort samma sak. For att forhindra att sadana fel forstor var kvall

sa maste vi hitta pa en kod.

Definition 2.11. En linjar kod kallas for en repetitionskod ifall vi kodar ett med-

delande m genom att repetera m ett antal ganger.

Ezxempel 2.12. En repetitionskod som liknar vart exempel ovan hade kunnat vara
ifall vi istallet for att skicka en 1:a eller en O:a, skickar 00 eller 11. Det ger oss att
var kod C = {00, 11}.

Om vi skapar en sadan kod, skickar 11, och var mottagare far ordet 01, sa vet
denne att nagot blivit fel eftersom 01 ¢ C. Det finns bara ett problem. (01, 00) =
5(01,11) = 1, sa vi vet inte vad vi ska korrigera till. Vi kan se att det uppstétt ett
fel, men vi har inte tillrackligt med information for att fixa det. Vi kallar det for att

vi kan detektera eller upptacka ett fel.

Vi dndrar koden lite grann, vi repeterar inte meddelandet en gang langre, utan tva
ganger, alltsd blir var kod C' = {000,111}. Om vi nu skulle skicka ett ja(111)
och var mottagare tar emot 110, sa vet denna att svaret var just 'ja'eftersom
5(110,111) = 1 > §(110,000) = 2. Observera att ifall tva fel uppstar, till exem-
pel ifall det mottagna ordet skulle vara 010 skulle detta korrigeras till 000, alltsa

nej.Nér vi arbetar med felrattande koder utgar vi ifran att fel ar ovanliga.

9



2.4 Minsta Hammingavstandet for linjara koder

Sats 2.13. Singletongrdinsen. For alla linjira koder av lingd n och dimension q
gdller att d <n —k+1. [MS04]

Bevis. Lat oss anta att vi har en linjar kod C med dimension k, lingd n, och minsta

Hammingavstand d.

Vi fastslar nu de forsta d — 1 symbolerna i koden, vilket ger oss att dessa positioner
har ¢?~! olika kombinationer. Eftersom vi fastslagit d — 1 positioner maste det finnas

n — (d — 1) positioner kvar, enligt definitionen av langden av ett kodord n.

Efter att ha fastslagit d — 1 positioner maste fortfarande alla kodord i C vara enty-
diga, eftersom enligt definitionen av det minsta Hammingavstandet d kravs det att

alla kodord skiljer sig pa minst d positioner.

Vi har alltsd ¢* unika kodord i C. Dessa kodord maéste alltsa, enligt Dirichlets
ladprincip, fa plats i de sista n — (d — 1) positionerna. Alltsa géller det att

quqn—(d—l) — k<n—(d—1) = d<n—k+1.

]

Med hjalp av Singletongréansen inser vi ganska latt att, ifall det uppstar d—1 < n—£k
fel, eller farre, s kommer vi att fa ett resultat som inte ar ett kodord i C, och vi kan
anta att nagot gatt snett under 6verforingen. Det kallas att vi kan detektera upp till
d—1=mn — k fel, men vi pratar ju &nda om felrdttande koder, inte felupptickande

koder. Hur manga fel kan en kod med minsta Hammingavstand d ratta till?

Sats 2.14. En kod med minsta Hammingavstand d kan korrigera upp till

{%J = {%J fel. Vi korrigerar fel genom att jimféra en mottagen strang med alla
kodord, och ta det kodord som har lagst Hammingavstand.

Bevis. Lat oss anta att vi har en kod med minsta Hammingavstand d. Lat oss vidare
anta att vi tar emot ett ord w som inte ar ett kodord, och att det uppstatt s < {%J
Till sist antar vi att vi inte kan bestdmma vilket kodord w ska korrigeras till eftersom

det géller att d(w,c) = §(w,c*) = s.

Med hjalp av triangelolikheten kan vi alltsa skriva att
dc, ") < d(w,c) +d(w, ") = s+ s = 2s. (1)

10



Om vi anvander definitionen av Hammingavstandet, d.v.s. att d < d(c,c*), och
stoppar in den i (1) s& far vi d < 2s, vilket betyder att ¢ < s.

Vi vet ocksa, i och med vart antagande att s < ld_TlJ att det ocksa géller att

_ld=t]_d=1_
N

1\3_\ ISH

Slutligen far vi, om vi kombinerar dessa olikheter, far vi att

[CIR=V
IA
»
A\

|,

vilket &r en motsiagelse. Alltsa ar 6(w, ¢) # d(w, ¢*), och koden korrigerar w till den

narmaste. O

11






3 Reed-Solomon-koder

Reed-Solomon-koder ar en klass felrattande koder som anvands inom digital kom-
munikation och datalagring for att detektera och korrigera fel som uppstar i en
datasekvens. Reed-Solomon-koder utvecklades, som namnet antyder, av Irving. S.
Reed och Gustave Solomon ar 1960. Idag anvander vi dessa koder dar det ar vik-
tigt att datan och meddelandet maste bevaras, till exempel avlasning av CD-skivor,
DVD, och som vi kommer ga in pa mer i detalj senare QR-koder, men ocksa vid
kommunikation med rymdsonderna Voyager 1 och 2 som skickades upp av NASA
under 70-talet.

Reed-Solomon-koder bygger pa polynominterpolering, dér ett meddelande represen-
teras av koefficienter i ett polynom. Detta polynom evalueras sedan pa forutbestam-
da punkter. Poédngen ar sedan att, med hjalp av dessa punkter, rekonstruera polyno-
met sa att meddelandet kan utldsas. For att ldgga till den felrdttande aspekten kan
fler punkter an symboler i meddelandet ldggas till. D& kan polynomet rekonstrueras

dven om det skulle uppsta fel i dataverforingen. [Wik24a]

3.1 Lagrange’s metod for polynominterpolering

Lat oss anta att vi har N + 1 punkter (xo,v0), (z1,v1), (T2, y2) , -, (TN_1,Yn—1), 1
det kartesiska koordinatsystemet. Lat oss ocksa anta att det for alla x; géller att
x; = x; om och endast om ¢ = j. Vart mal ar nu att skapa ett polynom L(z) av
grad N sadant att L(zy) = yi for alla 0 < k& < N. For att uppna vart mal anviander

vi Lagrange’s metod for polynominterpolering, ocksa kallad Lagrangeinterpolering.

Lagrangeinterpolering kan utforas med hjilp av foljande formel: [BKS21]

Lz) =Sy [ —

k=0 m=0 Tk — Tm
m#k

Som vid en forsta anblick kan kdnnas lite 6vervildigande. Det blir enklare ifall vi

delar upp ekvationen i flera steg. Foljande ar vad vi har att gora:

o For varje punkt x skapar vi ett polynom av grad N sadant att detta polynom
har alla andra punkter som nollstéllen. Eftersom vi har totalt N 4+ 1 punkter

kommer vi alltsa fa lika manga polynom.

13



o Vi dndrar varje polynom genom att multiplicera detta med en konstant sadant
att varje polynom evalueras till 1 for det x; som inte blir 0. Vi kallar detta
for vart baspolynom /i (z), som alltsa uppfyller ¢x(x) = 1 och £ (z,,) = 0 om
k#m

« Vi skapar sedan Lg(z) = yg - lx(x). Detta ger oss att Li(zx) = y - lk(zr) =
L yk = Yg.

« Lagrangepolynomet L(z) ar nu summan av alla Ly(z) d& 0 < k < N.

3.2 Lagrangeinterpolering steg for steg

Lét oss igen anta att vi har N+1 punkter (zo, %) , (71, 41) , (72, %2) , -, (Tv—1,Yn—1) , (TN, UN)
som uppfyller z; # x; om i # j. Vi letar efter ett polynom L(z) av grad N, sadant
att L(xy) =y, for alla 0 < k < N.

Steg 1.
Vilj ut en punkt (xx, yg).

Steg 2.
Konstruera grundpolynomet

(x —x9) (x —x1) (T — 22) .. (T — Tp—1) (T — Xppy1) ... (x —2N_1) (T — ).
Detta polynom kommer att evaluera till for alla x,, d& m # k, och kommer att ha

grad N.
Steg 3.

Om vi evaluerar ovan polynom over xp kommer resultatet att bli

(xp —x0) (xp —x1) -+ (2 — Tp—1) (T — Tp1) - -+ (xp — zN) #£ 0.

Om vi skapar polynomet

(@ — o) (x—a1) - (z — @p—1) (& — Tpy1) -+ (2 — 2N)
(xr — x0) (g, — 1) - (@ — Tpo1) (T — Tpgr) -+ - (26 — W)

kan vi alltsd vara sidkra pa att fx(zy) = 1. Detta ar ett av vara baspolynom, de

byggstenar vi sedan anvander for att sedan konstruera Lagrangepolynomet.

Steg 4.
Vi sdtter nu Ly (x) := yg - lx(x). Ur detta kan vi se att

14



Li(2r) = yi - le(x) = 1 Y = Y-

Steg 5.

Repetera nu Steg 1-4 for alla andra punkter.

Steg 6.

Summera nu alla L(x) for att till slut fa ut L(z). Det géller alltsa att:

L(x) =310 Ly (2)
Lat oss nu testa denna metod med ett exempel.

Ezxempel 3.1. Lat oss anta att vi har foljande punkter (1,—4),(2,—1),(3,—6) for
vilka vi vill hitta ett andragradspolynom.

Vi konstruerar grundpolynomen:

(z—2)(z—3)

(z—1) (@ —3)

(x—1)(z—2).

Vi anvénder sedan grundpolynomen for att skapa vara baspolynom:
El(l') _ (z=2)(z=3)

((1 2%173))
z—1)(xz—3
lo(x) = ((2—1%%2—3))
x—1)(x—2
() = e

Vi multiplicerar varje baspolynom med dess motsvarande punkts y-varde:
Ly(w) = —4- E=060=8 — —4 (122 — 324 3) = —22° + 10z — 12

(1-2)(1-3)
z—1)(x—3
Ly(x) = 6 G2 = 6 (322 — S0+ 1) = 32% — 92 + 6.

Vi summerar nu dessa polynom for att fa Lagrangepolynomet:

L(z) = (—22% + 10z — 12) + (2® — 4z + 3) + (322 — 92 + 6) = 22? — 3x — 3

For att overtyga oss om att Lagrangepolynomet faktiskt traffar vara punkter gor vi
en kontrollrdkning:

L(1)=2-12-3.1-3=—4

L(2)=2-22-3.-2-3=-1

L(3)=2-3-3-3-3=6

Allt stammer perfekt!

15



3.3 Unikheten av Lagrange’spolynom

Reed-Solomon-koder bygger pa det faktum att, for ett givet antal N + 1 punkter sa
finns det ett och endast ett polynom av grad N som interpolerar dessa punkter. Lat

oss bevisa att detta ér sant.
Sats 3.2. Varje Lagrangepolynom dr unikt.

Bewvis. Antag att vi har N + 1 punkter (xo,yo) (z1,v1) (T2, y2) , ..., (TN, yn) sadant
att ; = x; endast om ¢ = j. Vidare antar vi att det finns tva olika Lagrangepolynom
L(z) och L.(z) som béada interpolerar dessa punkter, men sadant att L(x) # L.(x).

Vart att poangtera ar att bada dessa polynom ar av grad V.

Vi kan nu skapa polynomet

Eftersom R(x) ér differensen av tva polynom av grad N ér det vért att notera att
gradR(z)< N. Det kommer for alla z; dar 0 < k < N gilla att

L(wg) = Lu(7k) = i
och saledes kommer
R(xy) = L(xx) — Lu(71) = yp — yr = 0.

Det géller alltsé att, for alla N 4 1 punkter att gélla att R(zy;) = 0. Detta kan,
eftersom grad R(z)< N, bara vara sant ifall R(z) = 0 vilket ger oss att L(x) = L.(z).
7] O

Samma argument haller aven for polynom 6ver dndliga kroppar.

3.4 Att koda en Reed-Solomon-kod

Delkapitel 3.5 till 3.8 bygger pa ett blogginlagg av Tom Verbeure. [Ver22]
Innan du och en mottagare kan borja skicka Reed-Solomon-koder maste ni komma

overens om ett par saker, namligen
o Langden pa ett kodord: n.
e Dimensionen, langden pa ett meddelande k.

16



o FEtt alfabet, d.v.s en kropp som bestdmmer vilka symboler som finns tillgdng-

liga och de operationer och relationer som finns mellan symbolerna.

o En lista med varden ag, ay, as, ..., ¢,_2, a,_1 Over vilka polynomet ska evalueras.

Nér ni val kommit 6verens om dessa parametrar kodar du ditt meddelande enligt

foljande:

Steg 1.

Vilj ett meddelande mg, myq, ..., my_1 sadant att alla m; ingar i det valda alfabetet.

Steg 2.
Skapa sedan meddelandepolynomet mg + mqz + mex? + ... + my_12*~ 1. Det géller

alltsd att m(z) = ) myat,

Steg 3.

Kodvektorn som du ska skicka till mottagaren ar nu (m(ag), m(ai), ..., m(a,_1))-

3.5 Att avkoda en Reed-Solomon-kod

Lat oss sidga att du fatt ett meddelande som konstruerats enligt instruktionerna
ovan, hur gor vi for att ldsa det? Notera att vi har samma Overenskomna parametrar
som ovan. Reed-Solomon-koder kan detektera och korrigera upp till VT_’“J Vi antar
att det blivit s < VT_kJ fel i 6verforingen.

Steg 1.

Meddelandevektorn som skickades till oss har n punkter som ser ut pa foljande
vis: (a;,m(a;)). Ta fram varje urval av k sddana punkter, det kommer att finnas
(Z) sadana urval. For varje urval, skapa det motsvarande Lagrangepolynomet, som

kommer att ha grad k — 1.

Steg 2.

Om inga fel har uppstatt i 6éverforingen av information sd kommer alla punkter
att ligga pa samma polynom, ndmligen m(x), och det &r ocksa det resultatet vi
kommer att fa av Lagrangeinterpoleringen. Darefter kan koefficienterna avlasas och
det ursprungliga meddelandet kan aterkonstrueras.

Om det daremot nagonstans har blivit fel kanske det kan korrigeras. Da kommer
inte alla urval ge samma Lagrangepolynom. Det vi gor da ér att valja det Lagrange-
polynom som skapas av flest urval. Vi later alltsd de har urvalen rosta pa vilket

polynom de tror ar m(x). Detta kommer alltid att fungera om s < VT_kJ

17



Sats 3.3. Om vi mottagit en meddelandevektor dir s < VT”“J kommer alltid m(x)

fa flest roster.
Bevis. Detta bevis kommer att ga till som foljande:
1. Forst kommer vi rdkna hur manga réster m(z) kommer att fa.

2. Sedan kommer vi skapa en annan kandidat, p(z) # m(z), och undersoka om

det finns en dvre grins for antalet roster p(z) kan fa.

3. Sedan visar vi att m(z) kommer att fa fler roster &n det 6vre taket for antalet

roster for p(z).

1. Vi borjar med att titta pa hur manga roster m(x) kommer att fa. Om det uppstétt
s fel i 6verforingen betyder det att vi har n—s korrekta punkter kvar. Vilket urval av

k stycken av de korrekta punkterna kommer att resultera i m(z). Ett sadant urval

n—s

. ) satt, och saledes ar det ocksa sd manga roster m(z) kommer att

kan ske pa (
fa.

2. For att p(x) ska fa sd& manga roster som mojligt maste sd& manga punkter som
mojligt ligga pa p(x), alltsa att de uppfyller att p(x;) = y;. Detta sker om k — 1
korrekta punkter ligger pd p(z) ? och om alla inkorrekta punkter ocksd ligger pa

p(x), alltsa totalt s + k — 1 punkter. Polynomet p(z) kommer séiledes att fa totalt

(S+Z_1) roster.

3. Sista steget a4r nu att visa att (";S) > (HZ*I). Eftersom bade n — s och s +k—1

star over k sa ricker det med att visa att
n—s>s+k—1
som vi kan skriva om som
n—*k>2s—1. (1)

Slutligen vet vi att

sg{n;ngn;k:ZSSn—k\ (2)

2Kom ihag att Lagrangepolynom ir unika, s& om alla korrekta punkter hade legat pa p(x) hade
det géllt att p(x) = m(x)
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Om vi stoppar in (2) i (1) sa far vi olikheten
n—k>2s>2s—1

och vi ar darmed klara. O

3.6 Exempel pa kodning och avkodning av Reed-Solomon-
koder

Lat oss ta ett exempel pa kodning och avkodning av Reed-Solomon-koder. Vi be-
stammer forst n = 4, k = 2, att vi anvidnder de rationella talen, och att vi ska

evaluera polynomet 6ver 0,1,2,3.

Viborjar med att vilja meddelandet 6,9, som vi kodar som polynomet m(x) = 6+9z.
Da skickar vi sedan koden (m(0),m(1),m(2),m(3)) = (6,15,24,33). Var kod kan
ratta upp till 1 fel.

Vér mottagare tar emot (6,15,18,33). Vi vet att ndgot blivit fel, ndmligen att 24
bytts ut mot 18, alltsa att det uppstatt ett fel. Det vet forstas inte mottagaren, an
iallfall. Inga problem. Antalet fel 4r inom felrattningskapaciteten for var kod. Lat
oss ta fram alla mojliga urval av punkter, satta in dem i Lagrange’s formel, och sa

far de rosta om vad meddelandet ska vara.

’ Punkter \ Lagrangepolynom ‘
0,6), (1,15) 649z
0,6), (2,18) 6+ 6x
0,6), (3,33) 6+ 9x

1,15), (2,18) 12+ 3z
1,15), (3,33) 6+ 9z

(
(
(0,
E
(2,18), (3,33) —12+ 15z

Vi ser att 6 4+ 9z fick flest roster, och det var ocksa det meddelande vi skickade, sa

var mottagare fick det korrekta meddelandet till slut!

3.7 Systematiska Reed-Solomon-koder

Metoden for kodning och avkodning av Reed-Solomon-koder vi precis gick igenom ar

relativt enkel, och i teorin fungerar den bra. Det finns dock utrymme for forbattring.
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Det stora problemet ligger i hur manga urval av punkter som kan uppsta ifall n och
k, ar véldigt stora. Da blir rostningsprincipen opraktisk, eftersom den helt enkelt
tar for lang tid for att kunna genomfora i verkligheten. Detta kan vi l6sa genom att

introducera systematiska koder.

Definition 3.4. En kod kallas systematisk om det ursprungliga meddelandet finns
med som en del av kodordet. [Wik23]

I fallet Reed-Solomon-koder betyder det att kodordet kommer bli pa formen

Mo, M1, ..Mp—1, Ty ..., Tn—1, ddr m; ar en del av meddelandet, och r; ar redundans.
Det enklaste séttet att bearbeta den icke-systematiska metoden ovan hade varit att,
istallet for att lata

k=1
m(z) == > ma’
i=0

, och sedan skicka m(ag), m(ay),...,m(a,_1), sa kan vi istdllet lata m(z) vara det
Lagrange’spolynom som interpolerar punkterna (a;, m;) for 0 <i < k — 1. Vi sétter

sedan r; = m(a;) nir k <i <n — 1, och skickar precis mq, mq, ..Mk_1, Tk, ooy Tn_1-

3.8 Kodning av systematiska BCH-Reed-Solomon-koder

Den systematiska metoden ovan dr en marginell forbattring, men loser inte problemet
med stora n och k, sa lat oss diskutera en metod som faktiskt gor det, ndmligen
BCH-Reed-Solomon-koder. BCH-koder? innebér att vi anvinder oss av en cyklisk
andlig kropp och ett generatorpolynom

Innan vi borjar med vara forbattrade, systematiska Reed-Solomon-koder behéver vi,
precis som forr komma Gverens om nagra saker innan vi borjar. Den listan ser dock

lite annorlunda ut for systematiska koder.
o Langden pa ett kodord: n
e Dimensionen: k

o Ett alfabet som &r en éndlig kropp F. Detta ar vad som gor koden till en
BCH-kod.

o En primitiv rot « till FF.

3en forkortning av Bose-Chaudhuri-Hocquenghem-koder, dépt efter Alexis Hocquenghem, Raj
Chandra Bose, och wijendra Kumar Ray-Chaudhuri
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« En lista med virden a°,a', a?, ...,a" %! som generar redundansen

Planen ar att skapa ett polynom m(z) som har meddelandet som koefficienter, och

har egenskapen att m(a;) = 0. Lat oss borjal

Steg 1.

Vilj ett meddelande mg, mq, ..., mg_1 sadant att alla m; ingar i det valda alfabetet.

Steg 2.
Skapa polynomet p(x) = mg + miz + .. + my_ 121 = S me

Steg 3.
Skapa polynomet g(z) = (z — 1)(x — a)(x — a?) -+ (z — a" " ). g(x) kommer att

ha grad n — k, och ér konstruerat pa s& vis att g(a’) = 0.

Steg 4.

Vi konstruerar nu polynomet

n—k+1 n—k+2

p(2)2™ " = moz™F + mix + Mmox + o+ mya™ !

Steg 5.
Nu utfor vi polynomdivision % pa sddant vis att p (x) 2" % = q(x)g(z) + r(z)
och deg(r) < deg(g).

Steg 6.

Ansitt nu m(z) == p(z) 2" % —r(z) = q(x)g(z). Eftersom g(z) dr en faktor ir det
enkelt att se att m(a’) = 0.

Eftersom g(x) har konstaterat grad n — k, och r(z) &r konstruerad pa sa vis att

deg(r) < deg(g) sa kommer alltsa
m(z) =ro+rz 4 ...+ To_p 2™ mea™ ™ 4 4 my_ 2™

Vart kodord blir nu mg, mq, ..., Mg_1, Tk, ooy Tr—1.

3.9 Avkodning av systematiska BCH-Reed-Solomon-koder

[Wik24a] Vi kommer nu utféra en avkodning av koden skapad ovan med hjélp av
Peterson-Gorenstein-Zierler-avkodning(PGZ-avkodning). Metoden gar ut pa att go-

ra foljande.
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« Antag att vi tagit emot kodord m*(z) = m(x) 4 e(x) dir e(x) ar felpolynomet

av grad n — 1.
o Berikna S; = m*(af) =e(a?) foralla1 <j<n-—k
 Hitta var felen uppstatt med hjilp av ett felfinnarpolynom A(x).
« Hitta virdena pa de fel som uppstatt.

» Rekonstruera m(z) med kunskapen om var felen uppstatt, och hur stora de &r.

Steg 1.
Antag att vi tagit emot ett kodord mg, m7, ...,mj;_q, 7%, ..., 7 _;. Kasta om termerna

sa att de hamnar i rdtt ordning, och vi far det mottagna meddelandepolynomet

n—k—1 * n—k 1

m*(x) =ry+ric+ ..+ +mix" 4 o my_x

Steg 2.

Vi skapar nu felpolynomet e(z) av grad n — 1 sadant att m*(x) = m(x) + e(x). Om
e; # 0 innebér det att det uppstatt ett fel pa position 7, men an sa lange vet vi inte
e(x).

Steg 3. Nu berédknar vi alla syndrom som tillhér m*(x). Vi definierar syndromet
S; enligt foljande: S; = m*(a?) = m(a?) + e(a?) for 1 < j < n — k, men eftersom*
m(a?) =0 sd far vi S; = e(a)

Steg 4. Vi kommer nu att anta att det uppstatt s stycken fel i 6verforingen. Vidare
antar vi att dessa fel uppstatt pa index iy, 9, ..., i, ..., 1, dir 1 < k < s. Vi behover nu
definiera tva ytterligare koncept. Forst ut dar X, := a'* Dessa X}, ir vara felfinnare.
Om vi lyckas lista ut vardet pa Xy sa vet vi att i, = log, (X%), och vi vet dédrmed
positionen av det k:e felet.

Sedan definierar vi Y, = e;, alltsa storleken pa det k:e felet. Vi vet att

m; = m;, +e;, =m;, + Y. Iall vi kan lista ut bade Xj, och Y}, kan vi korrigera det

k:e felet.

4Kom ihag att vi definierade g(z) = (z — a')(z — a?)...(x — a" %), s& g(a?) = 0 och siledes &r
dven m(a’) = q(a?)g(a?) = 0.
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Steg 5.

Vi kan nu konstatera att
S=e(a?) Y e, (9)" = 3 ViX] (1)
k=1 k=1

Vilket, om vi observerar att varje j ger oss en ekvation, gor att vi kan satta upp

ekvationssystemet:
XY+ XYoo+ ..+ XY, =5
XY+ X2Yo + ..+ X2Y, = 5,
XY+ XERY, 4 XY, = S, e

For att kunna losa ekvationssystemet maste vi forst bestimma alla X},°.

Steg 6.

For att underlatta att hitta Xj infor vi felfinnarpolynomet
Az)=(1—-2X) (1 —2Xy)...(1 —2X,) =1+ Az + Aox® + ... + Aya®

med rétter A(X, ') = 0. Om vi kan bestimma koefficienterna till A(x) kan vi hitta
dess rotter, och da lista ut alla Xj. Koefficienterna till A(z) ar relaterade till vara

syndrom enligt
SiAs + Sjrihso1 + oo+ Sjre—1M = =54 (2)
vilket, da vi aterigen itererar over 1 < j < n — k ekvationssystemet
S1As+ SN 1+ ... + SsAy = =S
Solg + SsAe_1 + ... + S 1Mt = =S40
SsAs + Ssi1Ms—1 + ... + Sos_1 A1 = —Sss.

Detta ekvationssystem antar att s ar kant, vilket det inte nodvandigtvis ar. Da

5Vi har faktiskt n — k ekvationer och 2s okinda, alltsi gar ekvationssystemet att l6sa om
n—k > 2s, men eftersom det &r icke-linjart vore det lattare att forst ta reda pa alla Xy, och sedan
ge sig pa att losa (1).
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borjar vi med att anta att 2s = n — k, och om det ekvationssystemet ej har en
16sning minskar provar vi med att minska s med 1, och gor det succesivt till dess

att vi hittat 16sningen.

Steg 7.
Nér vi har funnit Aq, Ag, ..., A hittar vi rotterna till A(xz) och far pa sa sitt ut alla
X,

Steg 8.
Anvéind alla X, for att 16sa (1), och fa ut alla Y;.

Steg 9.
Berédkna alla i, = log,, (X}).

Steg 10.

Vi kan nu berdkna
e(x) => e a* =Y Y™
k=1 k=1

Vi kan nu fa fram m(z) genom att ta m*(x) — e(x).

Hirledning av (2): [Wik24a]
Vi hade var utgangspunkt

AX)
(1= X' %) (1= XX o (1= X0 X)) (1= X X ) - (1= XX
(=1 (1= XX ) o (1= X" X ) (1= X" X ) o (1= XX

0.
En multiplikation med Y; X7 " pa bada sidor ger oss.
Vi XIPAX) =0

Om vi utvecklar A(X; ') = 14+ Ay X' + Ao X, 2 + ... + A, X, * och distribuerar

termerna sa far vi

Vi XTI (L 4+ A XN+ A X2+ L+ AXY) =
Vi X 4 VXM X Vi XTTAX T+ L+ XTTAX ) =
Vi X 4 MY XIS 4 A X T LAY =0
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Vidare kan vi konstatera att eftersom A(X; ') = 0 for alla 1 < k < s s& giller det
aven att Y7 ;A (Xk_l) = 0, och det ger oss.

ST XTI+ MY XTI 4 AXTT T L+ AYRXT) = 0.
k=1

Nu buntar vi ihop varje term till sin egen summa, och bryter ut A-koefficienten som

en konstant.
Z (VX9 + A YR X9 4+ AV XTI 2 4 L ALY =

Y,g(]*s Z (MYXIP D)+ (MY X7 + o+ Y (ALY X)) =

k=1 k=1 k=1
S (VXiT) +A12 (XL ™) 4 A SOVAXE) 4t A S (10X = .
k=1 k=1 k=1 k=1

Slutligen paminner vi oss sjilva om att vi definierade S; = >3_, Y3 X}. En omskriv-

ning senare far vi

STWXIT) MDD (XY A (XTTT) L+ A (VX)) =

k=1 k=1 k=1 k=1
Sj—i—s —|— S]AS + Sj+1A8_1 + + Sj+v_1A1 - 0

Vi subtraherar S, fran bada sidor vilken slutligen tar oss i mal.

SjAs + Sj+1As_1 + —|— Sj+v_1A1 - —Sj+5. (2)

3.10 Exempel pa systematiska BCH-Reed-Solomon-koder

Vi provar att anvinda den hir metoden ocksa. Vi viljer, precis som forr, n = 4,
k = 2, vi véljer var andliga kropp till heltalen modulo 5, och var primitiva rot

a=2.

Vi véljer meddelandet 3,4, vilket ger oss att p(x) = 3 + 4. Vi kan samtidigt skapa

generatorpolynomet

g@)=(@-D(xz-2"Y)Y=2>-30+2=5 2>+ 22 +2.

Sedan ar det dags att utfora polynomdivisionen 2 (3;)(‘; 7;716 som ger oss resten 0 + 2.
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Alltsa far vi ett meddelandepolynom
m(z) = —0 — 2z + 32 + 42 = 0 + 3z + 327 + 42°.

Meddelandepolynomet m(x) = 0+3x+3z%+4x3, sd vi skickar det till vir mottagare.

L&t oss siga att vir mottagare tar emot polynomet m*(z) = 1 + 3x + 322 + 4a3.
Det har aterigen uppstatt ett fel. Dags att avkoda! Vi borjar med att anta att
m*(x) = m(x) + e(x). Sedan &r det dags att berikna syndromen S; = m*(2°) = 1
och Sy = m*(2') = 1. Eftersom bada &r nollskilda kan mottagaren anta att nagot

blivit fel och g& vidare med avkodningen.

Nu infor vi felfinnarpolynomet, for att fa reda pa var felet har uppstatt. Vi vet,
enligt konstruktionen av var kod, att vi bara kan korrigera upp till ett fel, och vi
vet att det har blivit ett fel eftersom syndromen &r nollskilda. Felfinnarpolynomet
kommer darmed att bli A(z) =1 — 2X;. Eftersom vi bara har ett enda fel kommer
vart ekvationssystem bara besta av en ekvation, ndmligen S1A; = —95. Satter vi
in Sy = 5 =1safarvi Ay = —1 =5 4. Alltsa géller det att A(z) = 1+ 4z. Om
vi loser ekvationen A(z) = 1+ 42 = 0 far vi att = 1. Vi vet ocksé att roten till
A(z) ar X;', och 17! = 1.. Kom ihég att vi definierade X; = o', som ger oss att
X, =a =1, s = 0. Vi kan da dra slutsatsen att det har hint ett fel i termen

av grad 0.

Nu édr det dags att undersoka vad felet &r. Vi sitter upp ekvationen X1Y; = Si.
Insétting av X; och S7 ger 1Y; = 1 som ger att dven Y; = 1. Da vet vi dven vad
felet dr, och vi kan korrigera det genom att ta m*(z) — 1 = 0 + 3z + 3z* + 423, ur

vilket vi kan ldsa meddelandet 3,4, och da ar vi klara.

3.11 Primitiva polynom for att generera I

I kodteorin skapar man ofta andliga kroppar med hjélp av primitiva polynom, som

enkelt later oss skapa kroppen F,q, dar p ar ett primtal, och ¢ > 1 &r ett heltal.
Till skillnad fran att enbart rdkna med heltal modulo n, kan vi littare vélja en
storlek pa en kropp som passar just vart anvandningsomrade. Kom ihag att heltalen
modulo n enbart ar en grupp ifall n ar ett primtal. Anvinder vi istdllet primitiva
polynom sa kan storleken pa var kropp &ven vara potenser av primtal, d.v.s. p?. Ofta

anvands just p = 2 eftersom det later oss anvinda det bindra talsystemet, ndgot som
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underléttar ifall den dndliga kroppen ska anvindas av digitala maskiner.

Definition 3.5. Ett primitivt polynom ar ett moniskt och irreducibelt polynom med
koefficienter i IF, och grad ¢ som kan anvandas for att skapa den éndliga gruppen
Fpe. [Wik24b]

Planen ar att ta ett primitivt polynom p(z) = ag + a1x + agz? + -+ + 29 dar q;
med 0 <7 < ¢ — 1, anta att det finns en rot o € F,e, som ocksa ar en primitiv rot
till Fpq, och anvanda lésningen p(a) = 0 for att generera var 6nskade andliga kropp

med element {0, 1,a,a?,03, ..., a”q’Z}. Lat oss ta ett exempel.

Exempel 3.6. Vi anvinder oss av p(z) = 2° + x + 1 6ver Fy for att generera Fys,

eftersom 3 ar graden pa vart primitiva polynom p(z).

Vi borjar med att ansétta att p(a) = 0. Det ger oss

Prat+l=0—=

o’ =—a—-1=a+1.
Notera att den sista omskrivningen —a — 1 = a + 1 ar nagot vi kan gora eftersom
vara koefficienter dr hadmtade fran kroppen heltalen modulo 2, dar addition och

subtraktion ger samma resultat.

Dags att skapa var grupp.

’ Element \ Uttryckt i alpha

0 0

1 1

a a

a? o?

o’ ?d=1+a

at ot =a(l+a)=a+a?

a’® d=ala+a?)=a’+a*=a’+a+1

ab d=a@®+a+l)=a+a’+a=1+a+a’+a = 1+a?

och dér var vi i mal. Nu har vi en cyklisk, dndlig kropp av storlek 23. Addition under

gruppen fungerar precis som vanlig polynomaddition modulo 2, d.v.s. kommer till
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exempel
P4’ =(a+D)+ (P +a+l)=a’+2a+2=0a%

Enklare vore ju forstas att representera varje potensuttryck av a som en vektor i F3
dir Bya® + B+ By skulle skrivas som (3, 81, o), dér varje 5; € Fy. DA far man ett
valdigt naturligt satt att representera varje element i den skapade cykliska dndliga
kroppen binéart, som kan vara bra om man till exempel jobbar med ASCII. Detta ar

vad som i en spannande fantasyroman brukar kallas for foreshadowing.
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4 QR-koder

QR-koder, en forkortning for Quick Response, ar en tvadimensionell utveckling av
den endimensionella streckkoden. QR-koder ar gjorda for att snabbt och enkelt kun-
na skannas med hjéilp av en smartphone, surfplatta, eller en speciell QR-lasarmaskin.
Ursprungligen utvecklades QR-koder av det japanska foretaget Denso Wave for att
enkelt halla reda pa bildelar under tillverkningsprocessen. [Mul24]

Under de trettio aren sedan dess har QR-koder spridit sig utanfoér bildindustrin, och
anvinds idag for att sprida internetlankar eller ge information &t mobiltelefoner. Det
kan till exempel vara en restaurang som har en QR-kod som leder till deras meny,
eller ndgon som satt upp en QR-kod hemma for att underlétta for gaster nar de ska
ansluta sig till WiFi-natverket. I detta kapitel kommer vi att titta pa hur en QR-
kod genereras, och vi kommer ocksa steg for steg konstruera en egen QR-kod, vilket
till stor del kommer att bygga pa bloggen Project Nayuki, mer specifikt inldgget
"Creating a QR Code step by step.'[Nay]

Att skapa en QR-kod for hand kanske later jattesvart, men om vi bryter ned pro-
cessen till ett fatal steg, sa ar det faktiskt inte sa komplicerat. Om man inte ar sa
insatt i QR-koder kan det saklart ocksa lata valdigt latt att konstruera en QR-kod,
lite som att sdga "hur svart kan det egentligen vara att bygga en manraket,men vi
kommer att se att det kravs lite mer av oss dn att bara sitta ihop forutbestdmda
pusselbitar. Under QR-kodsbyggandet kommer vi att dyka djupt i hur varje steg gar
till, fran att vélja ett meddelande, till att lagga till de felrattande bitarna, till att
slutligen fullborda koden sa att den gar att skanna. Foljande ar vad vi kommer att

gora:
1. Konvertera meddelandet till data och anpassa det till ratt QR-kodversion.

2. Sla samman meddelandedatan med andra foérbestdmda datasegment och dela

upp det i block, om det sa skulle behovas.
3. Léagg till felkorrigering i datan.
4. Rita de fasta monstren.
5. Rita datan (meddelande + forbestamd data + felkorrigering).
6. Hitta det béasta mojliga maskeringsmonstret.

7. Lagg till och rita formatinformationen.



Och nar allt det ar klart har du en fullt fungerande QR-kod!

4.1 Att vilja meddelande och QR-kodversion

Nar vi skapar en QR-kod ar saklart det viktigaste steget att valja vad QR-koden
ska séga, det meddelande som ska framforas till den som skannar koden. I detta
exempel, alltsa under var hand fér hand-konstruktion av en QR-kod kommer vi att
anvinda meddelandet Alvin — mitt namn. Det ar ett val som pa ytan ser enkelt
och trakigt ut, men det finns nagra anledningar till att anvanda ett sa kort ord, det
ar namligen alldeles for kort for ens de minsta QR-koderna.

Storleken pa en QR-kod bestéms av versionen pa QR-koden. En QR-kod é&r alltid
kvadratisk, forutom nér den inte ar det. Ett nytt pafund fran 2022 av samma f6-
retag som kallas Rectangular Micro QR Code kan, som man hoér pa namnet, vara
rektangular.

En standard kvadratisk QR-kod ar som minst 21 pixlar hog och 21 pixlar bred.
En sadan QR-kod kallas for version 1. Skulle man utoka bada sidorna med 4 pixlar
vardera skulle man fa en 25x25-kod, och den kallas for version 2. Den storsta mojliga
QR-koden &r version 40 som &r 177 x 177 pixlar stor. Skulle man vara matematiskt
lagd kan man siga att Antal pixlar = (21 + 4x Versionsnumer)?.

Men hur mycket data kan en QR av en viss storlek? Svaret ar att det beror pa nagot

som kallas for felkorrigeringsniva. Nar man skapar sin QR-kod far man vélja ungefar

hur stor andel av koden som ska dgnas at felkorrigering. Det finns totalt fyra val,
lag(L), medium(M), kvartil(Q), hog(H). Tabellen nedan visar ungefir hur manga
bytes som kan avlisas fel, och énda ge oss riatt meddelande, men viktigt att tanka
pa ar att virdena ar approximativa. Hir maste man ju saklart géra en avvagning.
Viljer vi en hogre felkorrigeringsniva sa maste vi anvianda en storre kod for att fa
plats med all information, men vi kan ocksa vara sakrare pa att den skannas korrekt.

Vi kommer att anvianda niva M i det hér exemplet, for lagom &r alltid bast.

Felkorrigeringsniva Lag(L) kan korrigera upp till 7% av bytes.
Felkorrigeringsniva Medium(M) kan korrigera upp till 15% av bytes.
Felkorrigeringsniva Kvartil(Q) kan korrigera upp till 25% av bytes.
Felkorrigeringsniva Hog(H) kan korrigera upp till 30% av bytes.

En QR-kod version 1 med felkorrigeringsniva M har kapacitet for 14 symboler, alltsa

mer an tillrdckligt for att kunna skriva Alvin.
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Symbol | Decimal | Binar

A 65 01000001
1 108 01101100
v 118 01110110
i 105 01101001
n 110 01101110

Nu ér det dags att konvertera meddelandet till bindrt. Detta gors med en ASCII-
tabell. Egentligen anviands ISO/IEC 8859-1, men for det engelska alfabetet ar de

ekvivalenta.

Vart meddelande ar nu (65, 108, 118, 105, 110);¢ eller
(01000001, 01101100, 01110110, 01101001, 01101110),

4.2 Byte padding, och konstruktion av datastrang

Eftersom vart meddelande Alvin ar for kort for en QR-kod version 1 med felkorrige-
ringsniva M sa behover vi lagga till byte padding, alltsa lagga till fler bytes sa att vi
fyller ut hela kapaciteten, alltsa 14 bytes. Detta gor vi genom att, pa slutet, lagga
till 11101100 och 00010001 alternerande tills dess att vi uppnar totalt 14 bytes.

Innan vi kan konstruera hela datastrangen, och skicka den vidare till felkorrigerings-
kapitlet, sa maste vi lagga till lite kontext i borjan av meddelandet, ndmligen vilket
alfabet vi anvéant och hur manga symboler mottagaren ska forvianta sig.

For det forstndmnda sa ar det forutbestamt att byte mode representeras av 0100.
Antalet symboler i meddelandet, utan byte padding, representeras av en byte, och

ar bara antalet symboler representerat binart. 5,9 = 000001015.

Sedan maste vi till slut ldgga till en terminator eller avslutare. Den ér ocksa stan-
dardiserad, och ar 0000.

Den hir gangen anvinde vi alfabetet byte mode, vilket innebar att alla symboler
kommer att kunna representeras med exakt 8 bitar. S& maste det inte nédvandigtvis
vara. Till exempel kan man skapa QR-koder med bara siffror, och pa sa sétt spara
lite plats. Da kan 3 siffror fa plats pa 10 bitar. Anvinder man istéllet japanska kanji
behovs 13 bitar per symbol. Da maste inte nodvandigtvis meddelandets langd, métt
i bitar, vara en multipel av 8. Alltsa inte ett helt antal bytes. Da maste bit padding
laggas till. Det gors genom att fylla pa med O:or tills antalet byte ar ett heltal.
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Segment Datastrang Langd(bit) | Langd(byte)
Alfabet 0100 4 1/2
Symbolantal | 00000101 8 1
Meddelande | 01000001 01101100 01110110 01101001 01101110 | 40 )
Terminator 0000 4 1/2

Bit padding 0 0

Byte padding 11101100 00010001 11101100 00010001 11101100 79 9

00010001 11101100 00010001 11101100

Vi har nu alla nédvindiga delar for att konstruera var datastréing. Detta gors genom

att sammanfoga de olika segmenten i féljande ordning.

Om vi fogar alla segmenten samman far vi

(01000000, 01010100, 00010110, 11000111, 01100110, 10010110, 11100000, 11101100,
00010001, 11101100, 00010001, 11101100, 00010001, 11101100, 00010001, 11101100)s.
Vi konverterar tillbaka till decimalt for att underlatta i nasta steg da vi ska lagga
till felkorrigeringen.

(64, 84, 22, 199, 102, 150, 224, 236, 17, 236, 17, 236, 17, 236, 17, 236)1¢

Lagg marke till hur vart originella meddelande inte syns i sekvensen! Detta gor QR-
koder mycket svara att ldsa av for manniskor, &ven om de kan alla knepen bakom

hur en QR-kod skapas.

4.3 Felkorrigering

Detta delkapitel bygger pa Thonky’s QR Code tutorial.[Tho22]

Nu ar det dags att gora var QR-kod lite mer robust, med hjélp av felkorrigering. Vi
anvander saklart Reed-Solomon-koder, som vi tillignat ett helt kapitel. Vi kommer
ocksa att anvanda BCH-kodning, alltsa den sista metoden som vi gar igenom i kapitel
3. En QR-kod version 1 med felkorrigeringsniva M kréver 10 felkorrigeringssymboler.
Vi gar igenom exakt samma steg som vi gjorde i delkapitel, men innan vi kan borja

maste vi ju forst paminna oss om nagra parametrar for koden.

Dimension pa kodordet k£ = 16 symboler.
Langden pa kodordet n = 16 + 10 = 26.
Ett alfabet/en andlig kropp. Standard for QR-koder ar att vélja den kropp som

genereras med hjilp av det primitiva polynomet 28 4+ 2* + 23 4+ 2% + 1 = 0 éver Fy,
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for att skapa Fosg.

Ett primitivt polynom i var kropp. Nar vi skapar den antar vi att den innehéaller ett
tal o som genererar kroppen genom relationen o® = o* 4+ o® 4+ o? + 1. Det gor det
naturligt att vilja a som standard primitiv rot.

En lista med tal i var kropp for att generera redundansen. Dessa édr ocksa standar-

diserade till att vara 1,a,a?,...,a" %=1 for enkelhetens skull.
Lat oss borja koda!

Steg 1.
Vi bérjar som vi kanske kommer ihag, med att konstruera ett polynom p(x) utifran
vart meddelande. Notera att detta inte ar vart meddelandepolynom, utan det ar det

vi ska komma fram till. Vart meddelande ar:
(64, 84, 22, 199, 102, 150, 224, 236, 17, 236, 17, 236, 17, 236, 17, 236)1¢.

Steg 2.
Om vart meddelande ser ut som ovan kommer vart meddelandepolynom
p(z) = f;ol m;at, och i vart exempel kommer det att se ut som foljande:

642'° 4+ 84x™ + 22212 + 19922 + 1022 + 15020 + 2242° + 2362° + 1727+
+23625 + 172° + 2362* + 172> + 23622 + 172 + 236.

Steg 3.
Det ar nu dags att skapa generatorpolynomet g(z) = (zr—1)(z —a) -+ (r —«
I vart fall &r n = 26 och k = 16. Alltsa far vi att n — k — 1 = 9, vilket ger oss

generatorpolynomet

n—k—l).

9(z) = (z = D(z = a)(z — a*)(z — o”)(z — a’)(z — &”)(z — a°)(z — a")(z — ") (z — ”).

Om vi sedan utvecklar generatorpolynomet far vi

xlO +0z251x9 —|—Oé67$8 +a46$7 —|-0461.CL’6 —|—Oé1181‘5 —|—Oé70.1}4 —|—Oé64.1,‘3 —|-0494LL’2 —|—0432;L’—|—Oé45.

Steg 4.

Vi forbereder oss nu pa att genomfora polynomdivisionen genom att bilda polynomet
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p(z)a"F = p(x)r!® = 642 + 84224 + 2202 + .- + 172 + 236210,

Steg 5.

Nu ér det dags for den lingsta delen, nidmligen polynomdivisionen®. Vi ska rikna ut

%. Hittills har vi skrivit p(z) pa decimalform, lat oss anvinda den héar tabellen

i appendix for att konvertera koefficienterna till potenser av «. D& far vi:

p(x)xlo — Oé6IL’25 4 06143$24 + 042391’23 4 Oéll8$22 + 041261’21 4 06180$20 + 042031’19 4 06122$18+

Q100,17 | (122,16 4 (100,05 | (122,04 | (100,13 | (122,12 4 (100,01 4 (122,10
och

g(l’) — ZEIO 4 042515(79 + 04671'8 4 0(461‘7 4 0461936 +04118[E5 4 (1{701'4 +0464J]3 + 0494{1}2 4 &321‘

+a45

For att bada polynomen ska ha samma hogstagradstermen behéver g(z) multiplice-

ras med a®z'®. Det ger oss

CY6Q?25 4 062.7324 4 06731323 4 06521’22 4 06671'21 4 041241320 4 047651319 4 04701,’18 4 a100x17+

038216 1 115,
Vi subtraherar sedan resultatet fran taljarpolynomet och far

(@f — a%)2% + (@M — a?)2® + (02 — a™)2® + (a8 — a%)22+
(@126 — o5T)z?! 4 (o180 — o124)320 4 (@298 — oT6)410 4 (122 — oT0)z18 4
(@190 — q100)217 | (o122 _ o38)516 4 (o100 _ 51)p15 4 (122 O)x14+

(a100 _ 0).’13'13 4 <a122 _ O>$12 + (a100 o O)xll 4 (06122 . O)xw

5F6r den som inte kommer ihdg algoritmen for polynomdivision, sa gors det genom att multi-
plicera ndmnarpolynomet med nagot sadant att bade ndmnarpolynomet och téljarpolynomet har
samma hogstagradsterm, sedan subtrahera dessa fran varandra for att eliminera hogstagradster-
men. Detta gors stegvis till dess att det som ér kvar har lagre grad én g(x). Kom ocksa ihag att vi
bara &r intresserade av restpolynomet.
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S0 ger 0SS

54 24+a187 23+a82 22+a149 21+a0 20+O./88 19+a211 18—|—0£L‘17—f—0z78 16+

021815 122,14 100,,.13 122,12 100,,.11 122,10
+ o + + a + + o

(1)

«

541,14

Vi multiplicerar nu generatorpolynomet g(x) med « och far

« « (0% « (0%

54 24+ a

50 23 121 22 100 21 115 20 172 19 124 18 118 17
+ + + + + + a4

148 16 86 15 99 14

+« + «

som vi sedan subtraherar fran (1) och far

(0454 _ 0454)$24 + (04187 _ &50)$23 + (a82 _ 04121)$22 + (a149 _ 04100)1'21—0—
(ao _ ()é115).’1320 4 <a88 _ a172)x19 4 <a211 _ 05124)1318 4 (0 _ &118)x17+
(a78 _ 04148)1‘16 + (a248 _ a86)x15 + (a122 _ a99)x14 + (aloo _ 0)1’13-}-

(@2 — 0)2'2 + (a1 — 0)z!! + (a2 — 0)21°
som slutligen blir

096523 188 .22 42,,.21 243,,.20 128,19 36,,.18 118,17 142,16
+ o + + + + + + o +

151 15+a40 14+O{100 13+O./122 12+O{100 11+O./122I10. (2)

For att hogstagradstermen i g(x) ska bli densamma som (2) maste vi multiplicera

96 13

med « , sa vi gor det och far

96,23 92,,22 163 .21 142,,,20 157,19 214,18 156,17 160,,,16
+ a + + + + + + +

190 15+a128 14+ 1411‘13

som vi sedan subtraherar fran (2), vilket blir

<a96 _ a96):L‘23 + ((1/188 _ a92)x22 + (a149 o a163)m21 + (a243 _ a142)x20+
(a128 _ 05157)$19 + (0136 _ 05214)$18 + (alls o &156)£B17 + (04142 . a160)$16_|_
(a151 o 04190)3315 4 (a30 o 04128)3314 4 (aloo - 05141)1'13 + (a122 o O>$12+

(&100 o 0)1‘11 4 (Oé122 o O>$10
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som slutligen kan skrivas om som

88 22 85 21 189 20 54 19 187 18 116 17 127 16 2,15
+ + a +« + + a + +a x4

215 14+a2 13—|—04122 12+a100 11—|—04122{L'10 (3)

For att hogstagradstermen i g(z) ska bli densamma som i (3) maste vi multiplicera

88 12

med « , sa vi gor det och far

88 22 84 21 155 20 134 19 149 18 206 17 158 16 152,.1
+a™r* +a + o +a +a +a + a4

182 14+a120 13+04133 12

som vi sedan subtraherar fran (3), vilket blir

(0% — a®8)22 4 (0 — a¥) 22! 4 (a1 — a1%5)22 4+ (0% — a134)2104
(a187 _ a149)x18 + (118 — a206)x17 + (1 — 158516 4 (oﬂ _ a152)x15+
(@15 — &182)x14 + (0% — a'33)218 4 (@12 — o13)212 4 (o1 — )21+

(a122 _ 0)$10
som slutligen kan skrivas om som

109 21 36 20 222 19 78 18 178 17 172, .1 145 .1 1 14
+ + o + o + o + a0 4 Mgt 4 T

166 13+a112 12+a100 11+061221E10. (4)

For att hogstagradstermen i g(x) ska bli densamma som i (4) maste vi multiplicera

med o'zt s& vi gor det och far

109 21 105 20 176 19 155 18 170 17 227 16 179 15 173 14
+ + + + + +a +a' Bty

« (07 « (0% «

203 13—|—Oé141 12+Oél54$11

som vi sedan subtraherar fran (4), vilket blir

(1% — 10921 1 (036 — q195)320 4 (0222 — o1T6) 319 | (478 — 15%)318 ¢
(@™ — a1 1 (o172 — a2T)z16 4 (M5 — o170)215 4 (o197 — 1) 14y

(0[166 o a203)x13 + ((1/112 o 04141)1'12 + (OéIOO . 06154)1'11 4 (0[122 . O)xlo
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som slutligen kan skrivas om som

166 20 58 19 51 18 115 17 235 16 26 15 172 14 90 13
+ a + « + a + + « +« + « +

o312 4 BBl | 122,10
+a +a (5)

For att hogstagradstermen i g(z) ska bli densamma som i (5) maste vi multiplicera

med o!%6219 s8 vi gor det och far

166 20 162 19 233 18 212 17 227 16 29 15 236 14 230 13
+ + o +« + o +« + o + +

5 12+O./198 11+04211 10

som vi sedan subtraherar fran (5), vilket blir

(a166 o 04166)1‘20 + (a58 _ a162)x19 + (a51 _ Oé233)fL‘18 + (a115 _ 01212)1'17—|—
(a235 o CY227).CE16 + (Oé26 o CY29)1’15 + (a172 o CY236).T14 + (a90 _ CY230).T13+

(0638 _ 055)1'12 4 (0653 o 04198)1'11 4 (06122 _ 06211)33'10

som slutligen kan skrivas om som

85 19 214 18 50 17 172 16 249 15 242 14 218 13 20 12
+ + + + + + + +

(07 (0% « (07 « (07 «

69 11+Oé70$10. (6)

For att hogstagradstermen i g(x) ska bli densamma som i (6) maste vi multiplicera

859

med « , sa vi gor det och far

o519 81,18 152,17 131,16 146 .15 203,14 155,13 149,12
+ + + + + + + o +

(07 « (0% « (0%

179 11 117 10 130 9

+ + «

som vi sedan subtraherar fran (6), vilket blir

(0485 o 0585)33'19 4 (a214 - 0581)33'18 4 (0550 o 04152)32'17 4 (Oél72 - 06131>£L'16+

(a249 _ 04146)1:15 4 (Oé242 o 06203)$14 4 (06218 - Oé155>$13 4 (a20 - 04149)$12+

(a69 . 05179)1'11 4 (a170 o an?)xm o 051391}9
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som slutligen kan skrivas om som

76 18 16 17 33 16 220 15 54 14 210 13 4,12 195 11
+ + + + o + +or’+o +

al?l 10—|—Oé130 9 (7)

For att hogstagradstermen i g(z) ska bli densamma som i (7) maste vi multiplicera

768

med a®x°, sa vi gor det och far

76 18 72 17 143 16 122 15 137 14 194 13 146 12 140 11
+ + + o + + o +a +a +

170 10+a109 9+Oél21 8

som vi sedan subtraherar fran (7), vilket blir

(a76 _ (176)1‘18 + (()516 _ 0472){23'17 + (0133 _ 05143)123'16 + (01220 _ 04122)1'15+

(a54 — 18Tyl (a210 _ a194):1:13 +(af — Q812 (a195 _ a140):1:11+

<a171 _&170) 130 109) 9 121,.8

70 — (" — a')2? — oy
som slutligen kan skrivas om som

147 17 159 16 6,.15 111 14 84 13 222 12 203 11 195 10
+ o +a'r” + + + o + o + o +

a88x9 4 a121x8 (8)

For att hogstagradstermen i g(x) ska bli densamma som i (8) maste vi multiplicera

147 7

med o , sa vi gor det och far

147 17 143 16 214 15 193 14 208 13 10 12 217 11 211 10
+ - + - + - +aPgl0q

(0% (07 (0% « (0% « (07

241 9 179 8 192 7

+« + «

som vi sedan subtraherar fran (8), vilket blir

(06147 o 04147)1'17 4 (&159 - 06143)33'16 4 (Oé6 o 06214)1'15 4 (05111 - 06193)1’14+

(0684 o 04208)$13 + (a222 o 0410)11512 € (Oé203 . 06217)5611 4 (04195 - 04211)1‘10+

(ae‘s . a241)x9 + (a121 . a179)x8) 92,7
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som slutligen kan skrivas om som

33 16+a60 15+a170 14+a9 13+a88 12+a172 11+a85 10+O_/207l‘9+

04228118 + 04192113'7. (9)

For att hogstagradstermen i g(z) ska bli densamma som i (9) maste vi multiplicera

336

med o>’z°, sa vi gor det och far

33 16+a29 15—|—04100 14_’_@79 13+0494 12+a151 11+a103 10+a97$9+

Q12758 4 65,7 1 78,6
som vi sedan subtraherar fran (9), vilket blir

(@ — a®3)21® + (% — 022’ + (a7 — @19z 4 (&8 — ™)z
(0% — a®)21? 4 (a172 _ a151)x11 + (¥ — a103)x10 + (27 - a97):1:9—|—

(a228 . &127>$ +(a 192 a65)x7 a6

som slutligen kan skrivas om som

74 15 164 14
+ +

73 13+a24 12+a161 11—|—Oé70 10+C¥223$9+06174$ 4

QT+ a™2% (10)

« (0%

For att hogstagradstermen i g(z) ska bli densamma som i (10) méaste vi multiplicera

335

med o , sa vi gor det och far

74 15 70 14
- -

a a141 13+&120 12+06135 11+&192 10+Oél44.739+01138$8+

06168.1'7—|—06106$6 +05119375

som vi sedan subtraherar fran (10), vilket blir

(0474 _ 0574)513'15 4 (a164 _ 0570)33'14 4 (Oé7 04141)33'13 4 (a24 120)33'12—1-
(a161 _ a135)x11 + (0570 _ 04192):E10 + (05223 144) (a174 138)1, +
(a77 _ 04168):E7 + (a78 _ alOG)JJﬁ _ a119x5
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som slutligen kan skrivas om som

QT 4 09013 4 020,12 4 (T8 11 L (18T 00 (63,9 | 1088 L (31T
028 4+ M98, (11)

For att hogstagradstermen i g(z) ska bli densamma som i (11) méaste vi multiplicera

174

med o "x*, sa vi gor det och far

17 14+Oél3 13+a84 12+Oé63 11+O{78 10+a135 9+O[87IL‘8+O[81[)37—|—

alll 6+a49x5+a62x4

som vi sedan subtraherar fran (11), vilket blir

(a17 o Oz”)l’M + (ag() _ 0113)1‘13 + (QQO _ Oz84)I12 + (a78 _ Ozﬁ?’)iltll—i—
<a187 - Oz78)$10 + (aﬁi% o O'/135)3:9 + (04108 o O187).%8 + (a31 - Oé81)337—|-

(@10 — al11)z® 4 (al1® — o#9)5 — o824
som slutligen kan skrivas om som

241 13 90 12 96 11 149 10
+ + +

o + a2 + "2 + P + o

a3 + a2t (12)

(0% «

a 192 6+

For att hogstagradstermen i g(z) ska bli densamma som i (12) méaste vi multiplicera

241 3

med « , sa vi gor det och far

241 13+a237 12+Q53 11+Oé32 10—|—CY471179+06104 8—|—CY56£B7+O(50$6+

a80x5+a x —i—agl 3

som vi sedan subtraherar fran (12), vilket blir

(&241 _ a241)x13 + (ago _ a237):c12 + <a96 _ a53)x11 + (Q149 _ a32)x10+
(a3 . 0447).7:9 + (a97 . 04104)1’8 4 (a33 . a56)x7 + <a192 o Oz50)m6—|—

(a113 _ 0580)1’5 4 (a62 o OélS)ZLA . 04311‘3
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som slutligen kan skrivas om som

143 12+a174 11+a154 10+a218 9—}-04209 8—|—O{229 7+0413ZE6+0495I’5+

a?Brt + o323, (13)

For att hogstagradstermen i g(x) ska bli densamma som i (13) maste vi multiplicera

med o!*32?, s& vi gor det och far

143 12—|—Oé139 11+(X210 10—|—0é189 9+(X204ZE8+O(6{L‘7+O[213 6_'_0[2071,5_’_

237 4+a175 3+a188 2

som vi sedan subtraherar fran (13), vilket blir

(143 — o3) 312 | (o174 — 139)511 4 (o154 — g210)510 | (4218 _ (189),9 ¢
(a2 — a204)x8 (@ — %2 + (a2 — a213)$6 + (a95 — a5

(@23 — o)z ¢ (0! — al™)2? — 18852
som slutligen kan skrivas om som
QAL L 030,00 | (1150 (BT 8 (0.7 (21,6 (102,5 | (78,4
Q1663 1 188,2 (14)

For att hogstagradstermen i g(z) ska bli densamma som i (14) méaste vi multiplicera

med o'z, s& vi gor det och far

Oél71 11+CY167 10+05238.179+Oé217 8—|—04232 7+Oé $6+04241 5+a235 4_|_

Q1043 | 203,22 | (216,
som vi sedan subtraherar fran (14), vilket blir

(05171 _ 05171)33'11 + <a30 _ 04167)33'10 + <a115 _ Oz238)£€9 + <a87 _ 04217)338—0—
(Oég _ 05232).757 4 (a21 _ a34)x6 4 <a102 _ 05241).735 4 <a78 _ a235)x4+

(@150 — 010)23 + (o188 — 0203)32 — o216y
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som slutligen kan skrivas om som

Oz761'10 + 0543l‘9 —f—Oz156I8 +a12x7 + a120x6 +a200x5 + 041191‘4 + Oé179{L‘3—|—

Q22132 4 (216, (15)

For att hogstagradstermen i g(x) ska bli densamma som i (15) méaste vi multiplicera

med o, s& vi gor det och far

04761‘10 + &721,9 4 O[1431,8 + 0(1225(]7 + 041371’6 + 061941'5 +Oél46$4 + ()414OZL‘3+

Q17042 4 1081 | (121
som vi sedan subtraherar fran (15), vilket blir

(@™ — ™)1 4+ (0% — a™)2® + (1% — a)2® + (a2 — a12)zT+
(212 — a137)x6 + (a0 - 0194):55 + (11 - a146)x4 (™~ 0[140)3::%L

(04221 . Q170)$2 + (a216 . a108>$1 _ a2t

som kan skrivas om som

224,.9 242 .8 138 .7 188,.6

o2 0?28 1 1887 o 188y +CY130 5 223,.4 246 .3 153$2+0414.T—|—06121.

rH+or ot
(16)

Polynomet ovan har en grad lagre dn generatorpolynomet, alltsa ar det precis det vi
letar efter. Vi skriver om till decimalform, som ger oss att felrattningsbiten kommer
att vara (18, 176, 33, 165, 46, 9, 207, 146, 19, 118);,.

Det ger oss att var datastrang nu ar

(64, 84, 22, 199, 102, 150, 224, 236, 17, 236, 17, 236, 17, 236, 17, 236, 18, 176, 33,
165, 46, 9, 207, 146, 19, 118)4,.

4.4 Fasta monster

Nér man med blotta 6gat tittar pa en QR-kod ar det latt att dgonen dras till dess

mest utmérkande sardrag, namligen de fasta monstren. De fasta monstren spelar

en viktig roll i hur en QR-kod skannas, och ser déarfor likadana ut for alla QR-
koder, oavsett vilken data koden forsoker framfora. De flesta har nog lagt mérke

till atminstone en av dessa, ndmligen de tre rutorna i det 6vre hogra hornet, Gvre
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vanstra hornet och nedre vanstra hornet. De kallas positionsmarkorer och har som

syfte att hjalpa maskinen som ska ldsa av QR-koden att orientera sig, sa att koden
avlases fran ratt hall. Vi vet att vi ska borja fran det nedre hogra hornet, eftersom
det inte finns nagon positionsmarkor dér.

En QR-kod har ocksa timingménster, som alltid befinner sig pa rad och kolumn”

6, dock inte sa att de 6verlappar med positionsmarkérerna. Timingmonstret bestar
av alternerande svarta och vita pixlar. Deras syfte ar att hjilpa skannern, som
atminstone i QR-kodens tidiga historia ldste av koden med hjélp av en laser som
fardades 6ver koden, att skanna i ratt hastighet.

For storre QR-koder behovs aven inriktningsmonster. Dessa paminner om positions-
markoérerna, men ar lite mindre, och befinner sig mitt i koden snarare dn i hérnen.
De kan ocksa vara fler &n tre. Deras uppgift ar att se till att QR-koden skannas
korrekt, &ven om den &ar bojd eller forvrangd pa nagot annat satt.

Till sist maste det runt QR-koden vara enfargat, for att skannern inte ska forvirras

och tro att bakgrunden ar en del av koden. [Garl5]

. 1. Version information

. 2. Format information

3. Data and error correction keys

:::: 4. Required patterns

E 4.1. Position
E 4.2. Alignment
n

4.3. Timing

5. Quiet zone

Figur 1: De olika fasta monstren i en QR-kod(CC BY-SA 3.0) [Bob13]

Eftersom de fasta monstren ser likadana ut varje gang behévs ingen komplicerad

utrdkning. Det ar bara att rita!

"Béde rad och kolumnnummer bérjar fran 0.
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Figur 2: Efter att vi ritat ut vara fasta monster ser koden ut sahér. Det roda faltet
ar reserverat for formatinformationen, som vi diskuterar i ett framtida kapitel.

4.5 Rita ut data

Nu &r det dags att antligen rita ut datan, inklusive felkorrigeringen, i koden. I de
forra kapitlen har vi kommit fram till att var datastréng ar (64, 84, 22, 199, 102, 150,
224,236, 17, 236, 17, 236, 17, 236, 17, 236, 18, 176, 33, 165, 46, 9, 207, 146, 19, 118)1.
QR-koder kan dock bara har svarta eller vita pixlar. Darfor maste vi konvertera var
datastréng till binar. Vi far da (01000000, 01010100, 00010110, 11000111, 01100110,
10010110, 11100000, 11101100, 00010001, 11101100, 00010001, 11101100, 00010001,
11101100, 00010001, 11101100, 00010010, 10110000, 00100001, 10100101, 00101110,
00001001, 11001111, 10010010, 00010011, 01110110)5.

W] Fixed patterns
[ ] Format info
Enc: Encoding mode
Len: Message length
E1: Error correction
Bit order (1 is MSB):

al3|[8¥712]1][5]s
D

In this symbol, dark is

0 on even rows,
1 on odd rows

Figur 3: Har kan vi se hur datan ska placeras ut i ett sicksackmonster.(CCO)
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Vi sétter in var data i de gra félten fran figur 2 och var QR-kod ser nu ut sahér:

Figur 4: QR-koden efter att datan utplacerats. Svart pixel ar en etta, vit pixel en
nolla. Roda falt 4r formatinformation.

4.6 Att valja det basta maskeringsmonstret

Maskeringsmonster for en QR-kod &r en funktion som forbattrar lasbarheten och

traffsdkerheten vid skanning, genom att ligga pa ett overligg. Var QR-kod fran det
forra delkapitlet hade nog gatt att ldsa av, men med vissa svarigheter och storre risk
for fel. En skanner kan exempelvis ha lite svart for stora enfargade falt. Darfor vill

vi invertera vissa pixlar for att skapa en jamnare fordelning av svart och vitt.

I | e

MaskOOO Mask 001 Mask 010 Mask011
%2 =0 i%2=0 j%3=0 +)%3=0

== [+ a3

Mask 100 Mask 101 Mask 110 Mask 111
(i12 +/3)%2=0 (i*))%2+(i*))%3=0 ((*))%3+i%))%2=0 ((%))%3+i+))%2=0

Figur 5: De 8 maskeringsmonstren. I bilden motsvarar ¢ rad och j kolumn. Dessa
laggs sedan ovan pa QR-koden(endast datadelen), och pixlar som hamnar under de
svarta delarna av maskeringsmonstret inverteras.
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For narvarande ser var QR-kod ut sa hér.

‘-I

P

Figur 6: De roda bitarna som reserverats for formatinformation har, fér den har
processen, fargats vita.

Vi bestdammer vilket maskeringsmonster som ar bést genom att testa lagga pa al-
la, utvardera resultatet pa fyra olika kriterier genom att rdkna ihop hur manga
straffpodng varje maskeringsmonster fick, och sedan vélja det maskeringsmonster

som fick lagst straffpodng. Kriterierna ar som foljande:

Kriterium 1: Sammanhingande rader och kolumner.

Om en sekvens i en rad eller en kolumn loper for lange utan att byta fiarg straffas
maskeringsmonstret. 3 straffpoang ifall 5 pixlar av samma farg hanger ihop, 4 poang
for ifall 6 pixlar av samma fiarg hanger ihop, 5 poang ifall 7 pixlar hanger ihop, och

sa vidare. Sekvenserna kan inte 6verlappa med varandra.

Kriterium 2: Sammanhingade lador.
For varje lada om 2 x 2 pixlar av samma firg straffas maskeringsmonstret med 3

straffpodng. Ladorna kan 6verlappa med varandra.

Kriterium 3: Monster som liknar positionmarkorerna.
For varje sekvens, horisontellt eller vertikalt, som bestar av pixlarna 4 xvit, svart, vit, 3x
svart, vit, svart antingen baklanges eller framlanges laggs 40 straffpoang till. Sekven-

ser som liknar positionmarkorerna kan éverlappa.

Kriterium 4: Jimn férdelning av farg.

Om andelen mérka pixlar dr inom intervallet [45%,55%] tilldelas inga straffpoéng.

46



Om andelen morka pixlar dr inom intervallet [40%,60%)] tilldelas 10 straffpodang. Om
andelen morka pixlar &r inom intervallet [35%,65%] tilldelas 20 straffpoéng, och sa

vidare.

Till sist summeras straffpoéngen for varje kriterium, och det maskeringsmonster med
lagst straffpodng véljs. Notera att straffpoang tilldelas dven for de fasta monstren,

trots att maskeringsmonstret bara laggs éver datadelen.

Maskeringsmonster | Kriterium 1 ‘ Kriterium 2 ‘ Kriterium 3 | Kriterium 4 ‘ Summa ‘
000 173 132 800 0 1105
001 191 120 960 0 1271
010 196 105 720 0 1021
011 183 138 880 0 1201
100 174 141 840 0 1155
101 183 126 880 0 1189
110 202 150 840 0 1192
111 183 135 840 0 1158

I vart fall &r maskeringsmonster 010 bést, sa vi lagger det 6ver var QR-kod.

Figur 7: Maskeringsmonster 010 som laggs over var QR-kod.

Vart resultat ser ut sa har.
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Figur 8: Var QR-kod med maskeringsmonster.

4.7 Rita in formatinformation

Formatinformationen innehaller information om vilken felrdttningsniva vi valt, och
vilket maskeringsmonster vi valt, och finns dar for att beratta for QR-kod skannern

vad den ska gora med det den har skannat.

EC Levels Mask Patterns

| Error
<_ correction
level

Figur 9: Som vi ser i bilden bestar formatinformationen av en stréang 1:or och 0:or

av langd 5. Pa dessa laggs felkorrigering pa sa att vi far en strédng av total langd 15
med felkorrigeringen.

Formatinformationen ritas ut pa tva stéllen, i figuren nedan utritade i rott och blatt.
Den som vill kan rédkna att vi har 15 roda och 15 bla pixlar.

Felkorrigeringen for formatinformationen skots pa liknande vis som med datan, allt-
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Figur 10: Den kodade formatinformationen placeras ut pa tva stéllen. Det bla avlases
forst nedifran och upp, sedan vénster till hoger. Dett roda avléses forst vanster till
hoger, sedan nedifran och upp.

sa med hjalp av Reed-Solomon-koder. I detta fall, eftersom vi bara jobbar med 1:or
och 0:or, behdver vi dock inte konstruera nagon andlig kropp med hjalp av primitiva
polynom. Vi har redan en, namligen heltalen modulo 2. Dessutom ar vart genera-
torpolynom redan skapat at oss, g(z) = #'° + 2% + 2° + 2% + 22 + z + 1. Vi antar
att var formatinformationsstriang kan representeras av ett fjardegradspolynom &ver
heltalen modulo 2, och sedan kan vi tillimpa samma metod® som i avsnitt 4.3. Enda
skillnaden &r att, nar vi ar fardiga med Reed-Solomon-kodningen for formatinforma-
tionen ska resultatet adderas med polynomet z'* 4+ 2'2 + 2% + 2% + 2% 4+ 2% + 2% + 1.
Summan blir var kodade formatinformation. I vart fall far vi 101111001111100, som

vi placerar pa det roda och det bla faltet. Slutligen far vi var QR-kod.

8Det gar dock, eftersom det bara finns 2° = 32 olika kombinationer, gar det att for-generera
alla, och sedan bara ha formatinformationen i en tabell. En sddan tabell gar att hitta hér.
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https://www.thonky.com/qr-code-tutorial/format-version-tables

Figur 11: Den fullbordade QR-~koden. Prova skanna vet jag!

50



Referenser

[Big02]

[BKS21]

[Bob13]

[Gar15]

[MS04]

[Mul24]

[(Nay]

[Tho22]

[Ver22]

[Wik23]

Norman Biggs. Discrete mathematics. Oxford Univ. Press, Oxford, 2. ed.
edition, 2002.

Alexandre M. Bayen, Qingkai Kong, and Timmy Siauw. Python pro-
gramming and numerical methods: A guide for engineers and scientists.

Academic Press is an imprint of Elsevier, 2021.

Bobmath. Qr code structure example 3, 2013. File: QR Code
Structure Example 3.svg. URL: https://commons.wikimedia.
org/wiki/File:QR_Code_Structure Example 3.svg#/media/File:
QR_Code_Structure_Example_3.svg.

Gautam Garg. Qr code structure: Everything you need to know,

Feb 2015. URL: https://scanova.io/blog/qr-code-structure/.

Victor Chen Madhu Sudan. 6.895 essential
coding theory, lecture 4. https://ocw.mit.edu/
courses/6-895-essential-coding-theory-fall-2004/
cce7cdbf647cce78b35aae128172671c_lect04.pdf, 2004. [Accessed
30-12-2024] .

Derek Alexander Muller. I built a qr code with my bare hands
to see how it works, Sep 2024. URL: https://www.youtube.com/
watch?v=wbebcowAJDS.

Nayuki. Creating a qr code step by step -- nayuki.io.
https://www.nayuki.io/page/creating-a-qr-code-step-by-step.
[Accessed 22-12-2024] .

Thonky. Thonky’s qr code tutorial, Aug 2022. URL: https://

www . thonky . com/qr-code-tutorial/.

Tom Verbeure. Reed-solomon error correcting codes from the
bottom up, Aug 2022. URL: https://tomverbeure.github.io/
2022/08/07/Reed-Solomon.html.

Wikipedia contributors. Systematic code -- Wikipedia, the

free encyclopedia, 2023. [Online; accessed 8-December-2024].


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:QR_Code_Structure_Example_3.svg#/media/File:QR_Code_Structure_Example_3.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:QR_Code_Structure_Example_3.svg#/media/File:QR_Code_Structure_Example_3.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:QR_Code_Structure_Example_3.svg#/media/File:QR_Code_Structure_Example_3.svg
https://scanova.io/blog/qr-code-structure/
https://ocw.mit.edu/courses/6-895-essential-coding-theory-fall-2004/cce7cdbf647cce78b35aae128172671c_lect04.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/6-895-essential-coding-theory-fall-2004/cce7cdbf647cce78b35aae128172671c_lect04.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/6-895-essential-coding-theory-fall-2004/cce7cdbf647cce78b35aae128172671c_lect04.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=w5ebcowAJD8
https://www.youtube.com/watch?v=w5ebcowAJD8
https://www.nayuki.io/page/creating-a-qr-code-step-by-step
https://www.thonky.com/qr-code-tutorial/
https://www.thonky.com/qr-code-tutorial/
https://tomverbeure.github.io/2022/08/07/Reed-Solomon.html
https://tomverbeure.github.io/2022/08/07/Reed-Solomon.html

URL: https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Systematic_
code&oldid=1177668671.

[Wik24a] Wikipedia. Reed-solomon error correction -- wikipedia, the
free encyclopedia, 2024. [Online; accessed 16-October-2024].
URL: https://simple.wikipedia.org/w/index.php?title=Reed’%E2
80%93So0lomon_error_correction&oldid=9473910.

[Wik24b] Wikipedia contributors. Primitive polynomial (field
theory) -- Wikipedia, the free encyclopedia, 2024. [Online;
accessed 30-December-2024] . URL: https://en.wikipedia.org/

w/index.php?title=Primitive_polynomial (field_theory)&oldid=
1225650769.

52


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Systematic_code&oldid=1177668671
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Systematic_code&oldid=1177668671
https://simple.wikipedia.org/w/index.php?title=Reed%E2%80%93Solomon_error_correction&oldid=9473910
https://simple.wikipedia.org/w/index.php?title=Reed%E2%80%93Solomon_error_correction&oldid=9473910
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Primitive_polynomial_(field_theory)&oldid=1225650769
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Primitive_polynomial_(field_theory)&oldid=1225650769
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Primitive_polynomial_(field_theory)&oldid=1225650769

	Introduktion
	Linjära koder
	Idén bakom självrättande koder
	Viktiga definitioner och koncept för linjära koder
	Repetitionskoder
	Minsta Hammingavståndet för linjära koder

	Reed-Solomon-koder
	Lagrange's metod för polynominterpolering
	Lagrangeinterpolering steg för steg
	Unikheten av Lagrange'spolynom
	Att koda en Reed-Solomon-kod
	Att avkoda en Reed-Solomon-kod
	Exempel på kodning och avkodning av Reed-Solomon-koder
	Systematiska Reed-Solomon-koder
	Kodning av systematiska BCH-Reed-Solomon-koder
	Avkodning av systematiska BCH-Reed-Solomon-koder
	Exempel på systematiska BCH-Reed-Solomon-koder
	Primitiva polynom för att generera Fpq

	QR-koder
	Att välja meddelande och QR-kodversion
	Byte padding, och konstruktion av datasträng
	Felkorrigering
	Fasta mönster
	Rita ut data
	Att välja det bästa maskeringsmönstret
	Rita in formatinformation

	Referenser

