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Sammanfattning

Detta arbete kommer bevisa Primtalssaten med Newmans bevis for den.
Arbetet kommer borja med Riemanns zetafunktion och hur den beter sig i
det komplexa halva talplanet med positiv reell del, fér att sedan byta spar till
Laplace transformationen och Newmans Tauberiska sats for transformationen.

Sedan kommer dessa delar att kombineras till ett bevis for Primtalssatsen.

Abstract

This work will prove the prime number theorem with Newmans version of
the proof. The work will start with Riemanns zetafunction and how it behaves
in the complex halfplane with psotive real part, to then start with the Laplace
transform and Newmans Tauberian theorem about the transform. Lastly this

will be combined into provning the prime number theorem.



Innehall

1 Introduktion

2 Definitioner och satser

2.1 Riemann-Stieltjes integralen . . . . . . .. ... ... ... L.

2.2 Riemanns zetafunktion . . . . . . . . . ...

2.3 Laplace transformationen . . . . . . .. ..o

2.4 Primtalssatsens omformulering med hjalp av #-funktionen . . . . . . .

2.5 Tauberiska satser . . . . . . . .

2.6 Forberedelser infor Primtalssatsens bevis . . . . . . . . . . . . . ...

2.7 Primtalssatsen

Referenser

14
14
17
21
21

25



1 Introduktion

Primtalssatsen &r en sats om hur antalet primtal vixer. Lat 7(z) = > <, 1, Prim-

x
logz "

oberoende av Jacques Hadamard och Charles Jean de La Vallée Poussin som bade

talssatsen siger da att mw(x) ~ Primtalssatsen bevisades for forsta gangen 1896
blev inspirerade av Riemanns zetafunktion. Detta arbete kommer istéllet baseras
Donald Joseph (D. J.) Newmans Tauberiska sats om Laplace tranformationen. Sat-
sen implicerar konvergens av en specifik generaliserad integral som kommer visa sig
vara ekvivalent med Primtalssatsen. Arbetet kommer ta den komplexa vagen fram
till Primtalssatsen, sa som Jacques Hadamard sa "The shortest path between two

truths in the real domain passes through the complex domain”.



2 Definitioner och satser

Innan Newmans tauberiska sats finns en del saker som behovs bevisas forst. Det
som behovs ar att visa att Riemanns zetafunktion &r nollskild pa komplexa planet
Re(z) > 1, och till det behévs Eulers formel for zetafunktionen. Sedan behover ze-
tafunktionen fortséttas till halvplanet Re(z) > 0 sa det kan visas att funktionen
ar nollskild pa linjen Re(z) = 1. Mera kommer behévas an det, men det presen-
teras vid varje avsnitt istéllet. Bevisen for satserna samt strategin for att bevisa

Primtalssatsen, om inget annat anges kommer ifran [Sha] samt [Zag97].

2.1 Riemann-Stieltjes integralen

For att underlédtta en del berdkningar kommer Riemann-Stieltjes integral introdu-
ceras. Riemann-Stieltjes integralen ar en generalisering av Riemann integralen. Den
stora fordelen med denna integral &r att det underldttar att relatera en summa
till en Riemann-Stieltjes integral, och med rétt villkor, skriva om Riemann-Stieltjes
integralen till en Riemann integral. Da detta avsnitt &r mer for att underlatta be-
rikningar och inte ar fokuset av arbetet kommer det inte ge nagra vidare bevis for
satserna utan de kommer hanvisas till boken Principles of Mathematical Analysis",

tredje upplagan av Walter Rudin, [Rud76].

Definition 2.1. Riemann-Stieltjes integralen definieras som foljande.
Lat a(x) och f(z) vara reella funktioner av definierade for a < x < b. Lat P vara

en partition av intervallet (a,b) med punkterna xg, z1, .., z,_1, T, dar
a=20<T1 < ... <Xp_1 <xy,=n>0
Lat Aoy = a(zy) — a(zg_1) och
My, =sup f(x), xpq1 <z <xy

my = inf f(z), -1 <2 <25

Definiera summorna U (P, f,«) och L(P, f, &) som

U(P, f,a) = iMkAa/k

k=1



L(P, f,a) = imkAak.

k=1

Om P &r méngden av alla partitioner av [a,b] och om

inf U(P, f,«) =sup L(P, f,«)

PeP PeP

definieras Riemann-Stieltjes integralen

/ab f(z) da(z) = JiDIgPU(P’ f,a)

Bevisen for foljande tva satser kan finnas i [Rud76] i bevisen for sats 6.17 och

6.22, dar lemma 2.3 ar en direkt konsekvens av bada satser.

Lemma 2.2. En Riemann-Stieltjes integral kan skrivas om som en Riemann in-
tegral om [ dr kontinuerlig pa [a,b] och o dar kontinuerlig pd [a,b]. Under dessa

forutsdttningar gdller

[ 5@y date) = [ fr)a(r) d

a

Lemma 2.3. Riemann-Stieltjes integralen kan partiellt integreras
b

[ 1) date) = f0)a®) - f@lata) - [ ate) df@

a

ddr existensen av en av integralen implicerar existensen av den andra.

2.2 Riemanns zetafunktion

Just som Jacques Hadamard och Charles Jean de La Vallée Poussin blev inspirerade
av Riemanns zetafunktion for att bevisa Primtalssatsen kommer dven detta arbete
inkludera denna funktion. Den viktigaste egenskapen av Riemanns zetafunktion i
detta arbete &r just att den kan analytiskt fortséttas till en omgivning av halvplanet
{z € C|Rez > 1,z # 1} dér den &r nollskild ldngs med linjen Re(z) = 1.

Definition 2.4. Riemanns zetafunktion ar definierad som f6ljande

C(S):i;’ Res > 1. (1)



Sats 2.5. Funktionsserien definierad i (1) konvergerar absolut och lokalt likformigt
i halvplanet {s € C|Res > 1}, ddrmed dr ¢ en analytisk funktion i halvplanet
{s € C|Res > 1}

Bevis. Lat s € {s € C|Re(s) > 14€}, da ar [n=%| < n~0%9 och da enligt Weierstrass
majorantsats, sats 7.10 i [Rud76], konvergerar serien absolut och lokalt likformigt
for Re(s) > 1.

]

Sats 2.6 (Eulers produktformel). For alla s med Res > 1

<1
— = (1 _p—s)—l
Lo 1l
Bevis. For Res > 1 sa giller
> 1
¢(s) = n; s
Multipliceras bada leden med % ges
1 1 X1 > 1
IR TP D Sy ooy
Darav
1 <1 <1 1 1 1 1
1—— = — = =(1+=4+—=+..)— —
( 2S>C<8> nz::lns ;(%)s <+23+3er ) (25+zls+53SJF )

= (1 TR )

= 3ot T
I andra ord, att multiplicera zetafunktionen med (1 — QL) tog bort alla termer som
har en jamn ndmnare. Narmare sagt, att multiplicera zetafunktionen med 1 — ;% tar

bort alla termer vars namnare ar delbara pa p. Det har visats for p = 2, antag nu

att det fungerar for det & — 1:te primtalet.

(H- 5 L

k—1
S
n= Pr, P1,P25+Pk—111

I
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Om bade vanster och hogerledet multipliceras med (1 — pls) fas
k

k 1 1 ad 1
it (1 - p) o) = (1 - p> (Z+ ) |

Lat >2%° = Si_1. Hogerledet kan da skrivas om till

P1,02,--Pk—111 ns ns
1

Sk-1— —Sk-1
Py

vilket &r summan Sy_; fast med alla termer vars index ar delbart med p; borttagna,
det vill sdaga
k 0 1
M- )a- > & e
=1 P P1,P2,- DKM
Dérmed enligt induktionsantagandet samt induktionsprincipen géaller formeln ekv. (2)
for alla k& € N. Lat produkten i (2) vara Py, (2) kan da skrivas om till

o0

0 < |PCs) 1] =[S —1 < 3

N=PpPr+1 | S|

Grénsvardet niar k — oo for serien till hoger ar 0. Darav konvergerar Pr((s) — 1
mot 0 ndr k — oo vilket innebar att ((s) # 0 och P konvergerar mot ﬁ nar
k — oo. ]

Sats 2.7. Funktionen ((s) kan analytiskt fortsdttas till {s € C|Re(s) > 0,s # 1},

ddir s =1 dr en enkel pol.

Bevis. Lat [z] vara heltals delen av x och lat {z} vara decimaldelen av x. Eftersom
heltalsdelen 6kar monotont kan den delen anvéindas som integranden i en Riemann-

Stieltjes integral representation av en summa och anviander partiell integration

S o= [l = [, = [l = s [T = ape a

Forsta termen i sista likheten ar noll da B] = 0 och lim,_,, 7% = 0. Fortsattningsvis

=1

s /100(:15 —{zHz " dr =5 /IOO x%dr —s /100{56}33_8_1 dz.

11



Forsta termen kan skrivas om till

s—1 s—1

och detta innebar att

((s) = /100{x}x_8_1 dz.

Lat H(s) := 1 — s [{*{z}z~*"1, H(s) ar d& en analytisk funktion fér Re(s) > 0.
Hogerledet ar da en analytisk fortsattning av ((s) i Re(s) > 0,s # 1, da, det finns
en enkel pol. O

Sats 2.8. Om Res =1 dar ((s) #0

Bevis. Pa grund av sats sats 2.6, 1at s = o +i7 med o > 1, ar

In |{(s ]—Zln

= Zp: Re (ln ((1 — p*S)*l))

-Tre(3h

n=1

> chos (nr In(p )).

Substituera in § = 7lnp

zp: i cos(nf

no
n=1 np

Observera att
3+ 4cos(f) + cos(26) = 2 + 4 cos(f) + 2 cos*(0) = 2(1 + cos(h))* > 0.

Med detta och formeln for In|((s)| samt att zetafunktionen konvergerar absolut &r

3 + 4 cos(nd) + cos(2nd)
an

In |C*(0)¢* (o + i) (0 + 2iT)| = Z Z

2(1 4+ cos né’))

—ZZ

Eftersom varje term i sista summan ar positiv, dr logaritmen ocksa det, vilket innebar
att

13(0)¢Ho +iT)¢(0 + 2iT)| > 1

12



nar s = o + i7,0 > 1 och pa grund av kontinuitet giller detta dven for o = 1.
Anta nu att ((o + i19) = 0 for nagot reellt 75. Da &r 79 # 0 eftersom den fortsatta

zetafunktionen har en enkel pol vid s = 1. Lat

flo) = (o) (o +im)¢(o + 2im)
Nu till gransvardet nar o — 17

lim f(o) = lim ¢*(0)C*(o +i79)C(0 + 2iTy).

o—1+t o—1+

Fran sats 2.7 &r s = 1 en pol av ordning tre, och fran antagandet ar (1 +im)* en
nollpunkt av atminstone ordning 4. Alltsa édr griansvéirdet av produkten av dessa tva
0 nar o — 17. D& ( fortsitts analytiskt till Re(s) > 0,s # 1 har den ingen pol vid

s =14 27, och lim,_,1+ f(o) = 0, vilket sdger emot att
()¢ (o +ir)C(o +2iT)| =1, (0> 1).
Dérav ér zetafunktionen aldrig noll pa linjen Re(s) = 1. O

((s) ar analytisk och nollskild tack vare Eulers formel i Re(z) > 1, s ar log(¢(s))
¢'(s)
G(s)

ocksa analytisk for s > 1, och dess derivata ar . Med lite berdkningar ges det att

) i) =% (o (1)) m XAy e

P D —p P p—1

Med detta definieras nu en ny funktion.

Definition 2.9. Definiera Z(s) som

¢'(s) Inp
Z(s) = — = Res > 1).
=" "2y BV

Z(s) ar analytisk pa planet Re(z) > 1 eftersom ((s) ar nollskild och analytisk
dér. Vi kan fortsédtta ((s) till Re(s) > 0 fast med en enkel pol vid s = 1, dd kommer
Z(s) vara analytisk i samma plan fast med enkla poler dar ((s) har simpla poler
och nollstallen. Funktionen kan skrivas om till

Z lnpl :g

ppS_

1

np Inp

13



2.3 Laplace transformationen

Detta avsnitt kommer vara en kort del om Laplace transformationen, bevisen ar
tagna ur boken [Chu44].

Definition 2.10. Om en funktion f(t) &r definierad for alla ¢ > 0, da definieras

Laplace transformationen som

L{f}s) = [ f(e at
Laplace transformationen kommer noteras L{f(t)}(s), L{f(t)} eller F(s).

Lemma 2.11. Laplace transformationen dr linjdr, det vill siga, lat a,b € R och lat

f, h vara funktioner sadant att de har en Laplace transformation, sa gdller

L{af(t) + bh(t)} = aL{f(t)} + bL{h(t)}.

Lemma 2.12. Om f € O(e**) och dr integrerbar i alla dndliga intervall for x > 0,
sa existerar L{f}(s) for alla s med Re s > a.

Bewis. Beviset kommer trivialt ifran att under dessa villkor ar f(x) lokalt integrerbar
och konvergens for integralen kommer ifrén ett direkt test med funktionen e=?* dar
BeR, S >a. H

2.4 Primtalssatsens omformulering med hjalp av 6-funktionen

Denna del av arbetet handlar framst om hur olika saker ar ekvivalenta med Prim-
talssatsen eller implicerar den. Detta innebar en rad av satser som visar till sist
att Primtalssatsen ar implicerad av existensen av en generaliserad integral. Denna

generaliserade integrals existens kan visas med hjalp av Newmans tauberiska sats.

Definition 2.13. Tjebysjovs #-funktion &r definierad som

O(x) =) _logp,

p<w

dar summan tas 6ver alla primtal p mindre an x.

Lemma 2.14. 0(x) dr begrinsad av 4log(2)x.

14



Bevis. For n € N;n > 0, galler binomial satsen

o) <0)-B

k=0

Uttrycket i hogerledet ar da delbart av alla primtal mellan n + 1 och 2n. Alltsa ar

I »<2

np<2n

Tas logaritmen pa bada leden fas

Z logp < 2nlog2.

n<p<2n

Summan i vinsterledet kan skrivas som 6(2n) — 6(n), da foljer det att
0(2") — (2" 1) < 2™ log 2.
Summeras bada leden med avseende pa n fran n = 1 till £ ges det
0(2%) < 281 1og 2.
Vilj x sddant att 2F! < x < 2F d&

0(z) < 0(2%) < 2" 1og 2 < 4z log 2.

Sats 2.15. Lat Li(x) := [5 @dt, dd dr foljande tvd pastiendena ekvivalenta

T

()

~ logx’
m(x) ~ Li(z).

Bevis. Med anvandning av L "Hopitals regel ges

z 1 x
[
2 logt log x

Sa om m(x) ar asymptotiskt lika Li(z) eller

z
log z

implicerar det att 7(x) ar asymp-

totiskt lik g respektive Li(x), och ddrmed ar ekvivalensen bevisad. O]

15



Sats 2.16. Primtals satsen ar sann om och endast om 6(z) ~ x, det vill siga

lim M =1
Tr—00 x

Bewis. Skriv 7(z) som en Riemann-Stieltjes integral med avseende pa #(x) och in-

tegrera partiellt samt skriv om till en Riemann integral

71'(1:):/96 d(0(t)) _ 0(z) +/; o(t) dt

32 logt  logx j2log?t t
déarav ; ; 1 1
T t t T t
wlo) — A < [7 ) A o) [
log x 3/2 log“t t 3/2 log“t

I sista steget anvindes lemma 2.14. For att visa att fz;f/z log—ﬁt €0 (logxgw) ar sant,

anvands L "Hopitals regel

fx dt 1 ] 3 1
lig 221t _ i dog®e oy 08 T =lim — =1
a:l—golo z _xgngob‘%ﬂ_ml—{go S 2 _x1—>nolol_ 2
Tog?x o7 log” z — 2log” x T
Detta leder till att
0(x)

‘w(x)

s
0 .
<log2 x)

B log x

Multiplikation av 5% pa bagge led ger

xT

1 0 1
‘ﬂ(x)ow_@) eo( )
x T log
I synnerhet
1
lim 7(x) T _1 — lim b(z) = 1.
T—00 x T—00 x

Sats 2.17. Om den generaliserade integralen
I o)\ dt
1 t t
existerar, da dr 6(z) ~ x.

Bevis. Anta att for ndgot A > 1 att det for arbitrért stora z géller 0(z) > Az. Da

16



O(zx) ar icke minskande, galler for sidana z att

Az _ Az _ A _
/ b(t) tdtZ/ AL tdt:/)\ Y qu > 0.
T t2 x tQ 1 U2

Detta ger da att den generaliserade integralen inte kan konvergera, vilket sager emot
antagandet for satsen, vilket innebér att 6(z) > Az inte kan gilla. Antag nu for nagot

A < 1att §(z) < Az, som med forra antagandet ger detta

x _ x _ 1 _
/Gmtdtg AT 1ﬁdt:/A Y au <o,
A A

T t2 A\x t2 u2

Detta ger samma konsekvens som i forsta fallet, och antagandet att 6(x) < Az
for arbitriart stora x maste da vara falskt. Da ar enda fallet som ar mojligt ar att

0(x) ~ x givet att integralen existerar. ]

Detta avsnitt har visat att Primtalssatsen ar ekvivalent med att 0(x) ~ x, vil-
ket i sin tur dr implicerad av existensen av integralen definierad i sats 2.17. Det
som ar kvar da for att visa att Primtalssatsen dr sann ar att visa att integralen
existerar, vilket kommer ske med hjalp av Newmans Tauberiska sats om Laplace

transformationen.

2.5 Tauberiska satser

For att beskriva vad en Tauberisk sats dr borjar vi med vad en Abelsk sats ar.
Abelska satser ar en grupp av satser som &ar generaliseringar av ett resultat av Niels
Abel, hamtat fran [Wid46], sida 180, som lyder som foljande,

Sats 2.18. Om f(z) dr definierad av Y00 g a,x™, |z| < 1, ddr funktionen konvergerar

for vdarden pa x mindre dn ett, da dr

lim f(z)= Z ap,

z—1—

ndr serien till héger konvergerar.

I fallet av detta arbete skulle en Abelsk sats om Laplace transformationen ge
information om den transformerade funktionens beteende vid nagon specifik punkt
utifran hur funktionen beter sig. Tauberiska satser ar motsatsen, en Tauberisk sats
om Laplace transformationen ger information om funktionens beteende utifran hur

den transformerade funktionen beter sig. I Newmans Tauberiska sats nedan, finns det

17



forst krav pa funktionen, for att sedan sdga om den transformerade funktionen kan
fortsattas analytisk till ett visst omrade, existerar en specifik generaliserad integral
av funktionen och dess virde ar ett specifikt viarde av den transformerade funktionen.

Ett annat exempel pa en Tauberisk sats om Laplace transformationen kommer
ifran [Wid46], s.187, sats b som lyder

Sats 2.19. Lat

fs) = [ e atalt)

konvergera for s > 0, och lat

Ap I =4
da dr
fig odt) =4

om och endast om

5(6) = [ wd(aw) € oft), (1 - o0).

0

Likheterna mellan denna sats och sats 2.20 &r manga, den huvudsakliga skillna-
den pa dem ar for sats 2.20 antas det att transformationen kan fortsdttas, medan
i fallet av sats 2.19 antas det att integranden har nagon egenskap, som ar ekvi-
valent med den andra. I Widders bok finns det hur man kan bevisa Primtalssat-
sen med hjalp av sats 2.19, men metoden gar ut pa att man anvinder funktionen
Y(x) = Ypen Dph<s logp, som dr relaterad till 0(x). Som med O(x) visas det att
Y(z) ~ = och Primtalssatsen ér ekvivalenta. Eftersom [; da(t) = a(z) — «(0), in-
nebar sats 2.19, under det extra antagandet att «(0) = 0, att den generaliserade
integralen 6ver da(t) existerar da lim; ., a(t) = A.

sats 2.19 var endast ett exempel pa en Tauberisk sats som kan anvindas for
att bevisa Primtalssatsen, nu till den huvudsakliga Tauberiska satsen for arbetet,

Newmans Tauberiska sats.

Sats 2.20 (Newmans Tauberiska sats). Anta att f : [0,00) — C dr bunden och
lokalt integrerbar. Om funktionens Laplace transformationen kan analytiskt fortsdt-
tas till en omgivning av det slutna kompleza halvplanet Re(s) > 0, da existerar den
generaliserade integralen [y° f(t)dt och den dr lika med L{f}(0).

Bewvis. For Re(z) > 1 definiera



sa F' ar analytisk i en 6ppen méngd V' som innehaller det slutna hogra halvplanet.
For T > 0, lat

Fr(z) = (0. Tz = [ f(o)e ar

sd att Fp(z) ar en hel funktion. Sedan ska det visas att limp_,o, Fir(0) = F(0).
For varje R > 0 existerar det § = dr > 0 sadant att den slutna méngden Qg :=
{]z] < R} N{Re(z) > =4} ligger i V. Lat Cr vara randen av Qg och lat Wr g(z) :=
e’ (1 + ;—2) Wr r(z) dr da en hel funktion och Wz z(0) = 1. Med Cauchys inte-

gralsats ar

— [ () - FroWra) Z. @)

F(0) = Fr(0) = Wrr(0)(F(0) = Fr(0)) = 2mi Jog

Uppskatta integralen éver kurvan Cj, = Cpr N {Rez > 0}, for 2 = z + iy € C,

dt

|F(2) = Fr(z)] = ’/TOO f(t)e dt‘ < HfHOO/TOO ‘e—zt

—T:v

— 1/l [ e at = [Iflloo—

Nu for ndgot komplext tal z, Rez > 0 med |z| = R fas

2Re(z)

14+ 2| =
+ R

R2

| 22

Detta med uppskattning av integralen resulterar i att, for z = x + iy € C}, absol-

utbeloppet av integranden i (4)

Wra(2) 201 2l

IF() = P 2 < Wl e =

Med uppskattning pd C}; = {|z|] = R} N {Rez > 0} och att lingden av C}; &r 7R
konkluderas att

[ (P~ Fre)Wia(e) | < 21l

och denna uppskattning ar oberoende av 7. Sedan, integralen 6ver kurvan Lp =
Cr N {Rez < 0}. Uppskattningen kommer ske i tva olika steg, en for Frr(z) och en
for F'(z).

Om Rez < 0 kan funktionen gr(z) := F(2)Wr r(2)/z uppskattas med den

19



integrerbara funktionen

2211

F 14+ —|—
PG+ |

Y

oberoende av T. Dessutom konvergerar gr(z) punktvis mot 0 nar 7' — oo. Till f6ljd
av dominerade konvergenssatsen fas

lim
T—o0

~0. (5)

/L ) F(z)wm(z)iz

Sist ar integralen med Fr Over Lg, eftersom Fp ar en hel funktion ar den oberoende
av vagen enligt Cauchys integralsats dérav kan Lg bytas ut till v := {|z] = R} N

{Re(z) < 0}: Sedan repeteras samma uppskattningssteg som tidigare. For z =

T+ 1y € VR,
r —zt r —zt T —xt e—xT
Fr) < [ 1Ol at < Iflle [ e at = flle [ et < | flle"—
0 0 0 ||
Det foljer att
dz| _ 2/l
EFr(2)W: — < —
J FrWes(:) | < =
Lat € > 0 vara givet. Valj R sadant att % < 5 och Tj sddant att absolutbeloppet
i ekv. (5) ar mindre dn § for alla 7" > Tj. Da géller for alla T > Tj
[F(0) = Pr(0)| < 5 + 5 =
=575 7¢
och darav
Jim Fr(0) = F(0)
O

Ett exempel pa en funktion som inte uppfyller detta, &r f(t) = cost med dess

Laplace tranformation F'(s) = Den uppfyller att den ar bunden pa [0, 00) och

lokalt integrerbar, men dess Laplace transformation kan ej analytiskt fortsattas till
en omgivning av det komplexa halvplanet da F'(s) har poler vid s = +i. Vidare pa
exemplet, [;° cos(t) dt existerar ej, medan L{cost}(0) = 0, vilket tydligt visar att

kravet att funktionen ska kunna analytiskt fortsattas ar viktigt.
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2.6 Forberedelser infor Primtalssatsens bevis

Forst en paminnelse om ekvation (3):

Inp Inp Inp
> = =Y —+> ——— (Re(s) >1).
P p° = 1 P b P p (p - 1)

I denna formel, paminner serien till vinster i hogerledet om 6(x). Lat ®(s) vara
serien till vanster och &t H(s) vara serien till hoger i hogerledet. Da 6(x) okar
monoton kan den anvindas som integrator i en Riemann-Stieltjes integral, och kan
da definiera om ®(s) till

O(s) = /Oo z~*df(x).

1
Med partiell integration, lemma 2.3, och omskrivning till en Riemann integral, lem-

ma 2.2 resulterar integralen i

/100 2 dl(z) = [0(1‘)1’_8};)0 + 3/100 x_(SH)H(x) dr.

Dé (1) = 0 samt att 6(z) € O(x) enligt lemma 2.14, ar forsta termen i hogerledet
0. Vilket nu leder till att ®(s) kan skrivas som

O(s)=s /100 = g(z) da. (6)

2.7 Primtalssatsen

Nu ar det dags att borja bevisa Primtalssatsen med Newmans tauberiska sats. Fran
sats 2.16 samt sats 2.17 racker det med att bevisa att den generaliserade integralen

existerar for att visa att Primtalssatsen ar sann. For att na detta mal, skriv (6) i
0=) 4

xT

termer av

d(s) = s/loo e~ (O(z) — x + 2)de = s/loo x° (0(36) - 1) dx + 8/100 xdx

T

Y () S
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Funktionen Z(s) definierad i definition 2.9 kan da skrivas om till

Z(S>:§/(S):Zlnsp+z . hnp 1>:8/1°0x5<0(x)_ )dx—i— Sl—i-H(s).

C(s) S p = e (p° — x s —
(7)

Dér H(s) ér analytisk i Res > 1. Definiera F(s) som

F@%:Am<0$)—1>x5dm

Fran (7) kan F(s) skrivas som

1 S

ng:<m@—s_1—H@O.

S

I och med att H(s) ar analytisk for {Res > 1/2} och Z(s) ar analytisk for {Res > 0}
med enkla poler dar {(s) har nollstallen och poler. Eftersom s = 1 ar en enkel pol av
¢ ar det en enkel pol av Z(s) med residy lika med 1. Déarfor har Z(s) — -*; ingen pol
vid s = 1, déarfor kan den funktionen analytiskt fortsdttas till en 6ppen omgivning
av det slutna halvplanet {Res > 1}. Darmed kan &ven F' fortséttas till den 6ppna

omgivningen av Re > 1.

Vi ska visa att

existerar.

F(s) kan &ven skrivas om till

= [ (M)t

Definiera g(t) = %6:) — 1, med variabel bytet 2 = e’ skrivs F(s) som

/ g(t)e =Y dz.
0

Vilket &r Laplace transformationen, L{g}(s—1), av g. l och med att F'(s) = L{g}(s—
1) ar analytisk i en 6ppen mangd som innehaller {Res > 1} &r L{g}(s) analytisk

i en 6ppen mangd som innehéller {Res > 0}, samt att g(t) ar lokalt integrerbar,
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uppfyller antagandena i sats 2.20, alltsa ar

tim L{g}(s) = [ ot = [~ (9” - )d‘f

s—0+ x xT

Det har nu visats att den generaliserade integralen i sats 2.17 existerar vilket i sin

tur leder till att sats 2.16 visar Primtalssatsen.
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