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Sammanfattning

Detta arbete syftar till att jamféra tva metoder i form av algoritmer for
reducering av termer. Reducering beskrivs hér som processen att bear-
beta ett uttryck tills det antar en normalform. Ett klassiskt exempel pa
reducering som introduceras tidigt i matematikutbildningar dr Gaussele-
mination. Uttrycken som bearbetas i detta arbete kallas termer vilket kan
beskrivas som produkten av en eller flertal variabler med eller utan upp-
repning och en koefficient. Den forsta av de tva algoritmerna som under-
soks i detta projekt utfor termreducering med en reducerad Grébnerbas.
En Grobnerbas dr en sarskild representation av ett ideal, strukturerat pa
ett sitt som gor det enkelt att avgéra om ett polynom tillhor idealet, och
kan skapas av Buchbergers-algoritmen. Vidare, den senare alternativa al-
goritmen given av |[JLN24] som hiddanefter kommer att refereras till som
den alternativa algoritmen. Alternativa algoritmen fungerar enbart pa en
specifik form av ideal. Skillnaden mellan dem kan komma att paverka
berdkningstiden hos berdkningsprogrammet. Detta kan man jamféra med
hjalp av ett Pythonprogram som utfor berdkningarna medan den méter
iterationssteg. Detta resulterade i att reducering med en reducerad Grob-
nerbas gav till stor del farre iterationssteg d4n den alternativa-algoritmen
med avseende pa ideal som slumpmaéssigt genererades med specifika egen-
skaper.



Abstract

The purpose of this paper is to compare two methods, in the form of algo-
rithms, for reducing terms. In this context, reduction is described as the
process of transforming an expression until it reaches a normal form. A
classical example of reduction, commonly introduced early in mathema-
tical education, is Gaussian elimination. The expressions being processed
in this study are referred to as terms, which can be described as the
product of one or more variables-possibly repeated-multiplied by a coef-
ficient. The first of the two algorithms examined in this project performs
term reduction using a reduced Grobner basis. A Grobner basis is a spe-
cial representation of an ideal, structured in such a way that it facilitates
determining whether a polynomial belongs to the ideal, and can be com-
puted using Buchberger’s algorithm. The second algorithm, referred to
henceforth as the alternative algorithm, is presented in [JLN24|] and only
applies to ideals of a specific form. The difference between the two algo-
rithms may affect the computation time of the reduction process. This
can be measured using a Python program that performs the calculations
while counting the number of iteration steps. The results showed that
reduction using a reduced Grobner basis generally required fewer itera-
tion steps than the alternative algorithm, for ideals that were randomly
generated with specific properties.



1 Forord

I detta arbete har LLM anvénts som stod for sprakgranskning, strukturering och
forklaringar av matematiska begrepp. Overleafs inbyggda GPT-implementation
har anvéints for sprakgranskning, medan ChatGPT har nyttjats for matematiska
forklaringar. Allt innehall har granskats och formulerats av forfattaren.
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2 Introduktion

I detta arbete undersoks tva olika algoritmer for att reducera termer med av-
seende pa ett ideal. Den forsta algoritmen bygger pa Grobnerbaser som ar ett
klassiskt verktyg inom datoralgebra for att hitta en entydig normalform for ett
polynom. Den andra &r en nyare alternativ algoritm introducerad av [JLN24|
som &r sarskilt anpassad for ideal av en viss struktur.

Malet ar att experimentellt jamfora hur dessa tva algoritmer beter sig vid reduk-
tion av termer nar det géller antalet iterationssteg. Da Grébnerbaser kan vara
tunga att berdkna, men ger kraftfulla verktyg, &r det intressant att se hur en
mer specialiserad och direkt metod kan sta sig i jamforelse, sdrskilt ndr idealet
har en speciell form.

3 Fragestallning

Hur skiljer sig antalet reduktionssteg mellan Grobnerbasreduktion och en al-
ternativ algoritm vid termreduktion i homogena binomialideal av fullstandig
skarning? I vilken utstréackning kan idealens struktur eller termens form forkla-
ra dessa skillnader?

4 Teoretisk bakgrund

4.1 Polynom och monom

Definition 4.1. (|[CLOO06, Sid. 1]) Ett monom med variablerna x1, o, ..., %,
ar en produkt av formen

J;?l . :1:*32 . .l‘z"
dér alla exponenter aq,as, ..., q, ar icke-negativa heltal.

Exempel 1. Ett monom kan vara x3w; eller 2322 men dven 1 d& till exempel

2929 = 1 men 27 x5 och 0 &r inte monom.

Definition 4.2. (JCLOO06, sid. 497]) En kommutativ ring &r en méngd R dér
- och + &r tva bindra operationer som uppfyller

1. (a+bd)+c=a+(b+c)och (a-b)-c=a-(b-c) for alla a,b,c € R (associativ)
2.a+b=b+aocha-b=">b-a foralla a,b € R (Kommutativ)
3.a-(b+c)=a-b+a-cforallaa,b,ce R (distributiv)

4. Det finns 0,1 € Rsd att a+0=a-1=a for alla a € R (identiteter)

5. Givet a € R, sa finns det ett b € R sa att a + b = 0 (Additiv invers)

Definition 4.3. ([Fr697, sid. 5]|CLO06, sid. 497]) En kropp k &r en kommuta-
tiv ring dér varje element férutom den additiva identiteten 0 har en multiplikativ
invers, det vill siga for varje a € k med a # 0 finns ett element a~! € k sddant



att a-a~! = 1. Elementen 0 och 1 tillhér k och representerar den additiva re-
spektive multiplikativa identiteten, sa att for alla a € k géller att a + 0 = a och
a-1=a.

Exempel 2. Exempel pa kroppar inkluderar de rationella talen QQ, de reella
talen R och de komplexa talen C, alla med vanlig addition och multiplikation.
Ett exempel pa en édndlig kropp ér Z,, dar Z, definieras som kvotringen av
heltalen modulo p, fér ett primtal p. Denna kropp har exakt p element.

Definition 4.4. En term &r ett monom m med en koefficient ¢ € k skrivet sa
att termen £t = c-m.

Definition 4.5. Ett polynom p med variablerna z1, o, ..., z, och koefficien-
ter i en godtycklig kropp k &r en éndlig linjir kombination av termer. Alltsa
kan man skriva p

m
p= E ¢ zillilxgm .. xzm’
=1

dar m &r ett icke-negativt heltal, ¢; € k och for varje exponent o;; € N déar
1=1,2,...,mochj=1,2,...,n.
Definition 4.6. Totalgraden eller graden d for ett polynom &ar det storsta

(65N e)

vardet av o + g + - - - + o, Over alla termer ¢ - 27" 25? - - - 5 med ¢ # 0.

Definition 4.7. Homogena polynom &r polynom som har samma totalgrad
d i alla termer.

Exempel 3. Ett homogent polynom kan vara 2z3 + 3wz, eller 3 + zix3

Definition 4.8. Ett binom &r ett polynom som enbart bestar av tva termer,
s& som
b=amy + bma

dér my och my & monom och a,b € k. Ytterligare sa &r m; # ms och a,b # 0.

Exempel 4. Ett exempel pa ett homogent binom dér antalet variabler n = 2
ochd=14ar z1 — 2xs.

Definition 4.9. (JCLOO0G, sid. 2]) En polynomring bestir av polynom i vari-
ablerna x1, xs, ..., xn, dar n ar ett icke-negativt heltal och koefficienterna tillhor
en kropp k. Denna méngd betecknas

klx1, 2o, ..., Ty
och bildar, med polynomaddition och polynommultiplikation, en kommutativ
ring.

Definition 4.10. ([Fr697, sid. 45] |[CLO06, sid. 53-56]) En monomordning ar
en ordning > pa mangden av monom som uppfyller féljande egenskaper:

e For varje par av monom my och my géller exakt ett av foljande m; < meo,
my = my eller my > moy (total ordning).



e Ordningen &r véalordnad, det vill sdga varje icke-tom méngd av monom
har ett minsta element.

e Om my < mg, sa giller &ven m + m; < m + my for alla monom m
(kompatibilitet med multiplikation).

I detta projekt anviands framst féljande tre typer av ordningar:

1. Lexikografisk ordning (lex): Forst jamfoér exponenterna fran vénster
till hoger. Exempelvis ar z2y < x22 eftersom y < z.

2. Graderad lexikografisk ordning (grlex): Forst jamfor efter totalgrad.
Om graderna ar lika anvéinds lexikografisk ordning.

3. Graderad omvind lexikografisk ordning (grevlex): Forst jamfors
efter totalgrad, och om graderna &r lika jamfor man de exponenter dér
skillnaden foérst uppstar men i omvand ordning,.

Definition 4.11. Ledande monom definieras som Im(p) ddr p = cymq +
como + -+ cgmg dd my > mo > - -+ > my enligt en bestdmd monomordning.
Déa &r Im(p) = my det ledande monomet.

Definition 4.12. En ledande term ar den termen som innehaller det ledande
monomet. Den ledande termens koeflicient kallas dven for ledande koefficient.
Funktionen lt(p) dir p ar ett polynom, far ut den ledande termen. D& F =

{fi,fa,..., [s} sd ar
IH(F) = {lt(f1),1t(f2), ..., 1t(fs)}

Exempel 5. Givet polynomet f; = 2x; + 4xs sd ar Im(f1) i lexikografisk
ordning x1 och lt(f1) = 2x;.

Definition 4.13. Ett moniskt polynom é&r ett polynom p dar lt(p) = Im(p).
Det vill sdga, den ledande termens koefficient ar 1.

4.2 Minsta gemensamma multipel

Definition 4.14. ( [CLOO0G6, sid. 81]) Minsta gemensamma multipel av tva
monom skrivs mgm(my,mz). D& monomet m; = x{* - x5 - - - %" och monomet
mg = a8t - ab? - abn sd dr

maz(a1,b1) maz(a1,b2) maz(ay,,b
mgm(mi,ma) = Ty apperante),

Exempel 6. Lat monomen vara m, = x1x2 och mo = x% da ar mgm(mi, ma) =
2y _ .2
mgm(z1x2,25) = TiTs.

Definition 4.15. ( [CLOO0G6| sid. 81]) Lat f1, fo vara polynom som &r ordnade,
S-polynomet av fi, fo dr da
mgm(lm(f1),1m(f2))

S(f1, f2) = (/) fi—

mgm(Im(f),lm(f2))
1t(f2)

fa.



Lagg marke till att de ledande koefficienterna i polynomen kommer att divideras
da It(f1) = cama, Ut(fa) = cama och mgm(Im(f1),lm(f2)) = ms ar ett monom
sé kommer C:’”‘ng - f1 gora f; moniskt da den ledande koefficienten dividerar bort.
Detsamma sker fér fo och dd kommer bada ledande termerna ta ut varandra.

Detta ar en egenskap som gor S-polynom sérskilt anvindbara.

Exempel 7. Lat f; = 327 och fo = 2w129 + 23 och k = Zy . For att berdkna

S(f1, f2) tas det fram de ledande monomen i polynomen enligt graderad lex-

ikografi ordning. Det ledande monomet i f; dr Im(f;) = x? och det ledande

monomet i fo ar Im(f2) = x1xe. Minsta gemensamma multipel av dessa dr
mgm(lm(fi),im(f2)) = x%»”f%

Nu delar vi 229 med respektive ledande term, It(f1) = 322, it(f2) = 2z172.
Fran f; far vi kvoten 5xo, och for fo far vi kvoten 4z;.

Vi multiplicerar kvoterna med respektive polynom
bxo - f1 = bxo - 335% = x%xg
41 - fo = 4wy - (w120 + x%) = x%xz + 4x1x§

For att sedan subtrahera uttrycken sa att

2 2 2 2
xiTe — (2T + doq25) = —4daq 25

Resultatet blir en term, eftersom de ledande termerna tar ut varandra sa att
endast en term blir kvar.

4.3 Polynomreducering

Definition 4.16. (|CLOO0G6| Sid 62]) Lat f vara ett polynom och F' = {f1, fa,..., fi}
vara en mangd polynom da ges reduceringsalgoritmen enligt féljande



Indata: f,F = (f1, fo,..., f1)
Utdata: Resten r som blir 6ver
p f
upprepa
delbar < falskt;
for varje f ¢ F gor
om lt(f)[lt(p) s&
p < p—(1t(p) /1t(f))-f;
delbar + sant;
bryt loop
slut om
slutfor
om delbar = falskt sa
r < r+lt(p);
p < p—lt(p);
slut om
tills p = 0;

Algorithm 1: R(f)

och bendmns som reducering av p med F. Att reduktionen &r en &ndlig
algoritm visas i |[CLOO06l Sid 62]. Notera att algoritmen soker efter ett f; € F
vars ledande term delar ledande termen i p, och anvinder det forsta sddana
som hittas. Eftersom ingen fast ordning &r specificerad for méngden F', kan
olika korningar av algoritmen vélja olika f; vid delbarhet, vilket kan paverka
resultatet. Darfor ar reduktionen inte entydig i allménhet.

Exempel 8. Lit p = 27 — 2119, och 1at F = {f1, fo}, dér
fi=af—a3, fo=may+a3.

Vi reducerar p med mingden F enligt algoritm R(p, F'), dar ordningen pa po-
lynomen &r fixerad sa att f; behandlas fore fs.

I forsta steget delar 1t(f1) = 2% den ledande termen 1t(p) = 2%, och vi far
2
!

p=p—?-f1 = (2} — m1@2) — (af — 23) = —w122 + 23
1

Darefter delar 1t(f2) = z122 den nya ledande termen 1t(p) = x124, vilket ger

—Z122

p=(—x122 + x%) — cfa = (—z120 + x%) + (122 + x%) = 21‘%.

T1T2

Resultatet efter reduktion &r alltsd 2x3.

4.4 Ideal

Definition 4.17. (JCLOO06} sid. 29]) En delméngd I C k[z1, 2, ..., x,] ar ett
ideal om dessa foljande egenskaper finns



1. 0el
2. Om f,g € I,dad ar f+ g € I (Slutet under multiplikation).
3. Om f € I och h € klxy,x3,...,2,],dd &r h- f € I (Slutet under addition).

Definition 4.18. (|CLOO0G6, sid. 29]) Lat f1, fo, ..., fs vara polynom i k[z1, xa, . . ., Zn].
Da definieras

<f17f27---7fs> = {thfz : h17h27...,h3 Gk[l‘l,IQ,...,In]}.
1=1

Uttrycket (f1, fo, ..., fs) kallas mdngden genererad av fi, fa,..., fs, och poly-
nomen f; kallas generatorer.

Sats 1. ([CLOOG, sid. 29]) Om fi1, fa, ..., fs € k[x1,20,..., 2], sd dr (f1, fa,. .., fs)
ett ideal @ k[x1, 22, ..., Tp].

Bevis. (JCLOO06, sid. 29]) Lat I = (f1, f2,..., fs). For det forsta ar 0 € I,

eftersom i
0=> 0-fi
i=1

Lat f=30_hi-fioch g=>"_, ;- fi dar h;,l; € klxy, 22, ..., 2,). DA giller:

frg=> (hit+l) fiel

i=1

och for varje ¢ € k[zy, 22, ..., 2,],
c~f:Z(c~hi)~fi el
i=1

Detta visar att I &r slutet under addition och multiplikation med polynom, och

dérmed ett ideal. O
Alla ideal kan genereras av en dndlig uppséattning polynom f1, fa,..., fs sd att
I= <fl7f2a"'7fs>-

Bevis hénvisas till [CLO06, Sid 74].

Definition 4.19. ([Fr697, s. 48]) Lat I C k[xy,xe,...,x,]| vara ett ideal. Da
definieras méngden av dess ledande monom som

Im(I) ={lm(f) : fel f+#0}
Exempel 9. Betrakta polynomen f; = 2% + 2 och fo = z1 + 22 i k[z1, 22]. D&

ar

I={f1,f2) ={fr-h+fa-g: h,g€k[rs,z2]}

10



méangden av alla polynom som kan bildas genom att multiplicera f; och fy med
andra polynom och sedan addera resultaten.

Till exempel géller:
firl+fo-0=ai+2€1,

fi-0+fo-l=a1+22 €1,

fiomo+ forar = (2] 4+ 2wz + (21 + 22)x1 = T2 + 200 + 27 + 3172 € L.
Man kan ocksa ta summor och produkter:
(23 4+2)+ (1 +22) =23 + 21 + 22 +2 € 1,

(1‘% + 2)(1‘1 + $2) el.

4.5 struktursatsen for binomideal

Sats 2. Om f1 = amy + bmay och fo = cms + dmy dar binom @ klxy,. .., T,],
dar a,b,c,d € k och my,ma, m3,myg ar monom, sd ar S(f1, f2) ett polynom med
hagst tva termer. I synnerhet ar S(f1, fo) antingen ett binom, en term eller 0.

Bevis. Ledande termerna ar 1t(f1) = am och 1t(f2) = emg. Lat M = mgm(m,, ms)
dar Im(f1) = mq och Im(f2) = ms. D4 ar

M M
S(f1, f2) = aTnl(aml + bmg) — %(cmg + dmy).

Uttrycket utvecklas till

M M
MA+b-—mog—M—d- —my.
my ms3

Ledande termerna M och M tar ut varandra, sa att

M M
S(fi, f2) =b- —mg —d- —my.
mq ms

Eftersom bade mMmg och mﬂsm4 ar monom, och b, d € k ar koefficienter, bestar
uttrycket av hogst tva termer. Om dessa termer har samma monomdel, reduce-
ras summan till en term eller till 0. Darfor 4r S(f1, f2) antingen ett binom, en
term, eller 0. O

Sats 3. Lat p = amy + bme vara ett binom, ddr a,b € k och m1, mo dr monom.
Antag att p reduceras med en mdangd binom F = {f1, fa,..., fi}, dar varje
fi = ciu; + dyv; bestar av tva termer. Dd dr varje steg © reduceringsalgoritmen
R(p, F) ett binom, en term eller noll.

11



Bevis. Antag att monomordningen ar sidan att my > me, s att lt(p) = am;.

Om det finns ett f; € F vars ledande term &r lt(f;) = c¢;u; och dér u,; | mq,
reduceras p enligt:

ami
q= , g fi = amy + diqu;.
CiU;

Da ges
p—q- fi =ami +bmg — (amy + diqu;) = bmo — d;qu;.

Om mgy och qu; har samma monomdel, sa kombineras termerna till en ny term
med koefficient b — d; - Cﬁ Om denna koefficient ar 0, reduceras uttrycket till 0;
om den inte &r 0, aterstar en enda term. I 6vriga fall, d& monomdelarna skiljer
sig at, ar resultatet ett binom.

Alltsa ar varje reduktionssteg ett binom, en term eller noll. O

Definition 4.20. Antag flera homogena polynom i n variabler

T1, X2,y Ty

Da ar f1, fo..., fn en fullstindig skirning om ekvationssystemet
f1=0
fa=0
fn=0

endast har den triviala 16sningen alltsa att 1 = x5 =--- =z, = 0.

Exempel 10. Da n = 3 sa ar variablerna x1,xs,z3 och da ar xy 4+ zo,x1 +
x3, T2 + x3 en fullstindig skdrning eftersom att

£0.

e e
=
— = O

Detta visar att polynomen inte ar linjart beroende och ddrmed endast har den

triviala 16sningen.
n—14+d
n—1

stycken monom av grad d i n variabler.

Sats 4. Det finns

12



Bevis. Anta att staplar och stjdrnor ar utplacerade i ndgon ordning,

En stjdrna som ligger till vinster om stapeln representerar x; och en stjarna som
ligger hoger om stapeln representerar x5. Exemplet ovan beskriver dd monomet
x1 *23. Olika resultat kan stadkommas med flera eller firre staplar exempelvis

X K Xk

vilket representerar 3 eller

som representerar xy *x3*x4. Med hjélp av denna struktur kan den ovanndmnda
satsen bevisas, da antalet olika monom med graden d och antalet variabler n
kan rdaknas ut utifran strukturen pa staplarna och stjarnorna. Ett monom med
n antal variabler kan representeras som n — 1 antal staplar och om dess grad &r
d sa representeras det med d antal stjarnor. D& finns det

n—14+d
n—1
sitt att ordna staplarna och stjarnorna pa, vilket beskriver antalet monom som
existerar.
O
Definition 4.21. Ett monomideal ir ett ideal I som ar genererat av monomen

mi, Mo, ..., Mg S& att
I = (mi,ma,...ms).

I dr d& méangden

{fi-mi+fo-ma+ -+ fs-ms| f1, fo,..., fs € klx1,22,..., 2]}

Exempel 11. Antag att
I = (1,23, 3)
da ar
(1 +22) - 27+ (0) - 23 + 23 - 23 = 23 + 2fwy + 2323

med i idealet. Notera att de monom som &r med i polynomet ovan ar delbara
med nagon av generatorerna.

Sats 5. Lat I vara monomidealet genererat av monomen
mi,ma,...,My,
da dér f € I om och endast om alla monomen i f delas av nagot m; ddr i =

1,2,...,r.

13



Bevis. Lat

I={my,ma,...,m,)
dar varje mi, ma, ..., m, ar ett monom uppbyggt av variablerna x1,zo,...,z,
och ett godtyckligt polynom f € k[z1,xa,...,x,], s& kan relationen bevisas at

vardera hall i tva steg. Om f € I, sa ar
f=a1-mi+ay-ma+---+a.-m,

dér ay,as,...,a, € k[x1,22,...,2,]. Eftersom varje term a; - m; bara innehaller
monom som &r delbara med m;, foljer det att varje monom i f &r delbart med
nagot av generatorerna my,ms, ..., M.

For att bevisa at andra héllet, om varje monom i f &r delbara med nagon av
mi,ma,..., My, sa kan f skrivas som

f:ql.ml+q2.m2+...+qr.mr

dér q1,42, ..., ¢ 4 monom eller 01 k[x1,xa,...,x,]. Detta bevisar da att f ar
med il da q1,q2,...,q € k[x1,29,...,2,]. O

4.6 Hilbertvektorn

Definition 4.22. (JCLOO06| sid. 452]) Lat I = (my,ma,...,ms), Hilbertfunk-
tionen H;(d) definieras som antalet monom av grad d i k[x,zs,...,x,] som
inte tillhor I, det vill sdga

Hi(d) = [Mq\ (I N Ma)l,

déar M, betecknar méngden av alla monom av grad d, och I N My d&r mangden
av monom i I som har exakt grad d.

Definition 4.23. Hilbertvektorn upp till grad ¢ for ett monomideal I &ar
foljden

(HI(O)7 Hf(l)a ceey Hf(t))a
dar varje komponent H;(d) anger hur ménga monom av grad d, med 0 < d <t
som inte tillhor 1.

Sats 6. Lat

= (x{*, 252, ..., zo")

och sdtt .
t= Z a; —Mn.
i=1
Da galler att varje monom med totalgrad minst t + 1 tillhor I.
Beuvis. Lat

= (x{", 2%, ...,

14



och lat

m :x?1 B2

cooxP
:I;Q :I;n’r‘b

vara ett monom med totalgrad
n n
Zﬁizt—i—L dar t:Zai—n.
i=1 i=1

Observera att om §; < oy for alla ¢, sa 4r den maximala méojliga totalgraden

n

Z(ai—1)=Zai—n:t.

i=1

Men eftersom vi antar att > 8; > t+ 1, kan det inte gélla att 8; < «; for alla i.

Det maste alltsa finnas minst ett index 7 sadant att 3; > ay, vilket innebér att
iy

x| m.

Eftersom I ar ett monomideal, féljer av att m € I. O

Exempel 12. Lat n = 3 och sétt
I= <x§llam327xg3>'
Da ar
t=di+do+d3s—n=dy +dy+ds—3,

och enligt sats [f] tillhor varje monom med totalgrad minst
t+1=dy+dy+ds—2

ideal 1.

4.7 Grobnerbas

En Grobnerbas ar en uppséttning polynom som strukturerar ett ideal pa ett
sadant satt att reduktion med basen ger en entydig normalform for varje poly-
nom. Denna egenskap gor det mojligt att avgora om ett polynom tillhor idealet,
samt att 16sa polynomekvationssystem.

Definition 4.24. (|Fr697] sid. 51]|CLO06, sid. 74]) Givet en monomordning &r
en Grobnerbas for ett ideal I en dndlig delmingd G = {g1,92,...,9s} C I
sadan att

{Im(g1), lm(g2), . .., tm(gs)) = (Im(I)),

dar Im(f) betecknar det ledande monomet i f.
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Sats 7. Lat fi1,fa,...,fn € Kkl[z1,...,24] vara homogena polynom av grad
dy,da,...,dy, och lit G = {g1,92,...,9s} vara en Grobnerbas for idealet I =
(f1, f2,-- -, [n). Dad gdller att idealet I dr en fullstindig skdrning enligt Defini-
tion[{.20 om och endast om

it € (Im(g1),lm(g2),...,lm(gs))  for ndgot e; for varjei=1,2,...,n

3

om och endast om Hilbertvektorn for

(xfﬂmgﬂ...,xd")

ar lika med Hilbertvektorn for

(Im(1)).

Sats [7] dr ett standardresultat i kommutativ algebra, och beviset uteldmnas
hér. Eftersom villkoren &r émsesidigt ekvivalenta kan vilket som helst av dem
anvandas for att verifiera att ett ideal ar en fullstdndig skéarning.

Grobnerbaser ar i allménhet inte entydiga. Beroende pa vilka generatorer som
anvénds, och i vilken ordning reduktionen sker, kan olika Grobnerbaser uppsta.

Det visar sig dock att det, for varje ideal och en satt monomordning, finns en
sérskild Grobnerbas med vissa minimiegenskaper. Denna kallas den reducera-
de Grobnerbasen, och vi kommer senare visa att den ar entydig. Vi borjar
med att definiera den.

Definition 4.25. (|JCLO06, Sid 90][Fr697, Sid 53]) En reducerad Grobner-
bas dr en Grobnerbas G for ett ideal I som uppfyller:

1. Varje g € G 4r moniskt.
2. For varje g € G, ingen av monomen i g ligger i (Im(G \ {g})).

Sats 8. For varje ideal I C k[xy,...,2,] och given monomordning finns exakt
en reducerad Grébnerbas.

Bevis. Antag att G7 och Gy ér tva olika reducerade Grobnerbaser for samma
ideal I och samma monomordning.

Eftersom bada ar Grobnerbaser for I, géller att (l¢(G1)) = (It(G2)) = (it(1)).
Men eftersom bada dessutom &r reducerade, moniska och uppfyller det mini-
mala restvillkoret, s maste varje element i G; ha exakt motsvarande element
i G2 och vice versa, annars skulle ett ledande monom i den ena basen kun-
na dela ett monom i ett annat polynom i den andra basen, vilket strider mot
reduceradhetsvillkoret.

Alltsd maste G1 = Gs. O
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4.8 Buchberger-algoritmen

Buchberger-algoritmen anvénds for att konstruera Grobnerbaser for ideal i k[x1, zo, . . .

Lat I = (f1, fo,..., fm) # 0 vara ett polynomideal. D& kan en Grobnerbas for
I konstrueras i ett dndligt antal steg enligt f6ljande algoritm. Se |Fr697, sid. 59]
och |[CLOO06 sid. 87].

Indata: F = (f1, fo, ..., fm)
Utdata: En Grobner bas G = (g1,92,...,9s) for I, Med F C G.
G + F;
upprepa
G+ G;
for varje par {p,q},p # q i G’ gor

S+ R(S(p,q), G);

om S # 0 sa

| G+ GU{Sk
slut om

slutfor
tills G = G
Algorithm 2: Buchberger-algoritmen

Algoritmen terminerar efter ett &ndligt antal steg och producerar en Grébnerbas
for idealet. Resultatet ar inte entydigt, utan beror pa ordningen i indata och
valen som gors under reduktionerna. Se |[CLOOG, sid. 87].

Indata: En Groébnerbas G = {g1,...,9:}
Utdata: En reducerad Grobnerbas G’
G’ <+ 0
for varje g; € G gor
F < G\{g};
r < R(g;, F);
om 7 # 0 sa
Gor r moniskt (dela alla termer med ledande koefficienten);
G+~ G Ur;
slut om
slutfor

return G’;
Algorithm 3: ReduceradGrobnerbas(G)

Algoritmen hénvisas till [Fr697, s. 54] och |[CLOO06, s. 90].
Sats 9. Lat G = {g1,...,g:} vara en Grobnerbas for idealet I = (f1, fa,..., fs).

Dd ar G' = ReduceradGrobnerbas(G) en reducerad Grébnerbas.

Bevis. Eftersom varje g; ar resultatet av att reducera g; med avseende pa G —
{9:}, géller att g; — g} € (G — {g:}),(G) = I. Séledes ar g} € I, och eftersom
detta géller for alla i, ligger hela G’ i 1.
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Vidare géller att varje reduktion med R() tar bort alla termer som kan delas av
ledande termer fran andra polynom. Det innebér att inget monom i ndgot g, ar
delbart med en ledande term i G’\{g¢;}. Eftersom vi dessutom gor varje polynom
moniskt, uppfyller G’ villkoren i definitionen av en reducerad Grobnerbas.

Slutligen visar vi att G’ fortfarande &r en Grobnerbas, det vill siga att

(Im(G")) = (Im(I)).

Eftersom varje g} ar en linjirkombination av polynom i G, och varje term i g}
ar en kombination av termer fran G, géller

Im(g;) € (Im(@)),
séledes
(Im(G")) < (Im(@)).
Eftersom G’ genererar samma ideal som G, géller dessutom
{Im(I)) < (Im(G")).
Sammantaget foljer
{Im(G")) = (Im(I)),

vilket visar att G’ dr en Grobnerbas. Eftersom G’ dessutom ar monisk och
uppfyller restvillkoret, &r det en reducerad Grébnerbas.

O

4.9 Reduktion med Grobnerbaser

En Grobnerbas mojliggér en entydig reduktion av polynom med avseende pa
ett ideal. Givet ett polynom f och en Grébnerbas GG, kan man utféra reduktion
av f enligt algoritm [[| med avseende p& G. Resultatet av denna reduktion &r ett
nytt polynom r, som &r enklare &n f och inte ldngre kan reduceras med G.

Definition 4.26. (|Fr697, sid. 53]) En normalform av ett polynom f med
avseende pa ett ideal I och en vald reduktionsmetod ar ett polynom r som
uppfyller foljande villkor:

o f—rel,

e 7 dr unik med avseende pa den anvinda reduktionsmetoden,

e 7 dr i ett tillstand déar ingen vidare reduktion &r mdojlig enligt metoden,
e f €1 om och endast om r = 0.

Normalformen beror alltsa pa savél idealet som pa den valda reduktionsalgorit-
men.
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Sats 10. ([Fro97, sid. 53]) Lit G = {g1,92,...,9s} vara en Grébnerbas for
idealet

I= <gla.92a se ags>'
Da gdller att R(p1, G) = R(p2, G) om och endast om p1 — ps € 1. Sdrskilt gdller
att R(p, G) =0 om och endast om p € I.

Bevis. (|Fro97, sid. 53]) Antag forst att R(p1,G) = R(p2,G) = r. Da finns
polynom q1,qa € k[zy,...,2,] s& att

pL=q +7, p2=gq2+7r, medgqy,q €l

Det foljer att
PL—p2=q—q €1,
eftersom ideal ar slutna under subtraktion.
Omvént, anta att p; —ps € I. Lat m = R(p1, G) och ro = R(pa, G). Eftersom
pi—r; €1 fori=1,2, sa géller
(pr—71) = (p2 —72) = (P1 —p2) — (r1 —72) € I.
Dérmed foljer att r; — 1o € 1.

Men varken ry eller ro innehaller nagra termer som &r delbara med ledande
monom fran nagot g; € G, sa inte heller deras differens kan gora det, utom i
fallet nar ry — ro = 0. Alltsd maste r; = ry, och ddrmed R(p1, G) = R(p2, G).

Det sista pastaendet foljer genom att sétta po = 0, vilket ger
R(p,G)=R(0,G)=0 < pel.
O

Sats 11. Lat G = {q1,92,- - -, gt} vara en Grobnerbas for ett ideal I C k[z1,. .., y],
och lat f € k[z1,...,z,]. Da dr resten v = R(f,G) vid division av f med G
entydig, oavsett i vilken ordning elementen i G anvdinds i divisionen.

Bevis. Antag att vi utfor tva olika divisioner av f med G, men i olika ordning,
och att detta ger tva olika restpolynom rq respektive rs.

Eftersom bada berdkningarna bygger pa division med polynom fran G, sa géaller:
f—rmel och f—ryel.

Dérfor foljer att
(f—Tl)—(f—T‘Q):TQ—Tl el

Samtidigt ar bade r1 och ry restpolynom i divisionen med G, sa inga termer i rq
eller ro ar delbara med nagot ledande monom lm(g;) f6r g; € G. Detta innebér
att &ven r; — ro inte kan ha nagra sddana termer.
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Men detta innebér att r; —r9 € I och samtidigt inte kan innehalla nagra ledande
monom fran G, vilket enligt definitionen av Groébnerbas endast dr mojligt om
r1 —ro = 0. Alltsd 4r r; = ro, och resten ar entydig.

Dérmed spelar ordningen i divisionen ingen roll nir G ar en Grobnerbas. O

Sats 12. Lit G = {g1,92,.--,9s} vara en Grobnerbas for idealet I = (G). Dd
ar resten v = R(f,G) en normalform av f med avseende pd idealet 1.

Bevis. For att styrka att » = R(f,G) uppfyller kriterierna i Definition m
verifieras foljande punkter:

o Skillnaden f—r tillhor idealet I: Detta foljer direkt av divisionsalgoritmen.
Polynomet f skrivs som en linjirkombination av element i G plus resten
r, vilket innebér att f —r € I.

* Restpolynomet r dr entydigt: Det ar visat i sats [[I] att om G &r en Grob-
nerbas, s ar resten oberoende av i vilken ordning elementen i G appliceras
i divisionen. Darmed é&r r entydigt bestamt.

o Ingen vidare reduktion dr mdjlig: Divisionen med G avslutas forst nér inget
ledande monom i G delar nagon term i r. Darmed ar r irreducerbart med
avseende pa G.

e Resten dr noll om och endast om f € I. Det har tidigare visats att
R(f,G) = 0 om och endast om f € I. Detta foljer av att alla termer
i f da kan reduceras fullsténdigt av G, vilket endast &r mojligt om f € I.

Samtliga krav i Definition [£.26] &r ddrmed uppfyllda. O

Sats 13. Lit G = {g1,92,--.,9s} dar g1,92,...,9s € k[x1,2a,...,2,] vara en
Grobnerbas for ett ideal I, och lat m wvara ett monom av grad d. Da bestar
normalformen av m med avseende pa G, under reduktion enligt algoritmen
R(m, @), av alla monom av grad d som inte delas av nagon ledande term i G

eller 0.

Bewvis. Vid varje steg i Buchberger-algoritmen reduceras ledande monom i m
med hjilp av ett polynom g; € G, forutsatt att det ledande monomet i g;
delar ndgon m. Denna process upprepas tills monomet inte ldngre ar delbart
med nagon ledande term i G. Alla sédana monom ldmnas darfor orérda av
algoritmen. Det innebér att normalformen enbart bestar av de monom som inte
delas av nagon lt(g) for g; € G eller 0, vilket var vad som skulle visas. O

4.10 Den alternativa algoritmen

Den alternativa algoritm som anvinds i detta projekt syftar till reduktion av
termer i ideal genererade av homogena binom av typen

d
Tr; — bimi,
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dar m; ar ett monom av totalgrad d och b; € k. Dessa binom antas generera en
fullsténdig skdrning.

I den kélla dér algoritmen ér hdmtad|[JLN24] behandlas en mer generell klass
av binom av formen

aix? —bim,
dar a;, b; € k. For att forenkla presentation och implementation anvinds har en

specialisering till den moniska formen dér a; = 1.

Algoritmen definieras genom en riktad graf GBg, med hérnméngden
{erzs? - xom tag + -+ o = d}

och kanter av formen
m

m5 b daad | moch x| m for alla j < i.
[

8

d

Dessa kanter representerar tillatna reduktioner dir faktorn x¢ i m ersétts med

b; enligt binomet x¢ — b;.
Huruvida koefficienter paverkar reduktionsgangen undersoks i féljande sats.

Sats 14. Ldt t = c¢-m wvara en term ddr ¢ € k dr en koefficient och m dr ett
monom. Lit B = {(z¢,b;)} vara en ordnad bas av homogena binom som skapar
en fullstandig skdrning. Da paverkar inte koefficienten c vilken reduktionskant
som vdljs i algoritmsteget

m 5 — - b ddxf|moch:r?|mf6rallaj<i.

J3

Det foljer att algoritmen for monomreduktion kan utvidgas direkt till termreduk-
tion utan att dndra dess struktur.

Beuvis. Reduktionssteget i algoritmen baseras enbart pa delbarhet av monomet
m med xf, samt att inga x? med j < ¢ delar m. Dessa villkor dr oberoende av
koefficienten c.

Eftersom koefficienten ¢ inte paverkar vilka z¢ som delar m, kommer samma
index i att véljas oavsett c. Nar reduktionen vél sker utfors foljande:

m
tc'm—>c'(d~b¢),
T

vilket innebéar att koefficienten ¢ foljer med genom hela berdkningen utan att
paverka valet av reduktionssteg.

Dérmed paverkar inte koefficienter algoritmens gang, och reduktionsstigen for
blir oférandrad. Algoritmen kan darfér entydigt utvidgas fran monom till god-
tyckliga termer. O
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I denna text anvdnds denna struktur som grund for att konstruera en determi-
nistisk algoritm for termreduktion. Vi observerar att koefficienterna i termerna
inte paverkar reduktionsgangen eftersom de endast multipliceras genom alla
steg. Darfor utvidgas algoritmen till att verka pa godtyckliga termer snarare &n
enbart monom.

Indata: En term ¢t = ¢ - m, déir ¢ ar en koefficient och m ett monom, samt
en uppsattning ordnade homogena binom
B = {(a1,bymq), (ag,bams) ..., (an,mab,)} dér varje a; = x
Utdata: En reducerad term r
r 1
S {}h
repeat
v’ 7
om Monomdelen avr € S sa
r <« 0;
bryt loop
slut om
S + S U {Monomdelen av r}; for (a;,bym;) € B gor
oma; |7 sd
q < rfag;
7 q-bmy;
bryt loop
slut om

d

%

slutfor
until r = r';
Algorithm 4: AltR(t, B)

Sats 15. Algoritmen [ terminerar efter indligt mdnga steg och returnerar ett
entydigt resultat r = AltR(t, B) for varje given term t = ¢ - m.

Bevis. Varje iteration i algoritmen ersétter termen r = ¢ - m med en ny term
v =c- 5 - b;, dir x4 | m, och i #r det minsta index s& att detta giller enligt
ordningeﬁ i basen B. Detta val dr deterministiskt, samma a; kommer alltid att
valjas for ett givet m, oberoende av koefficienten ¢, vilket visas i foregdende sats.

Eftersom alla a; = z¢ och alla b; har samma grad d, bevaras totalgraden i varje
steg. Det finns déarfor bara éndligt manga monom av totalgrad d, vilket innebér
att algoritmen endast kan besoka &ndligt manga olika termer.

For att undvika odndliga reduktionscykler lagras alla tidigare besokta termer i
méangden S. Om algoritmen stoter pa en redan bestkt term, avbryts processen
med r = 0. Detta sékerstéller att varje korning av algoritmen antingen avslutas
i ett irreducerbart tillstand eller i en cykel som hanteras explicit.

Sammantaget innebér detta att algoritmen alltid terminerar efter &ndligt manga
steg. Eftersom valet av reduktionssteg endast beror pa basens ordning och del-
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barhet, dr algoritmens beteende helt deterministiskt och producerar alltid sam-
ma utdata r for varje given term t.

Se dven [JLN24] for ett motsvarande resonemang via reduktionsgrafer. O

Sats 16. Algoritmen |4| terminerar och returnerar r = AltR(t, B), som dr en
normalform enligt Definition [£.20

Bevis. For att visa att r = AltR(t, B) diar I = (B)uppfyller villkoren i Definition
[£:26] beaktas foljande:

e f—r € I: Varje omskrivning i algoritmen sker enligt m — xmd - b, vilket
motsvarar subtraktion av ett element i idealet I. Efter ett é;ldligt antal
sdadana omskrivningar géller att f —r € I.

¢ Entydighet: Algoritmen &r deterministisk: for varje term anvinds alltid
det forsta a; | t enligt den fasta ordningen i B. Darmed existerar endast
en mojlig reduktionskedja, vilket medfor att utdata r ar entydig for varje
given indata t.

e Irreducerbarhet: Reduktionen avslutas nir ingen generator a; i basen
B delar termen r. Da kan ingen vidare omskrivning ske, vilket innebér att
r ar irreducerbar med avseende pa algoritmen.

o fel < r =0:0m f € I, leder reduktionsgangen till » = 0 genom
linjdirkombinationer av binomer i B. Omvint, om algoritmen returnerar
r = 0, innebér det att f helt reducerats med generatorer i I, vilket ger
tel

Samtliga villkor i Definition [£.26] &r dérmed uppfyllda. O

Dérmed uppfyller » = AltR(¢, B) alla krav i Definition och algoritmen ger

en normalform.

Sats 17. Lit I = (2§ —my, 24 —ma, ..., 2¢ —m,), dir varje x¢ —m; dr

ett homogent binom av grad d, och m; dr ett monom som inte dr delbart med
x¢. Dd dr normalformen v = AltR(t, B) antingen 0 eller ett monom ddr varje
variabel x; férekommer med exponent strikt mindre dn d.

Bevis. Vid varje reduktionssteg erséitts en faktor z¢ | ¢ med ett monom m; av
totalgrad d. Eftersom detta sker endast nir exponenten for x; ar minst d, och
a:;-i ersitts med ett uttryck dér exponenten for x; ar strikt mindre, s& minskar
nagon exponent utan att totalgraden férdndras.

Algoritmen avslutas nér ingen sadan reduktion dr mojlig, vilket innebér att alla
variabler férekommer med exponent strikt mindre &n d, alltsd inget z¢ delar r.

Om algoritmen upptécker en cykel returneras r = 0, vilket innebér att ¢ € I.
Dirmed #r 7 antingen noll eller ett monom dér inget z¢ delar r, vilket var att
visa. O
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Antalet monom av en given grad d som inte tillhor idealet I det vill sdga nor-
malformerna &ar oberoende av vilken reduktionsmetod som anviands. Bade Grob-
nerbasreduktion och den alternativa algoritmen ger upphov till samma méngd
normalformer, och ddrmed samma Hilbertfunktion.

Den alternativa algoritmen kan dérfor anvindas for att berdkna antalet sddana
monom algoritmiskt. Det gors genom att identifiera alla monom av grad d som
inte reduceras till 0, det vill siiga som inte delas av nigon generator ¢ i basen.

4.11 Exempel pa reduktion

Exempel 13. Betrakta termen t = 3z} 6ver kroppen k = Z;. Reduktionen
jamfors mellan tva metoder: Grobnerbasreduktion enligt algoritmen R(t, G), dér
G ar en Grobnerbas for ett ideal I, samt den alternativa algoritmen AltR(t, B),
dar B = {b1,...,bs} dr en mingd homogena, moniska binom som genererar
I=(B).

I detta exempel anvinds fyra variabler (n = 4) och grad d = 2. Vilj binomen
pa formen

2 2 2 2
xi —bimy, x5 —bamg, w3 —bsms, x5 — bymy,

dér varje m; ar ett monom av grad 2 skapat av variablerna x1,xs, 3, x4, och
b; € Z7. 1 det aktuella utfallet blir

2 2 2 2 2
B = {z7 — x129, x5 — 3z122, 25 — 62123, T3 — 375 }.

Att I = (B) é&r en fullstindig skérning verifieras med sats [} Beréikna forst
en reducerad Grobnerbas G for I med graderad lexikon ordning. Ett mojligt
utférande ger

2,2 4 2 2 2 2
G = {x5x], xy, x1x], Toxs + 4wy, Tamy,
3 2 2 2 2 2 2 2
xy + 3xgxy, xi + 32y, v122 + 3y, Tiwz + a5, x5 + 23}
Det ledande monomidealet blir

Jl = <lm(I)> = <lm(gl)7 .- .,lm(g10)> = <$§$i, J?i, .13133421, Z‘Ql‘?&? x2'r4217 $§7 .T%, T1T2, T1X3, $§>

Rékna nu Hilbertvektorn fér J; upp till grad 4.
e Grad 0: Hy,(0) =1 (endast 1 ligger utanfor Jy).
o Grad 1: Hy, (1) =4 (inga generatorer i grad 1).

e Grad 2: av de tio monomen ligger 23, v 29, 2123, 73 i Ji; kvar 6. Alltsd
Hy (2) =6.

o Grad 3: fyra monom aterstar utanfor Jy; Hy, (3) = 4.

o Grad 4: ett monom aterstar; Hy, (4) = 1.

24



S& Hilbertvektorn for (J;) ar lika med (1,4,6,4,1).
Jamfor med monomidealet

Jo = <$C%7 x%, xgv x421>

Har ar
HV(Jy) =(1,4,6,4,1)

upp till grad 4. Alltsd HV ({Im(I))) = HV ((x%, 23,23, 23)), vilket enligt Satslﬂ
visar att I dr en fullstdndig skdrning.

Steg-for-steg med algoritmen R(t,G):
 Steg 1: Kontrollerar om It(g7) = #? delar 3z$: ja, reduceras till 5x3z3.
 Steg 2: Kontrollerar om It(g3) = z12% delar 5z3x3: ja, reduceras till 0
« Slutsats: 3z reduceras till 0 med hjilp av g; och gs.

Sedan for den alternativa algoritmen Steg-for-steg med algoritmen AltR(t, G):

o Steg 1: lt(p1) = 23 delar 3z}, reducerar med binomet (z%,z1z5), ger
3z3xs.

o Steg 2: lt(p1) = 2% delar 37325, reducerar med samma binom, ger 3x3z3.
o Steg 3: lt(p1) = 27 delar 32323, reducerar, ger 3z;3.

o Steg 4: lt(p2) = 23 delar 3z, 23, reducerar, ger 2x3x3. Vilket ir ett monom
som vi redan har sett sa vi far att algoritmen slutar i rest = 0

Den alternativa och reducering med Grébnerbas gav bada resultatet 0 vilket
visar att 27 dr med i idealet I. Grobnerbasen tog 2 steg medans den alternativa
algoritmen tog 4.

Exempel 14. Betrakta monomet t = 2315 6ver kroppen k = Z;. Reduktionen
jamfors mellan tva metoder: Grobnerbasreduktion enligt algoritmen R(t, G), dér
G ar en Grobnerbas for ett ideal I, samt den alternativa algoritmen AltR(t, B),
diar B = {p1,p2, p3} dr homogena, moniska binom som genererar I = (B).

I detta exempel anvéinds tre variabler (n = 3) och grad d = 2. V4lj
p1=ai —briws,  po=a5—3af,  py=aj—dat,

sa att B = {p1,p2,p3} och I = (B).

Att I = (B) &r en fullstindig skéirning verifieras med sats [} Berikna forst en
reducerad Grobnerbas G for I.

Berédkna en reducerad Grobnerbas G for I (graderad lexikografisk ordning, x; >
Tro > .1‘3)2

G:{gl =$§a 92:x§+5m§, 93=x1x3+x§, 94295%‘“5%}
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Det ledande monomidealet blir

Ji = (Im(I)) = (23, a1, z123, 23).

Rékna nu Hilbertvektorn fér J; upp till grad 4.
o Grad 0: Hy,(0) =1 (endast 1 ligger utanfor Jy).
e Grad 1: Hy, (1) = 3 (inga generatorer i grad 1).

o Grad 2: av de sex monomen ligger 2%, 7123, 23 i Jy; kvar 3. Alltsd H, (2) =
3.

« Grad 3: av de tio monomen ir alla utom zox3 multiplar av ndgon genera-
tor; kvar 1. Alltsd Hy, (3) = 1.

o Grad 4: alla femton monom ligger i Jy; Hy, (4) = 0.
S& HV(Jy) = (1,3,3,1,0).
Jamfoér med monomidealet
Jo = (23, 22, x3).
Direkt kontroll ger
HV(J:) =(1,3,3,1,0)

upp till grad 4. Alltsa Hilbertvektorn f6r (Im(I))) ar lika med Hilbertvektorn
for HV ({22,223, 23)), vilket enligt sats Evisar att I ar en fullstdndig skdrning.

Steg-for-steg med algoritmen R(t,G).
o Steg 1: Im(g1) = 23 1 2222, Im(g2) = 23 | 2322. Berikna

.T%’EQ
2

2 =2 22y —(29-g2) = Tiwo— (2309 +52003) = —5roxs = 2r0x2  (mod 7).
i

o Steg 2: Inget av Im(g;) € {z3,2%, x123,23} delar 2x52%; reduktionen
stannar.

Resultat: R(z?w2,G) = 27923, Antal steg: 2. Steg-for-steg med algorit-
men AltR(t, B).

o Steg 1: 2% | 22x5. Med

2
T1T2
2
1

152 = x5 och omskrivningen z7 — 5zyx3 fis

r = xo - (br1x3) = br1x2T3.
o Steg 2: Inget av 2%, 23, 22 delar 21 7523; reduktionen stannar.

Resultat: AltR(z3xy, B) = 5r1z273. Antal steg: 2.

Metoderna ger olika normalformer, men bada rester &r icke-noll, vilket visar att
2
xiro & 1.
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5 Experiment

5.1 Materiel

Experimentet har genomforts med hjélp av egenskriven programkod i Python
3.11.9. All kod har utvecklats specifikt for detta projekt och implementerar algo-
ritmer for polynomreduktion i form av Grobnerbasberikning enligt Buchberger
samt den alternativa reduktionsalgoritmen.

Inga externa matematikbibliotek som SymPy eller SageMath har anvints for
implementationen av samtliga datastrukturer fér monom, polynom och ideal da
de har implementerats fran grunden. Koden av algoritmerna ligger i Appendix

@Al

For att sdkerstalla sanningsenlighet i berdkningarna och funktionaliteten i pro-
grammets olika delar genomfordes en uppséattning unittester.

Experimenten utfordes i Jupyter Notebook, vilket mojliggjorde enkel exekve-
ring av koden, tydlig presentation av resultaten samt smidig hantering och lag-
ring av data.

5.2 Metod

I experimentet sattes den maximala graden till D = 5 och antalet variabler
till n = 3. Kroppen beskrivs som k = Z7 och polynomringen som k[x1, z2,23].
Monomordningen var graderad lexikografisk ordning.

For varje § € {1,2,..., D} konstruerades ett homogent binomialideal av typen
Is = (a:‘lS —cymy, a:g —coma, ..., ZC,Z — CnMy),

dir varje ¢; € k och m; dr ett monom av grad § med m; # z{. Varje Is
verifierades vara en fullstdndig skérning enligt Sats [7] genom att berikna fram
en reducerad Grobnerbas

Gs = {951,952, - 955}

med monomordning graderad lexikografisk ordning och kontrollera att zj' €
(Im(gs1),im(gs2), - ..,lm(gss)) for ndgot e; for varje i = 1,2,3. Ifall idealet €]
var en fullstdndig skérning sa slumpades ett nytt ideal pd samma sétt fram tills
att ett ideal med en fullstdndig skdrning hittades. Stegen det tog for att skapa
den reducerade Grébnerbasen sparas.

Dérefter konstruerades en gemensam testméngd av monom
M<p = {m € {z1,22,23}" : totalgraden f6r m < D }.

Méngden M<p genererades en gang och anvindes sedan oférdndrad mot samt-
liga ideal I5. Eftersom koefficienten inte paverkar reduktionsgangen i reduktio-
nerna eller medlemskap i ideal sa reducerades enbart monomen.

For varje 0 € {1,2,..., D} och varje m € M<p utférdes tva berdkningar:
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1. Grobnerbasreduktion: Resten R(m,Gs) berdknades med algoritmen
R(m). Antalet reduktionssteg under korningen av R(m, G) registrerades.

2. Alternativa algoritmen: Resten AltR(m, Bs) beriknades, dir Bs =
{28 —cymy, 2§ —coma, ..., 0 —c,m,}. Antalet reduktionssteg registre-
rades.

Resultaten sammanstélldes med avseende pa (i) medelantal reduktionssteg dver
hela testméngden M<p och samtliga ideal I5, § = 1,..., D; (ii) medelantal re-
duktionssteg per idealgrad §; samt (iii) medelantal reduktionssteg per monom
m € M<p (ordnade enligt graderad lexikografisk ordning). Fér Grobnerbasre-
duktion redovisas bade korningskostnaden for R(m,Gs) och den totala kost-
naden dar dven stegen for konstruktion av Gs (Buchberger foljt av reducering
till reducerad Grobnerbas) inkluderas. Normalformer bestams av respektive rest
R(m, Gs) respektive AltR(m, Bs).

Detta gjordes tre ganger dd med samma D, n,k och polynomordning. De tre
olika gangerna slumpades olika set av ideal fram.

6 Resultat

Givet de parametrar som angavs ovan, det vill siga antalet variabler n = 3 i
polynomringen, kroppen k = Zr samt den maximala graden D = 5 och graderad
lexikografisk ordning foér skapandet av Grébnerbaserna, redovisas de ideal som
var en fullstdndig skdrning som slumpades fram av experimentet i varje tabell.
Detta repeterades tre ganger och visas efter varandra.

grad ¢ Ideal
1 <fE1 T2, L1 — 2353, 3721’1>
2 (w2 3(E1LIJ2,{E2 4xq29, x3 6x123
3 (xl - 5:1:2953, 3 — 63:3, 3 — 2037,)
4 (J;l 4x1x3,x2 3x1x2x3,m3 RAGEY)
5 (x% — dx3zd 25 — batw, x5 — 22223)

Tabell 1: Ideal (Forsok 1)
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Medelvarde av antal steg

Medelvarde av antal steg for samtliga monom for vardera algoritm
3.0

2.5

2.0

1.5+

1.0+

0.5+

0.0-

Alternativ Algoritm Reducering med Grobnerbas

Figur 1: Medelvéirdet av antal steg for alla reduceringar (Foérsok 1)
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Jamforelse av medelvarde av antal steg for varje ideal for vardera algoritm

I Alternativ Algoritm

W Grobnerbas

T T T T T
Tal =+ m ~ (=]

(wouow ebiwes) B33s |ejue AL dpieAlRpal

Figur 2: Medelvirdet av antal steg for varje ideal (Forsok 1)

Medelvarde antal steg per monom (alla ideal)
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Figur 3: Medelvardet av antal steg for varje monom (Forsok 1)
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Jamforelse av medelvarde av antal steg for varje ideal for vardera algoritm

B Alternativ Algoritm
B Grobnerbas + steg for basen
1000
on
% 800
E
c
[+
% 600
[P}
B
i)
=
L]
b5 400
=
200
0 , . |
1 2 3 4 5

v]

Figur 4: Medelvardet av antal steg for vardera ideal inkluderade skapandet av
Grobnerbaserna (Forsok 1)

grad ¢ Ideal
1 <.’E1 —31‘37$2 — T3,X3 —33)2)
2 (2 — 63129, 05 — 627,23 — 22173
3 3 .3 2 3 2
3 <f1 — 3:;'2,23:24— Gx%xg, xi - 2:82563)2
4 (x] — baizs, x5 — xix5, T3 — T1T2235)
5 (29 — 3wz}, 5 — 62323, 25 — dajws)

Tabell 2: Ideal (Forsok 2)
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Medelvarde av antal steg

Medelvarde av antal steg for samtliga monom for vardera algoritm
2.5

2.0
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0.0-

Alternativ Algoritm Reducering med Grobnerbas

Figur 5: Medelvéirdet av antal steg for alla reduceringar (Foérsok 2)
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Jamforelse av medelvarde av antal steg for varje ideal for vardera algoritm

B Alternativ Algoritm
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Figur 7: Medelvardet av antal steg for varje monom (Forsok 2)
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Jamforelse av medelvarde av antal steg for varje ideal for vardera algoritm

B Alternativ Algoritm
I Grobnerbas + steg for basen

200
on
a
0

T‘S’ 150
c
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=
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Figur 8: Medelvirdet av antal steg for vardera ideal inkluderade skapandet av
Grobnerbaserna (Forsok 2)

grad 0 Ideal
1 <$1 —5%3,%‘2 —4$1,.T3—5$1>
2 (2 — 23,23 — wox3, 235 — 31122
3 (23 — 22323, 23 — 27123, 23 — 223)
4 (2 — 2712373, 25 — 20222, 23 — 23)
5 (29 — 62123, 25 — bajxs, 2§ — 223x3)

Tabell 3: Ideal (Forsok 3)
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Medelvarde av antal steg

Medelvarde av antal steg for samtliga monom for vardera algoritm
3.5

3.0
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2.0+

154

1.0+

0.5 A

0.0-

Alternativ Algoritm Reducering med Grobnerbas

Figur 9: Medelvirdet av antal steg for alla reduceringar (Forsok 3)
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Jamforelse av medelvarde av antal steg for varje ideal for vardera algoritm
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Figur 10: Medelvardet av antal steg for varje ideal (Forsok 3)
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36

Figur 11: Medelvardet av antal



Jamforelse av medelvarde av antal steg for varje ideal for vardera algoritm

B Alternativ Algoritm
250 | M Grobnerbas + steg for basen
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Figur 12: Medelvirdet av antal steg for vardera ideal inkluderade skapandet av
Grobnerbaserna (Forsok 3)

Tolkning av figurer

Figurerna [(Medelviirdet av antal steg for alla reduceringar).
Figurerna visar de tva metoderna Over hela testméngden. Varje stapel visar
medelantal reduktionssteg berdknat 6ver samtliga ideal Is, 6 = 1,2,...,D,
samt over alla testmonom m € M<p. For Grébnerbasreduktion anvinds res-
ten R(m,Gs) och for den alternativa metoden anvinds AltR(m, Bs). Antalet
steg for att konstruera G ingér inte i denna figur.

Figurna [2} [6] [L0(Medelviirdet av antal steg for varje ideal). Hér redo-
visas medelantalet reduktionssteg for varje ideal med 6 = 1,2, 3,4,5. For varje
0 berdknas medelvirdet 6ver alla m € M<p for respektive metod. Inte heller

hér ingar stegen att berdkna Gs, utan figuren hanterar enbart korningen av
R(m, Gy5) respektive AltR(m, Bs).

Figurerna m (Medelvirdet av antal steg for varje monom). Des-
sa figurer visar, for varje enskilt testmonom m € M<p, medelantal reduktions-
steg berdknat over alla ideal 6 = 1,2,...,D. Varje par staplar visar de tva
metodernas medelvirden fér samma m.

Figur (Medelvirdet antal steg for varje ideal ddr Grobner
har med stegen det tog att skapa Grébnerbasen). Figurerna motsvarar
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figurerna 2] [6] [L0] men med stegen for att konstruera den reducerade Grobnerba-
sen inkluderad for Grobnermetoden det vill séga antalet steg som kravs for att
konstruera G5 med Buchberger-algoritmen och dérefter att géra den till en redu-
cerad Grobnerbas, adderat med korningskostnaden for R(m, Gs). For den alter-
nativa algoritmen AltR (m, Bs) dr Bs = {2 —c1my, x5 —cama, ..., 20 —comy}
redan givet, sa nagon motsvarande basbyggnadskostnad tillkommer inte. Stap-
larna visar alltsa total stegen for varje ¢ for respektive metod.

Samtliga medelviarden beréknas 6éver den gemensamma testméngden M<p och
over de slumpade fullstdndiga skarningarna I for 6 = 1,2, ..., D. Normalformer
avgors enligt respektive metods rest (R(m, Gs) eller AltR(m, Bs)).

7 Diskussion

I Figur [I] s visas det att den alternativa algoritmen generellt kriver fler re-
duktionssteg dn algoritmen baserad pa Grobnerbaser. Det ar viktigt att notera
att matning hir avser antalet steg efter att Grobnerbasen redan har berdknats.
Sjalva konstruktionen av Grébnerbasen som ofta dr berdkningsmaéssigt tung har
inte inkluderats i métningen.

I [ kan vi se att den alternativa algoritmen anvinder firre steg och dérmed
mindre arbete dd man rédknar med arbetet det tog att skapa Groébnerbasen till
idealen.

Vidare bor det papekas att den version av Buchberger-algoritmen som anvénts i
detta arbete inte dr optimerad. Det finns férbattrade varianter som kan minska
antalet nodvandiga berdkningar avsevart.

Det ar dven inte den mest effektiva reduceringen med grobnerbaser dven om
vi anvinder hér just en reducerad grobnerbas sa finns det flera knep som man
kan anvinda sig av for att gora att reduceringen gar snabbare och hoppa 6ver
onddiga steg.

I denna studie har vi medvetet valt att inte méata faktisk exekveringstid, eftersom
sddana jamforelser kréver implementation i identiska programmeringsmiljéer
och optimering av bada algoritmerna pa lag niva. Istéllet har vi valt att anvinda
antalet reduktionssteg for berdkningsarbete.

8 Slutsats

Resultaten visar att den alternativa algoritmen generellt kraver fler reduktions-
steg &n Grobnerbas-algoritmen nér endast sjdlva reduktionen av monom beak-
tas. Det ar dock viktigt att notera att Grobnerbas-metoden forutsétter att en
Grobnerbas redan har berdknats, vilket i sig &r en berdkningsmaéssigt kostsam
process. Om man dven inkluderar stegen for att konstruera Grobnerbasen i den
totala arbetsinsatsen, forindras jimforelsen markant. I figur [] framgar att den
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alternativa algoritmen i manga fall leder till farre totala steg och ddrmed mindre
arbete nér hela processen beaktas.

Det ar ocksa vart att papeka att den Grobnerbas-algoritm som anvénts i denna
studie ar en grundldggande version av Buchberger-algoritmen, som inte dr den
mest effektiva mojliga. Det finns flera forbattringar och optimeringar som kan
implementeras for att minska antalet steg och berdkningstid féor Grobnerbaser.
Vidare har denna studie fokuserat pa antalet reduktionssteg snarare én faktisk
kortid, eftersom en rattvis jamforelse av kortider skulle kréva implementationer
i samma programmeringssprak och under likviardiga férhallanden.

Sammanfattningsvis visar resultaten att Grobnerbas-reduktion &r effektivare for
enskilda reduktioner, men att den alternativa algoritmen kan vara fordelaktig
nar man tar hdnsyn till hela arbetsflodet, sarskilt i situationer dar konstruktio-
nen av Grébnerbasen dr mycket kostsam relativt antalet reduktioner som ska
utforas.
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A Python kod

def alternativ_algorithm(monomial: Poly,

basis: list[tuple[Poly,Poly]], test=False) -> Poly:

mwmnn

Reduce a monomial with respect to a basis of polynomials using an alternative algorithm.

Args:
monomial (Poly): The monomial to reduce.
basis (list[tuple[Poly,Poly]]): The basis of binomials to reduce against.

Saved as a list of tuples where each tuple contains two monomials (binomials).

mmn

m = monomial.copy ()
steps = 0
divisble_term = None
seen_monomials = [m]
basis.sort(key=lambda x: x[0], reverse=True)
r = None
whilem != 0 and m != r:
steps += 1
r = m.copy()
divisble_term = None
k=0
logging.debug(f"Current monomial: {str(m)}")
for binom in basis:
k +=1
1tb = binom[0]
term = m.copy()
try:
if term != O:
remainder = None
try:
remainder = term / 1ltb
logging.debug(

f"Checking divisibility: {str(term)} / {str(1tb)} = {str(remainder)}"

)
except ValueError:
remainder = None
if remainder is not None:
divisble_term = term
break
except ValueError:
continue

if divisble_term:
break
if not divisble_term:
logging.debug(
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"Ingen ytterligare reduktion &r méjlig. Polynomet &r redan i sin reducerade form."

)
break

else:
logging.debug(f"binomials to choose from: {str(basis)}")
logging.debug(f"Reducing with binomial p_{k}={str(binom)}")
1tb = binom[0]
logging.debug(f"Leading term of binomial: {str(1ltb)}")
logging.debug(f"Divisible term: {str(divisble_term)}")
logging.debug(f"r/1tb = {str(m)} / {str(1tb)}")
fraction = m / 1tb
logging.debug(f"Fraction: {str(fraction)l}")

m = fraction * binom[1]
logging.debug(f"r = fraction * b_2 = {str(m)}")
logging.debug("--—---—-——-—--—- ")
divisble_term = None
if m._leading_monomial_id in seen_monomials:
logging.debug("Monomial has been seen before, stopping reduction.")
m=0
else:
seen_monomials.append(m._leading_monomial_id)
logging.debug(f"Final reduced monomial: {str(m)}")
logging.debug(f"Reduction steps: {stepsl}")
if test:
logging.debug(f"Test mode active.")
return {"remainder": m, "steps": steps}
return m

def compute_groebner_basis(F: list[Poly], test = False) -> np.ndarray:

mmnn

Compute the Groebner basis for a set of polynomials.
nmnn

logging.debug("Computing Groebner basis...")

G = F.copy(Q
Gprim = []
update = 0

checked_zero_pairs = set() # Spara endast par som reduceras till noll
if test:
logging.info("Testing mode activated.")
steps = 0
while G != Gprim:
Gprim = G.copy()
L=1]
n = len(G)
for i in range(n - 1):
for j in range(i + 1, n):
if (i, j) not in checked_zero_pairs:
L.append ((i, j))

42



21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

def

1_update = len(L)
for (a, b) in L:
poly_p = G[al
poly_q = G[b]
# Reduce the S-polynomial with rTespect to the current Groebner basts
logging.debug(f"Current Groebner basis: {[str(g) for g in G]}")
logging.info(f"We have {len(G)} polynomials in the Groebner basis.")
logging.info(f"We have checked {update} pairs of polynomials.")
logging.info(f"There is currently {l_update} pairs of polynomials to check.")
1_update -= 1
update += 1
logging.debug(f"Computing S-polynomial for polynomials {a + 1} and {b + 1}")
S = s_polynomial(poly_p, poly_q)
result = reduce_polynomial(S, G, test=test)
if test:
steps += result["steps"]
S = result["remainder"]
else:
S = result
if S = 0:
logging.debug(f"Reduced polynomial: {S}")
G.append(S)
logging.debug(f"Updated G: {[str(g) for g in GI}")
logging.debug(f"Updated pairs L: {[(i + 1, j + 1) for i, j in LI}")
checked_zero_pairs.add((a, b))
G = reduce_basis(G)
print (£"Grébnerbasen ar: {G}")
if test:
logging.info(f"Total steps taken: {steps}")
return {"basis": G, "steps": steps}
return G

s_polynomial(poly_p: Poly, poly_q: Poly):
nmnn
Compute the S-polynomial of two polynomials.
Args:
poly_q (Poly): The first polynomial.
poly_p (Poly): The second polynomial.
Returns:
Poly: The S-polynomial of the two polynomials.

mmnn

Im_p = Poly.lm(poly_p) # <

lm_q = Poly.lm(poly_q) # j
1t_p = Poly.lt(poly_p) # %
1t_q = Poly.lt(poly_q) # j

Lem = Poly.lem(1lm_qg, 1lm_p)
S =( (Lem / 1t_p) * poly_p ) - ( (Lem / 1t_q) * poly_q )

logging.debug(f"Leading term of polynomial {str(poly_p)}: {lm_p}")
logging.debug(f"Leading term of polynomial {str(poly_qg)}: {lm_q}")
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def

logging.debug(f"Least common multiple of leading terms: {Lcm}")
logging.debug(f"S-polynomial before reduction: {S}")

return S

reduce_basis(basis: list[Poly]) -> list[Poly]:

mwmn

Takes a list of Poly objects 'basis' (a Groebner basis) and returns a reduced Groebner basis.

- Each f_1 is reduced with respect to the polynomials already chosen in 'output'

(not against the whole original basis).
- If the remainder s zero: discard f_%.

- Otherwise: normalize so that the leading coefficient

Args:

basis (list[Poly]): The initial Groebner basis to be reduced.

Returns:

list[Poly]: The reduced Groebner bastis.

mwmn

output: list[Poly]l = []
i=20
print (f"Original basis:")
print(£"{[str(f) for f in basis]}")
basis.sort()
print("sorted basis:")
print(£"{[str(f) for f in basis]}")
for £ in basis:
others = basis[:i] + basis[i+1:]
i+=1
f_prim = reduce_polynomial (f, output)
if f_prim ==
continue
1t_idx = f_prim._leading_monomial_id

lc_coeff = f_prim._expr_as_list[1lt_idx]

# 4) Inversen av lc_coeff © Z/p

inv_lc = pow(lc_coeff, -1, Poly.domain)
new_coeffs = [(c * inv_1lc) % Poly.domain for c¢ in f_prim.

f_prim_monic = Poly(new_coeffs)
output.append (f_prim_monic)
output.sort(reverse=True)
return output

reduce_polynomial(
polynomial: Poly,
basis: list[Poly],test: bool = False,

) -> Poly:

mmnn

Reduce a polynomial with respect to a Groebner basis.

Args:

polynomial (Poly): The polynomial to reduce.
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basis (list[Poly]): The Groebner basts.
variables (list[str]): List of wariable names.
domain (str): The domain of the coefficients.
order (str): The monomial order ('lex', 'grlez', 'grevlez').
Returns:
Poly: The reduced polynomial.
nmnn
if test:
steps = 0
if polynomial != O:
p = Poly(polynomial._expr_as_list)

else:

p=20
logging.debug(f"Reducing polynomial: {p}")
r=20
while p != 0:

if test:

steps += 1
k=0

found_divisible = False
for g in basis:
k+=1
ltg = Poly.lt(g)
1tp = Poly.lt(p)
logging.debug(f"Checking polynomial {k}: {g} with leading term {ltg}")
try:
q_term = 1ltp/ltg
logging.debug(f"{p} is divisible by leading term {ltg}: {q_term}")
p = q_term * g
found_divisible = True
break
except ValueError as e:
logging.debug(f"{p} is not divisible by leading term {ltgl: {e}")
if not found_divisible:
1tp = Poly.1lt(p)
r = 1ltp + r # addera nastkommande ledande termer

pP=p - 1ltp
logging.debug(f" Subtracted LT(p); new p = {p}")
logging.debug(f"Reduction complete; remainder = {r}")
if test:
return {"remainder": r, "steps": steps}
return r
name__ == "__main__":

logging.info("Startar groebner_basis_matrix.py")
variables = ['x', 'y']
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o I exempel 10 ska det sta att exemplet fungerar for linjara polynom inte
polynom som har hogre grad dn 1. Alltsa inte till exempel:

P1 = X1,p2 = T2,P3 = 123

ar linjart oberoende men de &r de har inte bara den triviala l6sningen utan

*%1:0
—1‘2:0
—Z‘1$3=O

visar att det finns oéndligt manga losningar som ar {(0,0,¢) : ¢t € k}.

o Stycket innan sats 14 ska det std att i artikeln [JLN24] sa behandlades

d:
a;x; b= blml

och det ska sta

m och ac;lj fm for alla j <.

Sa det som var skillnaden pa algoritmen som jag anviinde mig av var att
alla binom hade samma grad d och att a; = 1.

o I sats 14 ska det sta
B = {(z{", bymi)}

och
m och x?j fm for alla j < .

e I Algoritm 4 si stir det a; = ¢ men det ir tydligare med att ha kvar
r¢ d& innan anviindesa; som en koefficient.
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