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Sammanfattning

Vi bevisar Lindstrom-Gessel-Viennots lemma. Detta lemma ger en metod for att berédkna
antal icke-korsande tupler av stigar i en graf via en determinant. Detta resultat har manga
tillimpningar, inte minst inom kombinatorik fér Youngtablaer.

Abstract

We prove Lindstrom-Gessel-Viennot’s lemma. This lemma provides a method to count
numbers of non-intersecting n-tuples of paths in a graph via a determinant. The result has
many practical applications, particularly in combinatorics regarding Young tableaux.
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1 Inledning
1.1 Bakgrund

Lindstrom-Gessel-Viennots lemma &r ett intressant resultat med flera kombinatoriska och algebra-
iska tillampningar. Grundidén &r att man kan berdkna antalet uppséttningar icke-korsande stigar
i en riktad graf.

Lemmat formulerades med hjilp av en determinant forst 1973 av Bernt Lindstrom, en svensk
matematiker, i en avhandling om matroider. Forst 1985 nér Ira Gessel och Gérard Viennot skrev
sin avhandling ” Binomial Determinants, Paths, and Hook Length Formulae” exponerades dess fulla
potential. I den texten kommer lemmat endast avhandlas lemmat endast kortfattat. Lindstrom-
Gessel-Viennots lemma har viktiga tillimpningar inom Schur-polynom och Jacobi-Trudi-determinanter.
I den héir uppsatsen kommer vi att undersdka ett kombinatoriskt bevis for Cauchy—Binets sats med
hjilp av lemmat, samt studera semi-standard-Youngtablaer.

1.2 Grafer

Grafer dr matematiska objekt med viss egen terminologi, sa for att undvika missférstand lanas hér
definitioner fran Eriksson, Gavel [EGI3|] om olika forflyttningar i en graf:

Definition 1.1. En graf G = (V, E)) bestar av ett par av mingder: méngden hérn V' (eng. vertices)
och méngden kanter E (eng. edges) som &r ordnade (riktad graf eller digraf) eller oordnade (oriktad
graf) par av element ur V.

b d f
a h
c e g
Figur 1: En graf med hoérmmen V = {a,b,¢,d,e, f,g,h} och kanterna E ges av

{{a" b}’ {a" C}? {b7 c}7 {b7 d}’ {C7 6}’ {d7 6}7 {dﬂ f}’ {67 g}’ {f’ 9}7 {f’ h}’ {97 h’}}'

Definition 1.2. En stig (eng. path) dr en forflyttning lings kanter i en graf som inte anviinder
samma kant eller passerar samma horn flera ganger. En stig i [Figur 1] kan vara till exempel P =
a—b—c—e—g—h.

Definition 1.3. En cykel i en graf &r en stig som borjar och slutar vid samma horn. I

finns manga cykler, vi kan exempelvis vélja P =a — b — ¢ — a.

Definition 1.4. En riktad graf (fran eng. directed graph) &r en graf dér varje kant (v;,v;) #
(vj,v;) € E endast kan passeras i riktningen v; till v;11 och inga cykler uppstar under de stigar
som definieras i G.

Definition 1.5. En riktad, acyklisk graf (eng. directed, acyclic graph) dr en riktad graf utan
cykler.

c e g

Figur 2: En acyklisk, riktad graf med samma hérn som i[Figur 1] och de ordnade kanterna
E ={(a,b), (a,c), (b,c), (b,d), (c,e€), (d,€), (d, ), (e, 9), (f, 9), (f, 1), (g, 1)}

Definition 1.6. En kantvikt dr ett véirde som tillskrivs en kant e i G och skrivs hir som w(e). En
graf dér samtliga kanter har vikter &r en wviktad graf.



Definition 1.7. Tva stigar adr korsande om de delar minst ett horn, och icke-korsande om de &r
horndisjunkta.

2 Teoretisk bakgrund

Lat G vara en acyklisk, riktad graf, med kantvikter. Lat A = {a1, ag, ..., a,} och B = {by, ba, ..., b, }
vara méngder av horn i G. Vi kallar A for starthorn och B for sluthérn, och skapar stigar mellan
varje par av a; och b; enligt nagon permutation o i den symmetriska gruppen S, sa att varje
permutation o ger en uppséttning stigar mellan a; och by ;) for ¢ = 1,2, ..., n. For varje permutation
o definierar vi en uppséttning n-stigar P = (Py, Ps, ..., P;) som en n-tupel av stigar, sa att P; ir
en stig som borjar i a; och slutar i by(;). Lat T vara méngden av sadana n-stigar. Det giller att P
ar icke-korsande om varje par av stigar P; och P; i P inte har nagot gemensamt horn om 4 # j.
Lat vikten av en stig P; vara produkten av vikterna av kanterna som ingar i stigen, sa att:

w(P;) = H w(e).

ecP;

Vikten av en n-stig P definieras som produkten av de ingaende stigarna:

Med ovan definitioner séiger Lindstrom-Gessel-Viennots lemma att man kan berikna antalet
icke-korsande n-stigar genom att konstruera n x n—matrisen M = (m;;)
av stigvikter for varje par (a;,b;), och berdkna dess determinant:

ij=1, ddr m;; &r summan

P;: (lj—)bj

Exempel 2.1. Lat oss for enkelhetens skull anta att w(e) = 1 for alla kanter e, det innebér att
summan for vikten for stigarna blir exakt antalet stigar fran varje horn. Varje element i 2 x 2—
matrisen M ska da representera antalet viigar fran varje starthérn till varje sluthérn enligt

a1 > by

Y, \4
a3z >e by

Figur 3: En graf G med starthérnen a; och as och sluthornen by och bsy.

For att konstruera matrisen M maste alltsa antalet vigar mellan starthorn och sluthorn
beridknas, my; motsvaras av stigarna mellan a; och by, och det finns bara precis den kanten.
Mellan a; och by finns fyra stigar: aibs, a1asbs, a1bibs och a1biasbs, och mys = 4. Det finns inga
stigar as — by, sa ma; = 0, och slutligen blir mas = 1, da det endast finns en stig as — be (precis
kanten dér emellan). Det betyder att matrisen och dess determinant blir som foljer:

_(mi1 ma2) _ (1 4 14|
e () (00, e )
Enligt lemmat ska det da finnas precis en icke-korsande n-stig, eftersom determinanten &r 1.

Det &r ldtt att verifiera ur grafen att det stimmer Sverens med tupeln (a3 — by, a2 — by), fran A
till B.

2.1 Lindstrom-Gessel-Viennots lemma

Sats 2.1 (Lindstrom-Gessel-Viennots lemma). Lat sgn(P) = sgn(o(P)) vara pariteten hos den
permutation o som bestdmmer hur stigarna i P kopplar ihop start- och sluthérn. Vi antar att



endast identitetspermutationen o = id ger upphov till icke-korsande P, och att w(e) = 1 for alla
kanter. Da géller att determinanten av n X n—matrisen M &r precis antalet icke-korsande P € T

det M = S Jwr. (1)

icke-korsande P ¢=1

Bevis. Genom att anvénda Leibniz determinantformel [wikb] har vi att

n n
det M = Z sgn (o) Hmi,g(i) = Z sgn(P) Hw(Pi), (2)
o€S, i=1 PeT i=1
dér den andra likheten fas genom att vilja n stycken stigar for att bilda en n-stig. Alltsa behver
vi endast visa att korsande n-stigar kan forenklas bort.
Alla n-stigar kommer att vara antingen korsande eller icke-korsande, alltsa kan vi dela upp
determinanten enligt foljande:

det M = Z sgn(P) H My (i) + Z sgn(P) H My (i) (3)
i=1 i=1

icke-korsande P korsande P

()

Det som aterstar da ér att visa att (x) = 0. Det récker att visa att det for varje n-stig som
korsar finns en annan n-stig med samma vikt men motsatt tecken. Vi vill alltsa ha en funktion
som bevarar vikten men byter tecken. Funktioner som &r sin egen invers kallas involutioner och
betecknas foretriddesvis med ¢. Vi vill ddrmed att funktionen ska vara sa att ¢(¢(P)) = P, att
w(P) = w(t(P)) samt att sgn(P) = —sgn(¢(P)).

Vi konstruerar involutionen ¢(P) enligt foljande: lat P = (Py, Ps, ..., P,) vara en n-stig med
tva korsande stigar. Lat P; := {a; = u1 — ug — -+ — u, = by(;)} och Pj := {a; = v1 — vy —
--- = Vg = by(j)} vara tva stigar som delar minst ett hérn.

Vi kallar det forsta gemensamma hoérnet i P; och P; for X = u, = v, for respektive stig, och
definierar involutionen ¢(P) som den funktion som vid hérnet X byter resterande hérn i P; till
motsvarande i P;, kalla dessa stigar P/ respektive P]’». . Det innebér att om P; tar a; till by ;) kom-
mer vi efter involutionen istéllet ha a; till b, ;). Det ar tydligt att +(P) ocksa &r en korsande n-stig,

och (t(P)) = P. visar da hur stigarna ser ut i P medan visar hur ”"svansarna” i

stigarna byts ut under involutionen.

U:EJrl
o,
U2 Ug—1 « S
e J N o Ug(4)
« ~ ’ A v
e \\\ 4 N e
. xxlj/ay/ \\\A ”’—
Pi=u, ¢ X - < Vold)
Uy Uo(i)—1
Pj=vy e... ‘m. _.-V"‘U”(J—)*l
------- et Vyie... '
V2 Ao
Vy42

Figur 4: P; och P;.
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Figur 5: P/ och P].

Vi behover verifiera att involutionen ger sgn(P) = — sgn(¢(P)) for varje korsande n-stig. Antag
att P; och P; &r korsande stigar i P och att o(P) = id, d& &r sgn(P) = 1 och vi behéver visa
att sgn(¢(P)) = —1. Eftersom ¢(P) &r identisk med P forutom att a; — b; och a; — b; blir

o(t(P)) = (ij), vilket dr en udda permutation, och de far motsatt paritet och vikterna kommer att
ta ut varandra nér de summeras.
Det behover ocksa verifieras att w(P) = w(¢(P)). Vi borjar dirfor med vikten for n-stigen P,

n-stigen i [Figmr 3

n

wP) = [Jw®) =w(Pr) - w(P) - w(P)) - w(P). (4)

=1

Eftersom vikten f6r n-stigen P &r en produkt kan vi vélja ut endast P; och P;, om w(F;)-w(P;) =
w(P]) - w(Pj) kommer det &ven vara sant att w(P) = w(¢(P)). Om w(e) = 1 for alla kanter e &r
vikten for varje n-stig ocksa 1. Det innebér att varje m;; motsvarar antalet stigar mellan a; och b,
for alla P € T.

O

2.2 Identitetspermutationen

Vi har konstaterat att Lindstrom-Gessel-Viennots lemma kréver att bara identitetspermutationen
kan ge icke-korsande n-stigar, och vi ska nu titta ndrmare pa varfér det dr nodvindigt.

Vi tittade tidigare pa ett exempel med en riktad komplett graf med fyra hérn . I den
grafen finns inga stigar as — b1, sa att det enda P som bidrar till determinanten #r o(P) = id,
och det &r latt att se att determinanten for matrisen &r 1. Om vi ddremot byter riktning pa kanten
as — by (streckad kant i nedan) uppstar, utover o(P) = id, mdjligheten fér permutationen
o(P) = (12), utan att P; och P» korsar.

ay bl

A\ A4 \ 4

a9 > 1)2

Figur 6: Tva permutationer (id och (12)) ger upphov till icke-korsande stigar.

Sdtter vi upp matrisen pa samma sitt som tidigare ser vi att determinanten for [Figur 6] blir:

2 4
det(1 2):2-2—4~1:0.

Detta trots att det gar att skapa icke-korsande n-stigar som inte delar nagot hérn med varandra.
Situationen uppstar eftersom identitetspermutationen &ér jaimn (sgn(P) = 1), medan permutationen
o(P) = (12) dr udda och dess vikt blir saledes (sgn(P) = —1). Eftersom det i [Figur 6] finns precis
lika manga sétt att skapa icke-korsande stigar i de bada permutationerna, blir determinanten 0. I



det hér fallet dr det ldtt att se att det inte stimmer, men for storre grafer utan viss struktur kan
det vara otydligt, da determinanten &nda kan bli ett positivt heltal.

Genom att vinda pa (ag, be) och (b, by) (streckade linjer i erhaller vi en graf dir den
enda mojliga permutationen dr o(P) = (12):

a1

S
—

[ ———

ag dq4=-=-=-=-=-=-- 'S b2

Figur 7: Om identitetspermutationen inte dr mojlig, men en annan permutation #r det.

Hér finns det nu inte ldngre nagra stigar asbs, och determinanten till grafen ovan blir da:

3 1
det(1 O)—3-0—1~1——1.

Anledningen till att determinanten blir negativ &r att den n-stig som bidrar till den &r en udda
permutation. Foljaktligen kommer determinanten inte att visa antalet icke-korsande n-stigar om
det finns fler permutationer &n id som ger icke-korsande tupler. Det finns sétt att berdkna antalet
icke-korsande stigar av samtliga permutationer, men det &r mycket mer omfattande och inget vi
kommer att fordjupa oss i hér.

Slutligen kan vi titta pa exemplet om ett av starthérnen inte kan permuteras till nagot av
sluthornen:

a1 > b
s A 1

a2 "}: bQ

Figur 8: Det finns inga kanter fran as.

Detta leder forstas till en 0-rad i matrisen och foljaktligen blir determinanten blir 0.

Lindstrom-Gessel-Viennots lemma giller foljaktligen enbart for de fall da identitetspermuta-
tionen dr den enda permutationen som ger upphov till icke-korsande stigar, och de andra fallen
kommer vi inte att behandla.

Ett ytterligare exempel som &dr en utvidgning av LGV-lemmat 4r om hérn i A och hérn i B
sammanfaller. Lat dérfor a; = b;. Mangden icke-korsande n-stigar dr naturligtvis tom om i # j,
men om diremot ¢ = j sa blir de icke-korsande n-stigarna precis de som undviker det hornet
[Kim23], i nedan kommer det att finnas 2 sddana n-stigar, ndmligen de som tar a; till by
utan att passera genom as:

a »>
1 1 b1

a9 &<

by

Figur 9: Horn som sammanfaller sa att a; = b;.

Hér ser vi att det finns 4 viagar a; — by, varav 2 av dem inte passerar genom as, och determi-
nanten blir foljaktligen 2:
4 2
det (1 1) =2.



I nedan visas ett exempel pa a; = b; och ¢ # j. I det fallet kan det igen skapas en
uppséttning icke-korsande n-stigar, men den uppséattningen har udda paritet och determinanten
blir foljaktligen —1.

by
ai > by

A /
a2 o<

Figur 10: Om a; = b; och i # j.

3 Speciella grafer

Vi har hittills betraktat grafer utan nagon sérskild struktur. Sa ser det generellt sett inte ut om
man studerar och arbetar med grafer. Betydligt vanligare att de &r ordnade i ett lattice (eller
svenska gitter). Ett lattice kan forenklat beskrivas som en oéndlig méngd ordnade punkter i R™,
nedan definition fran [Wall6].

Definition 3.1. Ett lattice A = (V, E) &r en matematisk modell 6ver en diskret punktméngd i
R™, ddr V C R™ dr punkterna och E C {(v;, vi41) : v;, 041 € V} dr kanterna.

Med den hér definitionen av ett lattice har grafer och lattice precis samma struktur och det ar
litt att oversidtta mellan dem. I resterande del av uppsatsen kommer vi endast att betrakta grafer
vars horn ligger i ett kvadratiskt Z2-lattice.

Figur 11: Kvadratiskt lattice i Z? med exempel pa latticestig.

3.1 Latticestigar

Stigar genom ett lattice kallas latticestigar. Aven i ett kvadratiskt lattice finns det manga siitt
att konstruera stigar (av olika strickor och/eller lutning). For att fortydliga vilka steg som med-
ges anger man en stegméngd, S. Har kommer vi endast att betrakta NE-latticestigar, dar S =
{(0,1),(1,0)}. De har fatt sitt namn efter viiderstrecken, dér (0,1)-stegen dr nordliga (N) och
(1,0)-dito ostliga (E). Det innebér att fran varje horn i grafen kan stigen fortséitta at hoger eller
uppat. Det gor att vi far ett permutations-"ord”, k, ett koncist sétt att illustrera en stig. Vidare
giller att |k| dr lingden av stigen och genom att rikna antalet N respektive E vet du dven var
stigen slutar.



Figur 12: NE-latticestigen EENENEENNEEN.

Med dessa nord-ostliga latticestigar finns det nu bara tva riktningar fran varje horn, uppat eller
at hoger. Det innebér att vi for att berikna antalet stigar mellan tva horn kan berikna antalet steg
vi behover ta och sedan vélja hur manga av dem som gar uppat, alltsa en enkel binomialkoefficient.

Pa detta sétt far vi att varje m;; i matrisen M for grafen G blir binomialkoefficienten (“ﬁ,“) dér
|L| &r stiglingden mellan a; och b; och |N| &r antalet steg som gar uppat.

b3
o by
as
az e bl
ay

Figur 13: Icke-korsande stigar i latticestruktur.

Hér kan vi alltsa konstruera matrisen genom att sitta in binomialkoefficienter:

8 10 12
1 3 5
8 120 792
M=| 4 <9> (11) =1 36 330
2 4 0 8 120
8 10
o () ()
For den hér uppséattningen blir determinanten det M = 5376. Det &r tydligt att det inte dr me-
ningsfullt att for hand konstruera alla icke-korsande n-stigar, redan fér sma grafer.

4 Tillampningar

Lemmat har manga tillimpningar inom olika delar av matematiken, fran representationsteori till
linjar algebra. I detta kapitel undersoker vi dels hur lemmat kan anvéndas for att ge ett geometriskt
bevis av Cauchy—Binets sats, dels hur det kopplar samman grafer med Youngtablaer och Schurpo-
lynom. For att ge en overskadlig forstaelse av Schurpolynomen inleder vi med en genomgang av
symmetriska polynom.



4.1 Symmetriska polynom

Symmetriska polynom &r polynom fér vilka géller att f(x1,x2,...,2x) = f(Zr1), Tr(2), - Tr(k))
for nagot 7 € S,. Man talar sirskilt om elementéira symmetriska polynom, eg, och kompletta
symmetriska polynom, hy.

Definition 4.1. Kompletta homogena symmetriska polynom &r summan av alla variabelkombi-
nationer av grad k, inklusive de som innehaller potenser av varje variabel [wikal.
01,0 ¢
hi(21,...,2n) = g Xy Tiy - Tjy, = g Xt m
1< <ip<--<ip<n Li4-Lot L=k
£,>0

Definition 4.2. Elementira symmetriska polynom liknar de kompletta symmetriska polynomen
utom att de inte innehaller nagra potenser, skillnaden utgors av att det &r strikt ckande indexering
i summan:

0ot ¢,
ep(T1, ..., Tn) = g Xy iy * +* Tjy, = g T TS T
1<y <ip < <ip<n by Hlo+- 4Ly =k
0<0;<1

Exempel 4.1. Det betyder att det elementéra och det kompletta homogena symmetriska polyno-
met for grad tva i tre variabler blir:

ea(x1, 22, 23) = X122 + 123 + Ta23

2 2 2
ho(x1, 2, 23) = ] + T122 + 123 + x5 + X223 + 5.

4.2 Semi-standard Young-tablaer

Youngdiagram &r grafiska representationer av partitioner av heltalet n sd att A= (A > Ag > -+ >
A1), ddr n = 2221 Ai, och skrivs A F n. Youngdiagrammet &r konstruerat sa att varje A\; motsvarar
i:te raden, som innehaller \; stycken "boxar”. Det vanligaste séittet att arrangera boxarna r s.k.
engelsk notation, som innebér att boxarna har matrisnotation och pabdrjas uppifran till vénster
[mca].

[ ]

Figur 14: En partition av n = 12, A = (5,3,3,1).

Om man transponerar diagrammet, speglar det i huvuddiagonalen, far man en annan partition
av A, vi kallar den X och skriver X' = (4,3,3,1,1).

Nér man associerar virden till boxarna i ett Youngdiagram overgar det till att bli en sa kallad
Youngtabla (eng. Young tableauz). Virden i en Youngtabla kan 6verséttas till indexerade variabler,
sa att vardet 7 1 tablan motsvarar variabeln z;. Dadrmed motsvarar viardet 9 i forsta boxen i tablan

lingst till véinster i [Figur 15 nedan variabeln zg.

64|7\ 1346|7\ 1 4|5\
8 218110 2

11]6[13 50912 4

2 11 6

Figur 15: En Youngtabla, en standard-Youngtabla (SYT) och en semi-standard Youngtabla
(SSYT).

Vikten av tablan w(T') definieras w(T") = z{"* -z - - - z;'*, dér m; &r antalet ¢ som férekommer
i tablan. Fran vinster till hoger i[Figur 15 motsvarar tablaerna monomen w(7T) = x5 - 23 - x5 - 22 -
2?15 x9 - 211 - T13, W(SYT) =[[;Z, 2 och w(SSYT) =2} - o - 23 - 25 - 2 - 2.



Utan nagra som helst regler for Youngtablaer kan tal godtyckligt placeras ut i boxarna (till
vénster 17 vilket leder till en odndlig méngd olika tablaer for samma A, och de anvénds
sillan [VenI8|. Betydligt mer anvéint &r da standard Youngtablier, SYT (i mitten i [Figur 15)).
I en SYT okar virdena strikt for savil rader som kolummner. Dessa boxar fylls med exakt en
upprékning av antalet boxar, och varje virde féorekommer en gang. Slutligen kommer vi till den
for oss mest intressanta undergruppen av Youngtablaer: semi-standard Youngtablaer, SSYT (till
hoger i [wike]. Dér har man minskat kravet for rader till att svagt okande (storre én eller
lika med). Det innebér att samma tal kan forekomma flera ganger, och denna grupp har dven tva
bijektioner till icke-korsande lattice-stigar, en som avbildar raderna som stigar och en som avbildar
kolumnerna som stigar.

En vanlig generalisering &r skevade tablaer (eng. skew tableauz). For dessa tablaer géller att
Ai > p,; for alla i, och de bildas genom att man utgar fran A och fran den tar bort u, det kan
jamforas med subtraktion av méngder, fast méngderna i det hér fallet &r boxar i en tabla:

A= mw= | ‘ A=

Figur 16: En skevad Youngtabla &r en tabla med form A\ dédr man tagit bort boxar i form pu.

Definition 4.3. Lat SSYT,,,(\/u) vara de SSYT for vilka giiller att SSYT (1, . .., x,,) i partitionen
A/p. Det innebir att boxarna i tablan har virden i méngden {1,2,...,m}. Av dessa finns en dndlig
mangd.

4.3 Bijektioner till icke-korsande n-stigar

Det konstaterades ovan att man kan skapa bijektioner mellan en SSYT och icke-korsande sti-
gar. Dessa stigar kan konstrueras sa att varje rad eller varje kolumn motsvarar en stig. Under
forutsittning att starthornen for stigarna placeras pa ett bestdmt séitt (som beskrivs for de bada
fallen nedan) kommer samtliga fyllningar av en SSYT,,(\/u) att rendera icke-korsande n-stigar,
och saledes kommer antalet icke-korsande m-stigar att motsvara samtliga sitt att fylla ett visst
Youngdiagram som en SSYT.

4.3.1 Radbijektioner

Vi borjar med att titta pa hur bijektionen mellan rader i SSYT,,,(A/u) kan avbildas som stigar i
en graf.

Bijektionen till rader konstrueras genom att lata varje rad ¢ i T avbildas pa en latticestig
P;. Stigen P; startar i hornet (—i,1) och slutar i (—i + A\;,m) dér m &r det hogsta indexet i T
Den 6versta stigen kommer alltsa att avbildas langst till hoger i latticet och dérefter fylls det pa
fran vinster. Stegméngden &r precis som tidigare nimnda NE-latticestigar, de horisontella stegen
for varje y-koordinat j motsvarar antalet férekomster av j i raden och de vertikala forbinder de
horisontella. Lingden av stigen &r (\; + m — 1). Fér att illustrera principen borjar vi
med att konstruera en bijektion for en rektanguldr SSYT, dir m = 7 och A = (5, 5,5, 5).

by b3 b2 by
7 > o
1111223 6
21213144 i
3141456 3
5156|617 9
1»2%’6\!x'_|
et

Figur 17: En SSYT och bijektioner till icke-korsande stigar lings rader.
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Pa samma siitt som tidigare kan man sétta upp en matris for grafen i[Figur 17} Det ldmnas till
ldsaren att konstatera att determinanten for sagda matris blir 116424.

Vi kan utvidga radbijektionerna till att gélla dven for generella partitioner. Om vi utgar ifran
figur[I7 ovan, kan man minska ner genom att ta bort nagra boxar i slutet av nagra rader. Bijektionen
blir 4ven hér icke-korsande, men eftersom stigen har ett horisontellt steg for varje box i A; kommer
sluthérnen att flyttas ett steg till vinster f6r varje box som raden kortas av med. I figur [I§innehaller
boxarna samma véiirden som figur [[7] ovan, och sluthérnens forflyttning #r markerad med en pil f6r
de avkortade raderna.

gl W N
U =N~

Figur 18: Om vi har ett generellt .

Sluthornen i bijektionen flyttas alltsa ett steg at vinster for varje box som tas bort, vilket
stdmmer Overens med att stigen gar ett steg at hoger for varje box i raden. Om raden forkortas
blir det firre hogersteg.

For skevade tablaer undviks korsande n-stigar genom att p forskjuter starthérnen
till (=@ + pi, 1), 1 6vrigt &r bijektionen precis som innan. Sluthérnen forskjuts lika mycket som
starthérnen och hamnar i (—i + A;, m).

— 5 e
3 5‘ 1oy —t+ g 4
1 3 2
2 1 1 3
2 3 0 -3 2
3 4 0 4 14
— 4 -2 0 2

Figur 19: Skevad SSYT5 med A = (5,4, 3,1) och u = (3,1), och beréknade startpunkter for grafen.

Ett mer intuitivt sétt att konstruera bijektionen ar att fylla 7}, med tal si att bade rader och
kolumner blir strikt okande upp till 0, sa att de inte sammanfaller med andra vérden i tablan.

o o

-1 1

5

4

—2(—-1/{0]3]|5 3
2

1

0

2
3

Figur 20: Utokade véirden i T),.

Figur 20| visar hur stigarna da bérjar i (—i, — max(u1, p})), illustrerat med streckade linjer for
den delen som inte hor till grafen.

4.3.2 Kolumnbijektioner

Bijektionerna kan dven goras ldngs kolumnerna i en SSYT. Precis pa samma sétt som i radbijektio-
nerna avbildas varje kolumn 4 i T’ pa en stig P/. Hér dr stegméngden i stéllet {(—1,1),(1,1)}, dér
det j:te steget i P/ &r (—1,1) om j finns i kolumn 7, i annat fall (1,1). For att skapa icke-korsande
n-stigar placeras starthornet for P/ i (2i — 2u},0) och sluthérnet (2¢ — 2\, + m,m). Varje stig har
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laingd m. Figurerna och [24] visar kolumnbijektionerna fér de SSYT som ovan visades i
radbijektioner.

b1 bo b3 by bs
7
6
1/1(2]2]3 5
202(3(4]4 4
3laal5]6 3
5050667 2
| 1

NN &\by &\b

\,&Q \0& \0& \0& \0‘0

,\&O ,\&O %,o ,\&O ,\170
Figur 21: Kolumnbijektionen motsvarande

Pa detta sitt blir &ven hér antalet icke-korsande n-stigar exakt determinanten for den matris
som konstrueras for de mojliga stigarna genom grafen. Det betyder att determinanten for A} x Aj—
matrisen som radbijektionen ger upphov till &r exakt determinanten for A\; X Aj—matrisen som
kolumnmatrisen genererar.

Aven i kolumnbijektionerna beriknas antalet stigar med en binomialkoefficient. Utga fran
stiglingden och vélj antalet vénstersteg. For grafen i [Figur 21] blir matrisen:

35 35 21 7 1
21 35 35 21 7
=17 21 3 35 21|,
1 7 21 35 35
0 1 7 21 35

~—~ N T~
O NN oY N A
S— N N N
A Wy MY~
N N N N

A~ N N/

N o N 2 W
S N e N N
N N N N
B WY NN =Y O

—_— — N ~—

(3)
(5)
(2
(5)
(c)

N N N N

—
(S}
~

vars determinant, forstas, blir precis 116424.

For en godtycklig partition X finns bara sa méanga vénstersteg i varje stig som det finns virden
i kolumnen, det betyder att for varje avkortning av kolumnen med en box kommer startpunkten
att "forskjutas” tva steg at hoger, illustrerat i [Figur 22| med pilar fran de tidigare sluthdrnen.

Gl W N| =
QU =N =
=

= N W ks OO

Figur 22: Kolumnbijektion motsvarande

Precis som for radbijektionerna forskjuts startpunkterna i skevade tablaer, dessa startpunkter
ar viktiga att ta hinsyn till for att determinanten ska stimma Overens med radbijektionens.
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511 22 ! 5
. T 2 ) 4
2 1 2 3
2 3 1 4 5
3 4 0 8
— 5 0 10 -/ 4 1
2 0 2 4 6 8 10

Figur 23: Kolumnbijektionen som motsvarar

Precis som i radbijektionen kan man bérja grafen med vérden som inte &r med i tabellen, och
da borjar stigarna pa 2 stegs avstand fran varandra, som synes i [Figur 24]

5

4

—2/-1l0|3 3
1| 124 2
20273 1
0

13 . , 1
o "t _9

Figur 24: Kolumnbijektionen motsvarande

4.4 Schurpolynom

Utan att pa djupet ga in i Schurpolynom kan vi konstatera att de &r en typ av symmetriska
polynom i n variabler, indexerade av partitioner. De erhalls som en kvot av alternerande polynom
(polynom som byter tecken for en transposition av tva variabler, sa att f(z1,..., i, ..., Zj, ..., Tn) =
—f(x1, .oy Tj, ooy T4y ooy ), men kan ocksa beskrivas som en kvot av determinanter, i vad som
kallas Weyl’s formel:

xi\1+’ﬂ*1 x;\1+n*1 1‘214_”_1
xi\r‘rn—? Ao+n—2 phatn—2
—1
sa(@,.nw) =[] (@i—ay) -
1<i<j<n :
An
xln x2n Tn

Att Schurpolynomen avhandlas hér &r pa grund av deras kombinatoriska betydelse i och med att
det finns en koppling mellan dem och de semistandard-Youngtablaer som vi tidigare avhandlat.
Schurpolynomen, visar det sig ndmligen, kan &ven skrivas som en summa 6ver vikterna for samtliga
SSYT,,(\):

Sk(xlux27"'7xm) = Z w(T)

TEeSSYT,, ()

Att detta stdmmer kommer vi inte att visa, utan vi kommer att utga fran den kombinatoriska
formeln med Youngtablaer.

Exempel 4.2. Ett overskadligt exempel dr att fylla en tabla T dr av formen A = (2,1) med
siffrorna 1,2, 3, da erhaller vi da foljande tablaer:

11\ 11\ 12\ 12\
2 3 2 3

13\ 13\ 22\ 23\
2 3 3 3

Figur 25: Samtliga SSYT3(2,1).
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Det innebér att SSYT3(2,1) kan sammanfattas i polynomet s(3 1)(21, 22, 23):
_ .2 2 2 2 2 2
5(271)(@, T2, T3) = TiT2 + T1T3 + X125 + 2T1TaT3 + X125 + T5T3 + T2X5.

Det ska noteras att hiir gér formen av en tabld skillnad féor Schurpolynom. nedan
innehaller alla tre boxar, men ger upphov till olika Schurpolynom.

HEHERHE

Figur 26: SSYT 1i tre variabler med formerna SSYT3(3), SSYT3(2,1), SSYT3(1,1,1) respektive
SSYT5((3,1)/1).

Det lamnas till ldsaren att rdkna ut att det kommer att finnas 10, 8, 1 respektive 18 icke-
korsande n-stigar, och foljaktligen ocksa termer i Schurpolynomen. Nedan en sammanstéllning av
Schurpolynom i tre variabler f6r formerna av SSYT ovan ger upphov till:

2 2 2 2 2 2
S(2,1) = T1T2 +x1T3 + 175 + 2T172%3 + T173 + T5T3 + Tox3
I 2 2 2 2 3 2 2 3
§3 = a7 +x1x2 + X723 + X125 + 123 + T1x2x3 + X5 + X503 + Xox3 + T3
S(1,1,1) = L1273

8(3,1)/1 = o3+ 203wy + 203 w3 + 21125 4 27125 + 3w 2003 + T3 + 20573 + 20003 + 25,
Mirk sarskilt att s(; 1,1y = e3(x1, 22, x3) och att s3 = hz(21, 72, 23).

Exempel 4.3. Om vi betraktar radbijektionen for tablan lingst till vénster i figur kan vi
konstatera att den bara kommer att ge upphov till en enda stig, och den stigen kommer att ha tva
horisontella steg, ett vertikalt och dérefter ett till horistonellt. Starthornet blir saledes (—1,1) och
sluthornet (1,3) och stiglingden 5.

b1

‘;’_I_l det (%)) = det (10) = 10.
1

ai
Figur 27: Radbijektion av SSYT3(3) fran figur [26{ och determinanten den ger upphov till.

Kolumnbijektionen & andra sidan kommer att generera tre stigar, var och en med ett vénstersteg:

by by bs3
3 "1/ (3)
det ( )
<O

Figur 28: Kolumnbijektionen genererar samma determinant.

0 o0
H

Dessa tva olika bijektioner kan nu anvindas for att visa Jacobi-Trudi-identiteterna, som vi ska
titta ndrmare pa i nésta avsnitt.

4.4.1 Jacobi-Trudi-identiteter

Om vi tillskriver de horisontella kanterna i bijektionen vikten z; fér varje ¢ i boxarna och de
vertikala vikten 1, kommer vikten for en specifik tabla att vara samma monom som vikten for en
n-stig. Det innebér att det viktade antalet icke-korsande n-stigar &r precis determinanten av den
matris som grafens start- och sluthorn ger upphov till [Ale25].

Vi konstaterar att pa séittet vi fyller en SSYT kan vi ha flera av samma vérde lings raderna,
medan virdet dr strikt okande i kolumnerna. Vi kan dela upp varje SSYT pa tva olika siitt,
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antingen ldngs rader eller kolumner. Detta motsvarar kompletta homogena symmetriska polynom
for radbijektionen och elementéira symmetriska polynom for kolumnbijektionen. Dessa kommer att
hora ihop pa samma séitt som att determinanten for de tva bijektionerna blir exakt samma, dven
om de bestar av helt olika matriser, som syntes i exempel [£.3]

Den forsta Jacobi-Trudi-identiteten &r den som associeras med radbijektioner, alltsa komplet-
ta symmetriska polynom. Den séger att Schurpolynomet fér en viss partition kan skrivas som
determinanten av vissa kompletta homogena symmetriska polynom.

Sats 4.1 (Forsta Jacobi-Trudi-identiteten). For A = (A1, Az, ..., A7) har vi att:

b, hxi+1 oo hagye—
Ry, -1 hoxg S SV
S\ = det(h)\i+j,7;)f$j:1 = det . .
hag—e+1 ha—e42 ... hox,

Bewvis. Detta foljer fran diskussionen tidigare om radbijektionen till latticestigar och den viktade
varianten av Lindstrom-Gessel-Viennot-lemmat. O

Det innebér, som vi tidigare konstaterat, att for en SSYT som &r precis en rad ges Schurpoly-
nomet for den SSYT:n av det kompletta symmetriska polynomet for A;:

3, .2 2 2 2 3., .2 2., .3
sg =det(hg) = hy = o7 + a2 + x1T3 + 125 + 125 + 10203 + T + X323 + Taxs + X5

For kolumnbijektioner géller att varje ¢ i en kolumn ges stegvikten z;. Dessa &r alltsa vansterstegen,
och hogerstegen tillskrivs vikten 1. Da far vi med samma argument som ovan den andra Jacobi-
Trudi-identiteten.

Sats 4.2 (Andra Jacobi-Trudi-identiteten). For A = (A}, A, ..., \}) har vi att:

ENy EXN+1 s BN -1
Ex,—1 SV cee BN o2
Y 2 2 2
sy = det(ex4j-i); j—1 = det
EX)—f+1  EXj—l+2 .- ex,

4.5 Bevisa Cauchy—Binets sats med hjilp av lemmat

Vi ska nu titta pa ytterligare en tillimpning av LGV-lemmat.

Cauchy—Binets sats visar hur man kan rékna ut determinanten av en produktmatris AB utan att
forst behova multiplicera matriserna. I stéllet gor man det genom att summera 6ver determinanter
av delmatriser.

Sats 4.3 (Cauchy-Binets sats). Lat A vara en m X n—matris och B en n x m—matris. Lat [n] =
{1,2,...,n}, och ([:nL]) méngden av m-kombinationer av [n]. Skapa m x m-matrisen Ay, s genom
att vélja alla rader i A och precis kolonnerna fran S € ([m"]), och pa motsvarande sitt med Bg, -
Da &r produkten AB en m X m—matris vars determinant ges av:

det(AB) = Z det(A[m]’S) . det(BS’[m]).
se(t)

m

Bevis. Antag att m x n—matrisen A och n x m—matrisen B ser ut enligt [5|nedan, da blir produkten
av dessa precis AB som illustreras i@ Vi ser tydligt att varje m;; i matrisen AB representerar
summan av a; »(;)b; (i) for samtliga o € Sy,. Alltsa &r mq; i AB precis alla stigar fran starthorn
11i A till sluthérn 11 B.

aiy a2 - Gln bir bz - bim
a21 Az - A2 bar ba2 -+ bam

A= ., B=| . . . (5)
am1 Am?2 e Amn bnl bn2 o bnm

15



a11bi1 + -+ anbpr anbiz - Fabpe 0 @b -+ anbam

a21b11 + - - + aspbn1 ao1bi2 4 -+ agpbna -0 a2ibim o+ a2nbam
AB = . . . : . (6)

amlbll +---+ amnbnl amlb12 +---+ amnbn2 o amlblm +---+ amnbnm

Kan vi da visa att determinanten fér summan av delmatriserna dr precis densamma sa har vi
bevisat satsen.

Antag att vi skapar delmatriserna Ap,,) s och Bg [, genom att vilja de m kolonner (A) re-
spektive rader (B) som ér indexerade i S = {i1,...,im}. Varje Ay, g och Bg ) kommer da se ut

enligt [Flvation 7}

a1z, 0 A, bt o bim
Aps=| |y Bsm=| ¢ . 1 | (7)
Amiy "' Qmiy, bini o biym
Determinanten av Ay, s kommer da att motsvara antalet icke-korsande n-stigar fran starthérnen
a; till sluthérnen z; dir j € S. For Bg, [, géller precis samma sak, utom att x; &r starthérn, och

sluthérnen ar b;. Foljaktligen kommer produkten av de tva determinanterna att utgora antalet
n-stigar som inte korsar i vare sig A eller B. O

Exempel 4.4. Som ett exempel pa hur vi kan anvinda Cauchy—Binets sats kan vi lata A vara en
2 x 3—matris och B blir foljaktligen 2 x 3.

Om vi sédtter upp en vildigt liten graf for att illustrera exemplet och sedan tecknar matriserna
har vi:

e I3 e ob2
e I e .bl
as e e L1 e

ag e
Figur 29: Graferna for A (till vénster) och B (till hoger).

Matrisen konstrueras aterigen genom att lata varje matriselement representera antalet stigar
fran ett starthérn med radnummer ¢ till ett sluthérn med kolonnummer j, och de bada matriserna
blir da enligt foljande:

GO AN RN N D N
A= : _< » B= )| = éf. (8)

Av dessa matriser ska vi nu skapa kvadratiska delmatriser genom att konstruera alla méngder S
med 2 index. I det hir fallet S = {{1,2},{1,3},{2,3}}. For att gora det tydligt tittar vi bade pa
de matriser (och determinanter) som skapas och de icke-korsande n-stigar de ger upphov till.

9 3 2 4 3 4

detA{LQ} — ‘1 2‘ = ]_7 detA{1’3} = ‘1 3‘ = 2, detA{273} = ‘2 3‘ =1
9 3 2 3 1 2

det By oy = ’1 2‘ =1, detBy3 = ’0 1’ =2, detByp3 = ‘0 1‘ =1
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Aq12y, Byigy A3y, Biisy Aq1.3), Byiay ,
> o G— ()0 o G— ()0

€3 T3

|_c--. bl I_ b]_ bl
ag e - ag e TN as e an
I.’El X1 T

ai (] ommm— (] Omm—

Ay2,3y, Bi2.3) , Aq1,3y, B3y , Aq1,2y, Biigy ,
T3 2 T3 2 T3 2

SR Y b by

as e as e e as e e

ai aq ai
Figur 30: De icke-korsande siétten att permutera hornen i A respektive B under uteslutande ett
horn - alltsa motsvarande de kvadratiska delmatriserna.

Det betyder att matrisen AB blir:

(44340 6+6+4) (T 16
AB—(2+2+0 3+4+3>_<4 10)’ ©)

med determinanten 6. Den hér matrisen bestar ju inte av binomialkoefficienter (men vil en summa
av dem), sa det &r inte mdjligt att gora en representation av matrisen som en lattice-graf, dock
ar det mojligt att skapa en grafisk representation for alla matriser, for matrisen AB kan vi till
exempel konstruera foljande graf:

ai by a 3 b1

Q\ 1 7 1
az / 3 bQ ag b2

Figur 31: Exempel pa hur AB kan se ut som graf.
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