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Abstract

I ett klassiskt sudoku existerar exakt en unik l6sning. Om vi bortser fran
denna restriktion och tillater att flera 16sningar dr majliga, hur kan vi bestdmma
hur manga l6sningar som existerar? I detta arbete sdks fragan besvaras genom
att modellera sudokus mindre komplexa syskon shidoku i polynomringen Zs|[x].
Dérefter anvéinds Grobnerbaser for att besvara systerfragan: Hur kan vi bestdmma
antalet majliga l6sningar till ett shidoku? Forhoppningen i detta arbete ar att
resultatet for shidoku ska kunna extrapoleras till sudoku.

Abstract

In classical sudoku there exists exactly one unique solution. If we allow
more than one solution to be possible the following question is raised: How can
we calculate the number of possible solutions? In this paper we try answering
the question by first modeling sudoku’s lesser sibling shidoku in the polynomial
ring Zg[x]. After this we make use of Grobner basis to answer the similar
question: How can we calculate the number of possible solutions to a shidoku?
The expectation is to be able to extrapolate the result for shidoku to sudoku.
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1 Bakgrund

7Gor sa har: Fyll i de tomma rutorna. Alla siffror, fran 1 till 9 maste finnas
med i varje vagrit rad, varje lodrat rad och vara markerade i varje lada (3 x 3
rutor).” Sa beskrivs reglerna till det klassiska spelet sudoku i tidningen Korsord
som utgavs av Expressen, GT och Kvillsposten vecka 30 2024 [5]. Dessa véldigt
enkla regler till trots kan sudoku goras véldigt avancerat och ett dndlost antal
variationer av reglerna existerar.

Med dessa regler pa plats kan vi stélla oss foljande fraga: Hur manga olika
l16sningar finns till ett sudoku? Fragan har olika svar beroende pa hur man
betraktar begreppet ”olika”. De tva ifyllda sudokunéten i figur 1 verkar vara
tva olika 16sningar.
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(a) En 16sning (b) En annan 16sning?

Figur 1: Tva ”olika” sudokulGsningar

Vid nérmare inspektion dock ser vi att briddena &r identiska forutom det
faktum att ettorna har bytt plats med tvaorna. De tva briadena ingar i samma
symmetrigrupp eftersom de har samma struktur. Sa ska de tva 16sningarna i
figur 1 rdknas som olika l6sningar eller som en och samma 16sning?

Vi kan ocksa ifragasitta vad vi menar med ”sudoku”. Menar vi med detta
begrepp den ténkta definitionen, ndmligen ett rutndt som &ar ifyllt pa sa satt
att det bara existerar en 16sning? I sadant fall 4r fragan inte sa véarst intressant
eftersom vi da redan vet svaret. Menar vi istéllet ett rutndt som &r partiellt
ifyllt sa att flera l6sningar existerar, eller som kanske &r helt tomt blir fragan
mer spannande.

Fragan kan alltsa tolkas pa nagra olika sédtt men i det som foljer kommer
vi att besvara foljande fraga: ”Hur manga olika l6sningar, inklusive 16sningar
som ingar i samma symmetrigrupp, finns givet ett tomt rutnét, eller ett rutnét
som &r partiellt ifyllt pa sa sétt att flera 10sningar ar méjliga?”. Vi kommer
ocksa se att metoden som tillampas for att berdkna detta kan ge oss svar pa om
sudokunéatet ar ett regelrdatt sudokupussel, dvs om det bara existerar en l0sning.



2 Introduktion

Som antytt i Bakgrunden finns ett kriterium som alla sudokunét maste uppfylla
for att fa kallas ett ”sudoku”, ndmligen att nétet ar partiellt ifyllt pa sa sétt att
det existerar en unik 16sning. I detta arbete kommer vi dock framfor allt att
intressera oss for tomma nat, dar det uppenbarligen existerar mer &n en losning.
Fram till nu har olika begrepp anvénts lite hipp som happ men foér att det inte
ska uppsta nagra missférstand i det som foljer &r nagra definitioner pa sin plats.

Med ”sudokunit” menas ett tomt eller partiellt ifyllt rutnit sa att antin-
gen ingen, en eller flera 10sningar existerar, med ”sudokupussel” menas ett su-
dokunédt som &r partiellt ifyllt sa att det existerar en unik 16sning och med
”16sning” eller ”sudokuldsning” menas ett sudokunédt som ar fullstdndigt ifyllt
i enlighet med reglerna for sudoku.

Ett sudokunét bestar som bekant av ett rutnat med 9x9 celler, och ar indelat
i 9 boxar med 3 x 3 celler i vardera enligt figur 2(a). Innan vi ger oss pa att
modellera reglerna for sudoku boérjar vi med att modellera reglerna till sudokus
mindre komplexa syskon shidoku. Forhoppningen ar att kunna extrapolera
modelleringen till det mer komplexa sudokut. Ett shidokundt bestar av ett
rutnét med 4 x 4 celler och &r indelat i 4 boxar med 2 x 2 celler enligt figur 2(b).

Analogt med definitionerna ovan kommer jag i det som fojer att med ”shi-
dokunét” referera till ett tomt eller partiellt ifyllt rutnét sa att antingen ingen,
en eller flera 16sningar existerar, med ”shidokupussel” referera till ett shidokunét
som ar partiellt ifyllt sa att det existerar en unik 16sning och med ”16sning” eller
”shidokulosning” referera till ett shidokunét som &r fullstandigt ifyllt i enlighet
med reglerna for shidoku.

(a) Sudokunit (b) Shidokunét

Figur 2: De tva bradenas struktur

Reglerna for shidoku ar mycket lika de for sudoku. Nu finns det inga shi-
dokun i tidningen Korsord men om det hade funnits nagra hade reglerna kanske



beskrivits sahéar: ”Gor sa har: Fyll i de tomma rutorna. Alla siffror, fran 1 till
4 maste finnas med i varje vagréat rad, varje lodrat rad och vara markerade i
varje lada (2 x 2 rutor).”

3 Algebra

For att berakna antalet 16sningar till ett givet shidokunét kommer vi att anvanda
oss av ideal och Grobnerbaser men en hel del algebra krévs innan vi kan ga in
pa dessa koncept. Utlaggningen som foljer i sektioner 3.1-3.2 foljer tatt kapitel
21 Sass (2011) [3].

3.1 Polynomringar

Definition 3.1 (Polynomring). Lat K wvara en kropp. Polynomringen Klx],
dir € = (x1,x2,...,x,) definieras som mangden av polynom i variablerna x; €
x med koefficienter i K ddr ringoperationerna dr vanlig polynomaddition och
polynommultiplikation.

Nagra exempel pa polynomringar ar R[z] och Q[y, z]. Lat oss ta en titt pa
dessa polynomringar en i taget.

Exempel 3.1. R[z] dr ringen med polynom i variabeln x med koefficienter i
R, dvs ringen med féljande méingd av polynom {co + c1x + cox?® + ... + cpz™ :
€0, C1y ey Cn € Ry € N}. Ezempelvis har vi att p; = 1,43+3, 12—0,222%° € Rx]
eftersom py dar ett polynom i den enda variabeln x och alla koefficienter ligger
i R. Déremot har vi po = i + 4,4442'% — 9217 & R[] eftersom i € R sd alla
koefficienterna ligger inte ¢ R.

Qly, 2] ar ringen med polynom i variblerna y, z med koefficienter i Z. Ringen
bestdr alltsd av alla linjirkombinationer av foljande mingd av polynom {cy® 2" :
c € Q,a, B € N}. Ezempelvis har vi att p; = —62y+15yz> € Qly, 2] eftersom p;
ar ett polynom i de tva variablerna y, z och alla koefficienter ligger i Q. Ddaremot
har vi pa = 3+ 52zy & Qly, 2] eftersom pa dar ett polynom i variablerna .,y och
bara variablerna y, z dr tillatna.

Vi kommer att arbeta i en polynomring 6ver kroppen Zs vilket ger oss vissa
intressanta resultat. For det forsta behover vi bara forhalla oss till de tva
koefficienterna 0 och 1 eftersom dessa ar de enda elementen i Zo. Dessutom har
vi att alla exponenter kan reduceras till 1 eftersom de tva ekvationerna x = 0
och ™ = 0 har exakt samma l6sningsméangd for alla n € N. Detsamma géller
for de tva ekvationerna x = 1 och 2" = 1.

Vi kommer dock inte att intressera oss for alla polynom i den aktuella ringen,
utan bara ett litet urval av dessa.

Definition 3.2 (Ideal). Lat R vara en ring. Ett ideal I dr en delmingd av R
sadan att

(i)Va,beTl:a+bel

(ii))VYaeI,Nce R:acel



Antag att vi har ett ideal I. Definitionen ovan siger oss att alla mdojliga
kombinationer av elementen i I ocksa &ar element i I. Sa exempelvis om 2 € [
och 4 € I sa har vi d&ven 2 +4 = 6 € I. Notera dock att det 4r nédvandigt att
specificera vilken ring I ar ett ideal 6ver ty annars ar det omojligt att veta vilka
element som ligger i I. Antag aterigen att 2 € I. Ar % ett element i I?7 Det ar
omdjligt att sdga om vi inte vet vilken ring I ar ett ideal 6ver. Om R = Q sa har
vi att % €ty 2eloch % € Q. Men om R = Z sa géller % & I ty visserligen
har vi 2 € I men det existerar inget element z i Z sa att det for nagon multipel
av 2 géller: 2n - o = %

Lat sdga att vi vill betrakta nagot ideal 6ver nagon kropp. Eftersom idealet
innehaller en sa pass stor méngd, och i manga fall en odndligt stor méngd,
element ar det inte gangbart att rada upp alla dessa for att betrakta idealet.

Som tur ar racker det att titta pa idealets generatorer.

Definition 3.3. FEtt ideal I dver R sdgs genereras av elementen pi,pa, ..., Pn
om det for alla element p,, € I (m > n) gdller att p,, dr en kombination av
P13y D2y ooy Prn- DVS OM Dy = c1p1 + Copa+ ...+ Cupn, med c1,Ca,...,cpy, € R. Detta
skrivs I = (p1,D2, -y Dn)

Vi har tittat kort pa hur ideal ser ut 6ver ringar som bara innehaller tal men
hur forhaller sig ideal till polynomringar?

Exempel 3.2. Ldt I = (22 2% — 1) vara ett ideal ver Z[x|. Da giller att dven
alla kombinationer av x2 och x? — 1 dr element i I, dvs

cix? fep(a?—1) el

Men eftersom c1,co € Z[x] har vi att ¢; och co kan vara vilka polynom som helst
i variabeln x och med koefficienter i Z. Sa exempelvis har vi

(x+4)-22+ @ =3) (2 —1) =2 +42* + 2* —2?' — 327 + 3 =
=By 34?43l

Som sagt ar det inte nagot produktivt projekt att forsdka rabbla upp alla
element i ett ideal utan i sa fall battre att endast titta pa idealets generatorer.
Men tank om idealet genereras av ett oéndligt antal generatorer da, tdnker den
oroliga lasaren. Men det visar sig att denna oro kan stillas.

Sats 1 (Hilberts bassats). Alla ideal som dr en delmingd av en polynomring
dr dndligt genererade, dvs I = (p1,pa,...,pn) for nagot n € Z for alla ideal
I C K[x].

Beviset for denna sats ligger utanfér omfanget av denna uppsats och ldmnas
darfor darhén. For intresserade lisare kan beviset aterfinnas hir: KALLA.

En béttre riktad oro ar gentemot fragan om hur vi kan ta reda pa huruvida
ett givet element ligger i ett ideal eller inte. I exempel 3.2 tittar vi pa ett ideal
som genereras av timligen enkla polynom, z2 och x? — 1 och det visar sig att
det ganska langa polynomet = 223 — 22! + 23 + 22 + 3 ligger i detta ideal. Det



ar inte alls uppenbart att detta polynom ligger i idealet givet dess generatorer
sa hur ska man gora for att avgora om ett element ligger i idealet? Om I endast
genereras av ett enda element ar detta inget avancerat projekt.

Exempel 3.3. Antag att I = (3) dar ett ideal dver ringen Z och vi undrar om
97 € I. Det enda vi behdver géra dr att se om det existerar nagot n € Z sa att
97 = 3n. Vi kan enkelt konstatera att inget sadant n existerar efterom 97 inte
ar delbart med 3. Pd samma sdtt om I = (3) ar ett ideal dver polynomringen
Q[z] och vi undrar om 42x'7 € I behdver vi endast se om det existerar ndgot
polynom p € Q[z] sd att 3p = 42217, Eftersom %"”17 = 142'7 € Q[z] har vi att
42217 € I.

Situationen blir dock genast mer komplicerad om I &r ett ideal Over en
polynomring och dessutom genereras av mer an ett element, for att inte tala om
hur komplicerad situationen blir ifall I &r ett ideal 6ver en polynomring i mer
an en variabel. I nésta avnitt presenteras algoritmer for hur detta atagande ska
ga till men innan dess behover vi sdga nagot om varitet.

Definition 3.4 (Varitet). Lat I vara ett ideal med I C Klx]. Mdngden av
punkter som léser alla polynom i I kallas variteten av I och betecknas V (I):
V(I) = {(a1,az,...,a,) : a; € K,p(a1,az,...,a,) = 0,Yp € I} dir K dr den
minsta utvidgningen av K som dr algebraiskt sluten.

Definition 3.5 (Algebraisk slutenhet). Ldat K[x] vara en polynomring éver
kroppen K. K kallas algebraiskt sluten om det for alla p € Klx| galler att
pla) =0=a € K.

Notera att definition 3.4 inte kraver att K &r algebraiskt sluten. Snarare
tvirtom, hévdar definition 3.4 att polynomen i K[z] kan utvérderas i sadant
som inte ligger i K.

Om I = (p1,p2,...,Pn) ar ett ideal 6ver nagon polynomring R kan variteten
av I, V(I) betraktas som méngden av lésningar till ekvationssystemet nedan:

p1=0
p2 =0
anO

Senare kommer vi att se hur detta begrepp ar relevant fér oss men for nu lagger
vi detta at sidan och tar en titt pa Grobnerbaser.

3.2 Grobnerbaser

Givet ett polynom f och ett ideal I &ver nagon polynomring K[x] vill vi hitta
ett sétt att avgdéra om f € I. Beroende pa hur idealet genereras och vilken
ring I &r ett ideal Over gors detta pa olika sdatt. Fran enklast till svarast blir
fragorna: Hur avgor vi om f € I om



(i) I = (p) dér p € K[z]?

(ii) I = (p1,p2,...,Pn) dér p; € K[z] for i = 1,2,...,n?

(iii) I = (py dér p € K[x] med ¢ = (21,22, ..., Tm)?

(iv) I = (p1,p2,...,pn) dérp; € K[x] fori =1,2,...,nmed & = (z1, 2, ..., Tm)?

I exempel 3.3 anvéinder vi det faktum att alla multiplar av idealets generator
ocksa ligger i idealet. Samma princip géller da vi har situationen (i). For alla
heltal a,b € Z géller att det existerar tva unika heltal ¢, € Z sa att a = gb+
med 0 <7 <b. Om I = (b) har vi att a € I om r = 0.

Analogt har vi for alla polynom f,p € K[z],p # 0 att det existerar unika
polynom ¢,r € K|[z] sd att f = gp + r med deg(r) < deg(p) eller r = 0. Om
I = (p) har vi att f € T om r = 0. Ett annat sitt att skriva detta ar f 2 r
vilket ldses ” f kan reduceras med p till #”. Denna notation kommer att anvéndas
flitigt i det som foljer.

Exempel 3.4. Lat I = (x — 3) vara ett ideal dver ringen R = Z[z]. Vi vill
avgora om f1 = x>+ 222 — 14x — 3 och fo = x* — 423 — 152 4 45 ligger i idealet.
Lat oss borja med fr. For att hitta q1,7m1 sa att f1 = (x — 3)q1 +r1 dividerar vi
fi =22 + 222 — 142 — 3 med = — 3. Polynomdivision ger:

2%+ 22% — 14z — 3 = (z — 3)(2® + 5 + 1)
Se figur 8(a). Vi har att fi 273, 0. Med andra ord Gr f1 en multipel av x — 3
sa f1 el.
Vi gor pa exakt samma sdtt for att hitta go,ro sa att fo = (x — 3)ga + 72.
Polynomdivision ger:

ot —4a® — 1520 +45 = (2 — 3) (2% — 2% — 3z — 24) — 27

Se figur 3(b). Vi har att fi 2= —27 40 si fo & 1.

x}-x>2-3x-24

x4 —4x3 - 15x +45 x-3
x>+ 5x+1 -(x*-3x%x%
x3+2x2—14x -3 x-3 -x*—15x +45
-(x3-3%%) ~ (X +3%2)
5x2-14x-3 —3x2—15x +45
—(5x2-15%) —(=3x2+9x)
x-3 —24x +45
—(x-3) —(=24x+72)
0 -27
(a) Polynomdivision mellan f; och (b) Polynomdivision mellan fo och z — 3

z—3

Figur 3: Polynomdivisioner



Sa for att avgéra om f € I om (i) I = (p) dér p € KJ[z] anvénder vi
bara polynomdivision mellan f och p. Om f % 0 géller f € I, annars
f & I. Lat oss nu titta pa situation (i) I = (p1,p2,...,pn) dar p; € K[x]
for i = 1,2,...,n. Det visar sig att I kan beskrivas som (sgd(p1,...,pn)) dér
sgd(p1, ..., pn) syftar till den storsta gemensamma delaren till py, ..., p,. Detta
eftersom den storsta gemensamma delaren till ett polynom i en variabel kan
uttryckas som en linjirkombination av polynomen i fraga. Sa det visar sig
att vi kan reducera problemet sa att vi aterigen har situation (i) I = (p) déar
p = sg9d(p1,...,pn) € K[x]. Sa {or att avgora om f € I om (ii) I = (p1,p2, ..., Pn)
dar p; € Klz] for i = 1,2,...,n anvinder vi polynomdivision mellan f och

sgd(p1, ..., pn). Om f 299prpn) géller f € I, annars f & I.

Situation (iii) I = (p) dar p € K[x] med ¢ = (z1,z2,...,2y) blir dock
mer komplicerad. Antag till exempel att I = (p = z? + x5) #r ett ideal Sver
Q[w1, 22 och vi vill veta om f = z123 ligger i idealet. Vi hade énskat att kunna
gora nagon slags polynomdivision mellan f och p men polynomdivision ar bara
mojligt om dividenden f har hogre grad an divisorn p. Men det &ar inte helt
uppenbart om deg(f) > deg(p). Man kan argumentera pa foljande sétt: T den
ledande termen i p har x; hogre exponent an x; har i den ledande termen i
f sa deg(p) > deg(f)”. Ett annat sétt att se pa saken &r foljande argument:
"Den ledande termen i f har totalt hogre grad dn den ledande termen i p sa
deg(f) > deg(p). Bada argumenten verkar mer eller mindre rimliga men ger
olika utslag pa vilken av polynomen som har hogst grad. Med anledning av
detta behdver vi inféra nagot slags regelverk kring vilka polynom som &r av
hogre grad an andra.

Definition 3.6 (Godtagbar monomordning). En relation > mellan monom dar
en godtagbar monomordning om foljande kriterier dr uppfyllda

(i) = dr en total ordning, dvs att det for alla monom my,mgq gdller att
my > Mo, Mo = My eller miy = my

(it) > dr transitiv, dvs att det for alla monom mq,mg, ms gdller att om
my = Mo och ms > ms sa my > ms

(#i) = ar kompatibel med monommultiplikation, dvs att det for alla monom
m,my, Mo gdaller att om my > mo $a mmy > mms

(iv) for alla monom m # 1 gdller m > 1

Antag att p ar ett polynom. Med monomen till f menas termerna i f utan
dess koefficient. S& om f = 3x3x4+2125 har f monomen x3z4 och 5. Det finns
manga olika godtagbara monomordningar. Lat oss titta pa tva olika, deglex och
den monomordning som vi kommer att anvianda, degrevlex.

Definition 3.7 (Deglex). my = 281 232,207 = my = 24" 252 .28 om deg(m;) >
deg(mg) eller om deg(mq1) = deg(ms) och vi for nagot k har an = 1,9 =
B2,y .y > Br, dar deg(m) syftar till summan av exponenterna till samtliga
variabler 1 m.

Definition 3.8 (Degrevlex). m; = a$'a5%..2%" = my = b bzl om

deg(my) > deg(mz) eller om deg(my) = deg(mz) och vi for nagot k har oy, =
/6”7 Op—1 = Bn—h cpap < /Bk:'



I ord kan deglex beskrivas som en monomordning som, givet tva monom av
samma totala ordning, virderar variabler med lagre index hogre. Sa exempelvis
har vi 1 > z2 da vi anvinder deglex eftersom x; har ligre index &n x5. Vi har
x1 > xo &ven da vi anvinder degrevlex men av nagot andra skél. Degrevlex
kan beskrivas som en monomordning som, givet tva monom av samma totala
ordning, varderar monom som i storsta méjliga man ”undviker” variabler med
hogre index hogre. Sa har har vi att x7 > zo pa grund av att x; till storre grad
undviker hoga index &n zo. Lat oss titta pa ett exempel dir de tva monomord-
ningarna varderar olika for att gora skillnaden mer konkret.

Exempel 3.5. Lat my = x1x4 och mo = xox3. Lat aq, ..., a4 beteckna exponen-
terna for xy,...x4 1 My och analogt By, ..., B4 beteckna exponenterna for xq, ..., x4
i mg. Fér bada monomordningarna har vi deg(my) = deg(msq) = 2.
Med deglex har vi mq = mo eftersom deg(mi) = deg(ms) och aqy > 1. Med
andra ord vdrderar deglex my hdgre an ms pa grund av forekomsten av x1.
Med degrevlex har vi ddremot mso = my ty deg(mq) = deg(mg) och B4 < ay.
Med andra ord varderar degreviex mo hégre dn mq pa grund av franvaron av xy4.

Som en paminnelse till ldsaren dr den fraga vi soker besvara foljande: Hur
avgdr vi om f € I om (iii) I = (p) dér p € K[xz] med x = (x1,22,...,%Tm)"7
Vi soker alltsd en algoritm som, givet f,p € K[z] ger oss ett polynom r sa
att f = gp + r for nagot polynom ¢ si att deg(r) minimeras. Denna algoritm
skisseras nedan:

(1) (1) Lat f,p € K[x] och > vara nagon godtagbar monomordning.

(2) Lat S vara méngden av termer i f som &ar delbara med lt(p) dér lt(p) &ar
den ledande termen i p.

(3) Om S &r tom sa &r ingen reduktion méjlig och r = f.

(4) Om S ar icke-tom, 14t ¢ vara termen i S med hogst ordning med avseende
pa . Genomfér darefter reduktionen:

(5) Upprepa fran (2) med f* istdllet f6r f sa langt som mojligt.

Fér att besvara fragan genomfor vi alltsé algoritmen och om vi far f 2 0
har vi att f € I, annars inte.

Exempel 3.6. Lat I C Q[(x1,x2)] med I = (4—x2). Vi vill avgéra om foljande
tvd polynom ligger i idealet: f1 = 4xy + 3x1200 — 2173, fo = w129 — 11735 +
3$2 —11.

Vi genomfor algoritmen for fi = 4z + 3x120 — xlxg ochp=4—xy. For
att underldtta for ldsaren att folja med i algoritmen dr stegen utmarkerade med
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motsvarande siffra. (1) Vi anvander monomordningen degrevlex. (2) Vi har
Ilt(p) = —xo och dirmed S = {3x 32, —x123}. (4) Eftersom S # () och —x123 =
3x122 med avseende pa degrevlex har vit = —xlx%. Vi genomfor reduktionen:

* t _
f1—f1—@p—

2

—riT

2 142

=4z + 3z1292 — 2125 —

2y (4—12) =

=4z + 32109 — 2105 — 2179(4 — 13) =

=4x1 + 3x122 — mlxg —4xi1x9 + xlxg =

= 41’1 — X1T2
(5) Vi upprepar nu fran (2) med fy. (2) S = {—=ziz2}. (4) Eftersom S #
har vit = —x122. Vi genomfor reduktionen:
*k ek t _
1 =h 7lt(p)p =
=4x) — 1172 — — T (4 —x9) =
29

= 41}1 — L1 — .’1?1(4 — 3?2) =
= 4.’E1 — 1Ty — 4‘%1 + T1x9 = 0
(5) Vi upprepar nu fran (2) med fi*. (2) S =0. (3) Eftersom S = 0 dr ingen

vidare reduktion dr mdjlig och r = f{* =0 sa f1 € I.

Vi genomfor algoritmen for fo = 4xiwy — 21035 + 329 — 11 och p = 4 —
x2. (1) Vi anvander degrevlex. (2) Vi har lt(p) = —x2 och ddrmed S =
{4z129, —2123,322}.  (4) Eftersom S # 0 och —x123 = 4w129 = 379 Med
avseende pd degrevlex har vit = —x123. Vi genomfor reduktionen:

* t _
f2—f2—mp—

—1'13?%

= 4x119 — 2125 + 320 — 11 — (4—129) =

1y

= 4’131%2 — (131$§ + 31‘2 — 11— I’1$2(4 — $2) =

=429 — 1125 + 3w2 — 11 — dzy29 + mlac% =
3%2 —11

(5) Vi upprepar nu fran (2) med f5. (2) S = {3z2}. (4) Eftersom S # 0 har
vi t = 3xo. Vi genomfor reduktionen:
t

A L — p=
2 f2 lt(p)
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“ 3y 11— P24y =
-
=32y — 11+ 34 —a3) = 1

(5) Vi upprepar nu fran (2) med f5*. (2) S =0. (3) Eftersom S =0 dr ingen
vidare reduktion majlig och r = f3* =1#0sa fo & 1.

Notera att resten enbart ar unik sanar som pa monomordning. Véljer vi en
annan monomordning riskerar vi att fa en annan rest. Som tur &r har vi dock
féljande sats:

Sats 2. Lat f,p vara tva polynom sa att f = qp for nagot polynom q. Da gdller
f 20 oavsett vilken monomordning vi valjer.

Sa enda fallet da vi sékert far en unik "rest” dr da denna rest ar lika med
0. Da aterstar nu bara den fraga som &r intressant for oss, hur avgér man
om f €I om (iv) I = (p1,p2,...,pn) dér p; € K[x] for ¢ = 1,2,...,n med
Tr = (.131, T2y oey xm)7

Vi soker nu en algoritm som, givet f, p1,pa, ..., pn € K[x] ger oss ett polynom
r sadant att f = q1p1 + gap2 + ... + ¢npn + 7 f6r nagra polynom g; sa att deg(r)
minimeras. Denna algoritm &r snarlik algoritmen som skisserades ovan med en
liten skillnad.

(1) Lat f,p1,p2,...,pn € K[x] och = vara nagon godtagbar monomordning.

(2) Lat S; vara méngden av termer i f som &r delbara med lt(p;) for ¢ =
1,2,...n

(3) Om alla S; 4r tomma sa ar ingen reduktion mojlig och r = f

(4) Lat S; vara den icke-tomma méngd med légst index och 14t ¢ vara termen i
S; med hogst ordning med avseende pa >. Genomfor dérefter reduktionen:

t
D
It(p;)™’

fr=r-

(5) Upprepa fran (2) med f* istéllet for f sa langt som mojligt.

Precis som i situation (iii) genomfor vi algoritmen for att avgora om f € I.

Om f Z2P2Pry () har vi att f € I, annars inte.

Exempel 3.7. Ldt I C Q[(z1,22)] med I = (z122 4+ 1,23 +1). Vi vill avgéra
om féljande polynom ligger i idealet: f = x3wo + 2123 + 21 + T2

Vi genomfor algoritmen for f = m%xg + xlx% 41+ T2, pr =x122+ 1, po =
22 + 1. Aterigen markeras stegen ut med motsvarande siffra for att underldtta
ldsningen. (1) Vi anvinder monomorningen degreviex. (2) Vi har lt(p1) = x122
och lt(ps) = 22 och dirmed har vi Sy = {x3x9, 11735} respektive Sy = {x3z}.
(3) Eftersom Sy,S2 # O har vi (4) S; = Sy vilket ger t = x3zo. Vi genomfor

nu reduktionen: ;

It(p1)

ff=r- p1=

12



2

2 2 )
=x7x2 + 125 + X1 + T2 —
T1T2

($1£L‘2 + 1) =

2 2 2
=xiT2 + 125 + X1 + T2 —X]T2 — X1 =
2
T1T5 + To

(5) Vi upprepar nu fran (2) med f* istillet for f. (2) S1 = {x123}, So = 0.
(3) Eftersom Sy # 0 har vi (4) t = x123. Vi genomfor nu reduktionen:

f** :f*_

2
1T
2 149
xlxg—l—xg—x . (r1z2 + 1) =
172

:x1x§+x2—x1x§—x2:0

(5) Vi upprepar nu fran (2) med f** istallet for f*. (2) S = Se = 0. (3)
Eftersom Sy = So = 0 har vi att ingen vidare reduktion dr majlig och f 2225 0

sa fel.

Notera att det i exempel 3.7 inte finns nagon sérskild anledning till att
vi sétter p; = w122 + 1 och py = 23 + 1. Eftersom I = (z129 + 1,27 + 1)
och I = (2% + 1,122 + 1) ér exakt samma ideal kunde vi lika girna ha haft
p1 = 22 + 1 och py = z179 + 1 istiillet.

Det verkar vid forsta anblick som att vi har hittat en metod for att avgora
om ett polynom ligger i ett ideal eller inte i situation (iv) men det finns ett
dolt problem med denna metod. Problemet med detta ar att resten vi far
da vi reducerar f med pi,po,...,p, inte dr unik. Som bekant har vi hér att
resten beror av monomordningen men problemet hér ar att resten ocksa beror
av reduktionsordningen. Tyvérr géiller hir &ven att vi kan fa » = 0 med en
reduktionsordning och r # 0 med en annan sa algoritmen kan ge falska negativa
utslag.

LAt oss besdka exempel 3.7 igen men nu sétta p; = 23+ 1 och py = x122 + 1
istéllet.

Exempel 3.8. Ldt I C Q[(z1,22)] med I = (z? + 1,122 + 1). Vi vill avgéra
om féljande polynom ligger i idealet: f = xize + 1123 + 11 + T2

Vi genomfor algoritmen for f = xtxo + 2103 + 21 + 12, pr = 22 + 7, Py =
z179 + 1. (1) Vi anvinder polynomordningen degrevlex. (2) Vi har lt(py) = x3
och lt(ps) = w129 och dirmed har vi Sy = {x2x2} respektive Sy = {x3xq, m123}.
(3) Eftersom S1,Sa # 0 har vi (4) S; = Sy och vilket ger t = x3xs. Vi genomfor

reduktionen: ;

f*:f*lt(Tl)pl:

2
Tr{x
2 2 152/ 2
=zixe + 125 + 1 + T2 — 2 (z1+1) =
1

2 2 2
=x]%2 + 125 + X1 + T2 — X]T2 — X2 =
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= mlm% +x1

(5) Vi upprepar nu frin (2) med f* istillet for f. (2) Sy =0, Sa = {z123}.
(3) Eftersom Sy # 0 har vi (4) S; = So vilket ger t = x123. Vi genomfér nu
reduktionen.:

t
== —=pa =
It(p2)
2
1T
= w2+ — ! 2(z1we +1) =
T1T2

= z1x§ + 1 —xlxg — Ty =
Ty — T2

(5) Vi upprepar nu fran (2) med f** istallet for f*. (2) S1 = So = 0. (3)
Eftersom Sy = S = 0 har vi att ingen vidare reduktion dr méjlig och f 2222

1 — Xy men vi sdg i exempel 3.7 att f € 1.
Vi saknar nagot, och detta nagot dr Grobnerbaser.

Definition 3.9 (Grébmerbas). Lat K[zy,..,2,] vara en polynomring och lat
I vara ett ideal till K|z, ...,xy]. Vi definierar I(I) som idealet som gener-
eras av de ledande monomen hos elementen i I, dvs I(I) = (Im(f) : f € I).
En mdngd G = {q1,92, .., gn} som genererar I kallas en Grébnerbas till I om

(Im(g1),lm(g2), ..., Im(gn)) = UI(I)

En Grobnerbas G ar alltsa en méngd flervariabelpolynom som genererar ett
ideal I och det visar sig att Grobnerbaser har foljande fina egenskap. Om vi
forsoker reducera ett polynom f med polynomen i G ar resten oberoende av
reduktionsordningen. Sa om vi, givet ett ideal I, kan hitta en Grobnerbas till
I sé kan vi genomféra algoritmen ovan for att avgéra om f € I och vi kommer
inte fa nagra falska negativa utslag.

For att hitta en Grobnerbas till ett givet ideal anvander vi Buchbergeralgo-
ritmen. Innan vi skisserar denna algoritm behover vi definiera S-polynom.

Definition 3.10 (S-polynom). Lat p;,p; vara polynom. S-polynomet av p; och
pj. Sij, definieras

lem(It(p:), 1t(py))  lem(lt(pa), lt(p;))
i) i)

dar lem(a,b) dr den minsta gemensamma multipeln av a och b.

Sij =

Eftersom S; ; &r en linjarkombination av p; och p; har vi att om p;,p; € 1
sa S;; € I. Vi ar nu redo att presentera Buchbergeralgoritmen.

(1) Lat I = (p; : p; € G) ddr G = {p1,p2,...,pn} och lat > vara nagon
godtagbar monomordning.

(2) Lat L = {(1,2),(1,3),...(1,n — 1),(1,n),(2,3),(2,4)...,(n — 1,n)} vara
méngden av heltalspar fran 1 till n.
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(3) Ta bort ett element (i, j) fran L och berékna S, ; for p;, p;. Reducera S, ;
med elementen i G' och lat r; ; beteckna resten.

(4a) Om 75 ; = 0 gor inget.

(4b) Om 7;; # 0 och G innehaller n element, lat p, 11 = r;; och lagg ppi1 i
G. Lagg darefter till heltalsparen (1,n +1),(2,n+1),....,(n,n+ 1) i L.

(5a) Om L # (), upprepa fran (3).
(5b) Om L = () ar G en grobnerbas till 1.
Vi aterbesoker idealet i exempel 3.8 en sista gang.

Exempel 3.9. Ldit I = (23 + 1,z1209 + 1). Vi vill hitta en Grébnerbas till 1.

Vi genomfor Buchbergers algoritm pa polynomen som genererar I. Stegen
markeras med motsvarande siffra. (1) Vi anvinder degrevlex och har G = {z% +
Lymaze + 1}, (2) L ={(1,2)}. (8) Vi tar bort (1,2) fran L, vilket ger L = 0),
och berdknar S12 for p1, pa:

_ lem(lt(p1),1t(p2)) ~ lem(It(p1), lt(p2))

S1o = —
b2 lt(p1) n It(p2) 2
2 2
LEllL'Q 2 J?ll‘g
P (1 +1) x1x2($1xz+ )

2 2
=T|Ty + 2o — ]2 — X1 =
= T2 — T

Vi reducerar S12 med p1, pa. Vi far att ingen reduktion dr mojlig och ri2 =
wy — x1. (4b) Vi ligger till 112 i G och fir G = {23 + 1,z1209 + 1,29 — 71}
respektive L = {(1,3),(2,3)}. (5a) Eftersom L # 0 (3) tar vi bort (1,3) fran L
vilket ger L = {(2,3)} och berdknar S13 for p1, ps:

lem(22, —xl)( lem(22, —1)

x%—i—l)— (xg — 1) =

Ty —X1
2 2
T T
1,2 1
=—(@i+1)— —(r2—11) =
St ) - @ )
1
2 2
=zi+1+z100 — 2] =
:I1172—|—1

Vi reducerar S1.3 med p1, p2, p3. Vi far att (4a) ri3 = 0 och ligger dirfor
inte till nagot i G. (5a) Eftersom L # 0 (8) tar vi bort (2,3) fran L, vilket ger
L =0, och beriknar Sa3 for pe, ps:

T1T2,T

! (561262 + ].) —
ZT1T2 —I

T1x2,T1

5273 = ($2 - xl) -
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=220+ 1+ zo(x0 —271) =
:x1$2+1+$§ — 1Ty =
=241
Vi reducerar Sa 3 med pi, p2, p3. Vi far att ingen vidare reduktion dr mdjlig
ochres =x3+1. (4b) Viligger till a3 i G och fir G = {x? + 1,212 + 1,29 —
w1, 25 + 1} respektive L = {(1,4),(2,4),(3,4)}. (5a) Eftersom L # 0 (3) tar vi
bort (1,4) fran L, vilket ger L = {(2,4), (3,4)}, och berdknar S1,4 for p1, pa:

2,2 2,2
LT, 2 L1Ta 2
51,4: 5 (.131—|-1)— ) (x2+1) =
T
1 2
2 2 2 2.2 2
=T %3 + T3 — Xy — T =
= a3 — ]

Vi reducerar S1.4 med pi, p2, ps, pa och far (4a) r14 = 0 och ldgger ddrfér
inte till nagot © G. (5a) Eftersom L # 0 (3) tar vi bort (2,4) fran L, vilket ger
L =1{(3,4)}, och beriknar Sa4 for pe, pa:

2 2
T1T5 T1Ty , o
Soq = +1)— 11) =
9.4 P (z122 ) o (x5 )

= xlxg + X0 — x%xg — X =
=T2— T
Vi reducerar Saa med pi, p2, ps, pa och far (4a) roa = 0 och ldgger ddrfor
inte till nagot i G. (5a) Eftersom L # 0 (8) tar vi bort (3,4) fran L, vilket ger
L =0, och berdknar Ss.4 for ps, pa:

2 2
2 1‘1.2?2 2
— - —= +1)=

—1 (@2 =a1) x3 (w2 +1)

= —22(xy —x1) — 1125 —T) =
_ .3 2 2 _
= —X5 +T1T5 — X125 — X1 =
= —l‘g — T
Vi reducerar Ss 4 med p1, p2, ps, pa och far (5a) r3 4 = 0 och lagger dérfor inte
till ndgot i G. (5b) Eftersom L = () dr vi klara och G = {23 + 1, 2122 + 1,22 —
x1,23 + 1} Gr en Grébnerbas till I.

I exemplet ovan genereras I av tva polynom men trots detta far vi en extremt
lang berdkningsprocess for att hitta en Grébnerbas. Senare kommer vi att
jobba med ett ideal som genereras av 256 polynom. Visserligen kommer vi att
kunna gora vissa forenklingar i berdkningarna tack vare att det ar ett ideal 6ver
Zs|x] men det kravs fortfranade en stor méngd berikningskraft {or att hitta en
Grobnerbas till det gillande idealet. Detta &r inte en berikning som kommer
att kunna goras for hand utan nagot som maste goras med dator. Se appendix
for kod.

Sats 3 (Svag Nullstellensatz [2, Theorem 2.3.8]). Under forutsattning att z¥ —
zi el fori=1,2,...n sa gdller V(I) =0 omm 1 €I dir I C Zy[x1, T2, ..., Ty]
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4 Modellering

Det finns flera olika sétt att modellera reglerna fér shidoku men i det som foljer
kommer vi bara dgna oss at modellering i Zs[x]. Modelleringen foljer till viss
del den booleanska modelleringen av shidoku i Arnold et al. (2010) [1] med
vissa modifikationer eftersom vi arbetar i polynomringen Zs[x].

4.1 Modellering av shidoku i Z,

Till varje cell i shidokunétet infor vi variabeln z,, , dar m refererar till cellens
rad och n refererar till cellens kolumn enligt figur 4.

X1,1 X1,2 X1,3 X14
X2,1 X2,2 X23 X2,4
X3,1 X3,2 X33 X34
X4,1 X4,2 X4,3 X4,4

Figur 4: Shidokunét med cellernas variabler markerade
For varje m =1,2,3,4 och n =1,2,3,4 har vi:

, eller

, eller
Tm,n =
, eller

= W N =

Men eftersom vi vill modellera reglerna for shidoku i Zs[x] kan vi bara jobba
med de tva elementen 0 och 1 sa for varje cell, z, ,, infor vi fyra variabler ., n 1,
Trmon,2s Tmon,3, Tm,on,a fOr vilka géller:

1’ eller
Y O

Mer specifikt har vi att 2, n; = 1 om x,, , =% och z,, ,; = 0 annars. Detta
kriterium kan modelleras med ekvationen nedan for varje ,, ,, ;, totalt 4-4-4 =
64 stycken:

xgn,n,i — Tmn,i = 0 (1)
Dessa ekvationer kan vid forsta anblick verka redundanta eftersom de bara sager
oss att vi for varje variabel x,, . ; har att z,,,,; = 0 eller ., ,; = 1 vilket vi
redan kan sluta oss till i kraft av att 0 och 1 ar de enda elementen i Zs. Men vi
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kommer se att dessa ekvationer faktiskt &r helt nédvandiga for oss néar det &ar
dags att besvara fragestéallningen.

Med dessa variabler pa plats kan vi borja modellera reglerna fér shidoku.
Specifikt &r det foljande tva regler som ska modelleras:

(i) Exakt en av siffrorna 1-4 ska forekomma i en och samma cell.

(ii) Var och en av siffrorna 1-4 ska forekomma exakt en gang i en och samma
region.

(i) Exakt en siffra i varje cell

Denna regel kan delas upp i tva delkriterier, ndmligen att atminstone en av
siffrorna 1-4 ska forekomma i varje cell och att det inte ska forekomma mer
an en siffra i nagon cell. For att garantera forekomsten av atminsone en siffra
behéver vi for varje cell x,, ,,, totalt 4 - 4 = 16 ekvationer:

4
> Tmni—1=0 (2)
i=1

Denna ekvation garanterar att minst en av de fyra variablerna ar lika med 1,
och dérmed att cellen fylls av minst en av siffrorna 1-4, och utesluter ocksa att
ett jamnt antal av variablerna ar lika med 1.

Bevis. Antag att 2p av variablerna for nagon cell z,,, &r lika med 1, sig
Tmonl = Tmnp2 = ... = Tm.n,2p, Med p € N. Vi har da:

4

me,m—1:2p—152 —1=21+#0
i=1

O

Men (2) utesluter inte att ett udda antal av de fyra variablerna ar lika med
1. Det ar inga problem med att en variabel kan vara lika med 1, snarare tvartom
vill vi att en av variablerna ska kunna vara lika med 1, men vi maste utesluta
att tre av variablerna kan vara lika med 1 och det gor som sagt inte (2). Beakta
foljande. Antag att T, niy = Tmonis = Tmon,is = 1 fOr nagra iy, € {1,2,3,4}
och nagon cell z, ,,. Vi har da:

4
> Tmmi—1=14141-1=2=,0
i=1

For att utesluta mojligheten att fler &n en av variablerna &r lika med 1 infor vi
for varje cell z,y, ,, totalt 4 - 4 = 16 stycken, f6ljande ekvation:

3

Z Tm,n,iTm,mn,j = 0 (3)

i=1,j=i+1
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Notera att produkten av varje parkombination av variablerna férekommer exakt
en gang i summan. Antag nu, som ovan, att Tm, n.i; = Tm,n,is = Tm,n,is = 1 for
nagon cell z,, ,. Av konstruktion kommer precis 2) av summans termer vara
lika med 1. Sa vi far:

3

3
Z Tmon,iTmmn,g = 1" (2) =3=21#0

i=1,5=i+1

Sa (3) utesluter att tre av variablerna &r lika med 1. Tillsammans garanterar
(2) och (3) att exakt en av T n.1; Tm.n,2, Tmon,3, Tmon,a ar lika med 1 for varje
cell Ty -

(ii) Exakt en forekomst av varje siffra i varje region

Eftersom (2) och (3) garanterar att varje cell fylls av exakt en siffra racker
det att utesluta att samma siffra forekommer tva ganger i samma region for att
garantera att varje region innehaller alla siffror 1-4 exakt en gang.

Sa for varje par av celler, z,, ,, och zj;, som ligger i samma region infor vi
de fyra ekvationerna:

Tmn,1Tkl,1 = 0
Tm,n,2Tk,1,2 = 0 (4)
Tmn,3Tk,1,3 =0
Tmon,a%ii4 =0

Dessa fyra ekvationer utesluter att tva celler i ssmma region innehaller samma
siffra. Fragan &r bara hur manga sadana par som existerar i ett shidoku.

For varje rad existerar (‘21) = 6 och for varje kolumn existerar (‘21) =6
sadana par. De par som aterstar &r de par av celler som ligger i samma box,
men som inte ligger i samma rad eller kolumn. For varje box existerar ocksa
(3) = 6 sadana par men eftersom vi redan rédknat de par som ligger i samma
rad respektive kolumn maste vi rdkna bort dessa. For varje box har vi redan
rdknat 2 par som ligger pa samma rad och 2 par som ligger i samma kolumn
sa i varje rad finns (‘21) — 4 = 2 par som inte redan raknats. Eftersom vi har 4
rader, 4 kolumner respektive 4 boxar far vi totalt 4(6 4+ 6 + 2) = 56 sadana par,
sa totalt har vi 56 uppséttningar av ekvation (4).

Med ekvationerna (1), (2), (3) och (4) modellerar vi precis reglerna for ett
shidoku. Vi har 64 uppséttningar av (1), dvs 64 ekvationer, 16 uppséttningar
av (2), dvs 16 ekvationer, 16 uppséttningar av (3), dvs 16 ekvationer, och 56
uppséttningar av (4), dvs 224 ekvationer. Totalt bestar varat ekvationssystem
alltsa av 64 + 16 + 16 + 224 = 320 ekvationer.

4.2 Modellering av sudoku i Z,

Med modelleringen av shidoku pa plats ar det inget jattekliv att anta att en
analog modellering for sudoku skulle kunna vara lamplig. Precis som med shi-
doku namnger vi cellerna i sudokunétet sa att varje cell tillskrivs en variabel
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X2,1 X2,2 X2,3 X2,4 X2.5 X2,6 X2,7 X2.8 X2,9
X3,1 X32 X33 X34 X3,5 X3.6 X3.7 X3.8 X3,9
X4,1 X4.2 X4.3 X4,4 X4,5 X4.6 X4,7 X438 X4,9
X5.1 X5.2 X53 X5.4 Xs,5 X5.6 Xs5.7 X5,8 X5,9

X6,1 X6,2 X6,3 X6,4 X6.5 X6,6 X6.7 X6.8 X6.9

X7.1 X7,2 X73 X7.4 X7,5 X7.6 X7,7 X7.8 X7,9

X8,1 X8,2 X8,3 X84 X8,5 X8.6 X8,7 X38,8 X8,9

X9,1 X9,2 X9,3 X94 X9,5 X9.6 X9,7 X9.8 X9,9

Figur 5: Sudokunét med cellernas variabler markerade

Zm,n dar m avser raden cellen ligger i och n avser cellens kolumn enligt figur 5.
Lat oss nu testa att extrapolera ekvationerna ovan till ett system med manga
fler variabler. Istéllet for fyra variabler per cell infér vi nio variabler for varje
cell, Ty, i for i =1,2,...,9. Vi har da totalt 9% = 729 variabler for vilka giller:

1, omZpy, =1
Tmn,i =
0, annars

Vilket modelleras, precis som i fallet med shidoku, med foljande ekvation for
varje T, n.i, totalt 9-9-9 = 729:

Toni — Tmni — 1 =0 (5)
(i) Exakt en siffra i varje cell

Om vi rakt av anvander samma ekvationer som i fallet med shidoku har vi
for varje cell ,y, ,, totalt 9-9 = 81 stycken:

9
Z Tm,n,i — 1=0 (6)
=1

8

Z Tm,n,iTm,mn,j = 0 (7)

i=1,j=i+1
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Precis som med shidoku garanterar (6) att det for ett udda antal av ¢ =
1,2,...,9 géller z, ,; = 1 och (7) utesluter att tre av variablerna &r lika med 1.
Fragan dr om detta ar tillrdckligt. Antag att fem av variablerna ar lika med 1,
teX Tmonl = Tmn,2 = Tmn,3 = Tmnd = Tm,n,s = 1. Eftersom alla produkter
av parkombinationer férekommer exakt en gang i summan (7) har vi att exakt

(g) =10 av termerna i (7) &r lika med 1. Vi har da:

8

5
Z Tmn,iTmn,y = 1- (2) =10=20

i=1,j=i+1

Sa (7) utesluter inte att fem av variablerna &ar lika med 1. P& samma sétt
utesluter inte (7) att alla nio variablerna &r lika med 1 eftersom vi da har att
precis () = 36 av termerna i (7) ér lika med 1 sa att vi far:

8

9
Z Tm,n,iTm,m,j = 1- <2> = 36 =9 0

i=1,j=i+1

Déremot utesluter (7) att sju av variablerna &r lika med 1. Detta eftersom vi i
sadant fall har att (;) = 21 av termerna i (7) dr lika med 1 s att vi far:

8

7
Z Tmn,iTmon,j = 1 (2) =21=1#0

i=1,j=i+1

Vi kan utesluta att fem av variablerna ar lika med 1 genom att infora foljande
ekvation for varje cell ,, ,,, totalt 9 -9 = 81 stycken:

6

E Tmn,ilm,n,jTmn,kTmmn,l = 0 (8)
i=1,j=i+1,k=j+1,l=k+1

Notera att (8) innehaller produkten av varje fyr-kombination av variablerna
exakt en géng Antag N Tmon,i, = Tmyn,iz = Tmyn,iz — Tmongs — Tmon,is — 1
med i € {1,2,...,9}. Da kommer exakt (i) =5 av termerna i (8) vara lika med
1 sa vi far:

: 5
Z Tm,n,iTm,n,jTm,n,kTmn,l = 1- <4) =3 =2 1 7é 0

i=1,j=i+1,k=j+1,l=k+1

Sa utesluter (8) att fem av variablerna &r lika med 1. Vi behover dock ytterligare
en ekvation eftersom (8) inte utesluter att alla nio variabler &r lika med 1 ty
beakta foljande. Antag att 1 = Tmn2 = ... = Tmp,o = 1. Vi har da att

precis (3) = 126 av variablerna &r lika med 1 sa vi far:

6

9
§ Tmn,ilm,n,jTmn,kTmmn,l = 1- (4 =126 =2 0
i=1,j=i+1,k=j+1,l=k+1
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Sa inte heller (8) utesluter att samtliga variabler for nagon cell ar lika med 1.
Darfér infor vi for varje cell ,, ,, totalt 9 -9 = 81 stycken, f6ljande ekvation:

9
[Tzmni=0 (9)
=1

Tillsammans garanterar (6), (7), (8) och (9) att @y, = 1 for exakt ett
i=1,2,...,9 for varje cell z, .

(ii) Exakt en forekomst av varje siffra i varje region

Pa samma satt som med shidoku racker det att utesluta att samma siffra
forekommer tva ganger i samma region. Sa for varje par av celler z,, , och xy
som ligger i samma region géller:

Tmn,1Tk11 = 0
Tm,n,2Tk,1,2 = 0
Tmn,3Tk,1,3 =0
Tmon,a%k,i4 =0
Tm,n,5Lk,1,5 = 0 (10)
Tm,n,6Lk,1,6 = 0
Ty, 7Tk,1,7 =0

Tmon8%k,1,8 =0

Tm,n,9Tk,1,9 = 0

Hur manga sadana par existerar i ett sudokunét da? For varje rad existerar
(3) = 36 sadana par och likasa for varje kolumn. Resterande par ir sadana som
ligger i samma box men som inte ligger pa samma rad eller i samma kolumn.
I varje box finns 3 - (‘3) = 3-3 = 9 celler som ocksa ligger pa samma rad
och likasa 9 celler som ocksa ligger i samma kolumn. Sa i varje box finns
(g) —(9+9) = 36 — 18 = 18 par som inte ocksa ligger pa samma rad eller i
samma kolumn. Eftersom vi har 9 rader, 9 kolumner och 9 boxar har vi alltsa
totalt 9 - (36 + 36 + 18) = 810 sadana par.

Med ekvationerna (5), (6), (7), (8), (9) och (10) modellerar vi precis re-
glerna for sudoku. Vi har 729 uppséttningar av (5), dvs 729 ekvationer, 81
uppséttningar av (6), dvs 81 ekvationer, 81 uppsittningar av (7), dvs 81 ek-
vationer, 81 uppséttningar av (8), dvs 81 ekvationer, 81 uppsattningar av (9),
dvs 81 ekvationer och 810 uppséttningar av (10), dvs 9810 = 7290 ekvationer.
Totalt bestar varat ekvationssystem av 729 + 81 + 81 + 81 + 81 + 7290 = 8343

ekvationer.

5 Antal l6sningar

Vi har nu gjort mycket av det grundarbete som behdvs for att besvara den
ursprungliga fragestallningen. Som n&mnt i sektion 3.2 kan variteten till ett
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ideal I = (p1,pa, ..., pn) betraktas som losningsméngden till ekvationssystemet:

p1=0
p2=0
pn:O

Och vi har just sett att shidoku och sudoku kan modelleras som ekvationssystem
dar varje 16sning till ekvationssystemet motsvarar en 16sning givet ett tomt
shidoku- eller sudokunét. Sa vad vi gor nu &r att vi skapar idealen 6ver Zs[x]
for shidoku respektive sudoku och studerar dessa.

Sa hur manga lésningar finns det egentligen till ett sudoku? Den saknade
pusselbiten for att besvara denna fraga &r foljande sats:

Sats 4 (]2, Theorem 3.2.4]). Ldit R = Za[x1,22,...,x,] och I = (23 — z1,23 —
Ty ey T2 — Ty P15 D2y ooy Pm ). Dd gdller att |V (I)| dr precis lika med antalet
monom i R som inte delas av Im(g;) for nagot g; € G dir G dar en Grébnerbas
till I med avseende pa nagon godtagbar monomordning.

Sa om vi kan hitta en Grobnerbas till de ténkta idealen och ta reda pa hur
manga monom i Zs[z] som inte delas av nagot ledande monom i Grébnerbasen
sa har vi varat svar!

Precis som med modelleringen borjar vi har med att forst titta pa den mindre
komplexa strukturen innan vi tar oss an den mer komplexa.

5.1 Antal 16sningar till shidoku
Vi borjar med att skapa det 6nskade idealet I 6ver Zq[x] dir € = (zy,,,) 61

m,n,i=1,2,...,4. Fran ekvation (1) far vi de 64 polynomen:
T = T (11)

for m,n,i=1,2,...,4. Fran ekvation (2) far vi de 16 polynomen:

4
me,n,i -1 (12)
=1

for m,n =1,2,...,4. Fran ekvation (3) far vi de 16 polynomen:

3

Z Tm,n,ilm,n,j (13)

i=1,j=i+1
for m,n =1,2,...,4. Fran ekvation (4) far vi de 224 polynomen:
Tm,n,1Tk,1,1
T T
m,n,2Lk,1,2 (14)

Tm,n,3Tk,1,3

Tm,n,aLk,1,4
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for alla par av celler, 2, ,, och zy;, for vilka géller m =k =1,2,...,4 och n # [,
for alla par for vilka géller n =1 = 1,2,...,4 och m # k, for alla par for vilka
giller [2] = [%] och m # k och n # I respektive fér alla par for vilka géller
[2] =T[%] och m # k och n # L.

Alla dessa polynom légger vi i I och far da ett ideal som genereras av 320
polynom. Notera att antalet 16sningar till ekvationssystemet ar precis lika med
[V(I)]. Eftersom I &r ett ideal 6ver polynomringen Zso[zy, n ;] dir m,n,i =
1,2, ...,4 och polynomen xfnm,i — Tmn,i for myn, 1 =1,2,...,4 ligger i vart ideal
kan vi anvénda sats 4 for att hitta |[V(I)|. Vi behover forst hitta en grobnerbas
till T och dérefter hitta antalet monom i Zg[x] som inte delas av Im(gy) for
nagot g € G, men detta ar tyvérr littare sagt &n gjort.

Nu ar ett bra lige att paminna ldsaren om exempel 3.9 dir vi tog fram
en Grobnerbas till ett ideal 6ver en ring med endast tva variabler, Zs[z1, 2],
som genererades av de tva polynomen z7 + 1 och z722 + 1. Denna till synes
mycket enkla uppgift krdvde en forvanansvért lang berdkningsprocess. Nu har
vi ett ideal 6ver en ring med 64 variabler som genereras av 320 polynom. Detta
ar ingen process som gar att gbra for hand utan maste goras med dator. Se
appendix for kod.!

Det visar sig att detta dr kravande &ven for en dator och koden tar ett par
minuter att exekvera men i slutdndan far vi att det existerar 288 l6sningar till
ett tomt shidokunét, vilket stammer 6verens med resultat storre matematiker
an jag sjalv hittat [1].

Vill vi istéallet titta pa ett partiellt ifyllt shidokunét sa &r det bara att vi
tillfor ytterligare polynom till varat system. Antag till exempel att vi vill veta
hur manga l6sningar som existerar till nétet i figur 6.

Figur 6: Partiellt ifyllt shidokunat

Da lagger vi till de tva polynomen x7 37 — 1 och 223 — 1 och kér koden
med de tva nya polynomen.

LF6r att berikna antalet 16sningar har jag fatt stor hjilp av Samuel Lundqvist att skriva
kod i programmet Macaulay2.
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5.2 Antal losningar till sudoku

Det 6nskade idealet for sudoku bildas analogt med hur det 6nskade idealet for
shidoku bildades i sektion 5.1. Precis pa samma sitt som for shidoku maste
vi hér ocksa forst hitta en Grébnerbas till I och darefter hitta antalet monom
i Zo[x] som inte delas av Im(gx) for nagot gr € G. Néar handledare Samuel
Lundqvist tillfragades om samma kod, modifierad fér sudoku, hade kunnat ge
ett resultat pa hur manga l6sningar som finns till ett tomt sudokunét svarade
han nekande. ”Absolut inte. Kanske om vi vantar 100 ar, och inte for att
exekveringen hade tagit sa lang tid, utan for att vi hade behovt vanta pa mycket
béttre datorer.” Med det sagt finns det metoder att hitta Grobnerbaser pa ett
mer berdkningssparsamt sdtt men teorin som kravs for dessa ligger langt utanfor
omfanget av denna uppsats.

5.3 En kombinatorisk 10sning

Det finns dven andra sitt att hitta antalet 16sningar till ett tomt shidokunét.
Nedan foljer ett satt inspirerat av Taalman (2007) [4].

Lat oss betrakta ett tomt shidokunét och se hur manga mdjligheter som
existerar for var och en av cellerna. Vi anvander samma notation som ovan for
cellnumreringen. For var och en av cellerna x,, ,, géller:

1, eller
2, eller
3, eller
4

Tm,n =

Vi bérjar med att betrakta box 1, dvs cellerna 1 1, 1 2, 2,1 och x2 5. Eftersom
vi &nnu inte placerat nagot alls i vart sudokunét har vi att det finns finns 4
mojliga fyllningar for z;,;. For z; o galler:

x1,2 # 1,1

Sa det finns 3 mojligheter for 1 2. For zo; géller:

T1,1
T F
x1,2

Sa det finns 2 mojligheter for x5 1. For zo o géller:

T1,1
To2 # { T12

2,1

Sa det finns endast en mojlighet for x5 5. Lat oss nu titta pa resten av rad 1.

For x; 3 géller:
)1
x1,3 =
1,2
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Sa det finns 2 mojligheter for 1 3. For zq 4 gller:

T1,1
T4 F § T12

T1,3

Sa det finns endast en mojlighet for z7 4. Lat oss nu titta pa resten av kolumn
1. For x; 3 géller:
T1,1
r13 # {
x1,2

Sa det finns 2 mojligheter for 1 3. Slutligen géller for x; 4:

1,1
T14F { T12
Z1,3
Sé det finns endast en mdjlighet for 1 4. Lat oss kalla ett nat vars forsta box,

forsta rad och forsta kolumn &r ifyllda for ett ordnat shidokunét. Ett mojligt
ordnat nét ges i figur 7. Vi har just konstaterat hur manga mojligheter som finns

Figur 7: Ett ordnat néat

for de relevanta cellerna i ett ordnat nét sa totalt har vi4-3-2-1-2-1-2-1 = 96
ordnade nédt. Harifran undersoker vi hur manga lésningar som existerar givet
ett visst ordnat ndt genom att 16sa shidokut rad for rad fran vénster uppifran.
Eftersom det inte existerar en unik 16sning till shidokut i figur 7 kommer vi
for nagra celler behova fatta ett beslut mellan tva mojliga fyllningar. Nar ett
sadant beslut fattas gor vi en kopia av nétet i vilken den géllande cellen fylls
med den alternativa siffran. Pa sa sétt genererar vi alla mdojliga 16sningar till
det ordnade nétet. Givet det ordnade nétet i figur 7 far vi de tre 16sningarna i
figur 8.

Eftersom vi har 96 méjliga ordnade nét far vi totalt 96 - 3 = 288 mdojliga
shidokulosningar totalt.

Med denna metod har vi lyckats ta reda pa hur manga shidokulGsningar
som existerar pa endast tva sidor, sa varfor har vi 4gnat sa mycket arbete at att
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34@2 34@1 3 a1 ]2

2 1 4 3 2 1 4 3 2 3 4 1
4 3 2 1 4 3 1 2 4 1 2 3
(a) Losning 1 (b) Lésning 2 (c) Losning 3

Figur 8: De tre méjliga l6sningarna. Inringade siffror motsvarar de celler i vilka
ett beslut mellan tva mdojliga fyllningar har fattats.

forsoka bestamma detta antal med Grobnerbaser? Jo, forhoppningen med att
anvanda Grobnerbaser var att extrapolera processen fran den simpla strukturen
i shidoku till det mer komplicerade systemet sudoku, och kanske till och med
vidare till det &nnu mer komplicerade fallet dér nétet bestar av 16 x 16 celler.

Denna kombinatoriska l6sningsmetod dar vi med brute force tar reda pa
hur manga l6sningar som existerar fungerar utmérkt nar vi tillampar den pa
shidoku men inte fullt lika bra da vi tillampar den pa shidoku. Lat oss testa
samma metod pa sudoku. For sudoku existerar det 9! - 6! - 6! = 188116992000
ordnade nét. Ett exempel pa ett sadant nét ges i figur 9.

Figur 9: Ett ordnat sudokunit
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Men hur ska vi bara oss at nu? For cell z 4 har vi foljande mdjligheter:

1, eller
2, eller
3, eller
7, eller
8, eller
9

T24 =

Eftersom det finns sex olika mdojliga fyllningar maste vi skapa sex kopior av
nétet i figur 9. Men sen finns det fem mojligheter for x5 5 sa da maste vi gora
fem kopior av alla sex kopior och pa den vigen fortsitter det. Vi far véldigt
snabbt en valdig massa sudokun att 16sa for att ta reda pa antalet 16sningar.

Att metoden fungerar sa bra for shidoku ar pa grund av en intressant egen-
skap som shidokunétet, men inte sudokunétet, besitter. Om vi betraktar en box
i ett shidoku har vi tva rader och tva kolumner. Lat oss anta att vi vill placera
siffran 1 1 denna box. Om 1 inte kan vara i den forsta raden sa maste 1 vara i
den andra och vice versa. Detsamma géller for kolumnerna. Om 1 inte kan vara
i den forsta kolumnen sa maste 1 vara i den andra och vice versa. For sudoku
galler inte detta. Om vi har betraktar en box har vi tre rader och tre kolumner.
Om vi vill placera siffran 1 i nagon given box och vet att 1 inte kan vara i den
forsta raden sa finns det nu tva mojligheter vad géller raden som 1 kan vara i. Vi
kan placera ettan antingen i den andra raden eller i den tredje. Och detsamma
géller for kolumnerna! Dar vi i fallet med shidoku endast har en mdjlig placer-
ing av ettan i den givna boxen har vi har 8 mojliga placeringar. Komplexiteten
Okar markant och det blir mycket svarare att hitta antalet 16sningar med denna
kombinatoriska brute force berdkning.

Om vi anvinder Grobnerbaser sa har vi en algoritmisk metod for att berdkna
antalet 16sningar till ett sudoku som fungerar i teorin, &ven om vi i praktiken
behover vanta i 100 ar pa svaret.
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Appendix

R=2Z/2[x_{1,1,1}..x_{4,4,4}]
gens R

-- Polynom fran ekvation (1)
Jfield=ideal (apply(gens R,i->i"2+i))

—-— Polynom fran ekvation (2)
Jcell=ideal O_R;
for m from 1 to 4 do (
for n from 1 to 4 do (
Jcell=Jcell+((sum for i from 1 to 4 list x_{m,n,i}) + 1)
);
);

—-- Polynom fran ekvation (3)
Jcell’=ideal (O_R);
for m from 1 to 4 do (
for n from 1 to 4 do (
s = 0;
for i from 1 to 3 do (
for k from i+1 to 4 do (
s =s + x_{m,n,i}*x_{m,n,k};
);
);
Jcell’=Jcell’+ideal (s);
);
);

—-— Polynom fran ekvation (4) foér radregionerna
Jrow = ideal (O_R);
for m from 1 to 4 do (
for i from 1 to 4 do (
for n from 1 to 3 do (
for 1 from n+1 to 4 do (
Jrow=Jrow+x_{m,n,i}*x_{m,1,i};
);
);
);
);

#Jrow_*-1
-- Polynom fran ekvation (4) foér kolumnregionerna

Jcol = ideal (O_R);
for 1 from 1 to 4 do (
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for i from 1 to 4 do (
for m from 1 to 3 do (
for k from m+1 to 4 do (
Jcol=Jcol+x_{m,1,i}*x_{k,1,i};
);
);
);
);
#Jcol_x-1

-- Mall for polynomen fran ekvation (4) for boxregionerna
idealFromBox = (i,j) -> (
I = ideal (O_R);
L ={};
for k from i to i + 1 do (
for h from j to j + 1 do (
L = append(L,{k,h});
)
)3

--Bildar parlistan av L
PL = subsets(L,2);
for p in PL do (
for i from 1 to 4 do (
I=I+x_(p#0 | {i}) * x_(p#1 | {i});
);
);
return I;
)3
-- Polynom fran ekvation (4) for boxregionerna
Jbox = idealFromBox(1,1) + idealFromBox(1,3) + idealFromBox(3,1) +
idealFromBox(3,3);

-- Idealet som bestdr av samtliga polynom
I=Jfield + Jcell + Jcell’ + Jrow + Jcol + Jbox;

-- Berdknar Grobnerbasen (tar lite tid)
listGB= flatten entries gens gb I;

—-Visar Grobnerbasen faktoriserad
netList apply(listGB,factor)

--De ledande termerna i Grdbnerbasen (som &r generatorer till LM(I))
1GB=ideal leadTerm ideal gens gb I;
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--Har réknar vi antalet ledande termer i polynomringen som inte
ligger i LM(I)
sum for i from O to 10 list hilbertFunction(i,1GB)

—--Hdr &r ett forstk att berdkna prod_i(f_i+1) + 1, men den terminerar
inte ens nér vi gor det for den forsta gruppen av ekvationer.
S=R/Ifield;

KS = sub(Jcell,S) + sub(Jcell’,S) + sub(Jrow,S) + sub(Jcol,S) +
sub(Ibox,S);

1istGBS = flatten entries gens gb KS;

fJcell =1_8S;

for i in ((sub(Jcell,S))_x*) do (
fJcell = fJcell * (i+1);
print £JCell;
);
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