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Abstract

This paper presents and formulates key concepts and theorems in game
theory. Thereafter, these concepts and theorems are applied to three different
strategic games with military themes, this is to show how strategic games can
help us understand military conflicts at a strategic level.

The focus of the paper is mainly on utility functions, strategic games,
and Nash equilibrium. The paper examines both pure and mixed strategies
and the differences between these. Within the framework, the Nash Theorem
is formulated and proven, the theorem declares under what conditions it is
possible to find a Nash equilibrium. A Nash equilibrium is a situation in a
strategic game where a player has nothing to win by changing his strategy in
case no other player changes their strategy.

In the paper, two strategic games are formulated to exemplify the game
theoretic concepts. These games are Prisoners Dilemma and Matching Pen-
nies.

The military application is made with three games: The Arms Race, The
War of Attrition, and a version of Contribution to a public good. Nash equili-
bria are investigated in these games. One conclusion is that game theory can
help us illustrate military dilemmas. However, military situations are often
complex and therefore, it is difficult to embrace all different preferences and
quantify different results to a utility function that should represent different
results in a military conflict. Instead, the games presented are overly simplified

and do not provide much assistance in military decision-making.



Sammanfattning

Detta arbete presenterar och formulerar grundlédggande spelteoretiska be-
grepp och satser. Dessa begrepp och satser appliceras sedan pa tre olika stra-
tegiska spel med militér tillimpning, detta for att pavisa hur strategiska spel
kan hjilpa oss att forsta militdra konflikter pa en militarstrategisk niva.

Fokuset ligger framforallt pa payoff-funktioner, strategiska spel och Nash-
jamvikter. Bade rena och blandade strategier presenteras och skillnaderna
mellan dessa. Inom ramen for arbetet formuleras och bevisas &ven Nashs sats
som utvisar under vilka férutsidttningar det gar att finna en Nash-jamvikt i
ett strategiskt spel. En Nash-jamvikt &r en situation i ett strategiskt spel dar
ingen spelare har nagonting att vinna pa att ensamt forandra sin strategi eller
handling.

I texten nyttjas och formuleras spelen Fangarnas dilemma och Krona eller
klave for att exemplifiera de spelteoretiska begreppen.

Den militara tillampningen gors med hjalp av spelen The Arms Race, The
War of Attrition och en variant pa spelet Contribution to a public good. For-
mulering och undersokning av Nash-jamvikter i dessa spel gors. Slutsatserna
ar att spelteori kan hjélpa oss att belysa militdra dilemman, men militara si-
tuationer pa strategisk niva ar oftast vildigt komplexa och darfor ar det svart
att i ett spel beakta alla olika preferenser och kvantifiera olika utfall till en
payoff (ett virde) som ska representera olika utfall i spelet och i en viapnad
konflikt. Spelen som presenteras blir istédllet forenklade och ddrmed &r det

svart for dessa spel att bidra till beslutsfattande pa militarstrategisk niva.
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1 Introduktion

1.1 Bakgrund

I alla tider har vi manniskor sysslat med olika former av spel och lekar dar olika
personers viljor och preferenser varit i konflikt med varandra. Men aven storpolitik,
ekonomi och sociala fenomen kan betraktas som spel dér olika beslutsfattares viljor
kan beskrivas som preferenser och olika utfall ger olika stor utbetalning eller payoff.
Spelteori ar enkelt forklarat teorin om hur vi kan formulera spel dér alla spelare vill
optimera sina resultat, skillnaden gentemot "vanlig” optimering &dr saledes att det
finns minst en tankande motspelare som ocksa vill fa sa bra payoff som majligt.
Spelteori kan tillampas pa en méangd olika omraden. Krig ar ett omrade dar olika
lander eller intressegrupper har olika preferenser och saledes kan militara konflikter
betraktas som strategiska spel. Olika politiska aktoérer i krig har olika preferenser
och mal, samtidigt kravs manga olika beslut vilka forhoppningsvis leder fram till
att beslutsfattaren far det utfall som 6nskas och darigenom maximal utbetalning.
I detta arbete tillampas spelteori pa militdrstrategiska problem, dar grundldggande
spelteori forsoker forklara och undersoka tre militarstrategiska problem. Syftet ar att
visa pa hur strategiska spel kan hjilpa oss att forsta militdra konflikter pa strategisk

krigforingsniva.

1.2 Arbetets struktur

Arbetet dr strukturerat pa foljande satt.

Inledningsvis presenteras ett antal grundldggande begrepp kopplat till spelteori
och tva motiverande exempel pa spelteori presenteras: Fangarnas dilemma och Kro-
na eller klave. Dessa spel aterkommer under arbetets gang for att exemplifiera det
som beskrivs.

Dérefter formuleras bésta respons-funktioner och med hjalp av dessa formuleras
Nash-jamvikter. En Nash-jamvikt ar en situation i ett strategiskt spel dar ingen
spelare har nagonting att vinna pa ett ensamt byta strategi. Har konstateras édven att
det i vissa spel inte gar att finna nagra Nash-jamvikter om inte blandade strategier
tillats.

Déarnést presenteras blandade strategier, dar spelarna véljer en sannolikhetsfunk-
tion istéllet for en faststalld handling. Efter presentationen av blandade strategier

formuleras och bevisas Nashs sats med hjéalp av Kakutanis fixpunktssats. Om villko-



ren for Nashs sats ar uppfyllda i ett strategiskt spel gar att finna en Nash-jamvikt i
spelet. I denna del av arbetet formuleras och illustreras &ven Brouwers fixpunktssats.

Slutligen appliceras spelteorin pa tre militarstrategiska spel dér vi forsoker forsta
dessa och finna Nash-jamvikter. I detta kapitel diskuteras dven hur vil dessa spel

representerar verkligheten.



2 Matematisk spelteori

2.1 Grundlaggande begrepp

I grund och botten bestar spelteori av olika modeller vilka med olika grad av kom-
plexitet forsoker beskriva hur personer fattar beslut i givna sa kallade spel. Till
skillnad fran att endast optimera och finna den basta losningen utifran givna in-
gangsvarden behover man ta hansyn till fler aspekter néir spel betraktas (Varian
1992, 5.259). Alla spelare i spelet vill utifran sina val fa sd gynnsamma utfall som
mojligt, utifran deras preferenser. De olika spelarna kallas ofta beslutsfattare och
med hjilp av spelteori kan ekonomiska, politiska och sociala fenomen belysas och
forstas (Osborne 2009, s.1-2).

I detta arbetet koncentrerar vi oss pa strategiska spel. Ett strategiskt spel bestar
av ett antal beslutsfattare (spelare), som alla har ett antal olika handlingsalternativ
och preferenser 6ver vilka handlingsprofiler som foredras 6ver varandra. Handlings-
profilerna ar samtliga kombinationer av handlingar vilka kan intriffa da spelarna
véljer sina respektive handlingar. (Osborne 2009, s.13). Strategiska spel kommer att
undersOkas och definieras senare i detta kapitel.

Innan vi kan gé in pa nagra enkla exempel pa strategiska spel behéver tre viktiga
begrepp introduceras: preferensrelationer, payoff-funktioner, och strategiska spel.

Preferensrelationer beskriver vilka utfall av olika handlingar vi féredrar framfor
andra utfall och payoff-funktioner representerar dessa preferenser med véirden. Att
vi definierar vad vi menar med ett strategiskt spel ér en forutsattning for att vi ska

kunna formulera olika spel. Men forst behover vi inféra notationen handlingsméngd.

Notation 2.1. For att kunna undersoka preferenser och vad som féredras behover
vi en mangd av objekt som vi kan vardera. I detta arbete kallar vi denna mangd
for handlingsméangd och vi betecknar den med A. De tillgangliga alternativen kal-
lar vi for handlingsalternativ. En handlingsméngd ar méangden av de tillgdngliga
handlingarna en spelare eller person kan nyttja i ett spel eller en situation. Hand-
lingsméngden kan vara i princip vad som helst som nagon beslutsfattare kan vélja
mellan, exempelvis tre olika efterritter eller bocker i en bokhylla. Men handlings-
méangden kan dven vara de reella talen, exempelvis A = R eller A = R".

Ett exempel pa en handlingsmangd ar A = {a, b, ¢}, dar a,b, ¢ dr de olika hand-
lingsalternativ som nagon beslutsfattare kan véalja mellan.

Med A; menas mangden av handlingsalternativ som den forsta personen i ett

spel eller en situation kan vélja mellan.



Med A; menas nagon person, :s, tillgdngliga handlingsalternativ i en situations

eller ett spel. Vi kallar A; for spelare i:s handlingsmangd.

2.1.1 Preferensrelationer

Definition 2.1. (Varian 1992, 5.94-95). En Preferensrelation >, pa en handlings-

méangd A, ar en relation som ar:
Fullstandig: For alla a,b € A ar a = b eller b = a eller bada.
Reflexiv: For alla a € A sa giller att a > a.
Transitiv: For alla a,b,c € A. Om a = b och b > ¢, s kommer a = c.

Nar vi skriver a >~ b menar vi att handlingsalternativ a anses vara ar minst lika
bra som handlingsalternativ b.

Om a = b och b > a kallar vi handlingsalternativ a och b for ekvivalenta och
skriver a ~ b.

Om a > b och inte a ~ b sdger vi att "a strikt foredras fore b” och skriver a > b.

Om vi skriver att =;, ~; eller >=; beskriver vi spelare 7 eller den i:te personens

preferenser.

Exempel: For att exemplifiera preferensrelationer och handlingsméngder tittar

vi pa en persons val av efterratt, vi kallar personen for person i. Om person i ska
vélja vilken efterritt hen ska éta ikvéill och kan véilja mellan Creme brilée, Kladd-
kaka och Vattenmelon kan detta stéllas upp som en preferensrelation. Vi sdger att
i = {Créme brilée, Kladdkaka, Vattenmelon}. A; ar alltsd méngden av tillgAngli-
ga efterrdttsval for person i. Person i foredrar Créme brilée eller Kladdkaka fore
Vattenmelon. Preferensmassigt anser person i att Créme brilée och Kladdkaka ar
likvardiga. Detta kan beskrivas med hjalp av en preferensrelation och vi kan skriva

Creme brilée ~; Kladdkaka =; Vattenmelon.

2.1.2 Payoff-funktioner

Néara sammankopplat med preferensrelationer ar payoff-funktioner. En payoff-funktion
beskriver vilken payoff, det vill sdga konsekvens eller utbetalning, som respekti-

ve handlingsalternativ ger. Exemplet med efterrdtterna ovan kan beskrivas som en
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payoff-funktion dér vardet eller utbetalningen som personen far ér hogre for Creme

brilée och Kladdkaka an for Vattenmelon.

Definition 2.2. (Varian 1992, 5.95). En Payoff-funktion u : A — R &r en funktion

sadan att:

u(a) > u(b) om och endast om a > b, for alla a,b € A.

Med andra ord representerar en payoff-funktion en beslutsfattares preferenser
for handlingar i handlingsméangden A, detta med hjélp av ett reellt tal. En handling
som payoff-massigt representeras av ett hogre virde innebar att handlingen féredras
jamfort med en handling som representeras av ett lagre viarde. Ju hogre payoff desto

mer fordelaktigt dr handlingsalternativet.

Om vi vill undersoka olika personers payoff-funktioner nyttjas notationen u;(a;)
som da ar payoffen som person i erhéller nar handlingsalternativ a; € A; véljs.
Alltsa, w;(a;) > u;(b;) om och endast om beslutsfattare i anser att a; >=; b;, alltsa
foredrar handling a; fore handling b;. Dar a;, b; € A;.

Exempel: Exemplet ar inspirerat av Osborne (2009, s.5). Vi sdtter varden
for de olika efterrédttsalternativen fran exemplet med preferensrelationer. Vi sét-
ter u;(Créme Brilée) = 5, u;(Kladdkaka) = 5 och u;(Vattenmelon) = 3. Saledes
kommer w;(Créme Brilée) = w;(Kladdkaka) > u;(Vattenmelon) vilket da repre-
senterar preferensrelationen Créme brilée ~; Kladdkaka »; Vattenmelon. Vi har da
beskrivit preferensrelationen for efterrattsvalet for person ¢ med hjélp av en payoft-

funktion.

2.1.3 Strategiskt spel

Ett strategiskt spel bestar av ett antal spelare, for varje spelare ett antal moj-
liga handlingar och for varje spelare preferenser for vilka utfall eller handlings-
kombinationer som foredras i spelet. Men for att kunna definiera strategiska spel

behover vi forst definiera produktméangd och handlingsprofil:

Definition 2.3. (Lindahl 2017, s.1) Givet n méngder A;, A,...A,, & produktméng-
den: A, = A; X Ay X ... X A, méngden av alla ordnade n — tipler (ay, as...a,) som

kan bildas genom att vélja a; € Aj,as € As, ..., a, € A,.
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Produktmingden av tva eller flera mangder ar alltsa méangden av alla ordnade
tipler som kan bildas nér elementen fran respektive mangd kombineras. Produkt-

méangden betecknar vi med A, .

Exempel: Vi har méngderna A; = {ay, b1} och Ay = {as, by }. Produktméngden
ar da: A>< = Al X AQ = {(al,ag), (al, bg), (bl,ag), (bl,bz)}.

Om vi nu tanker oss att respektive méngd Ay, A,...A,, ar olika personers hand-
lingsmangder kommer produktméngden Ay att vara mangden av samtliga utfall vi
kan fa nér alla dessa personer, eller spelare som vi kallar dem for vad géller stra-
tegiska spel, valjer sin handling. Endast en tipel a € A, det vill sdga en mojlig

kombination av handlingar, kallar vi for en handlingsprofil.

Notation 2.2. Vi kallar en tipel a i produktméngden, det vill sdga a € Ay, for
en handlingsprofil eller strategiprofil. En handlingsprofil alltsa ett mojligt utfall
som kan upptrada nar samtliga personer véljer ett val ur sin handlingsméngd. Vilken
strategi en spelare véljer likstéller vi med vilken typ av handling spelaren valjer. Vi
kommer framover i arbetet ibland tala om att spelarna véljer handlingar och ibland
att de véljer strategier i strategiska spel.

Exempel: Om vi tittar pa exemplet ovan for produktméngder ar alltsa A; =
{a1, b1} respektive Ay = {ag, by} forsta respektive andra beslutsfattarens handlings-
méngder. Produktmangden A, = A; x Ay = {(a1,a2), (a1,b2), (b1, az), (b1,bs)} ar
méngden av de utfall vi kan fa d&a bada beslutsfattarna véiljer nagot alternativ ur

sin handlingsméngd. En handlingsprofil 4r da nagot utfall, exempelvis (aq, by).

Nu nér vi vet vad produktméngder och handlingsprofiler d&r kan vi definiera

strategiska spel.
Definition 2.4. (Lindahl 2017, s.27). Ett strategiskt spel bestar av:

e en andlig mangd N av spelare, som forutsitts vara minst tva och vi kom-
mer numrera dem 1,2, 3...n vilket innebar att vi kommer identifiera N med

méngden 1,2, 3...n.
o for varje spelare 1 € N en méngd av mojliga handlingsalternativ A;.

« en preferensrelation »=; pa produktméngden
Ay = Ay X Ay x As... X A, for varje spelare i. Det vill séga en preferensrelation

for respektive handlingsprofil for respektive spelare i spelet.
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Om A, ar en dndlig mangd, det vill sdga alla A; ar édndliga, kallar vi spelet for ett

andligt strategiskt spel.

Preferensrelationen >, definieras ofta av payoffen som spelare ¢ erhaller for re-
spektive handlingsprofil. Produktméngden A, = A; x Ay X As... X A, bestar av alla
olika handlingsprofiler som kan upptriada i spelet. Nedan éar en payoff-tabell for ett
strategiskt spel med tva spelare, en payoff-tabell kan vi nyttja for att fa 6verblick
over handlingsprofilerna och payoffen i ett strategiskt spel. I payoff-tabellen ar spe-
lare 1 den spelare som har handlingsmangden A; = (rq, 79, ...1,,) och spelare 2 har
handlingsméngden Ay = (kq, ko, ...k,). Produktméngden dr méngden av alla olika
handlingsprofiler i spelet och varje handlingsprofil, eller mojligt utfall, representeras
av en ruta i payoff-tabellen. Det vill sdga a;; = uq(r;, k;) och ar da forsta spela-
rens payoff ifall spelare 1 spelar sitt handlingsalternativ r; och spelare 2 valjer k;.
(Lindahl 2017, s.28).

Ett exempel pa en handlingsprofil i payoff-tabellen nedan &r (ry,k;) som ger
payoffen: (aq1, 511). Alltsé far spelare 1 payoffen aq; och spelare 2 far payoffen

nar handlingarna ry och k; véljs.

Tabell 1: Payoft-tabell

kl kQ ]{]n
! (0411, 511) (0412, 512) (Oéln, 51n)
79 (04217 521) (0422, 522) (a2n; 5271)
Tm '(;;mla ﬁml) .(B.[‘m% 67%2) (amn7 an)

2.2 Motiverande exempel pa strategiska spel
2.2.1 Fangarnas dilemma

Ett av de mest vilkdnda exemplen pa ett strategiskt spel ar spelet Fangarnas di-
lemma. Spelets beskrivning och uppbyggnad ar fran Osborne (2009, s.14-15).
Spelet utgar ifran tva kriminella som tillsammans begatt flera brott men nu blivit
intagna av polisen, de ska bli forhérda och halls separerade ifran varandra i varsin
cell. Det finns tillracklig bevisning for att doma bada tva till ett fatal ar i fangelse

men inte tillracklig bevisning for att doma nagon av dem for de vérsta brotten som
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de begatt och darmed for fler ar i fangelse. Spelarna i detta spel ér saledes de tva
fangarna som bada har tva olika handlingsalternativ. Respektive fange kan vélja
mellan att antingen halla tyst och inte berdtta nagonting i forhoren eller sa kan de
vittna for brotten och darigenom séatta dit sin kriminella kollega. Om ingen vittnar
far bada tva ett ars fingelse var. Om den ena fangen vittnar och den andra haller
tyst friges den som vittnar medans den som haller tyst far fyra ars fangelse. Om
bada vittnar pa varandra far de tre ars fingelse var. Vi satter upp spelet pa foljande

Vis:
» Spelare: Tva fangar.

« Handlingsalternativ: Respektive fange kan vilja mellan att vara tyst eller
att vittna. S& A; = {tyst,vittna} och Ay = {tyst,vittna}. Dar A; ar forsta
fangens handlingsmangd och A, ar andra fangens handlingsméngd. Produkt-
mangden, det vill sdga alla mojliga handlingsprofiler eller mojliga utfall i spelet
blir saledes: A, = Ay x Ay = {(tyst, tyst), (tyst, vittna), (vittna, tyst), (vittna, vittna) }.

» Preferensrelationer utifran forsta fangens perspektiv (dar forsta spe-
laren har forsta positionen i respektive handlingsprofil och andra spelaren har

andra positionen):

(vittna, tyst) =1 (tyst,tyst) = (vittna,vittna) =1 (tyst, vittna).

Preferensrelationer utifran andra fangens perspektiv (dér forsta spe-
laren har forsta positionen i respektive handlingsprofil och andra spelaren har

andra positionen):

(tyst,vittna) =4 (tyst,tyst) =o (vittna,vittna) =o (vittna,tyst).

Det som gor situationen till ett strategiskt spel ar att respektive fange inte vet
vad motspelaren, det vill sdga den andra fangen fattar for beslut. Som vi kan notera
ar det basta for respektive fange att sjalv vittna medans den andra fangen &r tyst
och det sdmsta ar att sjilv vara tyst medans den andra fangen vittnar.

Nu ska vi titta pa payoffen for respektive fange for de olika handlingsprofiler-
na i spelet. En enkel specifikation till payoff-funktioner vi kan sédtta upp av pre-
ferensrelationerna i spelet dr att en fange far payoffen 3 om fangen ar ensam om

att vittna och payoffen 0 om den andra fangen vittnar men man sjalv ar tyst.

8



Om bada ar tysta erhaller bada payoffen 2 och om bada véljer att vittna erhal-
ler bada fangarna payoffen 1. Vi far alltsa: uy(vittna, tyst) = 3, uy(tyst,tyst) = 2,
uy (vittna, vittna) = 1 och uy (tyst, vittna) = 0. For fange 2 valjer vi liknande funk-
tioner och far: us(tyst, vittna) = 3, us(tyst,tyst) = 2, us(vittna,vittna) = 1 och
ug(vittna, tyst) = 0. Med hjalp av dessa representationer av respektive handlings-
profil kan vi stalla upp en payoff-tabell for spelet, se tabellen nedan. Precis som
tidigare formulerat, representerar den lodrita kolumnen forsta fangens handlingsal-
ternativ och den vagrita den andra fangens handlingsalternativ. For respektive ut-
fall &r vardena i tabellen payoffen for respektive fange. Exempelvis ér forsta rutans
varden: (uq(tyst,tyst), us(tyst,tyst)) = (2,2).

Tabell 2: Payoff-tabell Fangarnas Dilemma

Tyst | Vittna
Tyst (2,2) | (0,3)
Vittna | (3,0) | (1,1)

Detta exempel kommer aterkomma senare i texten men det vi med enkelhet kan
konstatera ar att om fangarna endast tittar pa sina egna val far respektive fange
alltid hogre payoff av att vittna dn att vara tyst. Samtidigt kan vi konstatera att
deras sammanlagda payoff blir hogst ifall de bada ar tysta, 4, och lagst ifall de bada

vittnar, 2.

2.2.2 Krona eller klave

Ett annat exempel pa ett strategiskt spel ar spelet Krona eller klave. Spelets upp-
byggnad och beskrivning ar fran Osborne (2009, s.19-20). Detta spel gar ut pa att
tva spelare samtidigt ska visa krona eller klave pa ett mynt. Om bada visar samma
sida betalar spelare 2 1 dollar till spelare 1. Om spelarna visar olika sidor ska spe-
lare 1 betala 1 dollar till spelare 2. Respektive spelare bryr sig endast om mangden

pengar hen tillskansar sig. Vi stéller upp spelet pa foljande satt:

o Spelare: Tva spelare.

 Handlingsalternativ: Respektive spelare kan valja mellan att visa krona eller
klave. Sa Ay = {krona, klave} och Ay = {krona, klave}. Dar A; ar forsta spe-
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larens handlingsméngd och A, ér andra spelarens handlingsméngd. Produkt-
mangden, det vill sdga alla mojliga handlingsprofiler eller mojliga utfall i spelet
blir saledes: A, = Ay x Ay = {(krona, krona), (krona, klave), (klave, krona), (klave, klave)}.

o Preferenser: Spelare 1 vill att de ska visa samma sida av myntet och spelare
2 vill att de ska visa olika sidor av myntet. Preferensrelationerna utifran forsta

spelarens perspektiv blir saledes:

(krona, krona) ~q (klave, klave) > (krona, klave) ~; (klave, krona)

Spelare 2 vill att de ska visa olika sidor av myntet. Preferensrelationerna uti-

fran andra spelarens perspektiv blir saledes:

(krona, klave) ~y (klave, krona) =2 (krona, krona) ~o (klave, klave)

Nu ska vi ta fram payoff-funktioner som representerar preferenserna. Vi later
payoff-funktionerna representeras av att spelaren som vinner far payoffen 1 och den
spelare som forlorar far payoffen —1. Alltsa blir payoff-funktionerna for spelare 1:
uy (krona, krona) = uy (klave, klave) = 1 och uy (krona, klave) = uy (klave, krona) =
—1. Payoffen for spelare 2 blir: uy(krona, krona) = wus(klave, klave) = —1 och
ug(krona, klave) = us(klave, krona) = 1. Se nedan dar vi stallt upp en payoff-tabell

for spelet.

Tabell 3: Payoff-tabell Krona eller klave

Krona | Klave
Krona | (1,-1) | (—=1,1)
Klave | (-1,1) | (1,-1)

2.3 Basta respons-funktioner

I ett strategiskt spel ér det av intresse att undersoka vilka handlingar som payoft-
méssigt ar battre eller lika bra, givet att man vet vad motspelarna gor for handlingar.
Med hjélp av den vetskapen gar det ndmligen att ta fram Nash-jamvikter till spelet,
Nash-jamvikter kommer vi att titta pa i ndsta delkapitel. De handlingar som payoft-

massigt ar de basta handlingarna tillhor béasta respons-funktionen for en spelare i
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ett strategiska spel. Bésta respons-funktioner ska vi nu definiera, men forst behover

vi infora en notation.

Notation 2.3. Nar vi vet resterande spelares handlingar nyttjar vi notationen a_;,
dér a_; representerar alla andra spelare, forutom spelare 7:s, handling i ett strategiskt
spel (Osborne 2009, s.35-36). Detta éar standardnotationen for att representera detta.

Exempelvis, om a ar en handlingsprofil i ett strategiskt spel med tre spelare,
alltsa a = (a1,a9,a3) dar a € Ay och a1 € Ay, as € Ay, ag € As. Da kommer
a_1 = (ag, as). Det vill sdga spelare 2 och spelare 3s handlingar ar fixerade men den

forsta spelaren har inte gjort sitt val av handling.

Definition 2.5. (Osborne 2009, s.35-36). Vi kallar B;(a_;) for spelare i:s Bésta

respons-funktion i ett strategiskt spel.

Bi(a_;) ={a; € A; s wi(a;,a_;) > ui(a,a_;) for alla a; € A;}.

Notera att u;(a;, a_;) ar payoffen for spelare i, dar de andra spelarnas handlingar
ar givna som a_;. A; ar som vanligt spelare ¢s handlingsméngd. Vi séger att en

handling som tillhor bésta respons-funktionen ar en bésta respons.

Bésta respons-funktionen bygger alltsa pa att vi vet de andra spelarnas hand-
lingar och varje handling i B;(a_;) ar alltsd minst lika bra och ger minst lika god
payoff som vilket annat tillgangligt handlingsalternativ. S& nar vi kanner till de and-
ra spelarnas handling bestar béasta respons-funktionen av alla de handlingar som ger

bést payoff.

2.3.1 Basta respons-funktioner i Fangarnas dilemma

I Fangarnas dilemma gar det att ta fram bésta respons-funktionen for respektive
fange. Detta gors enklast genom att undersoka payoff-tabellen for spelet, se nedan.
Det vi gor ar att vi finner den bésta responsen for fange 1 for varje handling fange
2 kan gora.

Om fange 2 ar tyst sa kan fange 1 fa payoffen 2 (om fange 1 &ar tyst) eller 3 (om
fange 1 véljer att vittna), dar fange 1 vill ha sa hog payoff som méjligt (eftersom
det enligt tidigare innebér kortare straff). Da véljer fange 1 att vittna da det ger
payoffen 3. Bésta responsen for fange 1 om fange 2 ar tyst ér saledes att vittna. Vi

kan skriva By (tyst) = vittna.
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Om fange 2 véljer att vittna sa kan fange 1 fa payoffen 0 (om fange 1 &r tyst)
eller 1 (om fange 1 véljer att vittna), dar fange 1 vill ha sa hog payoff som mojligt.
Da véljer fange 1 att vittna da det ger payoffen 1. Bésta responsen for fange 1 om
fange 2 véljer att vittna ar siledes vittna. Vi kan skriva B;(vittna) = vittna.

Med exakt samma resonemang kan vi ta fram bésta respons-funktionen for spe-
lare 2. Vi far: By(tyst) = vittna och By (vittna) = vittna.

Tabell 4: Payoft-tabell Fangarnas Dilemma

Tyst | Vittna
Tyst (2,2) | (0,3)
Vittna | (3,0) | (1,1)

2.4 Nash-jamvikt

Det finns olika metoder for att undersoka vilka val eller strategier en spelare gor eller
bor gora i ett strategiskt spel. Att ta fram och undersoka spelets Nash-jamvikter ar
en vanlig metod. En Nash-jamvikt ar enkelt forklarat en situation dar ingen spelare
har nagonting att vinna pa att byta handling om ingen annan spelare ocksa forandrar

sin strategi. Vi borjar med att definiera en Nash-jamvikt.

Definition 2.6. (Osborne 2009, s.22-23). En Nash-jamvikt i ett strategiskt spel
ar en handlingsprofil a* = (aj,as3,...,a’) med egenskapen att, for varje spelare i

coy Uy

och for varje handling a} € A; for spelare 4, ar a* = (a}, a3, ...,a},) minst lika bra,

enligt spelare is preferenser, som handlingsprofilen (a}, a* ;). Dar de andra spelarnas

handlingar ar givna som a*,

; och a representerar vilken handling som helst fran

spelare is handlingsméngd. Ekvivalent med detta ar:

wi(a*) > u;(ab, a* ;) for varje handling a; for varje spelare 1.
K3 K3 .] K3

Dér handlingsprofilen a* = (a}, a3, ..., a’) &r en Nash-jamvikt och u; ar payoffen

som representerar spelare i:s preferenser.

Det finns flera olika satt att motivera och finna Nash-jamvikter. Ett sitt ar med

hjélp av basta respons-funktioner. En Nash-jamvikt ar en situation i ett strategiskt
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spel dar varje spelares handling ar en basta respons av de andra spelarnas handlingar.
Det innebar att sa lange ingen annan byter handling har ingen spelare nagonting

att vinna pa att sjalv byta handling i spelet. Vi staller upp detta som en sats.

Sats 2.1. (Lindahl 2017, s.35).

Handlingsprofilen a* dr en Nash-jamuikt i ett strategiskt spel om och endast om:
a; € Bi(a;) for varje spelare i.

Med andra ord, om vi har en handlingsprofil dar varje spelare is handling &r
en béasta respons, utifran de andra spelarnas handlingar, ar handlingsprofilen en
Nash-jamvikt.

Bevis: (Lindahl 2017, s.35). En Nash-jamvikt a* = (aj, a3, ..., a) karakteriseras
av att for varje spelare ¢ ar dennes handling a; den béasta mojliga tillgéngliga respon-
sen givet att de andra spelarnas handlingar ar a* ;. Darmed tillhor en Nash-jamvikt

* *

a* = (af, a3, ...,a’) basta respons-funktionen for varje spelare. Om varje spelares
handling &r en bésta respons givet ovriga spelares handlingar, innebar det att for
varje spelare dr handlingen minst lika bra som de andra tillgingliga handlingsalter-
nativen, och da ar det en Nash-jamvikt enligt definitionen for vad en Nash-jamvikt

ar. Beviset ar klart.

2.4.1 Finna Nash-jamvikter med hjalp av basta respons-funktioner

En metod fér att finna Nash-jamvikter beskrivs av Osborne (2009, s.37) och det &r

med hjilp av béasta respons-funktioner. Metoden beskrivs enklast i tva steg:

o finn bésta responser for varje spelare. Det vill sdga undersok vilka som &r
de basta handlingsalternativen for varje spelare, givet varje enskilt a_;. Dessa

responser tillskrivs en .

o De handlingsprofiler dér varje spelares handling tillhoér basta respons-funktionen
ar en Nash-jamvikt enligt Sats 2.1. Med andra ord dar samtliga spelares hand-

lingar i en handlingsprofil har tillskrivits med en .

Enligt Sats 2.1. kommer de handlingsprofiler vi identifierar med denna metod att va-
ra Nash-jamvikter eftersom varje spelares handling tillhér béasta respons-funktionen
givet 6vriga spelares handlingar. Nedan fortydligas metoden genom att vi undersoker

forekomsten av Nash-jamvikt i spelet Fangarnas dilemma.
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2.4.2 Nash-jamvikt i FAngarnas dilemma

Nu ska vi ta fram Nash-jamvikter i Fangarnas dilemma. Detta gors med hjalp av
metoden for att finna Nash-jamvikter som omskrevs ovan. I delkapitel 2.3.1 fann vi
bésta respons-funktionen for den ena fangen vid de olika handlingsalternativen som
den andre fangen kunde gora. Vi fann att bésta responsen for fange 1 och for fange
2 var att vittna oavsett vad motspelaren valjer for handling.

I tabellen nedan har de handlingsalternativ som representerar béasta respons-
funktioner for respektive fange fatt en *. Enligt Sats 2.1. ar handlingsprofilen en
Nash-jamvikt da samtliga spelares handling &r en bésta respons av de andra spelar-
nas handlingar. Saledes har vi en Nash-jamvikt dar samtliga spelares handlingsal-
ternativ i tabellen nedan tillskrivits med en x. Med * nedan blir det tydligt att en
Nash-jamvikt gar att finna i spelet da bada fangarna véljer att vittna, sa lange den
ena fangen inte dndrar sin strategi, och alltsa fortsatt véiljer att vittna, kan inte den

andra fangen vinna nagonting pa att sjalv forédndra sin strategi i spelet.

Tabell 5: Nash-jamvikt i Fangarnas Dilemma

Tyst | Vittna
Tyst (2,2) | (0,3%)
Vittna | (3%,0) | (1%, 1%)

2.4.3 Nash-jamvikt i Krona eller klave

Sats 2.2. (Osborne 2009, s.29). Det finns ingen Nash-jamuvikt i spelet Krona eller

klave om inte blandade strategier tillats.

Bevis: Vi undersoker alla fyra mojliga handlingsprofiler i spelet. Vid hand-
lingsprofilerna (Krona, Krona) och (Klave, Klave) vinner spelare 2 pa att by-
ta sida pa myntet. PA samma séitt, vid handlingsprofilerna (Krona, Klave) och
(Klave, Krona) vinner spelare 1 pa att byta handling. Séledes finns det alltid na-
gon spelare som vinner pa att byta vilken sida som visas, alltsa fordndra sin strategi,
och darmed kan det inte existera nagon Nash-jamvikt i spelet, sa som vi hittills har
definierat Nash-jamvikter. For att ta fram Nash-jamvikter i detta spel kravs att vi
tillater blandade strategier. Beviset ar klart.

I néasta delkapitel introducerar vi blandade strategier och Nash-jamvikter for

blandade strategier.
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2.5 Blandade strategier

Som vi konstaterade i slutet av forra delkapitlet gar det inte, sa som vi hittills har
definierat Nash-jamvikter, att finna nagon Nash-jamvikt i spelet Krona eller klave.
Vi ska nu introducera blandade strategier. Blandade strategier gor det exempelvis
mojligt att finna en Nash-jamvikt i spelet Krona eller klave. Vid blandade strate-
gier later vi spelarna vélja en sannolikhetsfunktion istillet for en enda faststalld
handling. Vi tillater att handlingarna valjs slumpmassigt utifran en given sanno-
likhetsfunktion, vilket i praktiken innebér att respektive spelare véljer i hur stor
utstriackning alternativen i handlingsméangden slumpmaéssigt ska véaljas. Men for att
vi ska kunna forsta blandade strategier behover vi inleda med lite grundlaggande

sannolikhetsteori.

2.5.1 Grundliggande sannolikhetsteori

Néar blandade strategier nyttjas véljs handlingen slumpméssigt fran spelarens till-
gangliga handlingsalternativ. Spelarens handlingsalternativ ar utfallsrummet som vi
slumpar ifran. Vi borjar med att definiera utfall, utfallsrum, héndelser och slump-

forsok.

Definition 2.7. (Alm och Britton 2008, s.5-6). Nar ndgonting valjs slumpmaéssigt
kallar vi resultat for ett utfall. Utfallsrummet ar méngden av de mojliga utfall som
kan ske, vi betecknar normalt utfallsrummet med 2. En handelse ér en specificerad
méangd utfall. Darmed kan saval enskilda utfall som hela utfallsrummet betraktas
som héndelser. Ett utfallsrum med andligt eller upprakneligt odndligt manga ut-
fall kallar vi for diskreta utfallsrum medans vi kallar 6vriga for kontinuerliga
utfallsrum.

Enskilda utfall betecknar vi med uq, us, ... och hindelser betecknar vi med ver-
saler A B, ...

Definition 2.8. (Alm och Britton 2008, s.10). Ett slumpforsok ar ett forsok som
resulterar i ett av utfallen i ett utfallsrum, dar man pa forhand inte vet exakt vilket

utfall som kommer att intraffa.

Exempel: Vi genomfor ett slumpforsok genom att dra ett slumpmaéssigt kort
ifran en vanlig 52-korts kortlek. Utfallsrummet &r da samtliga 52 kort som kan dras.
Ett utfall &r nagot av korten, exempelvis "Klover 7”. Ett exempel pa en héndel-
se ar A = {"Klover Ess”, "Klover 27, "Klover 37, ..., "Klover dam”, "Klover Kung”},

det vill sdga den specificerade méangden kort som ar kléver-kort.
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Eftersom vi inte pa forhand vet vilket utfall i utfallsrummet som kommer att
ske beskrivs ett slumpforsok med hjalp av sannolikheterna for varje varje handelse
i utfallsrummet. Det vill siga hur sannolikt ar det att en viss handelse sker. Sanno-

likheten beskriver vi med hjalp av en sannolikhetsfunktion.

Definition 2.9. (Alm och Britton 2008, s.10). En reell funktion, P, &r en sanno-

likhetsfunktion i ett utfallsrum  om:

1. 0 < P(A) <1 for alla handelser A C Q.

2. P(Q) = 1, det vill sdga om exempelvis Q = {uy, us, uz} sa kommer P(uy) +

3. Om ANB =(sdska P(AUB) = P(A) 4+ P(B) for alla A, B C Q.

Om utfallsrummet &r odndligt ersitts tredje villkoret med:
3. Om A;, As, ... &r en oandlig f6ljd dar A; N A; = 0 for alla i # j sa galler
P(URA;) =32, P(A;). Det vill sdga sannolikheten att minst en av handelserna

intraffar dr lika med summan av sannolikheterna for varje enskild héndelse.

En sannolikhetsfunktion ér alltsa en funktion som beskriver hur ofta en viss hén-
delse i utfallsrummet kommer att intraffa. Den vanligaste tolkningen av sannolikhet
ar att, om exempelvis P(B) = 0,4, sa innebér det att om slumpforsoket upprepas
manga ganger kommer den relativa frekvensen for héndelse B, det vill sidga andelen
forsok dar B intraffar, att ligga nara 0,4. (Alm och Britton 2008, s.11).

Exempel: Vi atergar till exemplet med att slumpmaéssigt dra ett kort fran en

52-korts kortlek. Sannolikheten for att ett sérskilt kort dras ar 2. S& exempelvis

52
P("Klover 57) = 2. Vi definierar handelserna A = {"Klover Ess”, "Klover 27,
"Klover 37, ..., "Kléver dam”, "Klover Kung”} och B = {"Hjarter Ess”, "Hjérter 27,
"Hjarter 37, ..., "Hjarter dam”, "Hjarter Kung”}. Det vill sdga hindelse A ar att ett

"Klover-kort” dras och handelse B ar att ett "Hjarter kort” dras. Raknar vi samman
antalet enskilda utfall inom respektive handelse kan vi enkelt komma fram till att
P(A) = P(B) = £ = 1. Att dra ett klover-kort och ett hjirter-kort samtidigt nér
vi endast drar ett kort, ar tva ofdrenliga handelser, det vill siga AN B = (), darfor
kommer P(A U B), det vill sdga sannolikheten att vi drar ett hjdrter-kort eller ett

klsver-kort att vara P(AUB) = P(A)+ P(B) =3+ 1=2=1.
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2.5.2 Blandade strategier

Efter lite grundlaggande sannolikhetsteori kan vi nu definiera vad en blandad strategi
i ett strategiskt spel ar. Nar en blandad strategi nyttjas valjer respektive spelare
en sannolikhetsfunktion pa respektive utfallsrum. Spelares utfallsrum &ar spelarens

handlingsméngd. Spelarens handling véljs sedan genom ett slumpforsok.

Definition 2.10. (Osborne 2009, s.107). En Blandad strategi for en spelare i ett
strategiskt spel ar en sannolikhetsfunktion 6ver spelarens handlingsméangd.

Vi nyttjar notationen « for en blandad strategi. «;(a;) ar da sannolikheten att
spelare i véljer handlingsalternativet a;, enligt dennes blandade strategi «;. Detta

exemplifieras nedan pa spelet Krona eller klave.

Notation 2.4. En blandad strategiprofil, a = («ay,as,...ay,) ar en profil dar
samtliga spelare har valt sin strategi, det vill sdga faststéllt en sannolikhetsfunktion

6ver sin handlingsméngd.

Vi jamfor en blandad strategi med en "ren strategi” (fran engelskans pure strate-
qy), vilket ar det som presenterats tidigare i arbetet. Da viljs istallet ett handlingsal-
ternativ fran handlingsmangden och sannolikheten att den handlingen kommer att

ske sétts till 1. Vi definierar en ren strategi.

Definition 2.11. (Osborne 2009, s.108). Nar en ren strategi nyttjas i ett strate-
giskt spel séatter spelare ¢ sannolikheten att en viss handling, a;, ska valjas till 1.

Detta ar ekvivalent med att spelare is strategi ér att vélja handlingen a;.

Exempel pa en blandad strategi: Vi atergar vi till spelet Krona eller klave.
Vi ska vilja en blandad strategi, det vill sdga en sannolikhetsfunktion 6ver hand-
lingsalternativen. Ett exempel pa en blandad strategi for spelare 1 i Krona eller
klave &r strategin (eller sannolikhetsfunktionen), som vi kallar a;, som séger att
a1 (Krona) = £ och ay(Klave) = 2. Strategin oy siger alltsd att spelare 1 ska vilja

en sannolikhetsfunktion dar sannolikheten att krona véljs satts till % och sannolik-
2
3
ett slumpforsok. Vi kan aven ansédtta en blandad strategi for spelare 2, vi sétter

az(Krona) = 3 och ay(Klave) = 1.

heten att klave viljs satts till £, men valet for respektive spel sker med hjélp av

2.5.3 Forvantad payoff

Nar vi tillater blandade strategier vet vi inte pa forhand exakt vilken handling som

respektive spelare kommer att vélja, utan valet slumpas fram. Det innebér att det
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inte riktigt gar att tala om payoff eftersom payoffen baseras pa vilket utfall som sker.
Déarfor nyttjar vi begreppet forvintad payoff for att pavisa att det dr den payoffen
som vi kan forvanta oss att fa i spelet, baserat pa de olika utfallen som slumpas fram.
Men for att forsta forvantad payoff behover vi forst definiera vad vi menar med en
slumpvariabel och darefter vad en sannolikhetsfunktion fér en diskret slumpvariabel

ar.

Definition 2.12. (Alm och Britton 2008, s.42). En slumpvariabel, X (u), r en
reellviard funktion som &r definierad pa ett utfallsrum . Det vill sdga X : Q@ — R.
Efter att slumpforsoket genomforts sager vi att funktionens vérde for utfallet ar en

observation av slumpvariabeln.

Figur 1 nedan illustrerar en slumpvariabel X och dess tillhérande utfallsrum.

Y W
Q
u
I
=
Figur 1:

[lustration av en slumpvariabel pa ett utfallsrum 2.
(Alm och Britton 2008, s.42).

Slumpvariabler betecknar vi med stora bokstaver och motsvarande observationer
betecknar vi med sma bokstaver. Med hjalp av en slumpvariabel far vi alltsa ett
viarde for utfallet som har skett. u € ) representerar nagot utfall i utfallsrummet

som sedan med hjalp av slumpvariabeln tillskrivs ett reellt virde.

Definition 2.13. (Alm och Britton 2008, s.44). En diskret slumpvariabel ér en
slumpvariabel som endast kan anta édndligt eller upprakneligt oandligt antal varden

T1,T2...Tp.

Definition 2.14. (Alm och Britton 2008, s.44). En sannolikhetsfunktion for en

diskret slumpvariabel, px definieras av:

px(z) := P(X = z) =P(X antar vardet x)

for r =x1, x9...x,.
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Exempel tarningskast: Ett tarningskast ér ett exempel pa en diskret slump-
variabel. Vi later X beteckna antalet 6gon pa térningen. Da géller att X har san-
nolikhetsfunktionen px (k) = % for k =1,2,3,4,5,6 och px(k) = 0 for alla andra k.
(Alm och Britton 2008, s.45).

Exempel godispase: Ett annat exempel vi kan titta pa ar ett foretag som
tillverkar godis, i varje godispase ska det vara 80 stycken godisbitar. Dock inne-
haller inte varje enskild pase exakt 80 bitar utan pasarnas storlek kommer variera
mellan 77 och 83 bitar. Antalet godisbitar Z i en slumpvis vald pase kan beskrivas
med en diskret slumpvariabel med sannolikhetsfunktionen: pz(77) = 0,02, pz(78) =
0,08,p2(79) = 0,20, pz(80) = 0,40, p~(81) = 0,20,pz(82) = 0,08, p~(83) = 0,02.

Nu kan vi ga in pa vintevarde. Ett vantevarde ar enkelt forklarat en storlek pa
en slumpvariabel. Vid framtagandet av vantevardet vags sannolikheten och storleken

pa utfallet in. Vi definierar viantevarde for en diskret slumpvariabel.

Definition 2.15. (Alm och Britton 2008, s.57). Véntevirdet for en diskret slump-

variabel X betecknar vi med E(X) och definieras som:
E(X)=> k-px(k).
k

Dar k representerar vardet for de utfallen som kan ske och px (k) ar sannolikheten
att utfall £k sker.

Exempel tarningskast: Vi berdknar vantevirdet vid ett tdrningskast med en
sexsidig tarning. Den diskreta slumpvariabeln X ar enligt tidigare antalet 6gon pa
tarningen. Sannolikheten for respektive utfall ar py (k) = % for k = 1,2,3,4,5,6.
Vantevérdet blir:

1 1

EX)=Yk-px(k)=1--+2- -+
p 6 6

+3 1+4 1+5 1+6 1—35
6 6 6 6

Notera i exemplet att vinteviardet inte maste vara en del av médngden mojliga utfall,
som i detta fall dar det ar omojligt att sla 3,5 pa en tarning, trots att det ar

vantevirdet vid ett tdrningskast.
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Exempel godispase: Vi kan dven berdkna vantevirdet for godispasen fran
exemplet pa en diskret slumpvariabel. Vi later Z vara antalet godisbitar i pasen
och pz(k) ar sannolikheten for att en viss pase innehaller k stycken godisbitar. Vi

berdknar vintevardet:

E(Z) =Y k-pz(k) =T77-0,02 + 780,08 + 79 - 0,20+
k

+80-0,4+81-0,20+82-0,08 4+ 83-0,02 = 80.

Viantevirdet, det vill sdga det vi kan forvanta oss fa i en godispase, blir inte
sdrskilt 6verraskande det antal godisbitar som foretaget efterstriavar att det ska vara
i varje pase, det vill sdga 80 stycken bitar.

Nu kan vi definiera vad vi menar med forvantad payoff.

Definition 2.16. En forvantad payoff ar vantevardet for payoffen som en spelare
kan forvinta sig att fa givet en profil med blandade strategier. Vi betecknar den
forvintade payoffen for spelare i med u}. Vintevirdet, det vill siga den forvintade
payoffen, for spelare i blir sdledes (Lindahl 2017, s.76):

uZ(al, ag...0p) = Z Z . Z ui(ay, ag...an)aq(ar)as(az)...a (ay)
a1€A1 az€A2 an€An
dar «; representerar spelare is blandade strategi och A; ar spelare is handlings-

méangd.

Med andra ord ér den forvintade payoffen for spelare ¢ payoffen for respektive
handlingsprofil som kan uppsta multiplicerat med sannolikheten att handlingspro-
filen faktiskt sker. For att berdkna sannolikheten att en viss handlingsprofil sker
behover vi multiplicera sannolikheterna for de olika handlingarna, fran respektive

spelares strategi, med varandra.

Exempel: Vi utgar ifran spelet Krona eller klave och vara exempel pa blan-

dade strategier. Vi ansatte strategierna ay(krona) = 3 och aq(klave) = 2 samt
as(krona) = 3 och ay(klave) = 1. Nu kan vi berékna den forvintade payoffen for
spelare 1. Payoffen &r enligt tidigare i arbetet: u; (krona, krona) = u;(klave, klave) =

1 och uy (krona, klave) = uy(klave, krona) = —1 fér spelare 1 och uy(krona, krona) =
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ug(klave, klave) = —1 och us(krona, klave) = uy(klave, krona) = 1 for spelare 2.

Den forvantade payoffen for spelare 1 med exemplet ovan blir:

ul (ay, o) = uy (krona, krona) - ay(krona) - ag(krona)+
+ uy (klave, klave) - aq (klave) - ap(klave)+
+ uy (krona, klave) - ay(krona) - as(klave)+
+ uy (klave, krona) - oy (klave) - ag(krona) =
1 3 2 1 11 2 3
—1. 2.2 41 2 ()22 (—) 22 2
R S I B L S B
3 2 1 6 1
= — 4+ — - — — — - __

Alltsa, med de givna strategierna ovan for respektive spelare, skulle den forvan-

tade payoffen for spelare 1 vara —%.

2.5.4 Nash-jamvikt vid blandade strategier

Idén bakom Nash-jamvikter vid blandade strategier &r den samma som for Nash-
jamvikter vid rena strategier fast istéllet for att faststalla ett handlingsalternativ,
faststélls en blandad strategi for varje spelare. I denna blandade strategi-profil vinner
inte nagon spelare nagonting pa att fordndra sin strategi, givet att inte nagon annan
spelare ocksa gor det. Nu infor vi en ny notation och darefter definierar vi béasta

respons-funktion och Nash-jamvikt for blandade strategier.

Notation 2.5. For rena strategier nyttjar vi enligt tidigare notationen a_; for att
representera alla spelare, forutom den i:e spelarens handling. P4 samma vis nyttjar
vi notationen «_; for att representera alla spelares, forutom den i:e spelarens, blan-
dade strategi. Detta nyttjas for att kunna undersoka béasta responser nir blandade

strategier tillats.

Definition 2.17. (Osborne 2009, s.108-109). Vi kallar B;(«_;) for spelare i:s Bésta
respons-funktion for blandade strategier. B;(«_;) dr mangden av den i:e spela-
res blandade strategier som ger hogst forvintad payoff, givet att de andra spelarnas
strategier ar faststéllda och representeras av a_;. Vi sdger att en strategi som tillhor

bésta respons-funktionen ar en basta respons.

Definition 2.18. (Osborne 2009, s.108). Den blandade strategi-profilen o* = (o7, a3, ...

ar en Nash-jamvikt for blandade strategier om det for varje spelare ¢ géaller att:
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?
i

det vill sdga sannolikhetsfunktioner pa deras handlingsméngd, &r givet som o .

ul(a*) > ul(oy, a*;) for varje blandad strategi a; och de andra spelarnas strategier,

Det vill siga for varje spelare ¢ sa ar spelarens forvantade payoff vid a* =
af,as, ... af) minst lika bra som spelarens forvantade payoff for ndgon annan stra-
1,05 *) minst lika b 1 forvantad ff for na t

tegi givet de andra spelarnas valda strategier.

Sats 2.3. (Osborne 2009, s.109). Den blandade strategiprofilen o* = (a7, ad, ..., o)
ar en blandad strategi Nash-jamuvikt om och endast om of € B;(a*,), det vill siga

ar en bdasta respons for spelare i, givet de andra spelarnas valda strategier.

Bevisskiss: Eftersom Sats 2.1. séger att en handlingsprofil ar en Nash-jamvikt
om och endast om varje spelareas handling &r en basta respons av de andra spelarnas
handling foljer att sa dven ar fallet vid blandade strategier. Men nu ar det istéllet
varje enskild spelares sannolikhetsfunktion som tillhor béasta respons-funktionen av
de andra spelarnas sannolikhetsfunktioner. Eftersom varje spelares strategi ar en
béasta respons utifran 6vriga spelares strategier vinner inte nagon spelare nagonting

pa att fordndra sin strategi ifall ingen annan spelare ocksa dndrar sin.

2.5.5 Nash-jamvikt i spelet Krona eller klave

For att forsta definitionen av Nash-jamvikt vid blandade strategier kravs ett tydlig-
gorande exempel. Vi haller oss till spelet som vi tidigare tittat pa och undersoker
nu forekomsten av Nash-jamvikt i spelet Krona eller klave, om blandade strategier
tillats.

Det finns flera metoder for att ta fram Nash-jamvikter vid blandad strategier men
en metod dr den som vi nyttjar i detta exempel. Metoden och exemplet ar hédmtat
ifran Osborne (2009, s. 111-112). Vi utgar ifran samma spel och utbetalningstabell

som tidigare, se nedan.

Tabell 6: Payoff-tabell Krona eller klave

Krona | Klave
Krona | (1,—-1) | (—1,1)
Klave | (=1,1) | (1,-1)
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Vi kallar spelare 1s blandade strategi for oy och spelare 2s blandade strategi for
as. Vi satter p till spelare 1s sannolikhet att vilja krona enligt spelare 1s strategi.
Vi sétter g till spelare 2s sannolikhet att vélja krona enligt spelare 2s strategi. Alltsa
ai(Krona) = p och as(Krona) = q. Och saledes kommer oy (Klave) = 1 — p och
as(Klave) = 1 — q. Lat oss nu finna bésta responser for respektive spelare for att
déarigenom finna en Nash-jamvikt.

Spelare 1s forvintade payoff, om spelare 1 viljer Krona kommer att vara (ef-

tersom vi betraktar en férvintad payoff skriver vi u”):

ul(krona) = ay(Krona) - ui(Krona, Krona) + as(Klave) - ui (Krona, Klave) =
qg-1+(1—¢q)-(-1)=2¢— 1.

och spelare 1s forvantade payoff om denne véljer Klave blir:

ul(klave) = ap(Krona) - uy(Klave, Krona) + ax(Klave) - uy (Klave, Klave) =
¢ () +(1-g-1=1-2¢

Vad far vi da for forviantad payoff och vilket strategi bor spelare 1 valja? Jo det
beror ju pa as(krona) = q, alltsa i vilken utstrackning spelare 2 véljer krona och i
forlangningen klave, det vill sdga spelare 2s strategi.

Ovan betyder alltsa att om g < % sa kommer spelare 1s forvantade payoffen for
att vélja klave vara storre &n den forvantade payoffen for att vialja krona. Genom
att vilja klave har har spelare 1 da bést mojlighet att vinna spelet.

Pa samma sétt, om g > % kommer den férvintade payoffen vara storre om krona
valjs. Da behdver spelare 1s bésta strategi vara att véalja krona.

Om ¢ = % ges samma forvintade payoff, det vill siga 0. Bade att vélja krona
eller att vélja klave dr en bésta respons for spelare 1. Alla tillgingliga strategier ar
alltsa en bésta respons ifall ¢ = % Vi kan nu dra slutsatsen att spelare 1s béasta

respons-funktion emot spelare 2 ar:

Bl(q<%) arp=20
Bl(q:%) ar0<p<l1
Bi(q>3)arp=1

Samma sak, fast tviartom, géller for spelare tva. Om p < % (det vill séga spelare
1 véljer krona i lagre utstrackning an klave) ska spelare 2 vélja krona for att vinna.
Om p > 5 (det vill siga spelare 1 véljer krona i hogre utstrackning &n klave) ska
spelare 2 vilja klave for att vinna. Om p = % tillhor alla tillgangliga val basta

respons-funktionen for spelare 2. Spelare 2s béasta respons till spelare 1 blir alltsa:
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Bg(p<%)érq:1
By(p=3)ir0<q<1
Bg(p>%)éirq:0

Titta nu pa figur: 2. Denna figur visar grafiskt bésta responsen for respektive
spelare i spelet. Spelare 1 representeras av en bla graf och spelare 2 av en gron graf.

Nu kan vi med enkelhet notera det finns en punkt som &r béasta respons for bada

spelarna och detta ar da p = ¢ = %

T 1
q
B2
12
5 o
1
0 12 1

p—»>

Figur 2: Bésta responsen i Krona eller klave. Spelare 1s bésta respons representeras
av en bla graf och spelare 2s av en gron graf. (Osborne 2009, s.112).

Enligt sats 2.3. ar en blandad strategiprofil en Nash-jamvikt om och endast om
samtliga spelares strategier ar en bésta respons av de andra spelarnas strategier, eller
sannolikhetsfunktioner. Om bada spelarnas strategi dr att slumpméssigt vélja krona
respektive klave med en fordelning pa % har ingen spelare nagonting att vinna pa
ensamt byta strategi. Saledes ar ay (krona) = oy (klave) = as(krona) = as(klave) =
% en Nash-jamvikt i spelet.

Vi har nu visat att o (krona) = oy (klave) = 5 och as(krona) = as(klave) = 5
ar en Nash-jamvikt i spelet Krona eller klave. Detta ar ett exempel pa hur Nash-
jamvikter for blandade strategier kan tas fram. Syftet med detta var endast att
exemplifiera vad en Nash-jamvikt for blandade strategier ar och hur en sadan kan

tas fram.
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2.6 Existensen av Nash-jamvikter och fixpunktssatser

Vi har tidigare konstaterat att det inte alltid gar att finna en Nash-jamvikt nér inte
blandade strategier tillats. Men nér gar det egentligen att finna en Nash-jamvikt?
Svaret pa denna fraga sammanfattas i "Nash Sats” som vi nu kommer att formulera
och bevisa. Men for att formulera "Nash Sats” behover vi introducera nagra nya
definitioner och satser.

For att kunna formulera Nash sats behover vi betrakta handlingsmangden som
vektorer. I detta delkapitel kommer vi darfor anta att handlingsméngden &r en del-
mangd av nagot R™ det vill siga A; € R™. Att handlingsmédngden ér en delméngd
av nagot R™ innebar att varje spelare is handlingsalternativ kan representeras som

en vektor i ett n; — dimensionellt rum. Nu introducerar vi ett antal nya begrepp.

Definition 2.19. (Lindahl 2017, s.10). Vi séger att en delméngd X av R™ ar kom-

pakt om X ar sluten och begrénsad.

Definition 2.20. (Lindahl 2017, s.38). En delméangd X av R™ ar konvex om fol-

jande implikation galler:

ryeX,0<a<l = ar+(l—a)ye X

Med andra ord, att en méngd &r konvex innebar att for varje par av punkter i

méngden ska dven striackan mellan punkterna ligga inom méngden.

Vad som menas med en konvex mangd illustreras i figur 3 nedan. Dér finns en
konvex och en icke-konvex méngd i R? illustrerad. Det gér att utlisa att i den vinstra
méngden, X, dr striackan mellan samtliga punkter en del av mangden och saledes ar
den mangden konvex. Medan vad géller den hogra méngden, X5, ar strackan mellan

vissa punkter inte en del av mangden och siledes &r mangden icke-konvex.

Sats 2.4. Produktmdngden av en kompakt och konvex mdngd dr en kompakt och

konvex mdngd.

Bevis: Lat X och Y vara kompakta och konvexa mangder i R™. Vi ska visa att
X x Y ér en kompakt, det vill sdga sluten och begransad, och konvex méangd.
Eftersom X och Y kompakta éar de slutna och begrédnsade. X x Y kommer ocksa

att vara sluten eftersom méangderna X och Y innehéller sina gransvarden (eftersom
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Figur 3: Illustration av vad som menas med att en méngd av konvex. X; ar en
konvex méangd och X, ar en icke-konvex méangd.

X och Y ér slutna). S& om vi har en f6ljd {z,,y,} 1 X x Y som konvergerar till en
punkt (x,y) s& kommer x,, — x och y, — y och eftersom X och Y ar slutna, och
alltsa innehéller sina gransvirden, kommer = € X och y € Y och séledes (z,y) €
X XY och darmed ar X x Y sluten.

Eftersom méngderna X och Y &r begransade, stracker sig varken X eller Y
odndligt langt ut i rummet och da finns det ett hogsta virde i respektive méngd
vilket innebar att produkten oméjligt kan vara storre an produkten av de hogsta
vardena och ddrmed maste X x Y ocksa vara begrinsad.

Vi ska nu visa att om X och Y ar konvexa méangder ar X x Y en konvex mangd.
Vi utgar ifran definitionen av att en mangd ar konvex. Lat (z1,41), (x2,y2) € AX B,
detta innebér att x1,x9 € X och y1,y, € Y. Vi bildar nu den konvexa kombinationen

av dessa punkter, det vill sdga vi bildar en ny punkt genom att kombinera dessa.

Eftersom X &r konvex, sa géller att om x1, 29 € A sa ska ax; + (1 — o)z, € X.
Eftersom Y ér konvex, sa géller att om y,y, € Y sd ska ay; + (1 — o)y, € Y.
For0<a< 1.

Darmed kommer (azy + (1 — a)xg, ay; + (1 — )y) € X x Y. Eftersom varje
konvex kombination av punkterna ligger i X x Y foljer att X x Y ar en konvex
méngd.

Vi har nu visat att méngden X x Y &r sluten och begransad om méngderna X
och Y ar slutna och begransade och saledes &r X x Y kompakt. Vi har dven visat

att om X och Y &ar konvexa méngder ér X X Y en konvex méngd. Beviset ar klart.

Definition 2.21. (Lindahl 2017, s.38-39). Lat X vara en konvex delmangd av R".

Vi séger att en preferensrelation > pa X ar Kvasikonkav om méangden:
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{reX|zxt}
ar konvex for alla t € X.

Med andra ord, om vi har en kvasikonkav preferensrelation och tva handlingsal-
ternativ som bada preferensrelationsmassigt foredras fore t sa maste alla kombinatio-
ner av dessa tva handlingsalternativ ocksa foredras fore t. Se figur 4, dar illustreras
vad som menas med en kvasikonkav preferensrelation.

I figur 4, ju hogre upp i mangden X som punkterna hamnar desto mer prefereras
punkten, enligt nagon person is preferenser. Som gar att utldsa i figuren sa galler
att for alla  som preferensmassigt foredras fore t sa géller att strackan mellan

punkterna ocksa foredras fore ¢, alltsa 4r mangden av alternativ som foredras fore ¢

[ < / 2

konvex.

\

> {zeX|zxt}

Figur 4: Illustration av en kvasikonkav preferensrelation.

Definition 2.22. (Lindahl 2017, s.9). Vi séger att en preferensrelation > pa en
delméngd X av R™ ar kontinuerlig om foljande géaller:

For alla konvergenta foljder (zx)52, € X och (yx)52; € X med egenskapen att
x = Yy for alla k och dér gransvardena, x = limy_.o, 2 och y = limy_.o i, ligger i
X. Da galler att > y.

Vi har nu tillrackligt med nyintroducerade definitioner for att kunna formulera
"Nashs Sats”.

Sats 2.5. (Nashs Sats) (Lindahl 2017, s.39-40). Vi har ett strategiskt spel med ett
andligt antal spelare och respektive spelares handlingsmdngd dr A;. Om féljande

villkor dar uppfyllda i spelet:
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o Varje spelares handlingsmdngd, A;, dr en konvex, kompakt delmdngd av nagot
R,

o Preferensrelationerna »=; i spelet dar kontinuerliga.

e For varje spelare i och for varje utfall i spelet ska preferensrelationen =; vara
kvasikonkav i méangden {a_;} x A;. Detta innebdr att ndr alla andra spelare
valt sina strategier (det vill saga a_; ar fizerat), ska spelare is preferenser éver

sina egna val a € A; vara kvasikonkava.
Da har spelet en Nash-jimuikt.

Denna sats bevisas i nasta delkapitel. Satsen hjalper oss inte att finna Nash-
jamvikter. Daremot ér det viktigt att forsta under vilka forutséttningar det gar att

finna Nash-jamvikter.

Anmaiarkning: Nar villkoren i Nash-sats ar uppfyllda gar det med sakerhet att
finna en Nash-jamvikt i spelet. Dock finns det spel som inte uppfyller alla villkor
men anda har Nash-jamvikter. Ett exempel ar spelet Fangarnas dilemma. Dar ar inte
handlingsméngden en delméngd av nagot R™. Inte heller ar preferensrelationerna
i spelet kontinuerliga, fangarna har endast tva olika handlingsalternativ (vara tyst
eller vittna) och det sker diskreta hopp mellan preferenserna beroende pé vilket val
de olika fangarna valjer i spelet. Trots detta gar det att finna en Nash-jamvikt i

Fangarnas dilemma vilket vi gjorde i delkapitel 2.4.2.

2.6.1 Bevis av Nashs Sats

Det finns olika satt att saval formulera som bevisa Nashs Sats. I detta arbete bevisas
Nash Sats med hjilp av Kakutanis firpunktssats. Kakutanis fixpunktssats sager att
om vi har en médngdviard avbildning som uppfyller ett antal egenskaper, da har
funktionen en fixpunkt, det vill sdga en punkt i méngden som tillhér avbildningen.
Men innan sjélva beviset av Nash-sats behover vi definiera en mangdvard avbildning,
vad en graf for en avbildning ar samt vad det innebér att grafen ar sluten. Dérefter
kan vi formulera Kakutanis fixpunktssats som sedan mojliggor ett bevis for Nash-

sats.

Definition 2.23. (Aliprantis och Border 2006, s.556). En mangdvird avbildning

¢ : X — Y &r en avbildning som associerar varje element x € X till en delméangd
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¢(z) C Y. Skillnaden gentemot en "vanlig” avbildning ar att en méngdvérd avbild-

ning kan associera varje element till en méngd snarare an ett enskilt element.

Exempel: En kvasikonkav preferensrelation ar ett exempel pa en méangdvérd
avbildning. Dér associeras varje t € X till en delmadngd med element som prefe-

rensmassigt foredras fore t.

Definition 2.24. . (Lindahl 2017, s.40). Grafen for en avbildning dr méngden
av alla par dar forsta elementet tillhor forsta mangden och andra elementet tillhor
méangden dit avbildningen tar det forsta elementet.

Exempel: ¢ : X — Y. Grafen for avbildningen 4r mangden av alla par (z,y) dar
x tillhor forsta mangden och y tillhér méngden dit avbildningen tar z. Vi betecknar

grafen med G, alltsa:
G={(z,y) |z € X ochy € ¢(z)}.

Definition 2.25. (Lindahl 2017, s.40). Vi sager att en graf dr sluten om for varje
foljd av punkter som konvergerar inom respektive méangd, sa ska dven de konverge-
rande virdena vara en del av méngden. Med andra ord, om vi antar att (z*, y*)s° éar
en konvergent punktfoljd i grafen G med grinsvirde (z,y) betyder det att 2% € X
och y* € ¢(a*) for alla k och att a* — a och b* — b nir k — oo.

Sats 2.6. (Kakutanis fizpunktssats)(Lindahl 2017, s.40-41). Anta att ¢ dr en mdingd-
vard avbildning. Om avbildningen ¢ ar definierad pd en icke-tom delmdangd X C R"™
och féljande villkor dr uppfyllda:

e X dar en kompakt, konvexr mdangd.
e Avbildningen ¢(x) dr en konvez icke-tom delmdingd av X, for alla v € X .
e Avbildningen har en graf som dr sluten.

Da har ¢ en fizpunkt, det vill siga ett x* € X sadant att z* € ¢(x*). Det finns

med andra ord nagot element x* som dven tillhor ¢(x*).

Kakutanis fixpunktssats bevisas inte inom ramen for detta arbete. Daremot tittar
vi ndrmare pa fixpunkter och fixpunktssatser i 2.6.2.

Bevis av Nashs Sats:
Beviset bygger pa Kakutanis fixpunktssats och ar fran Lindahl (2017, s.40-41).
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Vi har ett andligt strategiskt spel dar A; € R™. Vi later spelet uppfylla de
tre villkoren i Nash-sats. Vi ska visa att spelet har en Nash-jamvikt, gor vi det
har vi bevisat Nash-sats. Vi borjar med att definiera en méngdvéard avbildning ¢ :
Ay — P(Ay). Dar A, = A; x Ay x ...A,, 4 méangden av alla spelares mojliga
handlingar i spelet och P(Ay) &r méngden av alla delméngder av Ay. a € A, ar da
en handlingsprofil, ett mojligt utfall i spelet. Vi anvander en mangdvard avbildning

for att beskriva bésta responsen i spelet, ¢(a) definierar vi pa foljande sétt:

gb(a) = Bl(a_l) X Bz(a_g) X ..o X Bn(a_n)

dér B;(a_;) & méangden av bésta responser for spelare i givet de andra spelarnas
strategier a_;. Alltsa definieras ¢(a) av att en handlingsprofil a genererar nagon
bésta respons for varje spelare, givet de andra spelarnas val.

Om vi visar att ¢(a) har en fixpunkt sa har vi visat att spelet har en Nash-

jamvikt. Detta eftersom, om handlingsprofilen a* = (a}, a3, ..., a) (en viss kombina-

Lar
tion av alla spelares handlingsalternativ) avbildas pa ¢ och alltsa a* € ¢(a*), sa ar
a* en Nash-jamvikt eftersom samtliga spelare da har en bésta respons till resterande
spelares strategier, ingen spelare vinner nagonting pa att forandra sin strategi givet
att ingen annan spelare ocksa gor det. Da ar alltsd a* enligt definitionen en Nash-
jamvikt. Vi ska alltsa visa att om spelet vi definierat uppfyller villkoren foér Nash sats
och vi definierar ¢ enligt ovan sa uppfyller ¢ villkoren for Kakutanis Fixpunktssats.

Da har ¢ en fixpunkt som ar en Nash-jamvikt.

Vi gar nu igenom villkoren for Kakutanis fixpunktssats. For varje villkor i Kaku-
tanis fixpunktssats visar vi att avbildningen, ¢ : Ay — P(A), som beskrivits ovan
uppfyller villkoret givet att spelet som avbildningen bygger pa uppfyller villkoren
for Nash sats. Om vi gor det har vi bevisat Nash-sats med hjilp av Kakutanis fix-

punktssats.

Villkor 1: X ar en kompakt, konvex méngd.

Maéangden som ¢ ar definierad pa ska alltsa vara kompakt och konvex. For var
avbildning &r det méngden A, som vi ska visa ar en kompakt och konvex méngd.
Eftersom varje spelares handlingsméngd A; enligt Nash sats, ar en konvex, kompakt
delméngd av nagot R™ sa kommer A, = A; x Ay X ... x A, det vill sdga produkt-
méangden av samtliga utfall i spelet, att vara konvex och kompakt. Detta eftersom,

enligt sats 2.4, produkten av konvexa mangder ar en konvex méangd och produkten
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av kompakta méngder ar en kompakt mangd.

Villkor 2: Avbildningen ¢(z) ar en konvex icke-tom delméingd av X for alla
reX.

Nu ska vi alltsa visa att ¢(a) i var avbildning till varat spel ar en konvex icke-
tom delméngd av A, for alla a € A,. Vi har definierat ¢(a) som méngden av basta
responsen for alla spelare i spelet. B;(a_;) ar icke-tom eftersom det maste finnas
nagon basta respons for varje spelare givet de andra spelarnas handlingar, nagon
eller flera handlingar ar en béasta respons nér 6vriga spelares strategier ar faststéllda.
Eftersom B;(a_;) for varje spelare ér icke-tom ar ocksa ¢(a) = By(a_1) X Ba(a_z) X
... X Bp(a_y,) icke-tom.

Att ¢(a) &r en konvex delméngd foljer av det tredje villkoret i Nash-sats. Tredje
villkoret i Nash-sats sdger att varje spelare is preferensrelation >=; ska vara kvasi-
konkav i mangden {a_;} x A;. Det innebéar att nar 6vriga spelare valt sina stra-
tegier, a_;, ska méngden av spelare is strategier som preferensmaéssigt ar minst
lika bra vara en konvex méngd. Séledes kommer B;(a_;) att vara konvex for var-
je spelare ¢, detta eftersom a_; innebér att Gvriga valt sina strategier. Eftersom
o(a) = Bi(a_1) X By(a_g) X ... X Bp(a_,) ar en produktméngd av bésta responser
kommer dven ¢(a) vara konvex enligt sats 2.4., som siger att produkten av konvexa

méngder ar konvexa.

Villkor 3: Avbildningen har en graf som &ar sluten.

Att avbildningen har en sluten graf innebar att mangden:

G ={(a,b) |a€ Ay och b€ ¢(a)}

ar sluten.

Dar G ar grafen for avbildningen. En mangd &ar sluten om och endast om grans-
véardet till varje konvergent foljd av punkter i mangden ocksa ligger i méangden. Vi
antar att ((a*,b%))$° ar en konvergent punktfoljd i grafen G med gransvirde a, b.
Det innebér att a® € A, och b¥ € ¢(a*) for alla k och att a* — a, b — b nér
k — oco. Gransvardet a ligger i Ay eftersom mangden A, ar sluten (eftersom den ar
kompakt). For varje spelare 4 tillhor bF spelare is méingd av bésta responser B;(a” ).

Detta innebar att:
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(a®;,b%) = (a”;, w0)

—i) 71

for alla y; € A;. Later vi k — oo i relationen ovan far vi:

(a—i, bi) =i (a—i, yi)

for alla y; € A;. Detta visar att b; € B;(a_;) och foljaktligen att b € ¢(a). Alltsa

ligger granspunkten (a,b) i G och vi har visat att avbildningen har en sluten graf.

Eftersom vi nu har visat att avbildningen ¢(a) uppfyller alla villkor fér Kakutanis
fixpunktssats har ¢(a) en fixpunkt. Denna fixpunkt maste vara en Nash-jamvikt
eftersom varje spelare da har en basta respons givet de andra spelarnas strategier.

Déarmed har vi visat att Nash sats galler och beviset ar klart.

2.6.2 Brouwers fixpunktssats

Det finns en mangd olika fixpunktssatser formulerade av diverse matematiker och
ekonomer. Kakutanis fixpunktssats nyttjas som bekant for beviset av Nash-sats.
Dock dr Kakutanis fixpunktssats en relativt komplicerad fixpunktssats och &ar ge-
nerellare dn andra fixpunktssatser. En annan valkdnd fixpunktssats ar Brouwers
fizpunktssats. Brouwers fixpunktssats dr mer intuitiv och fokuserar pa funktioner

snarare an avbildningar. Nu formulerar vi Brouwers fixpunktssats.

Sats 2.7. (Brouwers firpunktssats) (Lindahl 2017, s.231). Varje kontinuerlig funk-
tion f: X — X, ddir X dr en kompakt, konvex delmdngd av R™, har en fixpunkt.

Det vill siga det finns en punkt z* € X sadan att f(z*) = z*.

Det gar att hiarleda Kakutanis fixpunktssats fran Brouwers fixpunktssats. Detta
gors inte inom ramen for detta arbete, men en hérledning gar att finna i Lindahls
kompendium (Lindahl 2017, s. 231-234).

Vi fokuserar inte heller pa att bevisa Brouwers fixpunktssats utan istéallet forso-

ker vi forsta den och argumentera for att den géller i de enklaste fallen.

Illustration av Brouwers fixpunktssats

Nu illustrerar vi Brouwers fixpunktssats i det allra enklaste fallet. Vi har en konti-
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nuerlig funktion f : X; — Xj. Vi definierar X; som det slutna intervallet [0, 1]. X}
ar d& en delméingd av R!, den ar kompakt eftersom den ar sluten och begriansad och
den ar konvex eftersom strackan mellan varje par av punkter inom méngden ocksa
ligger i mangden.

Enligt Brouwers fixpunktssats ska det existera ett z* € X; sadant att f(z*) = z*,
x* ar saledes en fixpunkt. Vi ska nu visa att detta géller for X;. Argumentationen
ar hamtad fran Mukherjea och Pothoven (1978, s.43).

Vi kan boérja med konstatera att om f(0) = 0 eller f(1) = 1 har vi direkt funnit
var fixpunkt eftersom f(z*) = x* for dessa tva punkter.

Om varken f(0) = 0 eller f(1) = 1 sd kommer f(0) > 0 och f(1) < 1 eftersom X
ar det slutna intervallet [0, 1]. Nu skapar vi en hjalpfunktion g(x) som vi definierar
som g(x) = z — f(z), eftersom = och f(z) &r kontinuerliga kommer ¢(z) vara en

kontinuerlig funktion. Nu kan vi konstatera att:

9(0) =0 — f(0) = —=f(0) <0
och

g(1)=1—-f(1)>1-1=0

sa darfor kommer g(0) < 0 < g(1). Eftersom g(x) dr kontinuerlig méaste det
finnas nagot z* € [0, 1] sadant att g(x*) = 0, detta enligt Satsen om mellanliggande
vdrden som vi inte fordjupar i inom ramen for detta arbete. Nu atergar vi till hur

*

vi definierade g(x) och kan déarfor skriva 0 = g(2*) = z* — f(2*) vilket ger att
z*— f(2*) =0 = f(2*) = 2" och ddrmed har vi visat att Brouwers sats géller pa
méangden X; = [0, 1].

Detta illustreras dven i figur 5 dar det blir tydligt att den kontinuerliga funktionen
f antingen maste korsa funktionen f(z) = z dd x = 0 eller x = 1 eller, som det syns
pa bilden, ndgon annanstans pa intervallet. Dér f(z) skdr kurvan f(x) = x har vi

en fixpunkt.
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f(x')

f(x)

Figur 5: Tllustration av Brouwers fixpunktssats pa mangden X; = [0, 1].

2.6.3 Existensen av Nash-jamvikt vid blandade strategier

"Nash-sats” som formulerades och bevisades under féregaende delkapitel galler ex-
istensen av Nash-jamvikter i strategiska spel. Vi har tidigare konstaterat att om
blandade strategier tillats vaxer mangden av strategiska spel som vi kan finna Nash-
jamvikter for, exempelvis kan vi i spelet Krona eller klave finna en Nash-jamvikt
endast om blandade strategier tillats. Faktum &r att ifall blandade strategier tillats
gar det alltid, forutsatt att det ar ett dndligt spel, att finna en Nash-jamvikt. Vi

sammanfattar detta i en sats:

Sats 2.8. (Lindahl 2017, s.78). I varje andligt strategiskt spel gar det att finna minst

en Nash-jamuikt for blandade strategier.

For att bevisa denna sats undersoks villkoren for "Nash-sats” och da gar det
att konstatera att om blandade strategier tillats, det vill sdga varje spelare valjer
en sannolikhetsfunktion 6ver sin handlingsméngd, uppfylls de tre villkoren fér Nash
sats och darmed finns minst en Nash-jamvikt i spelet. Ett mer komplett bevis gar
att finna i Lindahls kompendium (Lindahl 2017, s.78).
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3 Militara tillampningar

Manga olika militdra dilemman kan appliceras pa strategiska spel. I detta arbete
presenteras, undersoks och diskuteras tre enkla spel med militar tillampning: The
Arms Race, The War of attrition och en version pa Contribution to a public good.
Vad géller dessa spel ar det mojligt att utveckla dem med exempelvis fler antal
spelare och fler aspekter att ta hidnsyn till. Men inom ramen for detta arbete halls
spelen relativt enkla och lattoverskadliga.

I dessa spel ligger fokuset pa den strategiska nivan av krigforing. Den strategiska
nivan ar mellanhanden mellan militdren och politiken, militarstrategi ar enkelt for-
klarat anvindande av strider och krig for att na politiska mal (Angstrom och Widén
2013, 8.34). Med andra ord fokuserar inte arbetet pa enskilda strider eller slag ut-
an pa hur krigforing blir en forlangning av politiken. Militarstrategi dr svart och
komplext eftersom det a4r manga aspekter som beslutsfattare pa strategisk niva be-
héver ta hansyn till. Geografi, historias erfarenheter, ideologi, ekonomi och politiskt

system dr bara nigra exempel (Angstrom och Widén 2013, s.36).

3.1 The Arms Race

The Arms Race ér snarlikt Fangarnas dilemma fast med en militar tillimpning och
nagot annorlunda preferenser for spelarna. Spelarna i spelet ar tva olika lander med
handlingsalternativen att antingen rusta upp sin militara formaga eller att inte gora
sa. Beskrivningen av spelet éar inspirerad av Osborne (2009, s.17) men omformulerat
och justerat. Sa som Osborne beskriver spelet handlar det endast om att bygga
upp en karnvapenarsenal men spelet som beskrivs i detta arbete handlar mer om
upprustning i allmanhet. Sa som spelet beskrivs har har &ven de olika landerna lite
olika preferenser och viljor, jamfort med originalet dar bada lénderna har samma

preferenser.

3.1.1 Presentation av spelet

o Spelare: Tva olika lédnder.

o Handlingsalternativ: Genomfora militdr upprustning eller inte genomféra
militdr upprustning. Alltsa: Ay = { Upprustning, Ingen Upprustning} och Ay =
{ Upprustning, Ingen Upprustning}.



e Preferensrelationer utifran forsta landets perspektiv:

(Ingen upprustning, Ingen upprustning) =1 (Upprustning, Ingen upprustning) =
—1( Upprustning, Upprustning) >, (Ingen upprustning, Upprustning).

o Preferensrelationer utifran andra landets perspektiv:

(Ingen upprustning, Upprustning) ~o (Ingen upprustning, Ingen upprustning) =
—o( Upprustning, Upprustning) »o (Upprustning, Ingen upprustning).

Notera att skillnaden mellan forsta och andra landet ar att det forsta landet
foredrar att inget av landerna genomfoér nagon upprustning fore att sjalv rusta upp
om motstandaren inte rustar upp. Detta kan exempelvis motiveras genom att det
ar billigare och minskar risken for konflikt och méanskligt lidande. Det andra landets
preferenser daremot &ar att det ar lika bra att sjalv rusta upp som att ingen rustar
upp. Man kan tanka sig att detta motiveras genom att det andra landet vill utoka
sitt territorium, fa tillgang till naturresurser eller att landet med militart vald vill
tvinga det forsta landet till nagonting.

Nu beskriver vi preferensrelationen med hjilp av payoff-funktioner. Utifran lan-
dernas perspektiv hade det varit forodande om det andra landet genomfoérde militar
upprustning och inte det egna landet, eftersom detta skulle kunna paverka landets
frihet och sjélvbestdimmande. Samtidigt kostar det mycket pengar och resurser att
genomfora militdr upprustning vilket undviks om sa mojligt. Vi later o > 0 vara ett
godtyckligt reellt tal i payoff-representationerna nedan. Vi antar att det ar dubbelt
sa bra, enligt land 1, att undvika upprustning helt som att sjalv upprusta nar andra
landet inte upprustar. Att bada upprustar antas vara 0 och att land 2 upprustar
men inte land 1 antas vara valdigt negativt och darfor representeras den payoffen
med ett stort negativt virde, vi siatter det till —10.

Vi sétter foljande payoff-funktioner for det forsta landet:

uy (Ingen upprustning, Ingen upprustning) = 20
uy (Upprustning, Ingen upprustning) = o
w1 (Upprustning, Upprustning) = 0
w1 (Ingen upprustning, Upprustning) = —100.

Med liknande resonemang, men med slutsatsen att ingen upprustning alls och
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endast egen upprustning ar lika bra, valjer vi foljande payoff-funktioner for det andra
landet:

us(Ingen upprustning, Upprustning) = 20
us(Ingen upprustning, Ingen upprustning) = 20
uo( Upprustning, Upprustning) = o
us( Upprustning, Ingen upprustning) = —100.

Naturligtvis gar det att vélja andra representationer for respektive land och nog-
grannare analyser kopplat till exempelvis sdkerhetsliget kan generera helt andra
korrelationer mellan de olika handlingsprofilerna. Men for att fortsdtta det matema-
tiska resonemanget laggs ingen storre vikt pa detta.

Med hjalp av dessa representationer av respektive handlingsutfall kan vi stélla

upp nedanstaende payoff-tabell for spelet.

Tabell 7: Payoft-tabell The Arms Race

Ingen upprustning: | Upprustning:
Ingen upprustning: | (20,20) (=100, 20)
Upprustning: (o,—100) (0,0)

3.1.2 Nash-jamvikter i spelet

Med samma metod som beskrivs i 2.4.1 och som sedan tillampas i 2.4.2 kan vi
ta fram Nash-jamvikter for spelet. Vi tittar pa vilken som &r bésta responsen for
respektive land for respektive handling som motstandarlandet gor. Vi sétter en * pa

den bésta responsen och far tabellen nedan.

Tabell 8: Nash-jamvikt i The Arms Race

Ingen upprustning: | Upprustning:
Ingen upprustning: | (20*,20%) (—100,20™)
Upprustning: (o,—100) (0%, 0%)
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Vi kan nu konstatera att det finns tva Nash-jamvikter. Nar bada lander valjer
upprusta sin militdra formaga och néar inget land véljer att rusta upp sin militdra
formaga. Detta eftersom det ar en basta respons for bada spelarna och saledes, enligt
sats 2.1, ar det Nash-jamvikter i spelet. Dock ar andra landets preferenser att sjélv
rusta upp och att ingen rustar upp samma och saledes kan vi inte sédkert veta hur

landet kommer att agera, detta ska vi nu undersoka med hjalp av forvantad payoft.

3.1.3 Hur graden av underrattelse paverkar ldndernas agerande

Sa som spelet beskrivits tidigare ar det forodande om det andra landet rustar upp
och det egna landet inte gor sa. Detta representeras dven i payoff-funktionerna med
ett stort negativt virde, —10c. Nu tittar vi framst pa land 1 som féredrar ingen
upprustning alls, exempelvis eftersom det kostar mycket pengar och resurser att
genomfora en upprustning.

Huruvida land 1 ska upprusta eller inte beror pa ifall land 2 véljer att upprusta
eller inte. Vi ska nu underséka hur siker land 1 behdver vara pa att en upprustning
sker hos land 2 for att det, rent teoretiskt, ska vara vért for land 1 att ocksa genom-
fora upprustning. Detta gors med hjélp av forviantad payoff. Vi sétter sannolikheten
att land 2 upprustar till p, saledes blir sannolikheten att de inte genomfor nagon
upprustning 1 — p. Den forvantade payoffen for land 1, for respektive handling land
1 kan vélja, blir da:

ul (Upprustning) = ui(Upprustning, Upprustning) - p +
uy (Upprustning, Ingen upprustning) - (1 —p)=0-p+o(l —p) =0 —op

u(Ingen upprustning) = ui(Ingen upprustning, Upprustning) - p +
uy(Ingen upprustning, Ingen upprustning) - (1 —p) = =100 - p+ 20(1 — p) =
—100 - p+ 20 — 20 - p = —120p + 20.

Om vi nu tanker oss att det ar fred mellan dessa linder men att land 1 har
underrattelse om det andra landets eventuella upprustning. I hur stor utstrackning
behover land 1 vara sidkra pa att indikationerna pa att det faktiskt sker en upp-
rustning hos land 2 stdmmer. Vi kan titta pa vilken sannolikhet det behover vara
for att upprustning sker i land 2 for att upprustningen ska vara vért det, utifran
de payoff-funktioner vi ansatt for land 1. Detta undersoks genom att jamfora den
forvantade payoffen for land 1 att upprusta respektive att inte upprusta. Den for-

vantade payoffen att upprusta ar hogre an att inte upprusta om:
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ul (Upprustning) >u’ (Ingen upprustning)
.
oc—op>—120p+ 20
—
o(1—p) >20(1 — 6p)
_—
1—p>2-—-12p
—
11p >1

—

1
>— = 0,09.
T
Alltsa, om land 1 med hjilp av underrattelse gor analysen att det ar storre
sannolikhet an 0,09, eller 9%, att land 2 genomfor upprustning ska land 1 ocksa,

utifran payoffen i detta hypotetiska fall, genomféra upprustning.

3.1.4 Diskussion

Dessa slutsatser och resonemang blir i praktiken intetsdgande. Det 4r manga anta-
ganden pa vdgen och hypotetiska scenarion med underrattelse. Men metoden kan
anvandas for att undersoka ifall det, rent payoffmaéssigt, dr vért att riskera pengar
och resurser for upprustning. Vidare beror alla slutsatser pa vilka representationer
som valts for de olika utfallen i payoff-funktionerna. Tar man hansyn till fler aspekter
kan spelet goras oerhort komplex men samtidigt ar det valdigt svart att kvantifie-
ra olika utfall i ett krig eftersom olika varden: exempelvis demokrati, ekonomi och
manskligt lidande, behdver stélla emot varandra.

Dock ska sdgas att i praktiken skulle troligtvis land 1 vid minsta indikation
pa att land 2 upprustar ocksa upprusta, detta eftersom en potentiell forlust pa
slagfaltet kan vara 6desdiger, och leda till att land 1s sjalvstédndighet och existens
som land forsvinner. Vidare behover lander inte i verkligheten endast ha alternativen
att upprusta eller inte upprusta, det finns ju nagon form av mellanvig med delvis

upprustning eller viss 6kning av forsvarsanslagen.
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Om vi vill koppla detta emot verkligheten kan vi titta pa Sverige och stora
delar av Europa som idag viljer att rusta upp sin militdra formaga for att in-
te riskera att bli anfallna av Ryssland som nu bedriver invasionskrig i Ukraina.
Sverige skulle helst inte vilja rusta upp eftersom det kostar enorma pengar och
resurser men man vagar verkligen inte riskera, eftersom utfallet blir sapass nega-
tivt, att inte upprusta medans Ryssland upprustar. Man vill alltsa inte hamna i
U1 =Sverige(Ingen upprustning, Upprustning). Detta utfall bedéms da ge véldig nega-
tiv payoff och darfor rustar Sverige upp sin militdra forméaga. Detta resonemang ar
tamligen sjalvforklarande men anda vért att lyfta kopplat till det spel som har pre-
senterats. Dock ar verkligheten som sagt mycket mer komplex &n hur detta dilemma

presenteras i detta arbete.

3.2 The War of Attrition

The War of Attrition ar ett exempel pa ett "timingspel”, det vill sidga ett spel som
gar ut pa att vilja nir spelaren gor sin handling snarare dn vilken handling som
faktiskt gors. Spelet utgick fran borjan ifran djur som slogs men kan tillampas pa

historisk eller aktuell utnétningskrigféring.

3.2.1 Presentation av spelet

Spelet definieras pa olika satt men beskrivningen nedan ar en generell beskrivning
av spelet, och sedan definieras spelet med en militar inriktning. Spelets uppbyggnad
ar hamtad fran Bulow och Klemperer (1997, s.6) och Osborne (2009, s.77), men
nagot justerat.

Vi har N + K antal spelare vilka tavlar mot varandra men endast K pris som
kan erhallas niar N spelare har gett upp. Alltsa finns det fler spelare é&n pris som kan
erhallas. Tiden, representeras med ¢, borjar pa 0 och 16per kontinuerligt. Spelare ¢
erhaller priset v; > 0 nar N stycken spelare gett upp. For varje tidsenhet som spelare
1 ar kvar i spelet kostar det spelaren §;, darav kommer spelarens eventuella payoff
(om priset erhalls) att vara v; — 0; - t;. Men om spelare i ger upp tidigare och inte
erhaller priset blir payoffen istéllet —d; - t;. Nu sétter vi upp spelet med endast tva
spelare och med en militar inriktning. Nér vi endast har tva spelare &r N = 1 och

K =1, det vill sdga endast en spelare kan erhalla priset.

o Spelare: Tva olika lédnder.
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o Spelets uppbyggnad: Lianderna ingar i ett utnétningskrig, fler soldater och
mer materiel tillfors fran att kriget borjar, da tiden &r 0. ¢; ar antalet dagar
som land 1 later kriget fortlépa och §; ar kostnaden for varje dag som land 1
later kriget fortlopa. Land 1 far v; > 0 om land 1 vinner kriget och land 2 ger
upp. Om béda linder ger upp samtidigt erhéller land 1 4. P4 samma satt &ar
ty antal dagar som land 2 later kriget fortlopa och o kostnaden for varje dag.
Land 2 erhaller v, > 0 om land 1 ger upp foérst och om bada landerna ger upp

samtidigt erhéller land 2 2.

o Handlingsalternativ: Respektive land véiljer ett visst antal dagar, t; re-
spektive t9, som landet ténker lata kriget fortlopa. Alltsa: A; = [0,00) och
AQ = [0, OO)

o Preferenser: Land 1s preferenser representeras nedan av payoff-funktionen
dér t, och t, ar tiden som land 1 respektive land 2 later kriget fortlopa. Payoffen

for land 2 ar exakt samma fast omvéant.

u1(t1,t2) = —t151 om t; <ty
ul(tl,tg) = % — t1(51 om tl = t2

Ul(tl, t2> =11 — t251 om t1 > to.

3.2.2 Nash-jamvikter i spelet

For att undersoka Nash-jamvikter i detta spel borjar vi med att undersoka bésta
respons-funktionerna for respektive land. Intuitionen sager att om motstandarlandet
planerar att halla ut lange géller det att snabbt ge upp och ifall motstandarlandet
relativt snabbt tdnker ge upp géller det att halla ut langre och vinna priset. Men i hur
stor utstriackning ldnderna bor lata utnotningen fortlopa beror dven pa digniteten
av priset som erfordras vid en eventuell vinst. I hur stor utstriackning ar det vért
att fortsdtta kriget for att till slut erhalla priset? Se figur 6 nedan. I figuren ser vi
tre diagram som illustrerar payoffen for land 1, dar land 1 alltid haller ut langst och
vinner. Har blir det tydligt att ifall det av land 1 krévs att landet haller ut langre

an vinsten ar vard dr det béttre payoff-massigt att ge upp direkt.
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Figur 6: Payoff for land 1. Diagrammet léngst till vinster: om t5-6; < v1. Diagrammet
i mitten: om %5 - 67 = vy. Diagrammet till hoger: om t5 - 61 > vy
(Osborne 2009, s.78).

Nu tar vi fram béasta responsen utifran land 1s perspektiv. Vi betraktar t; och
ty som faststéllda, i forviag bestdmda tider som respektive land tanker kvarstanna i

kriget. Det forsta landets basta respons-funktion blir da:

Bl(tg) = (tl 1t > tg) om ty - 51 < U1
B1<t2) = (tl cty =0 eller t; > t2) om ty - 51 =V
Bl<t2) = (tl it = O) om tg - 51 > U

Det andra landets béasta respons blir den samma fast omvand. Intuitionen sager
som sagt att det ar en basta respons att ge upp tidigt om motspelaren planerar att
ge upp sent, och hur sent beror pa ifall vinsten overstiger kostnaden att kvarstanna
i kriget langre an motstandarlandet. Om varje lands handling ar en béasta respons
utifran det andra landets handling ar det en Nash-jamvikt enligt sats 2.1. Saledes

har vi en Nash-jamvikter for spelet da:

tl =0 och tg Z %
eller
tQZOOChtlzgf.

3.2.3 Diskussion

For att lata detta spel representera verkligheten kan vi tédnka oss att kostnaden
0; ar kostnaden for landet att forsorja krigsforbanden med soldater och materiel i
kriget samt kostnaden for forstorelsen som kriget medfor. Kopplar vi detta till ett
empiriskt fall kan vi titta pa Rysslands invasionskrig i Ukraina. Dar ér priset som
Ukraina erhaller vid vinst i kriget att upprétthalla landets suverédnitet och Rysslands

vinst ar exempelvis att fa tillgang till Ukrainas naturresurser.
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Precis som i The Arms Race finns det ett antal luckor i spelet som gor att spelet
inte blir en fullvardig representation av verkligheten. Forst och framst finns det na-
turligtvis ingen "faststélld tid” som motspelaren kommer kvarstanna i kriget, detta
avgors istéllet troligtvis pa hur det gar pa slagfiltet och vilka vinster eller forluster
landet kan tanka sig att ta. Vidare ar det inte sakert att det ar smartast att ge upp
direkt bara for att man bedomer att motstandaren tanker halla ut lange, exempelvis
kommer kanske motstandaren halla ut betydligt kortare &n planerat om de initiala
slagen medfor stora forluster. En annan svarighet &r hur uppréatthallande av suve-
ranitet och demokrati ska kvantifieras till en payoff. For Ukraina kan demokratin
och sjalvbestammandet vara sa pass Overliagset preferensmassigt att det far "kos-
ta vad det kosta vill” i kriget. En annan aspekt som spelet inte tar hansyn till ar
huruvida landet faktiskt har rad att bedriva krigféringen. Detta ar en aspekt kopp-
lat till komplexiteten pa den strategiska krigféringsnivan. Politiken, landets ekonomi
och tillgangen till ramaterial och mojligheter att producera krigsmateriel har stor
inverkan pa strategiska beslut inom krigféring (Angstr('jm och Widén 2013, s.39).

En annan svarighet ar att slagen ocksa behover utkdmpas. I spelet som presen-
teras, pa strategisk niva, utgar vi ifran att bada landerna &r lika starka och har
samma mojligheter till seger i kriget, bara att det kostar och tar tid att vinna. Men i
verkligheten paverkas den strategiska krigforingsnivan av slag pa den taktiska nivan
(Jordan m.fl. 2016, s.45-47) och beroende pa hur vil beslutsfattare pa ldgre niva
och enskilda soldater levererar kommer kostnaden men éven stridsviljan och folkets

stod att paverkas.

3.3 Contribution to a public good

Contribution to a public good ar ett spel med n antal spelare som var och en far vélja
om de vill bidra med ett faststéllt belopp till det allménna eller inte. Om tillrackligt
manga véljer att betala beloppet sa kommer alla, oavsett om man bidragit eller inte,
att f& nagon form av positiv vinst. Men om for fa valjer att betala, sa kommer de

som valt att bidra inte fa tillbaka sin insattning.

3.3.1 Presentation av spelet

Spelet beskrivs och stélls upp som en 6vningsuppgift med tillhérande facit av Osbor-
ne (Osborne 2009, s.33) (Osborne 2023, s.7). I detta arbete lagger vi pa en militar

inriktning pa spelet och kopplar spelet till forsvarsalliansen NATO och alliansen mal
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att samtliga lander ska bidra och lagga 2-procent av BNP pa forsvarsutgifter, vilket
manga lander inte alltid nar upp till (Haglund 2024). Om tillriackligt manga ldnder
bidrar med 2 procent blir "vinsten” att NATOs avskréckning fungerar och inget
NATO-land riskerar att bli angripet. I spelet antar vi att varje varje land helst vill

"slippa” bidra med 2 procent eftersom det kostar mycket pengar.
e Spelare: De 32 lander som dr medlemmar i NATO.

o Handlingsalternativ: Respektive land kan valja att bidra, genom att lagga
2 procent av BNP pa forsvarsutgifter, eller att inte gor det. Alltsa: A; =
{Bidra, Bidra inte}.

o Spelets uppbyggnad: Om £ eller fler antal lander bidrar med 2 procent av
BNP erhaller samtliga ldnder vinsten v som innebar att NATOs avskrackning
mot eventuella angripare fungerar. Dar 2 < k < 32. Att bidra med 2 procent
kostar landet p, dar p < v. Om fler an k lander bidrar erhalls fortfarande
endast vinsten v och om farre bidrar erhaller respektive land 0, vilket innebar
att ndgon NATO medlem kan riskera att bli angripet eftersom avskrickningen

inte fungerar.

o Preferenser och payoff: Om vinsten v erhélls, det vill sdga k eller fler 1an-
der bidrar till avskrdackningen, bli payoffen for de lander som bidragit: v — p.

Payoffen for de lénder som inte bidragit blir da: v.

Om vinsten v inte erhalls blir payoffen for de ldnder som bidragit —p och de

som inte bidragit 0.

Payoffen for land ¢ kommer alltsa att vara:

— w;(land ¢ bidrar inte men minst k& andra linder bidrar) = v
— wu;(land 7 bidrar och totalt bidrar minst & ldnder) = v — p
— wu;(land ¢ bidrar inte och totalt bidrar inte k ldnder) = 0

(

— w;(land ¢ bidrar men totalt satt bidrar inte & linder) = —p.

Land s preferenser blir saledes:

(land i bidrar inte men minst k andra lander bidrar) »=; (land i bidrar och
totalt bidrar minst k linder)) =, (land i bidrar inte och totalt bidrar inte k

linder) >; (land i bidrar men totalt sdtt bidrar inte k ldnder).
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3.3.2 Nash-jamvikter i spelet

Att undersoka Nash-jamvikterna i detta spel ar relativt enkelt. Det kraver inga
avancerande berdkningar utan vi kan konstatera att vi har tva olika Nash-jamvikter
(Osborne 2023, s.7).

1. En handlingsprofil dar precis k lénder bidrar ar en Nash-jamvikt. Detta ef-
tersom om nagot av de bidragande landerna éndrar handling och inte bidrar
sa kommer avskriackningen inte att fungera och landets payoff att ga ned fran
v — p till —p. Om nagon av de landerna som inte bidrar bestammer sig for
att bidra kommer deras payoff att ga ned fran v till v — p. Saledes, eftersom
inget land payoffméssigt vinner nagonting pa att byta handling givet att inget

annat land byter handling dr denna handlingsprofil en Nash-jamvikt.

2. En handlingsprofil dar inget land valjer att bidra med 2 procent av BNP
ar ocksa en Nash-jamvikt i spelet. Detta eftersom om ett land ensamt byter
handling och véljer att bidra kommer vinsten v &nda inte att erhallas och
landets payoff att ga ned fran 0 till —p. Dérmed vinner ingen land nagonting

pa att ensamt byta handling och handlingsprofilen ar en Nash-jamvikt.

Vi kan dven konstatera att de handlingsprofiler dar fler &n k lander bidrar inte
ar nagon Nash-jamvikt eftersom nagot av de landerna som bidrar da kan vélja att
inte bidra och darmed forbattra sin payoff fran v — p till v.

De handlingsprofiler dar farre én k lander, men minst 1 land, bidrar ar inte heller
nagon Nash-jamvikt eftersom i de fallen kan de lander som bidrar vélja att inte bidra

och darigenom forbattra sin payoff fran —p till 0.

3.3.3 Diskussion

Aven detta spel ér en férenkling av verkligheten. Grundpremissen att minst & linder
ska bidra med 2 procent for att avskridckningen ska fungera &dr exempelvis inte
sirskilt realistiskt. Dels blir avskrickningen storre ifall fler lander genomfor stora
forsvarsinvesteringar. Dessutom gar det inte att i verkligheten tala om nagot k-
vardet. k-vardet borde inte endast bero pa antalet bidragande lander utan &dven
pa vilka ldnder som lagger tillridckliga resurser pa forsvaret, om exempelvis endast
mindre ldnder nar upp till 2 procents malet blir det kollektiva forsvaret &nda inte

tillrackligt stark och saledes astadkoms ingen avskréckning.
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En annan aspekt som gor spelet valdigt teoretiskt ar att det finns i landernas
egenintresse att ha ett starkt forsvar och dérmed investera i det egna forsvaret.
Vidare finns det en strategisk vinning i att vara med och bidra, dels for att oka
andra lédnders vilja men &dven for att skapa béttre relationer inom alliansen och
ddrmed oka det egna landets mojlighet att faktiskt fa militdrt understod vid ett

eventuellt angrepp.

3.4 Slutsatser kopplat till militara spel

Efter att dessa tre spel formulerats, Nash-jamvikter undersokts och diskussioner
kopplat till spelen forts kan vi konstatera att det absolut gar att dra paralleller till
dessa spel och verkligheten. Vi kan belysa militarstrategiska dilemman med hjalp
av spelteori.

Viss relevans far spelen exempelvis kopplat till dagens upprustning, kriget i
Ukraina och NATO. Dock krdvs manga antaganden och forenklingar i spelen vil-
ket paverkar spelens tillampningsgrad gentemot verkligheten.

Precis som omnémns i borjan av detta kapitel dr militarstrategi svart och kom-
plext. Beslutsfattarna behover fatta svara beslut dar méngder av aspekter behdver
vigas in. Slutsatsen ar att det gar att belysa militdrstrategiska dilemman med hjélp
av spelteori, men for att spelteorin verkligen ska ga kunna bidra till vettiga slutsat-
ser behover manga aspekter vagas och rangordnas. Déarmed ar det valdigt svart att
med hjéilp av dessa enkla militdara spel bidra till nagot form av beslutsfattande pa

militarstrategisk niva.
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