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Sammanfattning

Syftet med detta arbete &r att ge en grundlig introduktion till permuta-
tionsgrupper, som ar centralt inom gruppteori, genom att successivt bygga
upp teorin fér grupper och permutationer med begrepp som gruppverkan,
banor, stabilisatorer, block och primitivitet. Arbetet kombinerar teori med
praktiska algoritmer som implementeras i Python som l&saren har tillgang
till. Det mojliggor interaktivt larande och utforskandet av d&mnet.

Abstract

The purpose of this project is to provide a thorough introduction to permu-
tation groups, which are central to group theory, by gradually building up
the theory of groups and permutations using concepts such as group action,
orbits, stabilizers, blocks, and primitivity. The project combines theory with
practical algorithms implemented in Python, which the reader has access to.
This enables interactive learning and further exploration of the subject.
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1 Inledning

Syftet med detta arbete ar att ge en grundliggande genomgéang av permutations-
grupper, vilket ar centralt inom gruppteori. For detta introducerar vi successivt
teori som permutationsgrupper bygger pa. Meningen ar att arbetet ska vara peda-
gogiskt och lattforstaeligt for nagon med grundlaggande kunskaper inom grupp-
teori. Detta ska uppnas genom en kombination av teori och praktiska algoritmer
som lasaren kan anvinda for att fa en béttre forstaelse. Med den givna koden
kan anvandaren konstruera permutationer, se egenskaper och gora analyser som
direkt ar kopplade till teorin. Malet ar att ge en tydlig presentation och ett eget
utforskande av amnet.

Arbetet inleds med grundlaggande begrepp inom gruppteori, dar vi kommer ga
igenom vad en grupp ar och tillhérande definitioner, satser och exempel som ror
omradet. Detta kommer hjilpa oss att bygga pa teorin for att ga vidare.

Hér gar vi vidare med begreppet gruppverkan, som beskriver hur en grupp kan
operera pa en méangd. Med det kommer vi ga in pa banor, stabilisatorer, block
och primitivitet. Detta ar viktigt for att ge en forstaelse om hur strukturer inom
grupper kan se ut.

Vi géar vidare till permutationer, dar vi diskuterar definitioner, séitt representera
permutationer, cykelstrukturer och ordning. I avsnittet kommer det visas hur per-
mutationer uppfyller samma villkor som grupper under sammansattningar vilket
gor att méingden av alla permutationer, symmetrigruppen S,,, ar en grupp i sig.

Det foregaende avsnittet leder oss naturligt in i ndsta, permutationsgrupper, som
ar delgrupper av symmetrigruppen och ar centralt for gruppteori. Har drar vi
kopplingar till tidigare teori om grupper och gruppverkan men i en kontext av
permutationer for att verkligen visa hur de begrepp vi tidigare gatt igenom fungerar
i sammanhang dar elementen &r permutationen. Detta gor vi genom att se hur
permutationer fungerar under sammanséttning och se pa olika egenskaper som
abelskhet, normalitet och primitivitet samt férdjupa oss i strukturer som finns.

Nér vi har grunden till all teori gar vidare till algoritmer som gar hand i hand med
teorin och som visar hur aspekterna av teorin implementeras praktiskt. Det kom-
mer att visas hur man genererar en delgrupp och hittar block med bevis grundat
1 teorin.

Till slut visar vi hur koden kan implementeras, dér algoritmerna 6versatts till Pyt-
hon. Med koden kommer anvandaren sjalv kunna skapa permutationer, undersoka,
experimentera och gora analyser pa permutationsgrupper och deras egenskaper.
Vi kommer ga vidare till att visa enklare tillampningar som successivt leder till
mer avancerade analyser. Avslutningsvis kommer ldsaren kunna ta del av koden



och ladda ner den for att sjalv fortsatta utforska vidare med arbetet som verktyg.

2 Grupper

Begreppet grupper éar grunden fér mycket av teorin som kommer behandlas i ar-
betet. En grupp ér en algebraisk struktur och vi kommer formellt beskriva vad en
grupp ar och introducera grundliaggande definitioner, exempel och satser.

2.1 Introduktion

En grupp ér en struktur dir en méangd med en operation uppfyller vissa villkor.
Hér kommer vi g& igenom vad en grupp ar, definitioner, exempel och satser som
ar grunden till idén om grupper.

Definition 2.1. [2] En grupp bestér av en méngd G, som tillsammans med en
bindr operator * definierad for G ska uppfylla féljande axiom:

1. (Sluten). For alla z,y € G ar

rxy € Q.

2. (Associativ). For alla z,y,z € G ér

3. (Identitetselement). Det finns ett element e € G sddan att

exx=x=ux%e forallaz € G.

4. (Inverselement). For alla x € G finns det 7! sddan att

x*x’lze:x’l*x.

Exempel 2.2. [2] Ett exempel pa en grupp ar symmetrierna av en kvadrat Dy. Vi
kan tdnka pa den som ett platt kort, med hérnen méarkta A, B, C, D i medsols ord-
ning. Det finns atta olika transformationer av D, som behaller formen av figuren.
Dessa transformationer kallas symmetrier. Symmetrierna bestar av den triviala
symmetrin e (identitetselementet), rotationer och speglingar. Rotationerna gors
medurs och betecknas 71(90°), 75(180°) och 73(270°). Speglingar 6ver axlar beteck-
nas s, (vertikal), s, (horisontell), sac (diagonal fran A till C') och sgp (diagonal
fran B till D).
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Definition 2.3. [2] En delméngd H av en grupp G kallas en delgrupp om ele-
menten i H uppfyller egenskaper for en grupp med samma binédra operator som

G.

Exempel 2.4. Om vi har gruppen D,, symmetrier av en kvadrat, fran exempel
2.2 s4 ir rotationerna

H = {e,r,r2,73}
en delgrupp av gruppen.
For ett element i gruppen z € G med binér operator , ir potensen z* en upprep-
ning av operatorn k € Z antal ganger:

F=gxxx-oxz, or k>0
—_—

k ganger
med 2° = id. Fér negativa exponenter k& < 0 har vi:
g = (277
Vi utfor alltsa upprepade operationer med elementets invers.

Definition 2.5. [7] Antalet element i en viss méngd M kallas for méngdens kar-
dinalitet och vi betecknar det |M].

Exempel 2.6. Om vi har mangden {1,2,3} ar dess kardinalitet 3. Vi skriver
I{1,2,3}] = 3.

Definition 2.7. [2] Om G &ar en grupp och |G| ér éndligt, sa dr |G| ordningen av
gruppen. En grupp med oéndligt antal element har oandlig ordning.



Exempel 2.8. Gruppen (Z4,+) bestar av heltalen {0, 1,2, 3} med addition modulo
4 som binar operator. Gruppens kardinalitet |G| = 4 och har darfér ordning 4.

Exempel 2.9. Gruppen (Z, +) bestar av alla heltal med addition som binér ope-
rator. Eftersom gruppen bestar av oandligt manga element sa har gruppen oéndlig
ordning.

Definition 2.10. [2] Om z ar ett element i en en dndlig grupp G, sa ar det minsta
positiva heltalet m, sadan att 2™ = e, lika med ordningen av z i G. Om G &r en
oéndlig grupp, definieras ordningen av x pa samma sétt, forutsatt att ett heltal m
finns, annars ar x ett element med oandlig ordning.

Eftersom G ar en grupp sa ar 2™ ett element i gruppen for varje m. Om G éven ér
en andlig grupp sa maste vissa potenser vara lika eftersom vi har &ndligt manga
element men odndligt manga exponenter. Lat oss séiga att vi har element i gruppen,
¢ = 2%, dir a > b. Om vi multiplicerar bada sidorna med z~° s& far vi 227 = e.

Sa vi kan sdga att det finns ett m sadan att 2™ = e.

Exempel 2.11. Vi har gruppen (Zg, +) som bestar av heltalen {0,1,2,3,4,5} med
addition modulo 6 som operator och undersoker vilken ordning 2 har. Vi vill kolla
hur manga ganger vi behdver upprepa operationen for att fa identitetselementet:

24+2+2=6=0 (mod 6).
Vi ser att elementet 2 har ordning 3.

I allménhet kommer vi i fortsattningen fokusera pa att arbeta med andliga grupper.
Detta gors for att forenkla analysen och fokusera pa egenskaperna hos éndliga
grupper. Det kommer underldtta forstaelsen av grupperna utan att ta hansyn till
komplexiteten med oéndliga grupper.

Definition 2.12. Delgruppen H som genereras av elementen ¢y, 9s,...,9x € G
definieras som den minsta delgruppen av GG som innehaller dessa element. Vi skri-
ver:

H = <gl7927"‘7gk>'

Om vi har tva delgrupper H;, Hy av en grupp G, sa ar aven deras snitt H; N Hy
en delgrupp. Om vi tar snittet av alla delgrupper i G som innehaller elementen
91,92 - - - gk sa har vi en delgrupp med dessa element. Eftersom snittet alltid &r
mindre én eller lika med alla delgrupper, sa ér det den minsta moéjliga delgruppen
som innehaller g1, go, . . ., g.

Definition 2.13. [2] En grupp G kallas cyklisk om det finns ett element © € G
sa att varje element i GG dr en potens av x. Vi sdger att elementet x genererar GG
och vi skriver:

G = ()

6



Exempel 2.14. Ett exempel pa en cyklisk grupp ar (Zs, x), alltsa mangden
{1,2,3,4} med multiplikation modulo 5 som den binéra operationen. En av grup-
pens generatorer ar 2, eftersom

2 =2
2° =4
23 =3 (mod 5)
2*=1 (mod 5).

Vi kan se att vi behéver upprepa operationen fyra ganger for att fa tillbaka iden-
titetselementet 1. Detta innebér att ordningen av 2 ér lika med 4 enligt definition

2. 10l

Sats 2.15. [2] Lat G vara en grupp, och anta att H ar en icke-tom delmdngd av
G. Da ar H en delgrupp av G om det uppfyller foljande:

Sl. x,yec H=2ye H
S2. xreH=r'eH.
Om G ar andlig sa rdacker det med S1 for att visa att H dar en delgrupp.

Bewis. [2] Vi behover nu visa att med dessa villkor att associativitet och identitet-
selementet e foljer. Associativitet foljer fran att H ar en delméngd och har dérfor
samma element som i G, och de elementen ér associativa. For e kan vi kolla pa
S2, som siger att varje element x i H har en invers x~* som ocksa &r i H. Vi vet
fran S1 att zx~! ar i H, vi vet ocksd att zx~! = e och darfor finns identiteten e i

H.

Nu behover vi visa att S2 foljer av S1 om G ér éndlig. Om H bara bestar av e sa
foljer alla egenskaper av en delgrupp, annars tar vi ett godtyckligt element x, som
inte ar e, i H och som har ordning m. Vi har da att 2™ = e, lat oss multiplicera
ekvationen med 7!, s& att vi far 2! = 271, Eftersom m ar ett positivt heltal
storre dn 1 sd dr 27! lika med en positiv potens av z. Med S1 har vi att alla
positiva potenser av x finns i H, dirmed finns dven =% i H. n

Vi ska nu visa en foljdsats som beskriver strukturen hos en grupp som genereras
av ett antal element:

Sats 2.16. Om vi har en dndlig grupp G med elementen gy,...,gx € G och en
delgrupp H = (g1,...,9x) sa kan varje element i H skrivas som en produkt av
generatorerna gi, ..., gi.-



Bevis. Lat M vara en mangden av alla mojliga produkter av elementen gy, ..., gx,
vi kallar dem for ord.

Det ar klart att M C H eftersom H &r definierad som den minsta gruppen som
innehaller alla gy, ..., gr och maste darfor innehalla alla deras produkter. Det ér
ocksa klart M ar sluten under multiplikation eftersom produkten av tva ord helt
enkelt blir ett nytt langre ord som fortfarande bestar av generatorerna. Vi har da
att M &r en delgrupp till G enligt sats[2.15

Eftersom M é&r en delgrupp som innehaller generatorerna och H &dr den minsta
delgruppen med dessa generatorer sa maste det betyda att H C M. Samtidigt &r
M C H vilket ger att H = M.

Alltsa kan Varje element i H skrivas som en produkt av generatorerna. O
Lagranges sats ar centralt och valdigt intressant inom gruppteori. Eftersom vi inte

kommer fordjupa oss i teorin bakom beviset skriver vi bara ner satsen. Beviset till
satsen hittas i [2].

Sats 2.17 (Lagranges Sats). [2] Ldit G vara en andlig grupp med ordning n och
H wvara en delgrupp med ordning m, da dr m en delare till n.

2.2 Gruppverkan

En gruppverkan beskriver hur en grupp verkar pa en méangd. Det innebar att varje
element i gruppen opererar pa ett element i méngden och ger ett nytt element i
mangden. Vi definierar exakt vad vi menar med detta:

Definition 2.18. [3] Lat G vara en grupp och X en méngd. En gruppverkan ar
en avbildning av varje ordnat par (g, z) for ¢ € G och x € X till ett nytt element
gr € X. Det vill sdga, en funktion
GxX—X
(9,2) = g,

som har féljande egenskaper:
1. Identitetselement ex = x for alla z € X
2. Associativitet (gh)xr = g(hz) for alla g,h € G och alla x € X

Definition 2.19. [2] Lat G vara en grupp som verkar pa en méangd X. En bana
av G pa ett element x € X &r mangden element i X som fas genom att nagot
g € G verkar pa x, och beskrivs formellt som:



Orb(z) ={gr € X | g € G}.

En stabilisator av ett element x € X ar méngden av alla ¢ € G som verkar pa x
och ldmnar x oférdndrat. Méangden noteras:

Stab(z) = {g € G | gx = x}.
Sats 2.20. Stab(z) dr en delgrupp av G.

Bewvis. For att stabilisatorn ska vara en delgrupp av G behover den vara en icke-
tom, sluten under gruppoperationen och innehélla inverser, enligt sats [2.15]

Att Stab(x) &r icke-tom foljer av att identitetselement e € G uppfyller ex = x for
alla € X och darmed géller e € Stab(x). Alltsa &r Stab(z) icke-tom.

Lat g1, g2 € Stab(x). Vi behover visa slutenhet, det vill sdga gi1go € Stab(z). Vi
vet att gi(x) = x och go(z) = x, sammanséttningen av de ger

(9192)(%) = g1(g2(2)) = g1 () = .

Sammansattningen ldmnar alltsa x oférandrat vilket innebér att gyg, € Stab(x)
och stabilisatorn éar sluten.

L&t g € Stab(z). Vivill visaatt ¢! € G. Vivet att g7'g = e, sd vi har (¢7'g)(z) =
ex = x och vi vet att g(x) = z, sd vi har

z=(97"g)(x) = g7 (9(2)) = g} (2).
Dérmed g~' € Stab(z).

Genom att ha uppfyllt kraven ar Stab(z) en delgrupp av G enligt sats [2.15  [J

Exempel 2.21. Lat G vara den gruppen med symmetrier for en kvadrat D4 och
X ={A, B,C, D} vara méngden av kvadratens hérn som G verkar pa.

Bana: Vi viljer elementet x = B i mangden. Banan av D, pa B ar alla horn som
B kan avbildas till nar nagot g € G verkar pa B. Vi far

e(B)=B, nmn(B)=C, ryB)=D, r3B)=A,
SU(B) = A, Sh(B) = C, SAc(B> = D, SBD<B) = B.

Vi har fatt alla element i mangden X nér nagot element g verkar pa B. Sa banan
ar:

Orb(B) = {4, B,C, D}.

9



Stabilisator: Stabilisator for B &r mangden element g € G som lamnar B ofor-
andrat. Det ska alltsa gélla att g(B) = B, vi ser pa var undersokning ovan for vilka
g det géller. Det foljer att stabilisatorerna &r:

Stab(B) = {e, spp}-

Observera att banans kardinalitet multiplicerat med stabilisatorns ar lika med
gruppens kardinalitet,

Orh(B)| x [Stab(B)| =4-2 =8 = |G].

Detta visar sig galla allméant:

Sats 2.22. Lat G vara en grupp som verkar pa en mdngd X, och lat x € X. Da
gdller

|Orb(z)| x |Stab(x)| = |G|
Beviset till denna sats finns i [2, Theorem 21.3].

Definition 2.23. [3] En gruppverkan av en grupp G pa en mangd X kallas tran-
sitiv om den bara har en bana. Alltsa om

Orb(z) = X, for ndgot x € X.

Ekvivalent kan vi siga att verkan ar transitiv om for varje par z,y € X existerar
ett g € GG sadan att gxr = y.

Exempel 2.24. Vi kan titta pa exempel dar gruppen D, verkar pa méangden
av kvadratens horn X = {A, B,C, D}. Vi sag att banan for elementet B ar hela
méangden X, det vill séga

Orb(B) ={A,B,C,D} = X.
Déarfor verkar D, transitivt pa X.
Sats 2.25. Om G verkar transitivt pa X sa gdller
Orb(z) = X for alla x € X

Bevis. Anta att G verkar transitivt pa X, alltsa att det finns ett element z € X
med hela méngden X som bana: Orb(z) = X.

Vi vill visa att banan for ett godtyckligt element &r z € X ar hela mangden, alltsa

Orb(z) = X.

10



Vi tar ett godtyckligt element y € X och eftersom Orb(z) = X finns ett element
g1 € G sadan att g1(2) = y.

Vi tar det godtyckliga elementet = € X, och likt tidigare finns ett element go(2) =
x. Da galler

9195 () = g1(95 ' (2)) = 91(2) = y.

Eftersom G ar sluten si ar gig; ' ett element i G .Det finns alltsa ett element i
G som verkar pa ett godtyckligt element x € X for att fa ett annat godtyckligt
element y € X. Darfor géller att Orb(z) = X for alla z € X. ]

Definition 2.26. [2] Om ett par element i en grupp uppfyller zy = yx séger vi
att de kommuterar. En grupp dar varje element kommuterar med varandra kallas
kommutativ eller abelsk.

Exempel 2.27. Vi har gruppen (Z,+), som &r heltal under addition. Det géller
att
a+b=>b+ a, for nagot a,b € Z

eftersom addition av heltal &r kommutativ. Sa &r (Z, +) en abelsk grupp.

Definition 2.28. Lat GG vara en grupp. Tva element a,b € G ar konjugerade om
det finns ett element g € G sadant att

gag~' =1b.
I detta fall ségs b vara ett konjugat av a.
Exempel 2.29. Lat oss undersoka konjugation i D, och se om tva element ar
konjugerade med varandra. Vi viljer a = r; och g = s, for att hitta det element b

som ar konjugat till 7. Eftersom s, ar sin egna invers, giller s;! = s,. Vi beridknar
S,118, genom att folja varje horn:

sy(A) =B r(B)=C s(C) =D
sy(B)=A r(A) =B sy(B) = A
sy(C) =D (D)= A sy(A) =B
sy(D) =C r(C)=D sy(D) = C.
Resultatet av sammanséattningen blir

A= D

B— A

C— B

Dw— C.

11



Detta ér exakt effekten av r3 och vi har att s,rys;! = r3 = b. Alltsd &r 1 och r3
ar konjugerade i Dy.

Definition 2.30. [0] Lat G vara en grupp och H en delgrupp. Delgruppen H sigs
vara en normal delgrupp om for varje h € H och varje g € G géller

ghg™' € H.

Som tidigare ndmnt bestar en abelsk grupp av element som kommuterar, alltsa
att xy = yx for alla z,y i gruppen. Om vi har en abelsk grupp G och en delgrupp
H sa ar H en normal delgrupp. Lat g € G och H € H, da géller

ghg™' = hgg™' = he = h.

Vi ser att ghg™! € H och H &r darfor en normal delgrupp.

Exempel 2.31. Lat D, vara gruppen och H = {e, s,} vara delgruppen. For att
undersoka om H &r en normal delgrupp véljer vi nagot element i delgruppen och
nagot i gruppen. Vi borjar med att rdkna konjugatet for h = s, och g = r; och vi
far:

T1SyT] t— Sp.

Men vi vet att s, ¢ H vilket innebér att H ddrmed inte ar en normal delgrupp.

2.3 Block och primitiv gruppverkan

Tidigare har det beskrivits hur en grupp kan verka pa en méngd. Den kan &ven
verka pa olika delméangder, vilket ar hur vi kan hitta olika block i grupperna.
Avsnittet kommer visa vad ett block ér, hur de uppstar och vilka egenskaper de
medfor.

Definition 2.32. [0] Lat G x X — X vara en gruppverkan av en grupp G pa en
mangd X. Ett block ar en delméangd B C X dar for varje g € G géller foljande:

1. gB = B (g bevarar B), eller
2. gBN B =10 (9B och B ér disjunkta).

Exempel 2.33. Lat D, verka pa mangden X = {A, B,C, D} och delméngden,
hornen diagonalt fran varandra, B = {A, C'}. Vi undersoker om delméngden ar ett
block:

eb={A,C}, rb={B, D}, rob = {C, A}, rsb = {D, B},
syb ={B, D}, spb={D, B}, b={AC}, sppb ={C, A}.

12



Eftersom varje gruppoperation pa delméngden antingen bevarar B eller avbildas
till en mangd disjunkt till B sa &r det ett block. Vi ser att méngden som ar disjunkt
fran B, méngden {B, D}, dven ar ett block eftersom det antingen bevaras eller ar
disjunkt under operationer.

Definition 2.34. En grupp G som verkar transitivt pa en mangd X utan att
utgora icke-triviala block verkar primitivt pa méangden. Att ett block ar trivialt
innebér att det antingen &r tomt, B = (), bestéar av ett element, B = {z} for nagot
r € X, eller om det &r hela méngden, B = X.

Ezxempel 2.35. Vi kan se i exempel att delmangderna som vi kan associera
med diagonalerna {A, C'} och {B, D} utgér block i Dy. Dessa block &r icke-triviala
eftersom de innehaller fler &n ett element men bestar inte av hela mangden. Enligt
definitionen ar en gruppverkan inte primitiv om det finns nagot icke-trivialt block,
och darfor ar verkan av D4 pa hérnen inte primitiv.

Ezxempel 2.36. Lat symmetrierna for en triangel D3 verka pa méngden X =
{A, B,C}, som representerar triangelns horn. Vi har att |X| = 3, vilket innebér
att ett icke-trivialt block maste ha storlek exakt 2. Detta géller eftersom ett block
ar trivialt om det har storlek 0,1 eller dr hela méngden, alltsa storlek 3 och for
att undvika det behdver vi ha ett block med exakt tva element. I detta fall &r ett
sadant block inte mojligt eftersom en méngd med tva element kan inte bli disjunkt
med en annan sadan méngd nar hela mangden bara innehaller tre element. Det
finns helt enkelt inte plats for tva olika médngder med tva element vardera utan att
de overlappar. Verkan av D3 pa X ar alltsa primitiv.
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3 Permutationer

I detta avsnitt kommer vi introducera vad en permutation &r och dess grundlég-
gande egenskaper. Vi kommer ga igenom vad symmetrigruppen S,, dr och se hur
det ar en grupp.

3.1 Introduktion

En permutation ar en omordning av element i en mangd och kan beskrivas med
hjalp av en bijektiv avbildning. Mer formellt definieras en permutation pa féljande
satt:

Definition 3.1. En permutation av en icke-tom, mangd X &r en bijektion fran X
till X. Det vill sdga en avbildning o : X — X som bade ar injektiv och surjektiv.

I denna uppsats kommer vi bara arbeta med dndliga mangder, dar vi oftast kommer
ha en méangd X = {1,2,...,n} for positiva heltal n.

Exempel 3.2. Lat X = {1,2,3,4} och a: X — X en permutation, definierad av
ekvationerna:

Permutationen ovan kan beskrivas pa olika satt, ett 4r med tvaradsnotation:

1 2 3 4
2 4 1 3
dér den 6vre raden visar de ursprungliga elementen och den nedre raden visar vad

de avbildas pa.

I fortsdttningen kommer permutationer beskrivas i cykelnotation. Fér samma per-

mutation « skriver vi
(1243) .

Det visar att elementet avbildas till elementet héger och kommer sen tillbaka till
forsta elementet, i detta fall ar avbildningarna:

1—-2—4—3—1.

I allménhet kan en permutation skrivas som en eller flera cykler:

14



Exempel 3.3. Lat 8 vara en permutation av mangden {1,2,3,4,5,6} med avbild-
ningarna

Vi kan da skriva permutationen i cykelnotation som:
B = (134)(26)(5).

Nér man skriver cykelnotation i praktiken utelamnar man ofta cykler av langd 1
eftersom de ar triviala, man skriver:

B = (134)(26).

Vi kommer i fortsdttningen skriva cykelnotationer pa detta sétt.

Definition 3.4. En permutatation av en mangd X = {1,2,...,n}, som lamnar
varje element oférandrat kallas for identitetspermutationen, det noteras idx. For-
mellt beskrivs det

idx (1) =1 for varje i € {1,2,...,n}.

I fortséttningen kommer vi anvinda notationen ¢d da méangden kommer vara given.

Som tidigare visat skriver vi inte ut de triviala cyklerna. Sa identitetspermutatio-
nen id som bara bestar av triviala cykler kommer skrivas som ().

Definition 3.5. En transposition ar en permutation som é&ndrar exakt tva element
och ldmnar alla andra ofériandrade. Ekvivalent till det, en permutation med en
cykel av langd tva och alla 6vriga cykler av langd ett.

Exempel 3.6. Om vi har en permutation o pa mangden X = {1,2,3,4} och
har avbildningarna a(1) = 3, «(2) = 2, a(3) = 1 och a(4) = 4. Da éar denna
permutation en transposition, och vi skriver

(13).

Sats 3.7. Det finns n! stycken permutationer for mangden {1,2,... n}.

Bevis. Lat méangden X = {1,2,...,n} och lat oss hitta alla olika permutationer
till den méngden. Varje element ska avbildas exakt en gang. Lat oss titta hur
manga sitt vi kan arrangera det. For det forsta elementet har vi n val. Efter att
ett element blivit valt kan vi vilja nagot av resterande, sa vi har n — 1 val. Nu &r
2 element valda och vi har n — 2 alternativ och detta fortsétter tills det bara ér
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ett alternativ kvar. For att se hur manga satt vi kan gora detta pa kan vi anvanda
oss av produktregeln:

n-n—1)-n—2)-(n—3)-...-1=nl
Detta visar att vi har n! olika permutationer for méngden X. O
Méangden av alla permutationer av en mangd {1,2,...,n} har notationen S, och

kallas for symmetrigruppen, pa n element.

Exempel 3.8. S3 bestar av foljande 3! = 6 permutationer:

(),(23),(12), (123), (132), (13).

Sats 3.9. Symmetrigruppen S, dr en grupp.

Detta innebér att gruppens egenskaper géiller for alla permutationer i S,, under
sammanséittning. Alltsa ar S, sluten, associativ, innehaller identitetselementet och
ett inverselement for varje element.

Bewvis. Vi vet att enligt definition att permutationer dr bijektioner fran en
andlig mangd till sig sjalv. Vi kan kontrollera att egenskaperna for en grupp foljer:

Sammansattningen av tva bijektiva funktioner ar ocksa bijektiv vilket visar slu-
tenhet. Alltsa dr sammanséttningen av tva permutaioner i .S,, &ven en permutation

iS,
For associativitet, har vi att sammanséttningar av funktioner alltid ar associativa.

For permutationer «, 5,y € S, géller da a(8v) = (af)y.

Att ha en bijektion av en méangd till sig sjalvt innebéar att det alltid finns bijektioner
som avbildar ett element pa samma element. Vi har att id(«) = «

En invers ar en bijektion fran en méngd till sig sjélv vilket innebér att det existerar
aven for permutationer.

Symmetrigruppen S, ar alltsa en grupp under sammansattning. O]
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Exzempel 3.10. Lat o = (134)(25) och § = (1425) vara permutationer. En sam-
mansattning af skulle se ut pa foljande sétt, for forsta elementet:

a(f(1)) = a(4) =1
a(B(2)) = a5) =2
a(f(3)) = a3) = 4

och sa vidare for de andra elementen. Sammansattningen blir till slut a5 = (345).

3.2 Ordning

Eftersom symmetrigruppen ar en grupp sa géller definition [2.7] fér gruppens ord-
ning dven for permutationsgrupper. Ordningen bestams alltsa av gruppens kardi-
nalitet.

Exempel 3.11. Om vi har symmetrigruppen S; sa vet vi att den innehaller 5! =
120 element. Alltsa har S5 har ordning 120.

Pa samma séatt foljer definition [2.10} ordningen av ett element. S& ordningen av en
permutation o bestdms av det minsta heltal k s att o* = id. Om en permutation
har en enda cykel sa ér ordningen lika med dess ldngd eftersom varje element
atergar till sin ursprungliga plats efter exakt sa manga tillimpningar.

Exempel 3.12. Lat o = (1423) vara en permutation Vi ser att det ar en cykel
med langd fyra, s& vi raknar o for det forsta elementet:

Vi ser att elementet atervander till sin ursprungliga plats efter 4 tillimpningar och
det samma géller dven for resterande element. S& o* = id och permutationen har
ordning 4.

Sats 3.13. For en permutation som dr en produkt av flera disjunkta cykler dr
ordningen lika med cykellingdernas minsta gemensamma multipel (MGM ).

Bevis. Lat, for enkelhetens skull, « = (ajas ... a;)(b1bs . .. b,,) vara en permutation
med tva disjunkta cykler. Vi behéver hitta det minsta heltal & s& att o = id. Vi
har

o = ((ayay ... a;)(biby ... bp))* = (a1ag ... a;)*(biby ... by)F.

Vi behéver att bada cyklerna atergar till identiteten:
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o For att (ajas...q;) ska aterga till id sa maste k vara en multipel av [.
o For att (biby...b,,) ska aterga till id s& maste k vara en multipel av m.

Sa for att bada cykler ska gélla maste k vara en multipel av dess lingd [ och m. Ord-
ningen bestims av det minsta heltal sa att o = id géller, och darfor dr ordningen
den minsta gemensanma multipeln (M GM) av cykellangderna, MGM (I, m) i det-
ta fall. Detta fungerar pa samma sétt for permutationer med fler &n tva cykler. [J

Exempel 3.14. Lat § = (13)(245) vara en permutation med tva disjunkta cykler
av langd 2 och 3. Eftersom cyklerna ér disjunkta, bestdms ordningen enligt sats
3.13| av minsta gemensamma multipeln (MGM) av deras langder, 2 och 3, vilket
ar 6. Med berikning kan man kontrollera att 3% = id géller.

Ett satt att beskriva en permutations cykler och dess langder ar genom cykeltyper.

Definition 3.15. Lat o € S,,. Cykeltypen av ¢ &r partitionen [1%1,2%2 ... n®]
av n dar a; ar antalet i-cykler av o.

Ezempel 3.16. Lat o = (351)(62)(4)(7). D& har o cykeltypen [12, 2! 31].
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4 Permutationsgrupper

En permutationsgrupp ar en grupp av permutationer av en andlig méngd. Vi kom-
mer dra kopplingar mellan tidigare diskuterade egenskaper hos grupper och hur
det kan fungera for permutationsgrupper. Vi kommer aven undersoka intressanta
observationer som foljer av dem.

Om vi har en permutationsgrupp G = (g1,...,gx) sa ar alla permutationer i G
sammanséttningar av elementen g; for ¢ € {1...k}. Dessa element kallas for ge-
neratorerna for permutationsgruppen.

Definition 4.1. Lat G vara en mangd permutationer av en andlig mangd X. Om
G ar en grupp sa siger vi att G 4r en permutationsgrupp av X.

Detta innebér, enligt definition att G ér sluten och associativ under permuta-
tionssammanséattning, innehaller ett identitetselement och att varje permutation i
G har en invers som ocksa ligger i G.

Har vi en delmangd av S, som uppfyller kraven fér en grupp sa har vi, enligt
definition 2.3 en delgrupp av S,. Alla delgrupper vi har i S,, ar alltsd permuta-
tionsgrupper.

Exempel 4.2. Delgrupperna i S5 ar:

Hy ={(0}, Hy ={(), (12)}, Hy ={(),(13)},
Hy={(),(23)}, Hs = {(), (123), (132)}, Hg = 53

Vi har i tidigare avsnitt introducerat gruppverkan, som beskriver hur en grupp ver-
kar pa en mangd. Nér det géller permutationsgrupper, sa fungerar det pa samma
sitt och det foljer helt enkelt fran definitionen [2.18]

Exempel 4.3. Lat G vara symmetrigruppen S och X = {1,2,3} vara méngden
som G verkar pa.

Bana: Vi véljer ett element x = 2 i mangden. Banan av S3 pa 2 ér alla virden
som 2 kan avbildas till i S5. Vi far

Orb(2) = {9(2) | g € S5} ={1,2,3}.

Detta innebar att fran 2 kan vi na alla andra virden i X genom permutationer i
Ss.

Stabilisator: Vi har elementet 2 och vill hitta dess stabilisator, betecknat Stab(2).
Stabilisatorn ar mangden permutationer som lamnar 2 oférandrat. Vi har:

Stab(2) = {g € G'| 9(2) = 2} = {(), (13)}.
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Dessa tva permutationer, identitetspermutationen och permutationen (13), utgor
stabilisatorn for elementet 2.

Vi har tidigare tittat pa definitionen for transitiv och primitiv gruppverkan. Nér
det géaller permutationer handlar det om en grupp som verkar pa sin egna mangd
sa vi sager att sjalva permutationsgruppen ar transitiv eller primitiv.

Enligt definition [2.23] &r en transitiv permutationsgrupp ér en grupp med bara en
bana och det galler att:

Orb(z) = X, for ndgot x € X.

Transitiva permutationsgrupper ar viktiga inom gruppteori, det kan till exempel
vara valdigt anvandbart i exempelvis galoisteori [10].

En primitiv permutationsgrupp ar en grupp dar inga icke-triviala block finns.

Vissa egenskaper hos permutationsgrupper kan folja av generatorernas egenskaper,
till exempel om generatorerna kommuterar foljer det att hela gruppen ar abelsk.

Sats 4.4. Om generatorerna for en grupp kommuterar sa dar hela gruppen abelsk.

Bevis. Lat G = (g1, 02, - , gn) Vara en grupp dar generatorerna kommuterar, det
vill séga ¢;9; = g;g; for alla ¢,7. Vi vill visa att xy = yx for varje z,y € G.
Eftersom G genereras av {¢1, -+ ,g,} kan alla element skrivas som produkter av

generatorerna enligt sats [2.16] Vi har
T =019 YGis Y= G519 """ Gj,.-

Eftersom generatorerna ar kommutativa kan vi byta plats pa dem sa att alla
faktorer for y hamnar till vanster om faktorerna for x:

vy = (i, 9i, - 'gim)(gjlgjz e 'gjr) == (gjlgjz s 'gjr)(gilgm i) = YT

Alltsa kommuterar alla element z,y € G sa gruppen G ar abelsk. [

Att egenskaper for generatorerna medfor egenskaper till hela gruppen géller dven
for normalitet och konjugering. Det racker alltsa att kontrollera om generatorerna
ar normala for att sdga att hela gruppen ar normal, pa samma satt for att kontrol-
lera om tva grupper ér konjugerade. Detta bygger pa samma princip som i beviset
ovan.

I boken [3] finns 6vningen 1.2.14 dédr man ska ta reda pa vilka villkor som finns for
att generera hela S, med en permutation av n-cykel, (12...n) och en transposition
(7). Vi visar att sa ar fallet om (ij) = (12):
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Sats 4.5. Permutationerna (12) och (12...n) genererar hela S,.

Bevis. Vi vill visa att S,, = ((12), (12...n)).

Lat v = (12...n) och 7 = (12) vara permutationer. Vi undersoker vad som hénder
nir vi utfér konjugeringen y*7y~* for positiva heltal & (mod n):

vy = (23)
YTy =(34)
Yy = (45)

Vi ser att konjugationerna ger transpositionen (ab) dar b = a + 1 (mod n). Med
hjalp av dessa element kan kan vi vidare gora konjugationerna

Om man fortsitter pa detta séitt ser att vi far alla transpositioner pa formen (1 a).
Genom konjugation av elementen vi har kan vi fa resterande transpositioner:

(La)1b)(La)" = (ab)

Vi har nu alla transpositioner. Enligt sats i [2] kan alla permutationer av en dndlig
mangd uttryckas som en produkt av transpositioner. Vi har alla transpositioner
och dérmed alla permutationer i S,,. O
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5 Algoritmer

I detta avsnitt presenteras tva algoritmer, en egen algoritm for att generera alla
element i en grupp samt en algoritm fran litteraturen for att hitta block fér en per-
mutationsgrupp. Bada algoritmerna bygger pa teori som vi tidigare gatt igenom.
For den forsta algoritmen ges ett bevis som grundas i arbetets teori och visar att
algoritmen faktiskt genererar alla element i delgruppen. Beviset for den andra al-
goritmen &r finns i litteraturen. Genom implementering i Python kan teorin testas
i praktiken och ldsaren har méjligheten att sjalv undersoka dessa.

5.1 Generera en delgrupp

Fran har vi: Delgruppen H som genereras av en mangd element {g1, g2, - . -, g }
i en grupp G definieras som den minsta delgruppen av G som innehaller dessa
element. Vi skriver:

H = <917927"‘7gk>‘

Algoritm 1: algoritmen for att generera alla element i en delgrupp
Algoritmen genererar en mangd M enligt foljande:

1. Till en borjan dr M en tom méangd. Vi definierar en lista () med ett element
som ar identitetselementet id.

2. Ett element C' tas bort fran () och anvinds som det aktuella elementet.
3. Elementet C' laggs till i méngden M.

4. Vi itererar Over vara generatorer g; och berdknar produkt p = C'- g; for varje
generator. Om p inte redan finns i M, ldggs p till i Q). Annars gar vi vidare
till nésta generator.

5. Om @ inte ar tom till steg 2.
6. Mangden M returneras.

Sats 5.1. Algoritm[1] genererar alla element i delgruppen.

Beuvis. Eftersom M bildas av produkter av generatorerna g¢; och id kan vi siga
att alla generatorer ligger i M och att M &r en delméngd till H = (g1, 92, .-, gk)-
Eftersom S, ar dndlig behéver vi bara visa att M ér sluten under multiplikation for
att M ska vara en delgrupp till H enligt sats[2.15 Vi ska alltsd visa egenskapen:

2 yeM=zxye M
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Vi kan fran algoritmen siaga att:
Mg; = M for alla i.

Detta innebér att om vi tar elementet x € M och multiplicerar det med en ge-
nerator s kommer produkten ligga i M. A andra sidan kan vi aterigen, utifran
algoritmen, skriva y € M som produkt av generatorer:
Y=9i Yz - Yis-

Nu har vi

LY =2 G Gig - Yis-
Vi kan fran egenskapen Mg; = M saga att x - g;, ligger i M, vi kallar produkten
1. Vidare har vi:

T-Y=T1"Giy -+ Gig-

Pa samma satt géller x1 - g;, € M. Denna process kan vi fortsitta med tills vi
kommer till att xy € M. Vi har d& att M &r sluten under multiplikation. Eftersom
M &ven innehaller identiteten och ar éndlig ger det att M ar en delgrupp. Da M
innehaller generatorerna sa géaller det att M = H och att algoritmen genererar
alla element i delgruppen. O

5.2 Hitta block
Algoritm 2: Algoritmen for att hitta block i en permutationsgrupp

Att skapa en algoritm som hittar alla block givet en permutationsgrupp ér relativt
avancerat. For att vara siaker pa att den fungerar réitt har jag anvéint algoritmen
i artikeln Atkinson [I]. Algoritmen hittar alla block som innehaller element 1 och
angivet ett element w € ) och w # 1, dir Q = {1,2...n} ar méingden som
permuteras.

. Initialt &r C' en tom lista och for alla o € Q ar f(a) = a.
. Légg till w till C och sitt f(w) = 1.
. Ta bort ett element /5 fran C' och berdkna o = f(53).

1

2

3

4. Satt ett heltal j till 0.

5. Oka j med 1 och berikna v = ag; och § = ;.
6

. Om f(v) och f(0) ar lika, ga till 9.
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7. Se till att f(0) < f(7) genom att byta plats pa v och 6 om nédvéindigt.

8. Definiera de viarden f(e) av f som é&r lika med f(v) for att ge dem det nya
vardet f(0) och liagg till det gamla virdet av f(v) till C.

9. Om j < m, ga till 5.
10. Om C' inte ar tom, ga till 3.

Nér detta ar klart har vi fatt funktionen f fardig, dar varje element i € har ett
viarde som representerar vilket block det tillhor. Alla element inom samma block
har tilldelats samma varde. For att konstruera blocken samlas alla element med
samma varde i en méangd, och de méngderna samlas i sin tur i en lista. Resultatet
ar en lista med méngder, dar varje méngd representerar ett block.

Att bevisa att algoritmen fungerar dr komplicerat men beviset finns i [IJ.

Denna algoritm har jag oversatt till fungerande kod i Python for att folja algorit-
mens steg exakt.
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6 Implementering av permutationsgrupper

For att tydligt koppla teorin med praktiska exempel har vi skrivit Pythonkod att
arbeta med permutationsgrupper. Syftet koden ar att vara enkel att anvéinda, och
spegla teorierna som vi tidigare diskuterat. Den gor det mojligt for lasaren att sjalv
testa olika strukturer och teorier, exempelvis konstruera permutationer, generera
grupper och hitta block. Koden &r ett praktiskt och interaktivt verktyg som lasaren
kan anvanda sig av for att forsta varje del av teorin inom permutationsgrupper
vi diskuterat. Med detta kan man direkt se hur teorin fungerar i praktiken med
konkreta och egna exempel.

Kodens fokus ligger pa enkelhet framfor snabbhet. Den dr menad till att vara
lattldst och pedagogisk samt ha tydliga kopplingar till textens formulering. Koden
ar inte menad att ha en sa bra prestanda som mojlig. Algoritmerna genererar
exempelvis alla element i permutationsgrupper, speciellt hela symmetrigruppen
Sy vilket lagger stor belastning pa minnet vid storre n. Detta begréansar var kod
sa att vi bara kan jobba i mindre grader, n < 9.

Jag har sjalv implementerat de matematiska algoritmerna, och handledaren har
hjélpt till med vissa tekniska aspekter av Pythonklasser. Sérskilt det som gar
utanfor kursen Programmeringsteknik, exempelvis for att gora instanser av klassen
SymmetricGroup unika, som ar viktigt for prestandan.

6.1 Grundliggande tillampning

I detta kapitel kommer nagra exempel pa hur man kan anvidnda koden att visas.
Den bestar av tre klasser och importeras pa foljande satt

from permutation import Permutation, SymmetricGroup, PermutationGroup
For att hantera permutationer och utféra operationer pa dem anvinds klassen

Permutation. Denna klass ar grunden till resterande klasser sa att vi kan arbeta
med mer utvecklade berdkningar.

For att skapa en permutation matar vi in en lista med andra raden i tvaradsnota-
tionen. P4 foljande sitt konstruerar vi permutationen (134)(25):

a = Permutation([3, 5, 4, 1, 2]); a

(134) (25)

Vi kan undersoka permutationens egenskaper, exempelvis hur enskilda element
avbildas, cykelstrukturen, ordningen, inversen och potenser:
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print(a(3), a.cycles, a.order(), ~a, ax*6)

4 [(1, 3, 4), (2, 5)] 6 (143)(25) O
Vi skapar en annan permutation for att se sammansattningar och egenskaperna
mellan dem:

s = Permutation([4, 3, 2, 5, 11) # (145)(23)
print(s * a, a * 8, a * s == s * a)

(12) (35) (24)(35) False

Vi kan fran detta exempelvis se att permutationerna a och s inte kommuterar.

Vi gar vidare till klassen SymmetricGroup dér vi kan konstruera hela symmetri-
gruppen 5, for alla n < 9, som tidigare namnts.

Vi konstruerar symmetrigruppen S3 dér vi kan se gruppens alla element i gruppen:

S3 = SymmetricGroup(3)
print (S3.elements)

(O, (23), (12), (123), (132), (13)]

Med denna klass kan vi konstruera permutationer genom att mata in deras cykler
pa foljande satt:

S7 = SymmetricGroup(7)
gl = s7([(1, 2, 3)1)
g2 = S7([(1, 2), 3, DD

print(gl, g2)

(123) (12)(34)

Vi ser att de cyklerna vi matade in har nu konstruerats till permutationer.

Slutligen har vi nu klassen PermutationGroup som ar en klass som gor det mojligt
att konstruera permutationsgrupper genom att mata in generatorer. Med valda
permutationerna genereras hela gruppen automatiskt for att sen mojliggéra ana-
lyser och se egenskaper sa som ordning, banor och block.
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Lat oss ta permutationerna vi precis skapade, g1, g2 och generera en permuta-
tionsgrupp av dem:

G = PermutationGroup(gl, g2)

print (G)
sorterade_element = sorted(G, key=lambda x: x.order())
print('Element:', sorterade_element)

print ('Elementens ordning', sorted(g.order() for g in G))

A permutation group of order 12 in SymmetricGroup(7)

Element: [(), (12)(34), (14)(23), (13)(24), (123), (124), (142),
- (132), (234), (143), (243), (134)]

Elementens ordning [1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3]

Som tidigare visats har permutationsgrupper flera olika egenskaper, och det kan
vi undersoka med koden:

print (G.orbits())

print('Transitiv:', G.is_transitive(),
"Abelsk:', G.is_abelian(),
'Normal:', G.is_normal())

({1, 2, 3, 4}, {5}, {6}, {7}]

Transitiv: False Abelsk: False Normal: False
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Vi skapar en ny permutationsgrupp i Sg for att undersoka gruppens block och
primitivitet:

S6 = SymmetricGroup(6)
gl = 86(L(1, 4), (2, 5), (3, 6)])
g2 = 86([(1, 2, 3), (4, 5, 6)])

G = PermutationGroup(gl, g2)

blocks = G.minimal blocks()

print (G)

print ('Transitiv:', G.is_transitive())
print('Block:', blocks)

A permutation group of order 6 in SymmetricGroup(6)
Transitiv: True
Block: [{1, 4}, {2, 5}, {3, 6}]

Vi ser att vi far tre olika block och med det har vi att gruppen inte ar primitiv.

6.2 Mer avancerat

Vi kan undersoka en permutationsgrupps struktur genom att generera en grupp-
tabell. For att skapa en snygg tabell importerar vi Dataframe fran pandas. Vi
multiplicerar varje element med varje annat i gruppen och visar resultatet med
hjélp av Dataframe. Vi kollar grupp-tabellen for Ss:

from pandas import DataFrame

els = sorted(S3, key=lambda g: g.order())

table = [[x * y for y in els] for x in els]

df = DataFrame(table, index=els, columns=els); df

() (23)  (12) (13) (123) (132)
() 0 (23 (12 (13) (123) (132)
(23) | (23) () (132) (123) (13) (12)
(12) | (12) (123) ()  (132) (23) (13)
(13) | (13) (132) (123) ()  (12) (23)

(123) | (123) (12) (13) (23) (132) ()
(132) | (132) (13) (23) (12) () (123)

Med hjalp av tabellen ser vi alla kombinationer av alla permutationer som finns
i symmetrigruppen. Den gor det enkelt att se flera egenskaper i gruppen, exem-
pelvis om den ar abelsk, hitta inverser, hitta ett elements ordning och gruppens
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generatorer. Med koden kan man skapa liknande tabeller for andra symmetri- och
permutationsgrupper.

Exempel 6.1. Vi tittar pa den tidigare ndmnda 6vningen i [3], déar vi ska hitta
villkoren for att generera S, med en n-cykel (12...n) och en transposition (ij).

Med hjalp av koden kan vi snabbt testa olika transpositioner for ett valt n. Detta
kan hjalpa oss att hitta svaret pa 6vningen. Vi genererar en permutationsgrupp
av n-cykeln och en transposition for att kontrollera om gruppen ar lika med S,.
Vi véljer Sg och testar transpositionen (34):

gl = 86([(1,2,3,4,5,6)]1)

g2 = S6([(3,4)])

Gl = PermutationGroup(gl,g2)
Gl == S6

True

Héar ser vi att permutationsgruppen genererade hela Sg. Lat oss nu testa med
transpositionen (13):

gl = 86([(1,2,3,4,5,6)])

g2 = s6([(1, 3)])

G2 = PermutationGroup(gl,g2)
G2 == S6

False

Denna gangen fick vi inte hela Sg och det beror pa att vi far block som skapar
strukturer i médngden. Som tidigare diskuterats skapas block eftersom permutatio-
nerna gor att en mangd antingen bevaras eller blir disjunkt. Detta leder till att vi
far block som bara permuteras inom blockstrukturen och aldrig utanfor, vilket gor
att vi inte kan na alla element i S,,.
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Vi undersoker detta med grupperna vi precis skapat:

print('Gl = S6:', G1 == S6)
print('Gl block:', Gl.minimal blocks())
print('G2 = S6:', G2 == S6)
print ('G2 block:', G2.minimal_blocks())

Gl = S6: True

Gl block: [{1, 2, 3, 4, 5, 6}]
G2 = S6: False

G2 block: [{1, 3, 5}, {2, 4, 6}]

Vi vet darfor att G2 inte ar primitiv, vilket S, ar. Det kan vi kontrollera med

koden:

print('Gl Primitiv:', Gl.is_primitive())
print('G2 Primitiv:', G2.is_primitive())

G1 Primitiv: True
G2 Primitiv: False

Fran The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS) kan vi se antalet
transitiva [4] och primitiva [5] permutationsgrupper av grad n:

n 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13
Transitiva |1 1 2 5 5 16 7 50 34 45 &8 301 9
Primitiva |1 1 2 2 5 4 7 7 11 9 8§ 6 9

Néar man vet hur manga transitiva och primitiva grupper av en viss ordning det
finns kan man relativt enkelt hitta alla grupper, genom att préva olika kombinatio-
ner av generatorerna. Med lite hjalp av handledaren har vi fatt alla alla transitiva
och primitiva permutationsgrupp upp till grad 7. Vi kan se deras generatorer och
undersoka deras egenskaper. Detta ar en tabell som visar alla 16 transitiva grupper
for n = 6:
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Grupp Ordning Normal Abelsk Primitiv Block
((123456)) 6 False True False {1, 4}, {2, 5}, {3, 6}
((123)(456), (14)(26)(35)) 6 False  False False {1, 4}, {2, 5}, {3, 6}
((123456), (26)(35)) 12 False  False False {1, 4}, {2, 5}, {3, 6}
((123)(456), (24)(35)) 12 False  False False {1, 6}, {2, 4}, {3, 5}
((123456), (12)(34)(56)) 18 False  False False {1, 3, 5}, {2, 4, 6}
((123456), (36)) 24 False  False False {1, 4}, {2, 5}, {3, 6}
((123)(456), (24)(36)) 24 False  False False {1, 5}, {2, 6}, {3, 4}
((123)(456), (12)(34)(56)) 24 False  False False {1, 5}, {2, 6}, {3, 4}
((123456), (35)(46)) 36 False  False False {1, 3, 5}, {2, 4, 6}
((123)(456), (14)(2536)) 36 False  False  False  {1,2 3}, {4, 5, 6}
((123456), (23)(56)) 48 False  False False {1, 4}, {2, 5}, {3, 6}
((123)(456), (34)(56)) 60 False  False True {1, 2, 3,4, 5,6}
((123456), (46)) 72 False  False False {1, 3, 5}, {2, 4, 6}
((123456), (34)(56)) 120 False  False True {1, 2, 3,4, 5,6}
((123)(456), (12)(3456)) 360 True False True {1,2,3,4,5, 6}
((123456), (56)) 720 True False True {1,2,3,4,5,6}

Med tabellen kan vi snabbt identifiera en icke-primitiv grupp och dess icke-triviala
block. Lat oss understka en av de grupperna lite ndrmare:

Exempel 6.2. Vi undersoker den icke-primitiva gruppen av ordning 48 i tabellen:

S6 = SymmetricGroup(6)
gl = s6([(1, 2, 3, 4, 5, 6)])
g2 = 86([(2, 3), (5, 6)1)

G = PermutationGroup(gl,g2)
blocks = G.minimal blocks()

print(blocks)
print ([gl(block) for block in blocks])
print ([g2(block) for block in blocks])

({1, 4}, {2, 5}, {3, 6}]
({2, 5}, {3, 6}, {1, 4}]
({1, 4}, {3, 6}, {2, 5}]

Vi ser att gruppen G har ett blocksystem med blocken:
B, ={1,4}, By={2,5}, Bs;=1{3,6}.

Om vi tittar pa hur generatorerna verkar pa blocken far vi att den forsta generatorn
g1 skapar avbildningarna:

Bli—>B3|—>BQ'—>Bl
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och andra generatorn go skapar
Blf—>B1, BQI—)B3'—>B2
Detta innebér att G skapar en permutation av blocken, vi far en grupphomomorfi:

w:G— Ss.

Vi ser alltsa att gruppen ar icke-primitiv och att samtidigt har vi en gruppverkan
pa blocken. Detta gor det mojligt att reducera storre och icke-primitiva permuta-
tionsgrupper for att lattare undersoka deras struktur.

Med dessa exempel har vi visat hur teorin bakom permutationsgrupper kan anvan-
das med praktiska verktyg och vi binder den teoretiska grunden med tillampningar
for fortsatt utforskande inom dmnet.
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7 Sammanfattning

Med detta arbete har vi systematiskt byggt forstaelse for permutationsgrupper,
fran grundlaggande gruppteori till mer avancerande begrepp. Genom teori, algo-
ritmer och praktisk implementation har vi visat hur grupper kan analyseras och
forstas. Kombinationen av teori och kod ger ett verktyg till det teoretiska vilket
forhoppningsvis ger lasaren en &nnu djupare forstaelse. Detta ger en bra grund for
att vidare utforska gruppteori.

Utover detta har arbetet visat hur teoretiska begrepp inom gruppteori kan konkre-
tiseras genom programmering. De implementerade algoritmerna visar hur defini-
tioner kan oversattas till anvandbara verktyg, vilket underlattar inlarning. Genom
att koppla teori skapas ocksa en mojlighet att experimentera och pa egen hand
verifiera satser och egenskaper hos permutationsgrupper.

Arbetet har vissa begriansningar sasom att vi bara kan hantera symmetrigrupper
upp till grad 9. Med det finns det mojlighet for framtida utveckling med mer
optimerade algoritmer och kodning.
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8 Kod

Detta ar den kompletta koden som skrivits i Python for arbetet och som anvénts i
tillimpningarna. Nedan finns dven en ldnk for ldsaren att ladda ner koden for att
sjalv utforska den.

Lank till kod finns har.

from math import lcm
from functools import cache
from itertools import permutations

class Permutation:
Klass for individuella permutationer pd mdngder av typen
{1, 2, ..., n}.

En permutation skapas frdn en permutationslista (andra
raden % tvdradsnotationen), t ex

Permutation([3, 2, 4, 1, 6, 5]) # skapar permutation (134)(56)

nnn

def __init__(self, perm_list):
self .perm_list = tuple(perm_list)
self.n = len(self.perm_list)
self.cycles = self._find_cycles()

Q@cache
@staticmethod
def identity(m):
return Permutation(range(l, n + 1))

def __eq__(self, other):
return self.perm_list == other.perm_list

def __hash__(self):
return hash(self.perm_list)

def _find_cycles(self):
"""ITdentifierar cykler © permutationen.”"""
res = []
visited = []
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for i in range(self.n):
if i not in visited:
cycle = []
current = i
while current not in visited:
visited.append(current)
cycle.append(current + 1)
current = self.perm_list[current] - 1
res.append(tuple(cycle))
return res

Q@cache

def order(self):
"Berdknar permutationens ordning."
cycle_lengths = [len(cycle) for cycle in self.cyclesl]
return lcm(*cycle_lengths)

def __call__(self, B):
"Permutationen verkar pd B. B kan vara bdde heltal eller en
— mangd."

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

if isinstance(B, set):
return {self(k) for k in B}
return self.perm_list[B - 1]

__invert__(self):

[0] * len(self.perm_list)

for index, value in enumerate(self.perm_list):
res[value - 1]

return Permutation(res)

index + 1

__mul__(self, other):
[self.perm_list[i - 1] for i in other.perm_list]
return Permutation(res)

__pow__(self, exp):
exp = exp /% self.order()
if exp == O:
return Permutation.identity(self.n)

for i in range(l, exp):
self * res
return res



79 def __repr__(self):

80 res = str(tuple([tuple(cycle) for cycle in self.cycles if
— len(cycle) > 11))

81 res = res.replace(',', '').replace(' ', '')

82 if res == '()':

83 return res

84 return res[1:-1]

85
86
g7 class SymmetricGroup:

mmn
88

89 Klass for symmetriska gruppen S_m, upp till n = 9.
90

91 Instanser SymmetricGroup (n) av klassen dr unika for varje n.
92 e

93

94 MAX_SIZE = 9 # Prestandabegransning

95 groups = {}

96

97 def __new__(cls, n):

98 if n not in cls.groups:

99 cls.groups[n] = super().__new__(cls)

100 return cls.groups[n]

101

102 def __init__(self, n):

103 if hasattr(self, 'n'):

104 return

105 if n > self .MAX_STZE:

106 raise ValueError('Fér stor SymmetricGroup')
107 self.n =n

108 self.identity = Permutation.identity(n)

109 self.elements = self._generate_elements()

110 self.order = len(self.elements)

111 self.gens = self._standard_gens()

112

113 def __repr__(self):

114 return f'SymmetricGroup({self.n})'

115

116 def _standard_gens(self):

117 Sn_genl = self([tuple(range(2, self.n + 1)) + (1,)1)
118 Sn_gen2 = self([(1, 2)1)

119 return Sn_genl, Sn_gen2

120
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121 def __call__(self, cycles):

122 nimnn

123 Anvdnds fér att skapa permutation frdn deras cykler, t ex
124 S6 = SymmetricGroup (6)

125 S6([(2, 3), (5, 6)]) # returnerar (23)(56)
126 o

127 perm_1lst = [i + 1 for i in range(self.n)]

128 for cycle in cycles:

129 for i in range(len(cycle) - 1):

130 perm_lst[cycle[i] - 1] = cyclel[i + 1]
131 perm_lst[cycle[-1] - 1] = cyclel[0]

132 return Permutation(perm_lst)

133

134 def _generate_elements(self):

135 perms = permutations(range(l, self.n + 1))
136 return [Permutation(perm) for perm in perms]
137

138 def __getitem__(self, k):

139 return self.elements [k]

140
141
142 class PermutationGroup:

143 nnn

144 Klass for permutationsgrupper.

145

146 En instans skapas genom att ange en uppsdtining generatorer
147 tillhérande ndgon SymmetricGroup(n), t ex

148

149 PermutationGroup (g1, g2, ¢3)

150 e

151

152 def __init__(self, *gens):

153 self.n = gens[0].n

154 self.gens = gens

155 self.identity = Permutation.identity(self.n)
156 self.elements = self._generate_elements()

157 self.order = len(self.elements)

158 self .parent = SymmetricGroup(self.n)

159

160 def _generate_elements(self):

161 "Genererar alla element i gruppen."

162 M = set()

163 queue = [self.identity]

37



164 while queue:

165 current = queue.pop()

166 M.add(current)

167 for gen in self.gens:

168 new_perm = current * gen

169 if new_perm not in M:

170 queue . append (new_perm)

171 return M

172

173 def __repr__(self):

174 return (f'A permutation group of order {self.order} in '
175 f'SymmetricGroup({self.n})")

176

177 def __iter__(self):

178 return iter(self.elements)

179

180 def __hash__(self):

181 return hash(self.gens)

182

183 def __contains__(self, x):

184 return x in self.elements

185

186 def __eq__(self, other):

187 "A == B om grupperna ar lika."

188 return self <= other and self.order == other.order
189

190 def __le__(self, other):

191 "A <= B om A &4r en delgrupp till B."

192 for gen in self.gens:

193 if gen not in other.elements:

104 return False

195 return True

196

197 def __1t__(self, other):

198 "A < B om A &r en &kta delgrupp till B."
199 return self <= other and self.order < other.order
200

201 Q@cache

202 def orbits(self):

203 f = {x: x for x in range(l, self.n + 1)}
204

205 for gen in self.gens:

206 for x in range(l, self.n + 1):
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207 y = gen(x)

208 if f[x] = f[y]:

209 0ld_value = f[y]

210 new_value = f[x]

211 for z in range(l, self.n + 1):
212 if f[z] == old_value:
213 f[z] = new_value
214 orbits = []

215 visited = set()

216 for x, f_x in f.items():

217 if f_x not in visited:

218 orbit = {m for m, f m in f.items() if f m == f x}
219 orbits.append(orbit)

220 visited.add(f_x)

221 return orbits

222

223 def is_transitive(self):

224 return len(self.orbits()) == 1

225

226 def is_abelian(self):

227 for i in self.gens:

228 for j in self.gens:

229 if not 1 * j == j * 1i:

230 return False

231 return True

232

233 def is_normal(self):

234 for s_gen in self.parent.gens:

235 for gen in self.gens:

236 if s_gen * gen * (~s_gen) not in self.elements:
237 return False

238 return True

239

240 def is_conjugate(self, other):

241 if self.order != other.order:

242 return False

243 for g in self.parent:

244 g_inv = ~g

245 if all(g * h * g_inv in other for h in self.gens):
246 return True

247 return False

248

249 def find_blocks(self, omega):
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nimnn

Hittar alla block som innehdller element 1 och angivet omega.
Returnerar en lista av block som uppfyller kriteriet.
Algoritm baserad pd M. D. Atkinsons artikel:
An Algorithm for Finding the Blocks of a Permutation Group,
Mathematics of Computation,Vol. 29, No. 131, (1975).
if omega != 1:
C = set() # Steg 1
f = {x: x for x in range(l, self.n + 1)}
C.add (omega)
flomega] = 1 # Steg 2
while C: # Steg 10
beta = C.pop()
alpha = f[betal # Steg 3
for gen in self.gens: # Steg 4, 5 & 9
gamma = gen(alpha)
delta = gen(beta)
if f[gamma] '= f[deltal: # Steg 6
if f[gamma] < f[deltal:
gamma, delta = delta, gamma # Steg 7
new_value = f[delta]
0ld_value = f[gamma]
for key, value in f.items():
if value == old_value:
f[key]l = new_value
C.add(old_value)

blocks = []
for fvalue in set(f.values()):
block = {x for x, value in f.items() if value == fvalue}

blocks.append(block)
return blocks

Q@cache
def minimal_blocks(self):
"Hittar minimala icke-triviala block fér gruppen."
minimal_blocks = None
minimal _size = self.n + 1
for omega in range(2, self.n + 1):
blocks = self.find_blocks(omega)
if len(blocks[0]) < minimal_size:
minimal_blocks = blocks
minimal_size = len(blocks[0])
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294

295

296

297

298

return minimal_blocks

def is_primitive(self):
if not self.is_transitive():
return False
return len(self.minimal_blocks()) ==
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