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Sammanfattning

I detta arbete undersdks Mobiustransformationer, vilka dr en sorts konform avbildning inom komplex analys. Ge-
nom att introducera grundldggande begrepp som komplexa tal, analytiska funktioner och matrisrepresentationer
presenteras Mobiustransformationernas teori och tillimpningar.

Inledningsvis definieras viktiga teoretiska begrepp som Riemannsfiren och hur den kopplas till M6biustransfor-
mationer. Sedan utforskas Mobiustransformationernas definition och egenskaper, som inverser, sammanséttning
och dess geometriska tolkning.

Fixpunkterna hos Mobiustransformationer och deras klassificering diskuteras.

Diskriminanten D = tr(M)? — 4det(M) till en andragradsfunktion beskriven med hjilp av operationer fran linjér
algebra och var definition av funktionen 7 (M) visar sig vara viktiga verktyg i klassificeringsprocessen.
Transformationerna kan delas in i fyra kategorier: paraboliska, elliptiska, loxodromiska och hyperboliska.

Avslutningsvis introduceras Riemanns avbildningssats och Mobiustransformationernas samband med satsen dis-
kuteras kort. Exempel pé tillimpningar inom matematik, fysik, datorgrafik och kartografi tack vare transformatio-
nernas férmaga att lokalt bevara vinklar ges. Den formagan gor transformationerna till ett kraftfullt verktyg for att
l6sa komplexa geometriska problem.

Genom en kombination av rigoros teori och konkreta exempel dmnar detta arbete att ge en forstaelse for Mo-
biustransformationernas matematiska struktur och hur de kan anvéndas.



Abstract

This paper studies Mébius transformations, which are a type of conformal mapping within the field of complex
analysis. Elementary concepts such as complex numbers, analytic functions, and matrix representations are intro-
duced to present the theory and applications of Mébius transformations.

First, important theoretical concepts, such as the Riemann sphere, are introduced, along with their connection
to the theory of M6bius transformations. Next, the definition and properties of M6bius transformations are explo-
red, including the inverse, composition, and geometrical interpretation.

The fixed points of Mébius transformations, and their classification, are discussed. The discriminant D = tr(M)?% —
4det(M) of a quadratic equation described in terms of elementary operations from linear algebra and our defini-
tion of the function 7 (M) proves to be important tools in the process of classification.

The transformations can be divided into four categories: parabolic, elliptic, loxodromic, and hyperbolic.

Finally, the Riemann mapping theorem is introduced, and the connection between Mdbius transformations and
the Riemann mapping theorem is briefly discussed. Examples of applications in mathematics, physics, compu-
ter science, and cartography are provided, highlighting the transformation’s ability to locally preserve angles. This
property proves to be a powerful tool for solving complex geometrical problems.

By combining rigorous theory with concrete examples, this paper aims to provide an understanding of Mébius
transformations’ mathematical structure and how they are used.
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Jag vill rikta ett stort tack till min handledare Alan Sola for vara trevliga moten och diskussioner, samt fér hans
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1 Introduktion

Avbildningar &r ett grundlaggande koncept inom matematik och beskriver relationen mellan tvd mangder. Begrep-
pen “avbildning” och “transformation” kommer att anvindas synonymt i detta arbete. En sérskild typ avavbildning
ar en funktion, vilken kan definieras som en regel som tilldelar varje element i en médngd X, kallad definitions-
maéangden, ett unikt element i en annan méngd Y, kallad virdeméangden.

En funktion f: X — Y avbildar alltsa varje element x € X till ett specifikt virde f(x) € Y.

Funktioner &r centrala inom matematik och anvinds f6r att modellera och beskriva relationer mellan olika stor-
heter.

Inom reell och komplex analys spelar funktioner en viktig roll och vi kan férstd dem genom att studera deras egen-
skaper, sdsom kontinuitet och derivator. Detta gor det mojligt att exempelvis forstd hur en storhet dndras.

Inom algebra studeras funktioner i form av homomorfier, vilka beskriver strukturbevarande avbildningar mellan
algebraiska system.

Slutligen anvédnds funktioner inom geometri for att beskriva transformationer och avbildningar av rum, dér de
hjalper till att forstd egenskaper som likformighet och bevarande av vinklar.

En konform avbildning dr en speciell typ av funktion inom komplex analys som lokalt bevarar vinklar mellan
kurvor. Detta innebér att en konform avbildning bevarar den geometriska strukturen lokalt, vilket gor den till ett
kraftfullt verktyg inom matematik och tilldimpade vetenskaper. Vi aterkommer till att definiera dessa avbildningar
mer exakt i senare kapitel, men redan hér noterar vi deras grundlidggande egenskaper och stora betydelse.

Konforma avbildningar spelar en central roll inom fysik, ddr de anvénds for att 16sa problem inom bland annat
stromningsmekanik och elektrostatik, genom att férvandla svdrhanterade omraden till enklare omrdden med hjélp
av att en konform avbildning bevarar viktiga egenskaper.

Inom kartografi har konforma avbildningar ldnge anvénts for att skapa vinkelbevarande projektioner — den kanske
mest kdnda ar Mercators projektion, introducerad pa 1500-talet av Gerardus Mercator. Problemet med den pro-
jektionen dr att den forvranger storlekar till fordel fér bevarandet av vinklar, vilket far Gronland att se lika stort ut
som Afrika.

Inom datorgrafik och animering dr det viktigt att objekten som transformeras behéller sin struktur och sina geo-
metriska egenskaper vid rorelse for att undvika férvrangning.

Sammanfattningsvis utgoér konforma avbildningar en viktig lank mellan teori och praktik. De anvéands for att forsta
geometriska och analytiska strukturer och tillimpas inom ménga olika omréden, frin fysikens och kartografins
modeller till datorgrafikens visualiseringar.
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2 Grundliggande teori

2.1 Komplexa tal

Definition 2.1.1. Ett komplext tal z definieras som
z=x+1y

dér x, y e Roch i ar imagindrenheten med den speciella egenskapen att i = v —1.

Lat z = x + iy och l&t R(z) = x samt J(z) = y. Ett komplext tal z = x + iy representeras i det komplexa talplanet
C som byggs upp av realaxeln med realkomponent x och imaginédraxeln med imagindrkomponent y.
Riékneregler for komplexa tal

Addition

Addition av tva komplexa tal z; = a+ bi och z, = ¢+ di definieras som
21tz =(a+bi)+(c+di)=(a+c)+i(b+d)

och uppfyller féljande rakneregler:

Kommutativitet: z; + zp = 22 + 21

Associativitet: z; + (z2 + z3) = (21 + 22) + 23

Identitet: Det existerar ett element 0 sddant att z+ 0 = z for alla z € C.

Invers: Det existerar ett element —z sddant att z+ (—z) = 0 for alla z € C.

Subtraktion

Subtraktion av tva komplexa tal z; = a + bi och zy = ¢ + di definieras som
z21—z2=(a+bi)—(c+di)=(a-c)+i(b—-4d)

och uppfyller f6ljande rakneregler:
Identitet: Det existerar ett element 0 sddant att z—0 =z fér alla z€ C.

Invers: Det existerar ett element z sddant att z— z =0 for alla z € C.
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2.1 Komplexa tal

Multiplikation
Multiplikation av tva komplexa tal z; = a + bi och z; = ¢ + di definieras som
z1-22=(a+bi)(c+di)=ac—bd+i(ad+ bc)
och uppfyller foljande rikneregler:
Kommutativitet: z; -z = 2o - 21
Associativitet: zj - (22 +23) = 21- 22+ 21 23

Identitet: Det existerar ett element 1 sddant att z-1 = z for alla z € C.

1
Invers: Det existerar for alla z # 0 ett element z~' = = sadantatt z-z 1 = 1.
z

Division
. . o Zz ..
Identitet: Det existerar ett element 1 sadant att 1 =zforallazeC.

o Z ..
Invers: Det existerar ett element z sddant att — = 1 fér alla z # 0.
z

1
a+bi’

1
For z # 0 géller att — =
z

Vi multiplicerar téljare och ndmnare med konjugatet a — bi och fér

1 a—Dbi a—Dbi a—Dbi

a+bi a-bi (a+Dbi)a-bi T 212

vilket uppdelat i real- och imaginérdel blir

a b .
—_—l
a?+b? a’+b?

1 R(z) S(z)

z  lzl> |zf?
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2.2 Analytiska funktioner

Lat f(z) € C'(Q) vara en komplexvird funktion som har kontinuerliga derivator i en ppen mingd Q dér Q c C 4r
en delmingd av det komplexa planet.

Da ar foljande fyra definitioner av en analytisk funktion ekvivalenta.[I]

Definition 2.2.1. En komplexvird funktion f &r analytisk i en punkt z om den &r komplext deriverbar i en om-
givning till z, alltsd om grénsvirdet

flz+Az) - f(2)

! — l
r@ Agllo Az

existerar.

Definition 2.2.2. En komplexvérd funktion f(z) = P(x, y) + iQ(x, y) dr analytisk i en 6ppen midngd Q c C om den
uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer

P _ 9Q
ox — 0
op_ 0
dy — 0x

ihela méngden Q.

Definition 2.2.3. En komplexvird funktion f(z) dr analytisk om vi i varje punkt zy kan utveckla f(z) som en kon-
vergent potensserie

f@=Y ar(z—z0)*
k=0

i en omgivning till zy.

Genom att anvédnda teori fran integration av komplexa funktioner kan man visa att

(k)
g = " (20)
k!
vilket leder till att serieutvecklingen av en analytisk funktion dérfér kan skrivas som Taylorutvecklingen
oo f(k) (z0) r
fa)= 1;) o (2= 20"

Definition 2.2.4. En komplexvird funktion f(z) dr analytisk om integrationen av f (z) ar lokalt oberoende av véigen,
det vill sdga att

ff(z)dz:o
r

vilket innebér att

ff(z)dz
T

bara ska bero av start- och slutpunkt fér I'.

For en djupare genomgang av integration av komplexa funktioner, se exempelvis fjarde kapitlet i Saff och Sni-
der (1.
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2.2 Analytiska funktioner

Foljande &r exempel pa funktioner som &r analytiska och som inte dr analytiska.
Analytiska funktioner

e Alla polynom p(z) 4r analytiska.

p(z)

« Rationella funktioner f(z) = % ar analytiska férutom i punkter z € C dér g(z) =

« Exponentialfunktionen f(z) = e” 4r analytisk.

 De trigonometriska funktionerna cos z, sin z och tan z dr analytiska.

Icke-analytiska funktioner
+ Komplexkonjugatet f(z) = Z dr inte en analytisk funktion.
 Polynom i konjugatet z &r inte analytiska.

» Absolutbeloppsfunktionen f(z) = |z| dr inte analytisk.

0.
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2.3 Matrisen for en linjar avbildning

En matris
all ayo ven ain
a1
A =
am1 Amn

dér m och n &r tva positiva heltal beskriver en linjar transformation, eller med andra ord en linjar avbildning.
Matrisens element a,,, kan tillh6ra de reella eller komplexa talen, beroende pa vilket vektorrum matrisen verkar

pa.

Matriser spelar en central roll i beskrivningen av linjdra avbildningar, eftersom varje linjar avbildning pa ett vek-
torrum kan uttryckas som en matrisoperation givet en bas f6r vektorrummet.

Foljande stycke sammanfattar teorin bakom hur en linjar avbildning beskrivs i matristermer.

Lat R” och R™ vara vektorrum och lat T : R” — R™ vara en linjdr avbildning.
Med andra ord uppfyller T villkoren

T(L_[l + L_[z) = T(L_fl) + T(lzg) Y L_[l, LTZ eR"
T(ci)=cT(@)V ueR", ceR.
Giveten basV = {171, Uo,..., ﬁk} for R” kan varje #i € R" skrivas som en linjirkombination
ﬁ=x1171 +x2172+-~-+xk17k
dédr xp, x, ..., X ar koordinaterna for i givet basen V.
LatW = {ﬁzl, wWy,..., a’;k} vara en bas for R™ och 14t
T(ﬁj) = aljﬁ)l +a2j1‘[/2+~-+amjﬁ/m.

Dé kan vi uttrycka T'(7;) som en kolonnvektor med koordinater (a,j, azj, ..., @mj) och vi kan bilda matrisen

an a2 ain
an

A= [amn =
am1 amn

Da il = x1 U1 + X2 U2 + - -+ + Xi Ug har koordinatvektorn X = (x1, x2,..., X;) sd kan en linjar avbildning T : R" — R™
representeras med en m x n-matris A sddan att:

T(u) = AX

dér @ dr en kolonnvektor med ldngd n stycken element.

For vidare ldsning av linjar algebra, se Anton och Busby [6].
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Exempel 2.3.1. Rotation i planet &r en linjdr avbildning. Lat oss betrakta en rotation med vinkeln 6 kring origo. For

varje vektor U = (;) ges den roterade vektorn T'(7) av

() = (COSH —sinH) (x)

sinf cosf ||y

Darmed beskriver matrisen

cosf —sinf
sinf@ cos@

hur varje punkt (x, y) roteras moturs med vinkeln 6 kring origo.

T™)

A

<

Figur 1. Rotation i planet

2.4 Riemannsfiren

Definition 2.4.1. Riemannsféren 4r en utvidgning av det komplexa planet C
€ =Cufoo}

dir utvidgningen € dr unionen mellan det komplexa planet och en punkt i oandligheten.

Geometriskt beskrivs Riemannsfiren som en enhetssfir i R® med koordinataxlar x;, x» och x5 centrerad i origo.
Lat nordpolen N = (0,0, 1) vara punkten hégst upp pa sfiaren och lat z = x+ iy vara en punkt i C. Om vi drar en linje
frdn N till en punkt z = x + iy sa skér linjen sfirens yta i en unik punkt. Denna punkt dr punkten pé sfaren som vi
identifierar med det komplexa talet z=x+1iy.

Detta ar en bijektion av hela planet med sfiaren, minus punkten N, da vi identifierar N med oo pa grund av att om
vi gar ldngre och ldangre ut i det komplexa planet i godtycklig riktning s& kommer de motsvarande punkterna pa
sfaren att ndrma sig N.

Lat sydpolen S = (0,0, —-1) vara punkten ldngst ned pé sfaren. Denna punkt identifieras med z = 0, vilket forkla-
ras i exempel 2.4.4.

Lat z = x + iy ha koordinaterna (x, y,0). Vektorn mellan N och z dr ¥ = (x, ,0) — (0,0, 1) = (x, y, —1).
Vi har en punkt N pé linjen och en vektor ¥ som dr parallell med linjen, sé vi kan skriva parameterframstéillningen
av linjen som

X1 =1x

Xo =1y
x3=1—-t¢
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Med sfdrens ekvation x? + x2 + x5 = 1 far vi att
1= +y)+0-0?
och att

2
S22+l z2+1

Ersétter vi detta utryck for ¢ i parameterframstéllningen far vi koordinaterna x, x,, x3 for den punkt pa sfaren som
representerar det komplexa talet z=x+iy e C.

2Xx

X = —
|z|2+1

_ 2y
T zl2+1

X2

Clzf-1
T zl2+1

X3

Figur 2. Riemannsféren

Exempel 2.4.2. Lit z =3 +2i. Med x =3, y =2 och |z|? = x* + y? far vi att | z|> = 32 + 22 = 13.
Detta ger oss koordinaterna

6 3
X1=—==
14 7
4 2
Xo= — = —
2714 7
12 6
X3=—=-—.
14 7

Detta betyder att punkten z = 3 + 2i i det komplexa talplanet motsvaras av punkten

326 , . "
(x1, X2, x3) = (7, iz 7) pé Riemannsfiren.
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For ett komplext tal z sddant att |z| < 1 betyder det att z ligger innanfér enhetscirkeln, vilket leder till att skdrnings-
punkten pa Riemannsfiaren hamnar pé den undre sidan av sfiaren dér x3-axeln dr negativ.

1 1 1
Exempel 2.4.3. Lat z = > + > i.Med |z|? = 3 och samma utrdkningsmetod som ovan fér vi koordinaterna

1 2
xlzgzg
Lol_2

.

X3 = g = 3

for punkten pa Riemannsféren.

Exempel 2.4.4. Lat z = 0 vara punkten som associeras med sydpolen S = (0,0,—1) p& Riemannsfdren. Detta pa
grund av att

2x 0
X1 = ===
YTzl 1
2y 0
Xo = = - =
2T+l 1
lzZ>?-1 -1 )
Xy=——m— = — = —
Tl 1l 1

vilket ger oss punkten (0,0, —1).
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3 Konforma avbildningar

3.1 Konformalitet

Definition 3.1.1. Lat f vara en avbildning definierad i ett omréde kring en punkt z,. Vi sédger att f dr konform vid
zo om den lokalt bevarar vinklar.

Med detta menar vi féljande.

Lét y; och y; vara tva sldta kurvor med zg som skédrningspunkt. Lt 6y y» beteckna vinkeln mellan kurvorna y;
och y, och 14t Or, r, beteckna vinkeln mellan I'; och I'y, ddr f(y;1) =TI’y och f(y2) =Tb.
Vinkeln bevaras lokalt efter avbildningen om 8, ,, = 0r, r, och vi séger da att f 4r konform.

I

2 N 20 [NOrLT:

I,
971 Y2 f

Y2

Figur 3. En konform avbildning

Vi utvidgar definitionen av konformalitet och sédger att en funktion f 4r konform i en mingd Q om f dr konform
vid alla punkter z € Q.

Vi vet frén definition 2.2.3. att en analytisk funktion f(z) kan utvecklas i en Taylorserie kring en punkt z,

oo £(k)
f(Z) — Z f k('ZO) (Z_Z())k-
k=0 :

For z i en ndra omgivning till zp approximeras f(z) som

f(2) = f(z0) + f'(z0)(z— 20)

och denna linjira term beskriver lokalt hur f(z) stracker och roterar omradet kring z.

Jacobianen dr en matris bestdende av en funktions f(z) = P(x, y) + iQ(x, y) partiella forstaderivator.

or 0P
f(x,y)=( 5% & )
™ oy

Fran definition 2.2.2. vet vi att en analytisk funktion uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer

P _ 0Q
ox — 0y
op 9Q
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Vi later
0P 0Q
u= —=—
0x Oy
och
,=0Q_ 0P
- 0x 0y

vilket ger oss Jacobianen

u bl /)
](x,y):(v u)

En funktion &r lokalt konform vid z; om Jacobianen till funktionen beskriver en vinkelbevarande transformation
vilket sker nér Jacobianen vid varje punkt dr en skaldrmultipel av en rotationsmatris.
Jacobianen liknar nu en klassisk rotationsmatris

cosf —sinf
sinf@ cos@ |’

Om vi skriver z = u+ i v pé poldr form far vi

dér r dr skalningsfaktorn och 0 &r arg(z).
Rotationsmatrisen har ingen skalningsfaktor s& r = 1 hir, vilket ger oss z = e?.

Vi later x = 0 och drar oss till minnes att Eulers formel lyder

e'* =cosx+isinx
vilket ger

% = cosf + isin#.

Vi jamfor med z = u+ iv och ser att u = cosf och v =sinf. a

Sats 3.1.2. Lat f vara en analytisk funktion kring punkten zy och lat f’(zp) # 0. Da dr f konform i zy och lokalt
injektiv p& en 6ppen skiva S med centrum i z;.

Bevis. (Injektivitet) Eftersom f’ dr analytisk kring zg och d& f’(zy) # 0 medfor det att | f/(zp)| > 0. D4 kan vi vil-

If'(zo)
2

ja en tillrdckligt liten 6ppen skiva S med centrum i zy sddan att | f'(z) — f'(zo)| < for alla z i S, eftersom

for z i ndrheten av zy avviker inte f'(z) alltfér mycket frén f’(zo) pa grund av kontinuitet hos f: till varje tal € > 0
existerar ett tal § > 0 sddant att |z — zo| < § medfor att | f'(z) — f'(zo)| <e.

!
f (220” fran f(z).

Med andra ord avviker f’(z) som mest

Lat z; och z vara tva punkteri S. Om

f'(z0) )

e = Fle)l 2 121 =2 |

géller sa ar f injektivi S eftersom detta utesluter mojligheten att f(z;) = f(z2).

Lat nu I' vara kurvsegmentet som férbinder z; och z,. Da géller

fe el =| [ f@dz]=| | £edz- [ (e =)

! !
f (Zo)| 23— 21| = )f (z0)

21 (z0) (22— 20| = | >

) |z2 — z1]

dér |z — z;| dr langden av kurvsegmentet som hér dr en rét linje d& integrationen dr oberoende av védgen.
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(Konformalitet) Varje slit kurva y genom zj har en tangent y’ vid zg som vrids samma vinkel 8 under avbildningen
w = f(2). (Sefigur 3.)

Lét y parametriseras genom z = z(t) med zg = z(fo) vilket medfor att y da har tangentvektorn z'(fy) vid punkten
zo. Under avbildningen har y’ parametriseringen

w=w(r) = f(z(1)) med wo = f(20) = f(2(%))
och w'(ty) # 0 dr tangent till ' vid wy. Med kedjeregeln far vi att
w'(to) = f'(z0) 2 (to)

och eftersom f'(zp) # 0 méste w'(fy) # 0. Vidare ser vi frdn ekvationen w'(tp) = f(z9)z’ (o) att vinklarna mellan
tangentvektorerna z'(f), w'(#p) och den horisontella koordinataxeln fés av

argw' (tp) = arg [’ (zo) + argz' (fp)

dér vi utnyttjar egenskaper hos argumentfunktionen, ndmligen att arg(z - w) = arg(z) + arg(w).
Dérav ser vi att varje godtycklig kurva genom punkten zy roteras med samma vinkel arg f”(z). O
Foljande 4ar exempel och icke-exempel pé konforma avbildningar.
Konform avbildning
¢ f(2) = z dr en konform avbildning da f'(z) = 1.
« Den komplexa exponentialfunktionen f(z) = e® dr konform ty f'(z) = e® # 0 for alla z.
e f(z) = z° &r konform for alla z # 0 eftersom f’(z) = 2z.
Ej konform avbildning

¢ f(2) =R(z) dr inte en konform avbildning d& den avbildar hela C pa den reella axeln vilket &ndrar vinklarna.
Den ér ej heller analytisk vilket uppenbarligen medf6r att den inte dr konform.
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4 Mobiustransformationer

4.1 Definition och grundliggande egenskaper

Definition 4.1.1. En Mobiustransformation dr en funktion av en komplex variabel z pa formen

dara, b, c,de Coch ad — bc #0.

Vi kan derivera w enligt

a(cz+d)—claz+b) B acz+ad—acz—bc 3 ad - bc
(cz+d)? B (cz+d)? " (cz+d)?

wl:fl(z) —

och ser fran sats 3.1.2. att kravet ad — bc # 0 behovs for att avbildningen ska vara konform.

d
Exempel 4.1.2. Lat z = ——, ¢ # 0. Detta ger
c

-44p p-4
f(z)za( b b
-4 +d 0

=00

som vi likt tidigare identifierar med Riemannsfdrens nordpol.

I fallet ¢ = 0 séger vi att f(oo) = oo.

Exempel 4.1.3. Lat f(2) = =
empel 4.1.0. La Z) =
P 2z+2

vara en Mobiustransformation.

Denna funktion har parametrarna a=1, b=1, ¢ =2 och d = 2, vilket ger ad — bc = 0. Vi férenklar uttrycket enligt

1
Funktionen dr som vi ser konstant lika med 3 och har derivata lika med noll.

z+1
Exempel 4.1.4. Lat f(z) = o vara en Mobiustransformation.
z

Funktionen har en singularitet vid z = 1 eftersom ndmnaren da blir noll, och ett nollstélle vid z = —1 da hela
funktionen blir noll. Detta betyder att f(z) avbildar 1 p&d co och —1 pa 0.
Sats 4.1.5.[1] Lat f vara en Mobiustransformation. D& giller att

(1) f kan uttryckas som sammanséttningen av en dndlig sekvens av
translationer, skalning, rotiation och inversion.

(2) f avbildar Riemannsféren injektivt pa sig sjalv.
(3) f avbildar klassen av cirklar och linjer pa sig sjélv.

(4) f ar konform kring varje punkt férutom dess pol.
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Exempel 4.1.6. Lat oss se en Mobiustransformation som en sammanséttning av ett flertal steg:

id 1 b-« a+b—“—cd az+4+c-%  g4z4p
Z—CzZ—CZ — — — = - —
cz+d cz+d c cz+d cz+d cz+d

dér z — cz dr en skalningsavbildning, cz — cz + d &r en translationsavbildning och cz + d — - ar inversions-
cz+

avbildning. Resterande steg anvinder samma operationer for att komma till slutresultatet.
I det som fo6ljer introduceras dessa avbildningar.

Definition 4.1.7. En translationsavbildning definieras av funktionen
w=f(z)=z+c

diar ce C.

Denna transformation avbildar varje objekt i planet injektivt pa ett kongruent objekt pa ett avstand |||
Med det menas att hela objektet bara flyttas ett avstdnd lika med ldngden pé vektorn ¢.

Exempel 4.1.8.

w=z+c¢

o)

o P’

Figur 4. Translationsavbildning

Definition 4.1.9. En rotationsavbildning definieras av funktionen
w=f(z) = ez

diar 0 e R.

Denna transformation roterar ett objekt i planet injektivt en vinkel 6 kring origo. Likt translationsavbildningen
bevaras kongruens under transformationen.
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Exempel 4.1.10.

Ol

Figur 5. Rotationsavbildning

Definition 4.1.11. En skalningsavbildning definieras av funktionen
w=f(z)=pz

dér p e R,.

Denna transformation forstorar ett objekt i planet om p > 1 eller forminskar ett objekt i planet om p < 1. Kon-
gruens bevaras inte eftersom storleken pa objektet dndras.

Exempel 4.1.12.

y v
Zz v w %
P Q w=pz
/\
X u
O R O/ R,

Figur 6. Skalningsavbildning

Definition 4.1.13. En inversionsavbildning definieras av funktionen

1
w—f(Z)—z

for z#£ 0.
For z = 0 sitter vi f(0) = oo.

Denna transformation #r en injektiv avbildning av C pa sig sjalv.
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Exempel 4.1.14. Lat D = {z € C : |z| < 1} vara enhetsski-
van. Inversen av enhetsskivan skickar alla punkter dar
|z] < 1till |z] > 1 och skickar alla punkter dar |z| > 1 till
|z| < 1.

Centrum av cirkeln skickas till odndligheten och odnd-
ligheten till centrum.

Varje punkt A € D skickas till f(A) ¢ D och varje punkt
B ¢ D skickas till f(B) € D.

I fallet |z] = 1, med andra ord enhetscirkeln, forblir
punkter pa randen punkter pa randen efter transforma-
tionen w = f(z), alltsd w = z.

Vi visar detta genom att lata z = e’?.
1 1 ;
Dadr - =— = e™"% = cosf — isin med hjilp av Eulers
z e
1
formel. Vidare far vi att )— ) =cos?0 +sin’f = 1. O
z

Figur 7. Inversion av enhetsskivan

4.2 Sammansittning och invers

Definition 4.2.1. Lét f(z) = ‘lej:s; och f>(z) = 3225:2; vara tva Mobiustransformationer.

Da dr sammanséttningarna

a (a1z+b])+b
_ agfl(z)+b2 2\ crz+d; 2 ag(a1z+b1)+b2(clz+d1) _ (a2d1+b261)z+(d2b1+b2d1)

(o} = = =
f2 fl sz1(Z)+d2 c (215:31)+d2 c(arz+ b1)+d2(()12+d2) (Cza1+d201)z+(62b1+d2d1)
1 1
och
b
f f dlfz(z)+b1 dl(Z§§:d§)+b1 al(a2z+bg)+b1(022+d2) (a1a2+b102)z+(a1b2+b1d2)
10f2= = = =

ab@+d Cl(?j;:gj)"'dl Calamz+b)+diz+d)  (crap+dic)z+ (c1bo+dyda)

ocksa Mdobiustransformationer.

Vi ser att dessa Mobiustransformationer i allménhet inte ar lika.

1
Exempel 4.2.2 Lat fi(z) = % och fo(z) =

z+3
Z_

Sammanséttningarna ar
z+3 _q z+3—(z=2)

z=2 z—2 5

fl (e} fZ = = =
z+3 z+3+2z-4 -
= +2 = 3z—-1

och 1 1+3z+6

zZ— zZ—1+3z+

f2°fl= z+2+3: z+2 — 4z+5
z=1 —2 z2—=1-2z-4 —-3z-5
z+ z+2

ochviseratt fiofo # fo0 fi.
Anledningen till att sammansédttningarna inte blir identiska ar for att f; (z) beskriver en rotation och f>(z) beskriver
béde en skalning och en rotation. Om vi forst roterar med f(z) och sedan skalar samt roterar med f>(z) blir det

inte nodvandigtvis samma resultat som om vi forst skalar samt roterar med f,(z) och sedan roterar med fi (z).

I avsnitt 5 dterkommer vi till hur vi undersoker en transformations egenskaper.
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4.2 Sammansittning och invers

Exempel 4.2.3. Frén sats 4.1.5. vet vi att f kan uttryckas som sammanséttningen av en dndlig sekvens av transla-

tion, rotation, skalning och inversion.

1 3 2
Lat oss hitta transformationen som tar cirkeln |z -3 i ‘ =1 till cirkeln | w-— §| = 3

N
=

i —w W
w) =z 2 LU2—3

—

A N
)

Figur 8. Sammansdttning

B
_/

i
Vi hittar en translationsavbildning w; = z - > som flyttar enhetscirkeln till origo. Dérefter férminskar vi cirkeln

2
med en skalningsavbildning till att ha radie 3 och till sist flyttar vi cirkelns centrum med ytterligare en transla-

tionsavbildning.

e . 2 2
Sammanséttningen blir w = w, — 5= s

Definition 4.2.4. En Mobiustransformation

w=f2) az+b
- T cz+d
har inversen
dz+Db
-1_ -1
wo =1 cz—a

vilken ockséa dr en Mobiustransformation.

Vi visar detta genom

cz-a )+b _a(-dz+b)+blcz—a) —adz+ab+bcz—ab z(bc—ad)

f(f Y2 =

—dz+b)+d T c(-dz+b)+d(cz—a) -cdz+bc+cdz—ad  bc—ad

1
Om a=d =0 och b= c=1 far vi specialfallet av den tidigare ndmnda inversionsavbildningen w = f(z) = —. |
z
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4.3 Geometrisk tolkning

a1 z+ by

by
Latw = =
atw = f1(2) o ) ocC

_ _ arz+
h(—fz(Z)——CzZ

7 vara tva Mobiustransformationer.
+d

Lat koefficienterna for w och { vara element i tva 2 x 2-matriser. Lat M,, vara koefficientmatrisen fér Mobiustrans-
formationen w och 14t M; vara koefficientmatrisen fér Mébiustransformationen (.
Vi kan anvdnda vanlig matrismultiplikation mellan dessa matriser. Produkten blir da

Mo M. = a bg ay b1 _ a2a1+b2€1 a2b1+b2d1
(Mo = ¢ do)\cag d B ca+dycy by +dadi ]’

Dessa matriser kan vi dven anvinda kdinda matrisoperationer pa, sdsom spéret tr() och determinanten det().

Vi ser att matrisen My M,, dr precis lika med matrisframstéllningen for sammanséttningen f, o fi frdn definition
4.2.1.

Definition 4.3.1. Lat M vara en kvadratisk matris

nmii mi2 ... Min
m

M=%
mMmi Mmn

Da &r sparet av M, betecknat tr(M) lika med summan av elementen langs huvuddiagonalen av M,

tr(M) =my1 + -+ Mpyp.

Definition 4.3.2. Lat M vara en 2 x 2-matris M = (? d)' Da ar determinanten av M, betecknad det(M) lika med

kvantiteten

det(M) = ‘ =ad - bc.

b
d

a
c

az+b

+dmed

Med dessa vildefinierade operationer definierar vi fér en allmdn Mobiustransformation w = f(z) =

koefficientmatris M,, = (z d

b) en funktion
_ tr(M,,)?

" det(My,) ()

T(My)
dir det(My,) #0.

Med hjilp av denna funktion och matrisframstéllningen kommer vi i nésta kapitel kunna klassificera
Mobiustransformationer.

Lat aterigen w = f(z) = b) och med deter-

d
minanten det(M,,) definierad ser vi att kravet ad — bc behovs for att transformationen ska vara inverterbar.

+b ey s . . . a
p vara en Mobiustransformation. P4 matrisformen M,, = (c
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Vi visar nu att funktionen 7 applicerad pa matrisframstédllningen av sammanséttningen av tva godtyckliga Mobi-
ustransformationer m o n uppfyller egenskapen att t(mo n) = t(no m).

Exempel 4.3.3. Lat m = fj och n = f, vara samma Mobiustransformationer som i definition 4.2.1.
Matrisframstéllningarna for f, o fi och fj o f, blir

M _ d2d1+b261 6lgb1+b2d1
faofi = ca+dycy b +dad;

respektive

M _ a1a2+b102 a1b2+b1d2
frefa = 61612+d16‘2 Clb2+d1d2 ’

Vi applicerar T pa badda matriserna och far

H(Mpor) = tr(Mp,o5,)? B (azay + bycy + caby + dody)?
o fiT T det(Mypyop) — (azay + bpcy)(coby + dady) — (c2ay + dacy)(@zby + bydy)
och
tr(Mf,o,)? (ayaz +byco + c1by + dydy)?
T(Mjop,) = fiofe) 1a2+ 0162+ 102 + a1 42

det(Mfop)  (ar1az +bico)(c1by + didp) — (craz + dicz) (a1 by + by db)

och ser att T(Mpor) =T(Mfpop,) eftersom de komplexa talen a,, b,, ¢, och d,, kommuterar, n € {1, 2}. O
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5 Klassificering av Mobiustransformationer

5.1 Fixpunkter

En fixpunkt for en Mobiustransformation dr en punkt som forblir oférdndrad nér transformationen tillaimpas pa
den. Detta koncept liknar fixpunkter for symmetrigrupper, dér en fixpunkt definieras som en punkt som inte f6r-
dndras av den specifika symmetrin.

Definition 5.1.1. Punkten z; € C kallas for en fixpunkt till f om f(zp) = zp.

Vi drar oss till minnes att en Mobiustransformation har formen

az+b

= =——, ad—-bc#0.
w=f@ cz+d a c#
oy . . u . az+b
En Mobiustransformations fixpunkter fas genom att séitta f(z) = z och 16sa ik
cz
For ¢ # 0 ger detta oss en andragradsekvation
czZ?+(d-a)z—b=0 )

dédr fixpunkterna beror av diskriminanten D.

Fran 16sningsformeln for en andragrandsfunktion far vi formellt I6sningarna till cz? + (d — @)z — b = 0 som

e (a—d)++/(a—d)?+4bc

2c

dir D = (a—d)? + 4bc.

. 2 . a
Med hjilp av determinanten och sparet av en 2 x 2-matris M, = c

Z) kan vi berdkna tr(M,,)? — 4det(M,,) som

tr(My)? — 4det(My,) = (a+ d)> —4(ad — bc) = a® + 2ad + d*> — 4ad + 4bc = a® - 2ad + d? + 4bc
vilket &r precis lika med diskriminanten
D = (a—d)* +4bc = a® - 2ad + d* + 4bc.
Vi ser alltsd att vi med hjilp av determinanten och spéret kan skriva diskriminanten D som
D = tr(My)* — 4det(M,). 3)

Lemma 5.1.2. En Mo6biustransformation som inte dr identitetstransformationen f(z) = z har hégst tva fixpunkter.

az+b g . . . 2
p vara en Mobiustransformation. Vi kan antingen sétta ¢ # 0 eller ¢ = 0.

Bevis. Lat f(z) =
cz+

I fallet ¢ # 0 far vi som ovan ekvationen cz? + (d — a)z — b = 0 vilken uppenbarligen har en eller tva 16sningar som
bestdms av diskriminanten, vilket ger en eller tvé fixpunkter.

I fallet ¢ = 0 kan vi 4ndra varden pa konstanterna.

az+b - b
Forstlatervia#d.Dafarvi f = — vilket ger f(co) =ocooch z = —d~d-a # oo. Detta ger oss tva fixpunk-
a-— —-a
ter.
Lat nu a = d. Vi erhéller saledes —0 b = 0 fran (2) vilket innebdr att b = 0 och vi ser att transformationen ar identi-
az+ az

tetstransformationen f(z) = = — = z. Denna transformation har alla punkter som fixpunkt. O

0z+a a
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Exempel 5.1.3. Vi hittar fixpunkterna till transformationerna

3iz+2 | 2 2z+1
w=f(z)=
z+1

z—1
= = — b = =
a)w=f(z) P ) w = f(2) o
med hjilp av ekvation (2) och far
a) 2> +2z+1=0vilketger z=—1

b) zZ—Ziz—2:0vilketgerz:iil

1
c) zz—z—1=0vilketgerz=E(li\/g).

Vi ska nu introducera ett alternativt sétt att representera en Mobiustransformation.

. az+b
Lat w = f(2) =
cz

" vara en Mobiustransformation som har 0 och co som fixpunkter. Vi later f(0) = 0 och

f(o0) = oc0.

0+b
Att £(0) = 0 medfor att <

c-0+d

b
=2 = 0 vilket betyder att b = 0.
Att f(o0) = oo ger oss att ¢ = 0, fran beviset avlemma 5.1.2.

Eftersom a och d ar komplexa tal och d # 0 kan vi skriva om kvoten g som ett nytt godtyckligt komplext tal j.

Detta komplexa tal j skriver vi pa polér form som

j= ret?
dér r =|j| och 0 = arg(j).
Vi har alltsa att
zZ) = ﬁz: iz=refz.
(2) y J

Definition 5.1.4. Lat p och g vara tva fixpunkter. D& kan normalformen av en Mobiustransformation skrivas
(2) - 6 2~
I P reit 2P
f@-q z-q
Denna normalform ger oss ett annat sétt att beskriva en Mébiustransformation. Likt a, b, ¢ och d har vi med detta
skrivsitt fortfarande fyra konstanter; r, 8, p och g, dér

r ar en skalningsfaktor av cirklar och linjer
6 ar rotation av cirklar och linjer
p och g ar fixpunkter.

Med dessa konstanter far vi en mer intuitiv geometrisk tolkning dn vad vi far med a, b, c och d.
Denna form har specialfall som vi aterkommer till i sektion 5.3 och 5.5.
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5.2 Paraboliska transformationer

Definition 5.2.1. En Mébiustransformation w ségs vara parabolisk om och endast om 7(M,,) = 4.

Lagg mairke till att diskriminanten D kan skrivas om som

_r(My)?-D

D =1tr(M,)? —4det(M,,)) © 4det(M,) =tr(M,)2-D & 4= ot =1(My)

vilket stimmer om och endast om D = 0 vilket sker precis d& andragradsfunktionen har en dubbelrot vilket mot-
svaras av en fixpunkt med multiplicitet tv4 till en parabolisk Mébiustransformation.

Figur 8. En parabolisk Mébiustransformation

E 15.2.2. Lt w = f(2) = >
Xempel o.c.c. Lat w = Z) =
P z+1

vara en Mobiustransformation.

Matrisframstéllningen av w blir

tr(M,)?  (3+1)?
det(M,)  3+1

som har 7(M,,) = =4 och darmed &r w parabolisk.

Vi hittar fixpunkten med hjilp av ekvation (2) och far z2 — 2z + 1 = 0 vilken har z = 1 som I6sning.

Figur 8 illustrerar den geometriska verkan av en parabolisk Mébiustransformation pa Riemannsfaren. Kurvorna
beskriver cirklar och linjer som deformeras sé de att de utgar frdn och samlas vid samma fixpunkt av multiplicitet
tva. Eftersom D = 0 innebér en dubbelrot fran 16sningsformeln ser vi att en fixpunkt pa sfaren 6verensstimmer
med teorin.
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5.3 Elliptiska transformationer

Definition 5.3.1. En Mébiustransformation w sigs vara elliptisk om och endast om 7(M,,) € R och
0=7(My) <4

Foljande villkor

tr(M,,)?

detar,y <t tr(M,)? < 4det(My,) < tr(M,,)? — 4det(M,,) <0

T(My)<4de

medf6r, om vi jimfér med diskriminantens utseende
D =tr(My,)? — 4det(M,,)

att D <0.

Om diskriminanten D &r negativ i en andragradsfunktion betyder det att vi far tvd konjugerade komplexa rot-
ter, vilket motsvaras av tvé konjugerade komplexa fixpunkter till en elliptisk Mébiustransformation.

tr(M,,)*
det(My)
det(M,,) alltid vara strikt storre dn noll. Om det(M,,) 4r mindre 4n noll och tr(M,,)? dr storre dn 0 blir 7(M,,) nega-
tivt och uppfyller dé inte kravet fér en elliptisk transformation. Om det(M,,) dr identiskt lika med noll sa uppfylls
inte kravet for att f(z) ens kan vara en Mébiustransformation.

Kravet att 0 < 7(M,,) © 0 < innebér att eftersom tr(Mw)2 alltid dr storre dn eller lika med noll maste

Figur 9. En elliptisk Mobiustransformation
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. 2z+1 r s . . T1s
Exempel 5.3.2. Lat w = f(z) = vara en Mobiustransformation med matrisframstéllningen

-2z+3
2 1
wo=(% 4
2+3)2 25
vilket ger att 7(M,,) = ( " 2) iy <4 ochreell s w &r elliptisk.

z 1
Vi hittar transformationens fixpunkter med hjilp av ekvation (2) och far z2 — = + = = 0 vilken har lésningen

1+7i
z= .
4

Vi tittar nu pa specialfall av normalformen.
Lat p = 0 och 14t g = co. Som vi vet identifieras 0 med Riemannsfiarens sydpol och oo med dess nordpol.

Om |re’?| = 1 innebir det att cirklar och linjer pa sfiren inte skalas utan endast roteras kring fixpunkterna p = S
och g = N. Som vi ser fran figur 9 dr detta exakt vad en elliptisk Mobiustransformation gor.
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5.4 Loxodromiska transformationer

Definition 5.4.1. En Mobiustransformation w sédgs vara loxodromisk om och endast om ett av foljande krav ar
uppfyllda,

o S(T(My)) #0

e 7(M,) € Roch ligger i unionen av intervallen (—oo, 0) och (4,00).

Nu vill vi visa att kravet att 7(M,,) strikt mindre 4n 0 medfé6r att det(M,,) dr strikt mindre dn 0. Vi ser att

tI‘(Mw)Z

TMw) = G

<0 o det(My) <0
eftersom tr(M,,)? ar icke-negativt for alla M,,.

Fran kravet att 7(M,,) > 4 far vi fram en loxodromisk transformations fixpunkter genom

M 2
(M) = (Mw)” >4 o tr(My)? > 4det(M,,) < tr(My)? —4det(M,,) >0
det(M,,)

vilken vi jamfor med uttrycket f6r diskriminanten i ekvation (3),
D = tr(M,)? — 4det(My,)

och ser att olikheten tr(M,,)? — 4det(M,,) > 0 giller d& D > 0.

Det géller dven att D > 0 nér 7(M,) < 0. Vi visade att 7(M,) < 0 om och endast om det(M,,) < 0. Eftersom
D = tr(My,)? — 4det(M,,) dir tr(M,,)? > 0 och —4det(M,,) > 0 blir &ven hir D > 0.

Sammantaget har vi visat att D > 0 fér bada intervall som 7(M,,) kan ligga i for en loxodromisk transformation.

Om diskriminanten D &r positiv i en andragradsfunktion betyder det att vi far tvéa distinkta reella rotter, vilket
motsvaras av tvd reella distinkta fixpunkter till en loxodromisk Mobiustransformation.

Figur 10. En loxodromisk Mébiustransformation
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Exempel 5.4.2. Lat w = f(2) = 220
empel o.4.2. Lat w = Z) =
P z+1

vara en Mobiustransformation med matrisframstéllningen
2 1
ma=(i ]

2+1)2
( ) = 9 vilket betyder att w uppfyller ett av kraven for att vara loxodromisk.

vilket ger att 7(M,,) =

1
Fixpunkterna hittas aterigen med hjilp av ekvation (2) och vi fir z> — z— 1 = 0 som har l6sningen z = ) (1 + \/5)
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5.5 Hyperboliska transformationer

Vi tittar aterigen pa normalformen.

Lat p = 0 och l&t g = co. Om 0 = 0 betyder det att cirklar och linjer pa sfdren inte utsétts for rotation utan endast
skalning.

En hyperbolisk Mobiustransformation skickar alltsa punkter fran p till g, eller fran ¢ till p och 4r pa sé sétt repel-
lerande och attraherande, vilket figur 1 visar.

Figur 11. En hyperbolisk Mobiustransformation

Hyperboliska transformationer dr en delklass av loxodromiska transformationer, dir skillnaden mellan de tva ar
att hyperboliska transformationer inte roteras, alltsa att = 0, medan loxodromiska transformationer bade skalas
och roteras.

6+30))z+(2-310)
z+3

Exempel 5.5.1. Lat w = f(z) =

+3i 2-3i
vara en Mobiustransformation med matrisframstéllningen (6 131 331) .

Transformationens fixpunkter finner vi som tidigare genom att sitta f(z) = z och far

6+3i)z+(2-310)

=z z°-B+3i)z—(2-3i)=0
z+3

3+3i+V6i+8

vilket med pg-formeln ger oss 16sningarna z = >

Genom att titta pa v/6i + 8 ser vi med hjilp av forsta kvadreringsregeln att (3 + i) = 9+ 6i + i% = 6i + 8.
DA (3 +i)? = 6i + 8 &r uppenbarligen 3+ i = V6i + 8.

3+3i£(3+1
Vi far da losningarna z = +) vilket innebdr att fixpunkterna ar

z71=i=p
och
zp=3+2i=q.
Vi sdtter nu in dessa fixpunkter i normalformen

f@=p_ 0Z=P _ o 270
f@-q z—q z—(3+20)
(6+30)(-3) + (2 —3i)

0 >

och viljer ett lampligt z = —3 s att f(—3) =
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Vi sitter uttrycket lika med 1 for att kunna 16sa ut re’.

1=re' 8- orelf = —6-2i =2
-6-2i -3-1i

Att rei® = 2 innebir att 7 = 2 och 6 = 0 vilket gor s att e/ = !0 =1,

Som vi tidigare konstaterat betyder 8 = 0 att cirklar och linjer pd sfaren inte utsétts for rotation utan endast skal-
ning vilket associeras med en hyperbolisk Mdbiustransformation.

Lat oss nu applicera funktionen 7 pad matrisframstéllningen till Mébiustransformationen i exempel 5.5.1.

6+3i 2-3i

= (532

) vara transformationens matrisframstéllning.

(M) = tr(M,,)* (9+30)? _72+54i _18(4+3i) 18 _9
YT det(My,) ~ (6+31)(3)-(1(2—3i)) 16+12i 4(@4+3i) 4 2°

Vi ser att 7(M,,) > 4 vilket vi tidigare bara associerat med en loxodromisk Mébiustransformation. Detta dr rimligt
eftersom hyperboliska Mébiustransformationer som sagt dr en delklass av loxodromiska Mdbiustransformationer.

For att sammanfatta hur 7(M,,) péverkas av de olika klasserna av Mébiustransformationer noterar vi nu att 7(M,,) =
4 ar ett gransfall mellan 7(M,,) <4 och 7(M,) > 4.

Bade en Mobiustransformation med t(My,) < 4 och en Mébiustransformation med 7(M,,) > 4 har tva fixpunkter,
medan en Mobiustransformation med 7(M,,) = 4 endast har en fixpunkt. Vi kan alltsa se det som att de tva fix-
punkterna smélter samman till en fixpunkt med multiplicitet tva néar T (M) — 4.
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6 Mobius och Riemann

6.1 Riemanns avbildningssats

Tva méngder i C sdgs vara konformt ekvivalenta om det existerar en konform avbildning mellan méngderna.

Sats 6.1.1. Riemanns avbildningssats. Om U &r en 6ppen enkelt ssmmanhédngande dkta delmédngd av C sd ar U
konformt ekvivalent till den 6ppna enhetsskivan D = {ze C:|z| < 1}.

Vi poéngterar att U maste vara en dkta delmdngd av C. Om U = C innebér det att det finns en konform avbild-
ning frén hela C till D. Enligt Liouvilles sats, se kapitel 5 i Bak & Newman [3], som séger att en begrdnsad analytisk
funktion pé hela C méste vara konstant, dr en sddan avbilidning inte mojlig. Déarfér kan C inte vara konformt ekvi-
valent till en begransad méangd som D.

Exempel 6.1.2. Lat oss hitta avbildningen som tar enhetsskivan D pd R(z) > 0.
Avbildningen av enhetsskivan p& hogra halvplanet innebir att en cirkel avbildas pa en linje, ndmligen pé linjen
genom fran —oo, genom -1, 0, i till co. Med andra ord &r linjen hela den imaginéra axeln.

Vi behover avbilda punkter pa skivan till punkter pa S(z). Transformationen

w=f(z)=z+l

7 —
avbildar 1 pad oo och -1 pa 0.
Eftersom
i+l (+DE+D) P+2i+1 _
f@) =+ =— ; = =-1
i-1 (G-1@GE+D i-—1

ligger pa S(z) ser vi att f(z) 4r pa god vag till att vara rdtt transformation.

Vi tittar nu pé punkten z = 0 och far att f(0) = —1 vilken ligger i R(z) < 0, s om vi multiplicerar hela transfor-

mationen med —1 sa far vi
z+1 14z

w:f(z):—

z-1 1-z
som da dr transformationen som avbildar enhetsskivan D pa hogra halvplanet (z) > 0.

y 200
Zz )
1+
1 w:f(z):—z 1
1-
/—\
-1 0 1 X 0 u
—1 —1i
®—0O0

Figur 12. Enhetsskivan avbildas pa hogra halvplanet
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1
Exempel 6.1.3. Lat f(z) = z— Ezz och lat D vara enhetsskivan. Vi kan se vad D avbildas pa.

1 NN A
fO©=0,f0) =5, fCD=-3, fi)=it5, f-)=-i+.

Detta visar hur fyra punkter avbildas och vi kan fa en generell idé av formen avbildningen.
Med 6vergang till polédra koordinater kan vi se hur alla punkter avbildas. Med

z:reie,OSQSZmOsrsl

far vi
. 1 .0\ 2 . re .
z =re’9——(re’9) =e19(r——e’6)
f@ 2 2

Vilater r = 1 for att se hur enhetscirkeln avbildas.
. 1 . 1 1
e’B(I - —e’a) = (cos@ + isinH)(l — —cosf — —isin@).
2 2 2
Vi utvecklar uttrycket och fér
1
cosf +isinf + E(sinZG - cosze) —icosfsind

vilket med hjélp av trigonometriska samband kan utvecklas till

20 —isin26 20 in260
cosf +isinf — (u) =cosf — cos + i(sin@ + sm )
2
Vi har alltsd kommit fram till att f(z) kan skrivas om som
20 in26
f(z2)=cosf - cos + i(sin9+ sm )

och nu kan hela objektet ritas upp i ett koordinatsystem. Formen pd objektet kallas kardioid och har manga
tillimpningsomréden. Exempelvis finns mikrofoner formade som en kardioid for att kunna ta upp ljud effektivt.

Figur 13. Enhetsskivan avbildas pa en kardioid
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6.2 Mobius och Riemanns avbildningssats

Riemanns avbildningssats och Mobiustransformation &r néra relaterade genom deras koppling till konforma av-
bildningar som lokalt bevarar vinklar. Medan Mébiustransformationer beskriver specifika konforma avbildningar
pé Riemannsfiren, generaliserar Riemanns avbildningssats detta till att omfatta en bredare geometri av godtyck-
liga 6ppna enkelt sammanhédngande dkta delméngder av det komplexa planet C.

Mobiustransformationer anvinds inte bara i beviset av satsen, da genom att klassificera avbildningarna av enhets-
skivan pé sig sjélv, utan dven i manga praktiska tilldimpningar.

6.3 Nagot om tillimpningar

Riemanns avbildningssats gor det mojligt att 16sa problem som annars vore svéra att hantera genom att omvandla
komplicerade geometriska omraden till den mer litthanterliga enhetsskivan D. Ett tydligt exempel pé detta ar
inom aerodynamik, ddr man studerar luftfloden kring flygplansvingar. Genom att anvidnda avbildningar kan man
transformera vingen som ofta har en komplex form, till en enhetsskiva dér flédesekvationerna blir enklare att 16sa.
Detta gors med hjélp av Joukowskiavbildningen,

1
w=2z+-.
z

Denna avbildning gor det mojligt att berdkna lyftkraft och luftmotstdnd med hog precision. Vi observerar att denna
avbildning inte dr en Md&biustransformation, ty om vi bildar gemensam namnare far vi

Z22+1

¥4

Inom elektrostatik dr en annan praktisk tillimpning att analysera elektriska félt kring ledare med komplicerade
former. Omrédet kring ledaren transformeras till en enhetsskiva, faltet berdknas och resultaten transformeras till-
baka till den ursprungliga formen.

I datorgrafik anvédnds Riemanns avbildningssats exempelvis inom medicinsk bildbehandling, dar man kan pro-
jicera avancerade omraden som hjdrnans yta pa enhetsskivan for att lattare analysera avvikelser.

En annan tillimpning finns inom navigation och kartografi. For att skapa vinkeltrogna kartor, som den tidiga-
re namnda Mercators projektion, anvinds avbildningar som bygger pa teorin bakom Riemanns avbildningssats.
Detta gor det moijligt for navigatorer att rita ut rattvisande rutter pa kartor trots jordens sfariska form. I varje ex-
empel blir den centrala idén densamma: att ta ndgot komplext och omvandla det till ndgot enkelt utan att férlora
den viktiga strukturen i problemet.
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