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Abstract

This essay is aboust Mobius transformations. Student in the swedish school gets intro-
duced to complex numbers in the late stage of upper secondary school. We start this essay
with repeating the basics of complex numbers, this to be sure that everyone is on the same level
knowlege wise. After that we go into M6bius transformations, an area of matematics were com-
plex number are getting used for something else than finding roots for negative numbers. My
wish is that this essay will be used as a compendium for the course Matematik - Specialisering
were I think student will find the combination of linear algebra and translations will intrigued.



Sammanfattning

Denna uppsats behandlar Mébiustransformationer. Elever i svenska skolan introduceras
for komplexa tal i de senare kurserna pé gymnasiet. Denna uppsats repeterar de komplexa
talen for att sedan introducera M&biustransformationer, ett omrade dar komplexa tal kommer
till anvéndning i andra fall &n att hitta rotter till negativa tal. Tanken &r att elever ska kunna
anvianda uppsatsen som ett kompendium i kursen Matematik - Specialisering dér kombinationen
av linjar algebra och translationer bor viicka intresse. Eleverna kommer dven f& mojlighet visa
flera olika kunskapsomraden inom samma moment.
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1 Inledning

Denna uppsats kommer handla om Mo&biustransformationer. Dessa transformationer sker som av-
bildningar i det komplexa talplanet. Darfér kommer det forsta kapitlet kort redogora for de komplexa
talen. Vi kommer dérefter titta pa utvidgningen av de komplexa talen till den komplexa talsfiren
(Riemannsfiren) for att kunna innefatta oédndligheten.

Mobiustransformationer bildar en grupp som dr den minsta moljiga utvidningen som grupp av
de affina avbildningarna. En affin avbildning &r en sammanséttning av en linjar avbildning och en
translation. Men innan vi tar oss vidare med matematiken tar i en kort historisk blick pa den man
Mébiustransformationerna &r dopta efter.[1, 2]

1.1 August Ferdinand Mdbius

August Ferdinand Mébius féddes i Schulpforta,
Sachsen i dagens Tyskland, den 26 september
1790. Han var det enda Overlevande barnet till
Johann Heinrich Mobius (1732-1793) och Jo-
hanne Catharine Cristiane Keil (1756 - 1820).
Johann var dansméstare i Schulpforta och dog
redan nar Mobius var tre ar. Hans ogifta bror
tog d& 6ver hans titel som dansméstare och for-
sorjde familjen. Johanne var pa langt hall slékt
med Martin Luther (1483-1546). Hon kom att
leva med sin son tills hon dog 1820.

Mobius skolades hemma tills han fyllde 13
ar. Han fick d& borja pa gymnasiet i Schulpfor-
ta, ddr visade han redan fran borjan ett intres-
se for matematik. Detta blev dock inte det han
borjade studera 1809 pa universitet i Leipzig.
Det blev istéllet juridik pa hans familjs 6nskan.
Men juridik var inte for Mobius och redan un-
der det forsta aret foljde han sina egna intres-
sen och Overgav studier i juridik for studier i
matematik, astronomi och fysik. Den lérare i
Leipzig som kom att paverka honom mest var
Karl Mollweide (1774-1825), som var han larare
i astronomi. Mollweide ar idag mest kind for sin
upptéacker inom just matematik framforallt Mollweides formel inom trigonometrin och Mollweides
projektion som de flesta idag kommer i kontakt med nér vi ser en elliptisk karta.

Maobius fortsatte sina studier genom att forst resa till Géttingen for att studera astronomi under
Carl Friedrich Gaus (1777 - 1855). Igen studerade M&bius under en astronom mest kind for sin
matematik. Fran Gottingen reste han sedan vidare till Halle f6r att studera denna gang matematik
under Johann Friedrich Pfaff (1765 - 1825). Pfaff hade en gang varit Gauss larare i matematik.
Mobius var nu aktiv inom bade astronomi och matematik.

1814 var har tillbaka péa Leipzig Universistet och skrev klart sin doktorsavhandling i astronomi.
For att fa undervisa pa universitet gjorde han sedan klart sin habilitation 1815. Mollweide hade

Figur 1: August Ferdinand M6bius 1790 - 1868



det aret gatt 6ver till den matematiska institutionen i Leipzig och hans stol i astronomi stod tom.
Mébius hoppades kunna fa Mollweides gamla jobb och 1816 blev han extra ordinarie professor (en
typ av underprofessor) i astronomi och mekanik pé Leipzig Universitet. Hans akademiska karridr
anségs hittils snabb da han var blott 26 ar gammal. Men hér skulle det ta stopp ett tag for Mobius.

Det var inte férrdn 1844 han blev full professor i Leipzig. Anledningen till detta var inte kopplat
till hans forskning eller det han producerade. Mobius var en tillbakadragen man. Han erbjods flera
tjanster pa andra universitet som han tackade nej till da han inte vill lamna Sachsen och ansag att
Leipzigs universitet var det framsta. Det sdgs ocksa att han inte var en sérskilt bra forelasare. Det
var svart for honom att fylla sin klasser och vissa kurser erbjod han gratis for att studenter skulle
komma. Det var forst nar han blev erbjuden en stol pa4 matematiska instutitionen pa universitet i
Jena som han fick en full professortjanst i astronomi pa Leipzig Universitet.[3, 4]

Figur 2: Mobiusband

Mellan 1816 och 1844 han Mobius se Gver
ombyggnationen av Leipzig observatorium, gif-
ta sig och skaffa tre barn och ge ut en méngd
publikationer i bade matematik och astrono-
mi. Hans storsta och viktigaste verk var Der
Barycentrische Culcul (1827) som &ven myc-
ket av hans senare forskning byggde vidare pa.
Nar Mobius avled 1868 hade han undervisat pa
Leipzig Universitet i 6ver 50 ar. For bred all-
ménhetet &r Mobius bést kind for Mobiusban-
det. En icke orienterbar yta som enbart har en
sida. Vem som helst kan skapa ett Mobiusband
genom att tejpa ihop &ndarna péa en pappers-
remsa som man forst roterat ena dndan péa 180
grader. Pa s& vis kan vi minnas denna fantas-
tiska man.



2 Komplexa tal
2.1 Grundlaggande egenskaper hos komplexa tal

Jag vill bérja denna uppsats med att paminna om egenskaperna hos de komplexa talen. Samtliga
komplexa tal kan skriva pé formen:

z =z 1y, z,y € R.

Dér x och y ar reella tal. Talet i har egenskapen att i2 = —1, x kallas realdel av z och y
imagindrdel av z.

z = Rez,
y=Imz.

Om z:s imaginérdel dr lika med noll &r z helt reellt och om realdelen &r likamed noll &r z helt
imaginart.

Im(z)=0 < z€R,
Re(z) =0 <=z &r helt imaginért.

Komplexa tal beter sig normalt under addition, subtraktion och multiplikation. Detta sa lange
man har koll pa vilka tal ar reella och vilka som #r imaginéra. I de fallen déir 52 dyker upp i ersétter
vi det med —1. Hér foljer en defnition fér addition och multiplikation.

Definition 2.1. Ett komplext tal a +ib dir a, b dr reella och 2 = —1. Addition och multiplikation
definieras av formlerna

(a+1b)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d) (a +1b)(c +id) = (ac — bd) + i(ad + be)
Subtraktion kan enkelt defnieras genom addition av negativa tal.
Definition 2.2.
(a+1ib) — (c+id) = (a+ib) + (—c—id) = (a — ¢) + i(b— d)

For att kunna definiera division méste vi forst se till komplexa tals konjugat. Vi borjar med en
definition och féljer upp med en sats med nagra viktiga egenskaper.

Definition 2.3. zZ = x — iy kallas det konjugerade talet till z.

Av definitionen kan vi berdkna f6ljande identiteter:

Sats 2.4. 21+ 20 = 21 + 23,




Den egenskap hos konjugatet som behovs for att kunna definiera division ar foljande:
Sats 2.5. Lit z = x +iy. Vi far da
2z = (v +iy)(x —iy) = 22 +y? > 0.

Detta dr ett reellt icke-negativt tal som uppfyller zZ = 0 endast dd z = 0.

z=x+ 1y

[2] = Va2 +y?

Z=x—1iy

Figur 3: Grafiskt representation av konjugat och absolutbelopp

Tittar vi pa figur 3 ser vi att konjugatet motsvarar en spegling av z i den reella talaxeln. Denna
geometriska tolkning av z hjélper oss ocksa tolka det som kallar absolutbelopp.
Definition 2.6. Talet z = x + iy har absolutbeloppet:

= T = V.

Detta ar ett icke negativt tal som uppfyller att |z| =0 endast dd z =0

Detta tal motsvarar langden fran origo till z i det komplexa talplanet. Se figur 3.
Sats 2.7. Om z1 och zo dr komplexa tal, sa gdller:

|z122| = [21] - |22].

Vi far dven att
? =2z

|z|? = zZ.

Vi kan nu definiera division. Precis som for reella tal dr det den multiplikativa inversen vi

. . z _
anvéinder enligt formeln Z—; =2 -2y

Definition 2.8. Ldt 21 och zo vara tvd komplexa tal. Da gdller

NET



Bevis. Kalla den multiplikativa inversen till z for z*, vi har da att zz* = 1. Lat nu z = x + iy, den
multiplikativa inversen z* blir déa:

T Y
21y 21yt

ZzF =

Vi kontrollerar detta:

. x iy
T+ — =
( Y) (x2+y2 x2+y2>

x L x ) 1y
"E. 7"E. ’I/y. 7’Ly« p—
2+ 2+ 2y 2ty
x2+y2
—— = L.
rt+y

Tittar vi nu pa z* ser vi att detta &ar ekvivalent med:
T oz
$2+y2 $2+y2 |Z‘2

Division av komplexa tal gors alltsa genom forlangning av ndmnarens konjugat enligt:

P

21 Z1 Za  Z1%Z9 Z2

2z Zo | 22)? -y B

Nu kan vi dven fa till en sats for division med konjugat och absolutbelopp.

Sats 2.9. Om z1 och z5 dr tvd komplexa tal sa gdller:

(2;1)_?;1 ’Z‘_@
z2) Tz 2| 7 |ze|”

N‘)_‘

2.2 Komplexa talplanet

I figur 3 har vi gjort en geometrisk tolkning av konjugat och absolutbelopp i det komplexa talplanet.
Bendmningen kommer fran att detta plan kan tolkas som méngden C av alla komplexa tal. For att
kunna gora detta behover vi géra om ett komplext tal till de koordinater vi anvéinder i R2. Vi later
den reella delen av ett komplext tal vara koordinaten pa den horisontella axeln. Samt imagindrdelen
av ett komplext tal vara koordinaten pa den vertikala axeln.

Definition 2.10. Ldt z = x + iy vara ett komplext tal. Re z = x och Im z = y. Dé svarar (x,y)
mot punkten z i det komplexa talplanet.

2.2.1 Vektorer

Nér vi grafiskt representerar komplexa tal i planet gor vi det enklas med hjélp av vektorer. Om
vi later punkten P vara punkten for det komplexa talet z, representerar vektorn OP &ven talet
z. Langden av denna vektor ges av absolutbeloppet, |z| for z. Detta ger oss ett tydligt samband
mellan vektorer i planet och de komplexa talen. Visualisering av addition och subtraktion blir pa

detta sétt vildigt tydlig. Lat vektorerna OP; och OP; representera de komplexa talen z; och zs.
Addition av z; och z9 ges av vektorn OP; + OP,. Motsvarande sétt ges differensen, z; — 29, av
vektorn OP; — OP, = P, Py. Se figur 4.



+P,

OP, + OP,

—

OP,
PP,

Py

—

OP,

(6}

Figur 4: Komplexa talplanet och triangelolikheten

2.2.2 Triangelolikheten

Denna geometriska tolkning ger oss &ven en visualisering av triangelolikheten. Denna séger att tva

sidor i en triangel dr langre &n den tredje. Ser vi till figur 4 &r det uppenbart att strickan OP; +0O P,
dr den kortaste vigen till P; 4+ P, och allt annat &r en omvég. Detta &r triangelolikheten.

Sats 2.11. Ldat z1 och zo vara tvd komplexa tal. Dd gdller
|lz1] = |22 <21 + 22| < [z1] + |22].

Likhet till hoger intrdiffar dd z, och zs har samma riktning, medan likheten till vinster intriffar da
z1 och zy har motsatt rikining.

2.3 Polar form

Med en vektor for det komplexa talet z pa plats kan vi méta vinkeln « mellan den positiva reella
axeln x och vektorn for z. Vi kallar denna vinkel o for argumentet for z. Denna vinkel kommer
ligga mellan 0 och 27 plus en additiv multipel av 27, detta gor att o alltid &r reellt. Vidare kallar
vi vektorns ldngd, som vi tidigare bestdmt till |z|, for r. Vi kan nu med hjilp av trigonometriska
funktioner definiera den poldra formen av z.

Definition 2.12. Ldt z = z + iy vara ett komplext tal. Da gdller de att poldra formen for z dr:

z = r(cos a + i sin a) = re®
dir r = |z|, @ = arg 2

Precis som vektorer ar sérskillt bra fér addtion och subtraktion av komplexatal, férenklar po-
larform multiplikation och division av komplexatal.



z=(x+iy)

iy =i sin(a)

Origo X = cos(a)

Figur 5: Polar form

Sats 2.13. Vi har:
(1) elaeif — 6i(a+,3)

(2) G =)
Bevis. (1) Lat z = re'® och w = se'?

rei“se’ = r(cosa + isina)s(cosf + isinf)
= rs(cosacosf + icosasinf + isinacosf — sinasin/3)
= rs((cosacosp — sinasinf) + i(cosasinf + sinacosf))

= rs(cos(a + B) + isin(a + B)) = rse’@*F)

(2) Division av komplexa tal vet vi sedan tidigare gors av forlingning med konjugatet.
Konjugatet till z = €' &r e~**. Enligt definitionen far vi e™'® = cos(—a) + isin(—a) = cosa —
1sino = 2.

ret® oy el =i o

- = ——5—F5 = —€ €
se'P sePe P s

Enligt (1) blir Leive=F =L ¢ia=F O



2.4 Rata linjen och cirkelns ekvation i det komplexa talplanet.

Réta linjer har i ett koordinatsystem ekvationen Ax + By + C' = 0. Denna ekvation vill vi éverfora
till komplex form. Koordinaten (x,y) ska svara mot det komplexa talet z = = + iy. Vi vet sedan
tidigare att Re(z) = 252 och I'm(z) = %%. Re(z) kommer motsvara x och I'm(z) motsvarar y. Vi
far da den ekvivalenta ekvationen

AZFZ4BE224C=0, ABCeR
Detta kan vi utveckla till
(A-iB)z+ (A+iB)z+2C =0.
Dérefter ansétter vi A+ iB = a och b = 2C. Vi far da féljande sats.
Sats 2.14. En linje ¢ det komplexa talplanet ges av

az+az+b=0,
ddr a #0 och b € R.

Vi gar vidare och tittar pa ekvationen for en cirkel i det komplexa talplanet. En cirkel med
medelpunkt i 2y och radien r ges av ekvationen

|z — 20| =1

Da bada sidor i denna ekvation &r icke-negativa kan vi kvadera dem utan att forlora information
och far da

(z—20)(2— %) =1 <=
2Z — 220 — 202 + 2020 = r?
Vi séitter @ = —zp och b = 292 — r? och far da foljande sats.
Sats 2.15. En cirkel i det komplexa talplanet ges av
zZ+az+az+b=0, aeC, beR,
dir b —aa < 0.
Att b ir reellt blir uppenbart om man betéinker att zgZy = |20|?, och villkoret #r klart:

b—aa =z Zg — 12— 2020 = —1°.



Figur 6: Riemannsfiren

3 Riemannsfiren (Komplexa talsfaren) och det utékade kom-
plexa talplanet

Antag att vi har ett ortonormerat system for rummet med origo, 0, och basverktorerna e, ey, e..
Vi identifierar xy-planet med det komplexa talplanet. Ekvationen:

1 1
2 2 N2
Ay 2) 4’

beskriver den sfar som da ligger pa zy-planet i origo med en radie pa % Sfiaren skér z-axeln endast
i origo och punkten N = (0,0, 1). Fran punkten N kan vi nu avbilda hela zy-planet pa sfaren genom
centralprojektion. En punkt P i xy-planet avbildas alltsd p& punkten P’ pa sfaren som i sin tur
ligger pa den punkt pa sfaren som linjen mellan N och P skir. Detta skapar en omvéndbar relation
mellan punkter i det komplexa talplanet och punkter pa sfaren utom just punkten N. Sfaren kallas
fér den komplexa talsfiren eller Riemann-sfiren efter den tyska matematikern Bernhard Riemann.
Se Figur 6.

Men vi vill kunna representera det komplexa talsystemet péa hela sfiaren, alltsd &ven punkten
N. Déarfor utvidgar vi méngden av komplexa tal med en extra punkt: odndligheten oco. Néar vi
talar om oédndlighet hos komplexa tal dr vi intresserade av strickan fran origo eller den punkt i
den komplexa talplanet vi utgar ifran. Alltsd absolutbeloppet till den vektor vi tittar pa eller den
cirkuldra omgivning i séker. Om vi tittar pa Figur 6 forstar vi att desto ldngre bort fran origo var
punkt P kommer desto ndrmare N kommer var punkt P’ komma.

Detta talsystem blir stérre &n det komplexa talsystemet och vi kallar det fér det utvidgade
komplexa planet.

10



Definition 3.1. Mdngden C=cCu {00} kallas det utvidgade komplexa talplanet.
Vi behover nu beskriva hur rdkneoperationer med var nya odndlighet fungerar.

Sats 3.2. Ldt z vara ett komplext tal, foljande gdller da i C

z+ 00 = 00, =0 om z # o0,

z - 00 = 00, =00 om z # 0,

o000 = Q.

t=1-—2

Figur 7:

Om vi ska beskriva hur en punkt P = (z,y,0) i xy-planet avbildas pa en punkt P’
Riemann-sfiren har vi f6ljande samband.

(z',y',2") pa

/ / !
xy  xy  l—ay 7

1 T 1 r

Vi kan fran figur 7 hirleda detta. Linjen genom N och P har riktningsvektor (x,y, —1) s& punkterna
pa den linjen uppfyller:

/ / 1—
(', y',2) = (0,0,1) F by, ~1) =t = = T = =55 M

11



Vi beh6ver nu berdkna ¢ och ser att:
—
t=1—2 = |NQ| = CosN -|[NP.
Den sista likheten kan vi med hjélp av figur 7 rékna till:

1

CosN L h [NP|=2-1.CosN = CosN
0sN = —— oc =2.-.CosN = CosN = ——.
2 V14712

N
Vilket ger oss:
1 11
Vit Ty 1477

Sedan avsnitt 2.3 vet vi att r &r lika med absolutbeloppet av ett komplext tal. S& r = /z2 + 32
vilket get oss att:

—
t=CosN - |[NP'| =

1
R —
1+ 22 + 42
Nu nér vi vet ¢ far vi direkt ur (1) att:
P —
1+ 2%+ 9%

P4 liknande satt far vi aven:

y/: Y
L+a2?+ 9
Och slutligen ur t = 1 — 2’ far vi:
1 2, .2
RS SR o
1+2+y 1+z 4y

Foljande sats kan da ges.

Sats 3.3. Punkten P(z,y,0) i det kompleza talplanet avbildas pd en punkt P'(z',y’,2') pd Rie-
mannsfdren enligt foljande:

! X

R R B

Y =—4—
1+ a2 +4°2

S x2+y2
71+$2+y2

3.1 Cirklar pa Riemannsfiren

En cirkel pa en sfar utgors av skdirningen mellan sagda sfar och ett plan, Ax + By + Cz + D = 0.
Soker vi ett plan som skir Riemannsfaren &r det samma sak som att det finns en punkt i planet
som har avstand % fran sfarens centrum. Formeln for att berédkna avstandet mellan en punkt och
en sfar ges av foljande sats:

12



Sats 3.4. Awstdndet mellan punkten P = (g, Yo, 20) och planet II:Azx + By + Cz + D i rummet
ges av formeln

_ |Azg 4 Byo + Czo + D)
VA2 + B?+C?

Bevis for denna lamnas inte i denna uppsats men finns att finna i [2]. Satsen behover vi anvénda
for att se till de cirklar vi s6ker pa Riemannsfiren inte urartar, alltsa att cirklarna fortfarande &r
cirklar pa sféren.

Vi tillimpar nu sats 3.4. Avstandet fran Riemannsfirens medelpunkt, (0,0, %), till planet &r:

d(P : 1I)

1
-C+D
d((OOl)H>: [Azo + Byo + C20 + DI\ _ ’2 . ‘
T2 VA2 B2+ (2 VA2 + B2+ (2

Vi vill se till att planet skir Riemannsfiren och far da féljande villkor:

(3C + D)? _1
A2+ B2+ C? 4
som alltsé sédger att det finns en punkt pa planet som har avstdnd fran sfarens medelpunkt som &r
mindre &n sfirens radie.
Vi kan ytterligare forenkla detta:

1
GO+ D 1 1
yERwT e <Z<:>ZC2+CD+D2<Z(A2+BQ+CQ)<:>

C? 440D +4D? < A> + B? + C? <= 4D(C + D) < A? + B
Vi har nu en ekvation som tillater oss ange foljande sats.

Sats 3.5. For att cirkeln pd Riemannsfiren som fas av planet med ekvationen Ax+By+Cz+D = 0,
inte ska urarta mdste foljande forhdllande mellan koefficienterna i planets ekvation vara uppfyllda.

4D(C + D) < A* + B2,
Ur planets ekvation och sats 3.3 far vi nu en ekvation for cirkeln pa4 Riemannsféren.
Sats 3.6. En cirkel pd Riemansfiren ges av ekvationer av typen

C(z* +y* +2*) + Az + By
PP+l

+D=0 , Z:I2+y2—|—22

Bevis. Att (z,y,z) € Il <= Ax+ By+Cz+ D = 0. Om punkten dessutom ligger pa Riemannsfiren
ar:

x2—|—y2—|—(z+%)2:%<:>x2+y2—|—2'2—z:()<:>z:x2—|—y2—|—22.

13



Alltsa dr Az + By + C(2? + y? + 2%) + D = 0, vilket &r ekvivalent med uttrycket i satsen. [

Projekttionen av en cirkel p4 Riemannsféren ner pa planet kan vi intuitivt férsté blir en cirkel.
Men om cirkeln gar genom punkten N pa Riemannsfiren far vi istillet en rét linje. For att forsta
detta kan vi ténkta pa att punkten N svarar mot oo i C. En rétlinje i det komplexa talplanet som
gar genom origo kommer i bada dndarna na samma oo.

Sats 3.7. En cirkel pa Riemannsfdren motsvarar antingen en cirkel eller en rdtlinje i det kompleza
talplanet och omuvdnt.

Bewvis. Ur ekvationen for cirkeln pad Riemannsfaren Ax’ + By’ + Cz' + D = 0 och sats 3.3, far vi
dess bild i det komplexatalplanet.

(C+D)(a*+y*) + Az + By +D =0

Om (C' + D) =0 far vi kvar Az + Bz + D = 0, detta ar formen for en réitlinje. Vi kan ocksé se att
nir (C 4+ D) = 0 uppfyller punkten N=(0,0,1), som svarar for co, planet ekvation.
I fallet dér (C' + D) # 0 kan vi med lite rékning se att vi har med en cirkel att gora.

(C+ D)(2*+y®)+ Az + By + D

D)z +y?) + Az + By+ D = —

(C+D)(z*+y*)+ Az + By + 0 — C+D) 0 —
Ax+ By+ D Ax By D

2 2 _ 2 2 _
x+y+ (C+ D) 0 =2 +(C+D)+y +(C+D)+(C+D) 0 =
< LA >2+< ,_ B >2 A% + B? —4D(C + D)
€T —_— —_— e

2(C + D) Y79+ D) (2(C + D))?

En cirkel pé4 riemannsfiren svarar alltsd mot en linje i planet om och endast om den gar genom oo.
Annars mot en cirkel. I C férsvinner alltsa skillnaden mellan cirklar och linjer. O
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4 Mobiustransformationer

Mobiustransformationer ar funktioner fran de komplexa talen till de komplexa talen.
Definition 4.1. Mébiustransformationen dr funktioner frain C — C som ges av

z—)w:Tz:aZ+b a,b,c,d e C
cz+d

ddr a,b,c,d € C och kravet ad — bc # 0 dr uppfylit.

Det sista kravet utesluter alla fall ddr w &r en konstant. Foér sig att ad — bc = 0. Vi far da
att a och c¢ ar lika med nagon konstant, k, ganger b och d. S& att @ = kb och ¢ = kd. Detta ger
kbd — kbd = 0 och vi ser da att w kommer vara en konstant

@tb kb c—kd
cz+d

kbzt+b _kz+1 b _ b
kdztd kz+1l d d

Om vi istéllet vinder argumentet och later:

b
wo:az—i— <> wocz + wod = az + b <= (woc — a)z = b — wopd.
cz+d

Om detta giller for alla z si &r woc — a = 0 och b — wod = 0. Vilket ger oss att ad — bc = 0. Aven
fallet ddr C' = D = 0 utesluts av kravet ad — bc # 0. Vi har da en funktion som &r definierad for
alla fall z dér ndmnaren &r skillt fran noll. Om ¢ = 0 géller det for alla z € C men om ¢ # 0 s& blir
var ndmnare noll i z = _Td Om vi da utvidgar till det utvidgade komplexa talplanet kan vi gora
foljande definition.

Definition 4.2.

Tz {70 T(Z4) = 00, T(o0) =&
c=0: T(c0) =00

Denna definition stdmmer 6verens med réknereglerna i Sats 3.2 for co. Denna utvidgade avbild-
ning av definition 4.1. kallar vi en Mo6biustransformation.
Till varje Mobiustransformation T'(z) som i def 4.1 kan man associera en matris:

a b
4= ( d) |
Om determinanten till denna matris A &r nollskilld s& har vi uppfyllt vilkoret att ad — bc # 0 da:

a b
detA = ¢ d

‘adbc.

4.1 Invers, sammansittning och speciella fall i C

Sats 4.3. Inversen till en mébiustransformation dr en mobiustransformation
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Bevis. Vi utgar ifran definitionen 4.1. och I6ser dar ut z.

az+b

w = +—— wecz~+wd=az+Db,
cz+d
wez —az = —dw+b <+—  z(we—a)=—dw+b,
_ —dw+b
 cw—a

Detta géller alla w skillt fran ¢ och co. S& vi anvinder definition 4.2 och ser att T dr omvindbart

med inversen enligt

—dw+b a

Tw—a’ w#F s WF oo,
Tﬁl(w): 00, w:%v

—d

-, w = 0.

Denna transformation &r precis som i definition 4.1. och 4.2. och &r utvidgad till hela C. Inversen
till en mébiustransformation &r en mobiustransformation. O

Sats 4.4. Sammansdttning av tva mobiustransformationer ger en mdébiustransformation.
Bevis. Antag att vi har tvad mobiustransformationer T' och 77 som ges av:

_az+b ,_adz+ b
dz+d’

cz+d ’

For alla z utom de speciella fall vi far av definition 4.2. far vi da:

a,(az+b)+b, adaz+ab+bcz+bd
T'T(2) = T'(T7) = —& +d _ cz+d _ (d'a+bc)z+a'b+bd
C,(az+b)+d, daz+cdb+dcez+dd (da+dc)z+cb+dd
cz+d cz+d

Vi ser att detta &r en mobiustransformation. Nu utvidgar vi enligt definition 4.2. detta till C och
tittar pa de speciella punkter som ges. Dessa punkter &r:
—d —d

z = , z=o0o0 och z:T_1(>.
c c

Dessa behover kontrolleras for att se att sammanséttningarna ar giltiga for alla z € C. Men innan
vi gor det gar vi tillbaka och tittar pa den matris A vi kunde associera till varje M&biustransfor-
mation Tz. Vi kan nédmligen géra en sammanséttning av tva Mobiustransformationer med hjilp
av matrismultiplikation. Vi later Tz och T'z vara tvd Mobiustransformationer. Till dessa kan vi
associera tva matriser, matrisen A till Tz och matrisen A’ till 7’z. Genom matrismultiplikationen

far vi da:
WA — a b\ (a b _ da+bec ab+bd
d d)\e d da+dec b+dd
Vi ser att detta dr ekvivalent med koefficienterna pa sammanséttningen av tva Mobiustransfor-

mationer. Vidare kan vi anvinda determinanten av bada matriserna for att sdkerstalla att var
sammansattning uppfyller kravet att ad — bc # 0 enligt:

a b

da+bc db+bd
e d‘#o'

da+dc db+dd

|V

det(A'A) = =0 g
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Nu gar vi tillbaka till att kontrollera de tre punker i C som vi fick. Vi bérjar med att titta pa _Td.
Enligt Definition 4.2. ska detta bli:

= ==t =) = 2.

Vi kontrollerar att detta stdmmer:

—d VSRR ’ /
(a'a+Vc) () +db+bd a'ad —b'cd + a'be +b'cd
c

C j—
—d — < =
(ca+d'c) (> +cda+dd dad —d'cd + c'be+ d'cd
¢ C

abc—d'ad  (a'\ (bc—ad\ d

dbc—cad  \ ¢ be—ad) ¢
Det forsta speciellla z fungerar. Vi fortsdtter med T"T(o0), intuitivt skulle vi kanske vilja sitta in
oo 1 var sammansattning och fa:

(d'a+Vc)oo+adb+bd da+bc

(da+dc)oo+cb+dd  da+dc

Men vi méste komma ihag att i rdknereglerna for C sa &r inte % definierat enligt sats 3.2. Sa vi
sétter in enligt definition 4.3. och far:

/a /
a—+b ’ %
(T'T(00) = T'(To0) = T4 = —¢— = 204 0¢
c 4 d cda+dc

c

—d

Aven detta fall fungerar enligt 4.2. Tillsist undersoker vi nu 7~!(=%). Vi borjar med att se vad vi

borde far enligt 4.2.:

e (

; ) =T'(TT™ ) (;//

—d
) =T <c’ ) = 0.
—d

- (d’) B —d 7 +b d'd+ b

4
/

Vi kontrollerar:

—d'  —(da+dc)

dd+cb
—d' d'd+c'b “ —(c’a—:—cd’c) o
T'T)(T~! 7T —" ) =1 -
(T < 14 > (—(c’a—i—d’c)) d'd+c'b td

e LaTeo
—(da+d'c)

d'ad — d'be —d' (bc— ad —d’ , .
T’ (c’bc—c'ad) =T (c’ (bc— ad)) =T ( 7 ) =o00. Det sista steget enligt 4.5.

Vi ser att alla tre special fall fungerar for en sammanséttning av tva mobiustransformationer. O
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Sats 4.5. Mdébiustransformationerna utgér en grupp i C

Bevis. Vi har redan visat att mobiustransformationer &r inverterbara och att sammaséttningarna
av mobiustransformationer &r en moébiustransformation. En sammanséttning av transformationer
ar alltid associativ sd vi har pavisat gruppegenskaperna sanir som pa Identitetelementet, Id(z) = 2
som ja, ocksa &r en Md&biustransformation Tz = z. O

4.2 Fixpunkter
Vi séger att zg ar en fixpunkt till transformationen 7" om T'zy = zg.

Sats 4.6. Om en mdbiusavbildning har mer dn tva fizpunkter 1 C maste den vara den identiska
avbildningen.

Bevis. Antag att z € C ar en fixpunkt till T,

az+b

Tz =z <—
cz+d

=zé=c2+2(d—a)—b=0.

Om denna ekvation har fler &n tva l6sningar méaste alla koefficienter vara noll. Alltsa att c=b=0
och a = d. Detta ger oss transformationen:

Detta ger oss tydligt den identiska avbildningen. Men vi méste dven titta pa special fallet T'oo = oo,
alltsa att fixpunkten ar co. Da far vi enligt 4.3. att ¢ = 0. Andra z € C som kan vara fixpunkter
uppfyller da:

b
az;— =z (a—d)z+b=0
Har denna ekvation mer &n en 16sning maste alla koefficienter igen vara noll, sa:
az
Tz=— =2
==

4.3 Tre punkter

Sats 4.7. Det finns en unik mdbius transformation som tar tre distinkta punkter till tre andra
destinkta punkter.

Bevis. Med hjilp av sats 4.6. kan vi bevis detta. Ség att vi har tre distinkta punkter 27, z5 och z3,
dessa tre avbildas pa wy, we och ws av bade S och T sa att:

wy = Sz = Tz, k=1,2,3.
Om vi nu tar inversen till T, T~! och sitter ihop med S far vi:

(T’ls)zk. = Tﬁl(SZk) = Tﬁl(wk-) = Zk, k=1,2,3.
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Detta betyder att det finns tre stycken fixpunkter z;, z2 och z3, alltsd &r 715 den identiska
avbildningen enligt sats 4.6. Vi kan da séga:

~

(T71S)(2) = 2, zeC

Detta sdger att S = T for alla z och vi vet alltsa att transformationen ar unik. Vi behéver nu
ocksé visa att det alltid finns en sddan mobiustransformation. Vi gor det genom att visa att det
alltid finns en mobiustransformation som avbildar tre godtyckliga skilda punkter, (z1, 22, 23), pa tre
andra godtyckliga punkter, (w1, ws,ws), i C. Forst tar vi (21, 22, z3) och avbildar dem pa (0, 1, c0)
genom foljande transformation:

Z—Z1 % — 23

Tz = = (2,21, 22, 23), 21, 22, 23 7#£ 00.

Z— 2329 — 21

Hér forutsitts att z1, 20, 23 # 00, det fallet behandlas nedan. Vi ser att detta &r en mobius trans-
formation med lite réakning.

Z— 212y — 23  2Zo — 223 — 2172 + 2123 (%2 — 23)z — 21(22 — 23)

Z— 2329 —21 22— 221 — 2223 + 2123 (22— 21)z — 23(22 — 21)

Vidare &r denna mdbius transformation skapad sa att T' av 21, 29, 23 respektiva avbildas pa 0,1 och
oo. Vi kontrollerar:

1 — 21 %2 — 23 22 — 23
Tz = =0 =

21 —R3%22 — 21 22 — 21

22 — 21 22 — 23 22 — 21 22 — 23

T22: = :11: s
Z9 —Z3 22 — 21 zZ9 — 21 Z9 — Z3
23 — k122 — 23

Tz = = o0.
Z3 — 23 22 — 21

I fallet T'z3 &r det uppenbart att vi ror oss mot oo enligt def 4.2, som séger att ndr ¢ = 0 s ger
T(00) = oo. Vi tittar nu vidare pa fallen dér z1, 29, 23 respektiva ansétts till co. Detta resulterar i
foljande fall dér vi sdger att kvoten mellan téljaren och ndmnaren som ar co sitt till 1. Vi definierar
da transformationerna som foljande:

2o — 23 2=z zZ— 2z

, samt .
zZ— Z3 zZ— Z3 Z9 — 21

Vi kontrollerar att &ven dessa fall tar var funktion oss till ratt punker.

2] = 00 T(z2) T(z3)
T(z) = 2238 2m-m e
zZ— Z3 Z9 — 23 zZ3 — 23
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22 =0 T(z1) T'(z3)

T(Z):Z_zl 21—2’1:0 2’3—2’1:
Z — Z3 Z1 — Z3 Z3 — Z3

23 = 00 T(z1) T(22)

T(ZZZ721 2172’1_0 2’272’1_1
Z9 — 21 zZ9 — 21 Z9 — 21

Vi later nu S vara en ny mobiustransformation som tar wy, ws och ws till 0, 1 och oco. Vi definierar
den som:

Sz = (Zaw17w27w3)

Denna transformations invers, S~1, tar da 0, 1 och oo till w;, wy och ws. Sammasittningen av S~!
och T' ger oss mébiustransformationen U = S~!T som har foljande egenskap:

Uz, = S™HTz) = wy, k=1,2,3.
Vi har nu bevisat att transformationen finns och sedan tidigare att den ocksa &r unik. U
Ur S7Y(Tz) = w ser vi att Tz = Sw. Vi kan da vidare se att:
Tz = (z,21,29,23) = (z,w1,ws, w3) = Sz for alla z.

Detta betyder att avbildningen U enkelt far av att 16sa for w ur likheten ovan.

4.4 Avbildningar

Alla mdobiustransformationer kan brytas ner till tre olika typer av avbildningar. Translationer, en
kombination av rotation och utvidgning samt inversioner. Vi titar pa samtliga av dessa typer av
avbildningar. Vi borjar med att betrakta translationer:

z—w=2z+b.
En transaltion flyttar z nagon riktning. Dérefter har vi rotation och utvidning.
z—w=az a#0

Med en polar omskrivning blir det tydligare vad som hénder hér:
z = |z|e™®
a = |ale’”

Detta ger oss w = |al|z|e*®® som betyder att vi far en rotation med vinkeln 8 och en férstoring om
|a| <1 och en férminskning om |a| > 1. Tillsist har vi avbildningen:

1
Z—rw=—.
z
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Dér vi ser att:

|z]|w| =1
argz = —argw
Bilden av w ges alltsd genom en inversion f6ljt av att ta konjugatet pa punkten vi far.

Vi kan nu séga foljande.

Sats 4.8. Alla mdbiustransformationer dr sammansdtiningar av translation, rotation, utvidgning
och inversion.

Bevis. Tva fall uppstar nér vi ska visa dessa sammanséttningar. Lat en mobiustransformation vara:

az+b
w = z =
cz+d
Det forsta fallet dr nér ¢ = 0. Vi far da:
a
z —wy = gz, en rotation,
a b .
w); —w = EZ + PE en translation.

Det andra fallet nér ¢ # 0 kraver lite mer rakning med genom féljande transformationer :

z—wy =2+ —, en translation,
c
1 . .
Wy — Wy = —, en inversion,
w1
bc — ad .
Wy — W3 = W2 - 5 en rotation,
c
a .
wy — w = w3z + —, en translation.
c
Lat oss kontrollera det sista.
a bc—ad a 1 bc—ac a 1 bc — ad a
ws + — = ws - s — +—=—" — + - = 5 + -
c c c w1 C c c c

d
Z+ =

c
bc — ad a 1 [bec—ad 1 (bc—ad+ acz + ad az+b
:74——:— +a =
clcz+d) ¢ ¢\ ecz+d cz+d

c cz+d

Varje mébiustransformation ér en sammanséttning av dessa avbildningar. O

4.5 Cirkelinvarians hos mobiustransformationer

Detta leder oss in pa en intressant engenskap hos mobiustransformationer. Det dr ndmligen sa att
en linje eller en cirkel avbildas under mébiustransformationer pa en linje eller en cirkel.

Sats 4.9. Varje mébiustransformation éverfor en cirkel eller linje i C till en cirkel eller linje i C
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Bevis. Enligt sats 4.8 &r en mobiustransformation en sammanséttning av vissa enkla avbildningar.
Det récker da att bevisa att desssa avbildningar som visas i 4.8 6verfor cirklar och linjer till cirklar
eller linjer da dven dess sammanséttning skulle gora det. Vi borjar med att titta pa translationer:

z—w=z+b<= z=w-—0>.

Vi borjar med att titta pa en cirkel. Lat v = {z : |z—a| = r} vara en cirkel i det komplexa talplanet.
Om vi nu utfor transformationen T'(y) = z + a = w far vi en ny cirkel dir mittpunkten o flyttas
motsvarande « och alla punkter pa avstandet r fran den nya mittpunkten a+ « uppfyller z+a = w.
Dess bild blir da {z +a : z € C} = {w : |w — (a + a)| = r}., vilket uppenbart &r en cirkel med
medelpunk i a + a och radie r. Se figur 8.

1=zt —d =1}

T(y) ={w:|w—-(at+a)=r}

Z+oa=w

Figur 8: Translation av en cirkel

For en linje az + az + 8+ b = 0 far vi av en translation f6ljande ekvation,

az+az+pB+0=0 — aw-b+alw—-0+8+b=0
aw — ab + aw — ab+ B =0 <= aw+aw + f — (ab + ab).

Notera att ab + ab = ab + ab sa det &r ett reellt tal. Alltsd har vi en linje och har da visat att bade
cirklar och linjer bevaras under translationer. Nast tittar vi pa rotation och férstoring. For en cirkel
har vi ekvationen:

|z — zo| = 1.
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Om vi nu genomfér mébiustransformationen z — w = az far vi féljande:

w=az=al|z — z| = ar

a*(z — 20)(Z — %) = a®r?

a2(22 — 2Z0 — 20Z — 20%20) = a’r?
(az — azo)(aZ — aZp) = a®r?
laz — azp| = |a|r

lw — azp| = |a|r.
Detta ar fortfarande ekvationen for en cirkel. En linje ger oss:

w=az=a(@z+ az+Db)
aaz + aaz + ab
aw + aaz + ab

aw + aaz + ab

+b

Detta &r fortfarande en linje, s& en linje avbildas pa en linje och en cirkel avbildas pa en cirkel efter
rotation och forstorning. Tillsist ska vi titta pa inversion. Inversion tar z till % Skriver vi om detta
pa formen z + iy far vi:

1 1 T — 1y

z T4y < +y

Detta kommer hjélpa oss se hur ekvationerna borde se ut efter inversionen. Vi tittar pa cirkeln och
linjens ekvation och bérjar med ekvationen for en cirkel:

zZ+az+az+b=0.
Vi skriver om detta som z = x + iy och far da:
(22 +9?) + a(z + iy) + a(z — iy) +b.
Vi ser nu att om vi dividerar hela ekvationen med z2 + y? kommer vi fa den form vi soker:

2+ r4iy T — 1y 1
2 7 Ta— 7 ta— 7 T 0 2"
Tt +y Tt +y 5 +y Tt +y

Det forsta uttrycker forenklas till ett och vi ser i vara tva uttryck med o har vi precis:
b T — 1y
——>% =w och ——= =w.

2 2 22+ 42
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Kvar da &r att se vad uttrycket 1 5 star for. Vi masserar om det lite:
)

.562

1 1 2 +y? z? 4 92 r+iy T —1iy _
— . — = = Ww.
212 2+ P+ (x2+y2)2 22+

Var ekvation blir tillsist f6ljande:
1+ aw + aw + bww = 0.

Vi ser att enligt sats 2.15 &r detta en cirkel s& ldnge b # 0 och en linje om b = 0. Detta betyder att
den ursprungliga cirkeln gick genom 0, alltsa att 0 var en 16sningt till ekvationen.
Tittar vi nu vidare pa linjens ekvation:

zZ+az+az+b=0.
Observerar vi att med samma metod som for cirkeln far:
aw + aw + bww = 0.

Vi ser da att om b = 0 sa &r inversionen fortfarande en linje, detta betyder att den ursprungliga
linjen gick igenom z = 0. Om b # 0 da dr ekvationen en cirkel genom w = 0.

Vi har nu bevisat att cirklar och linjer genom mobiustransformationer avbildas pa cirklar och
linjer. Tillsammans med sats 4.8 som visar att sammanssattningar av dessa transformationer gor
samma sak och sats 3.6 som visar att detta &ven géller i den utvidgade komplexa talplanet kan vi
nu siga att satsen ar bevisat for alla mobiustransformationer. O

4.6 Konformitet

Mébiustransformationer &r konforma i varje avbildning. Det betyder att de bevarar vinklar mellan
kurvor i planet. Vinkeln &r invarant till storlek och riktning. Vi kan uttrycka detta i foljande sats:

Sats 4.10. Mdébiustransformationer bevara vinklar mellan cirklar och linjer.

Bevis. For att en funktion ska kunna vara konform maéaste den forst vara analytisk, alltsé att dess

derivata &r skilld fran noll. Detta &r Mobiustransformationer i alla punker utom _—Cd Vi kan uttrycka
detta enligt:

az+b
T(z) = .
(2) cz+d
Da géller
d—bc —d
Ty = 2=t L, iy
O= g #0 )
Enligt 4.1 &r ad — bc # 0 for alla mobiustransformationer och 4.2 visar att _Td ar odndlighetspun-

ken f6r mobiustransformationer. En Mébiustransformation &r saledes analytisk. Att vinkeln mellan
tva kurvor (alltsd cirklar eller linjer) som mots bevaras kan vi borja bevisa genom att berdkna
tangentvektorn dir de mots.
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Lat Ry och Ry vara tva kurvor som mots i zg sd att zo = R1(z0) = Ra(z0). 6 &r vinkel mellan
R; och Ry i punkten zp, alltsd tangentvektorn mellan R](zp) och Rj(zp). Bada kurvorna tas nu
genom Mobiustransformationen T och vi vill visa att de transformerade kurvorna T'(R;) och T(Rx)
har samma vinkel, 8, mellan dess tangentvektorer.

Derivatan av transformationerna ges enligt kedjeregel:

DT (20) = T (Ba(20)) - Ri(20) = T'(20) - B ()

d
S T (R2(20)) = T'(R2(20)) - Ba(20) = T"(20) - Ry(20)-

Vi ser nu att vi far samma faktor i bada berdkningarna. Denna faktor &r en rotation samt en fors-
torning eller férminskning. Vinkeln mellan R; och Ry kommer alltsa bevaras efter transformationen

till T(Ry) och T(R2) da bada kurvorna paverkas av precis samma faktor. O
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5 Konjugerade punkter

Vi vet vad spegling i en linje dr. Konjugerade punkter later oss spegla punkter i en cirkel i C Fér
att gora detta maste vi hitta den Mobiusavbildning, S som tar var cirkel i C till en ratlinje vilket &r
x-axeln, reella axeln. Den punkt vi far av S tar vi nu konjugatet till, dérefter anviinder vi inversen
till Mobiustransformationen, S, och den nya punkt vi far &r speglingen av var ursprungliga punkt i
cirkeln. Vi ska nu visa att detta fungerar och definiera det som kallas konjugerande punkter.

Lat a, b, ¢, d i Mobiustransformationen:

az+b
cz+d’

vara reella. I det fallet avbildar T reella axeln pa sig sjélv, om z &r reellt dr &dven Tz rellt. Vi far
dven att:

az+b az+b
Tz = = = (Tz).
T E+d (cz—i—d) ()

Vilket betyder att tva konjugerade punkter, z och z, avbildas pa tva konjugerade punkter. Detta
leder oss in i féljande lemma.

Lemma 5.1. En Mdébiustransformation, T, avbildar reella axeln pé sig sjilv om och endast om

Tz = (Tz), alla z € C. (2)

Bevis. Lat z vara reellt, z = x, z € R. D4 giller lemma for:

(Tz) =Tz =Tx.

Omvént géller att en transformation som tar R till R kan skrivas med reella koefficienter. Lat z1,
xo och x3 vara tre skilda punkter pa den rella axeln. Deras bilder y1, y2 och y3 ligger ocksa pa reella
axeln och w = T'z. Da far vi enligt sats 4.8:

(2,331,.132,333) = (way17y2ay3)7
FTTy T2— T3 WY1 Y2 Y3

Z—x3 X2 — X1 w—=Y3s Y2 —Y1

Loser vi ut w far vi en Mobiustransformation med enbart reella koefficienter och Lemma 5.1 stam-
mer.
Detta leder oss in i definitionen for konjugerande punkter. U

Definition 5.2. Ldt T vara en cirkel i C. Tvd punker z och zx ar konjugerande i I' om for ndagon
Mdobiustransformation, S som avbildar T' pd reella axeln gdller:

Sz=8zx.
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Figur 9: Nlustration defenition 5.2 och sats 5.3

Sats 5.3. Ldt T wara en Mdébiustransformation som tar en cirkel T i C till en cirkel T’ i C.
Punkterna z och z* dr dé konjugerande i T' endast om Tz och Tz* dar konjugerade i .

Bevis. Antag att z och zx ar konjugerande i I'. Vi vet da att det enligt def 5.2 finns en Mobiustrans-
formation som 6verfor I' pa reella axeln. Vi kallar den transformationen for S for vilket Sz = Szx.
T forde 6ver T pa I sa den sammansatta transformationen U = ST ! maste da ta I till den reella
axeln. Vi far da:

U(Tz) = ST-1(Tz) = Sz = Szx = ST 1 (Tzx) = U(Tz2%)
Med andra ord ar Tz och Tz* konjugerade. O

Vi kommer avsluta denna uppsats med tva satser och tva lemma om konjugerade punkter.
Satserna underlédttar for att hitta konjugerade punkter i cirklar och linjer och de tva lemma vi
presenterar underldttar vissa avbildnings problem som kan uppsta. Vi bérjar med de tva satserna.

Sats 5.4. Punkterna z och z* dar konjugerade pé cirkeln T |z — a| = r precis dd:
(z* —a)(z—a) =r>
Bevis. Vi borjar med att gora transformationen:
Tz=w=2z—a.
Detta ger oss cirkeln I':
|w| = r.

Enligt sats 5.3 4r d& z och zx konjugerade i I" preics d& de ar konjugerade i I"V. Vi avbildar nu I
pa den reella axeln med transformationen:




Denna transformationen tar I' till reella axeln, efter som t.ex. £I" tas till 0, co och

w—r —r —1r
i Q- = — =—1. (3)
r+r w4+

Den enda cirkeln eller linjen genom dessa tre punkter 4r den reella axeln s& hela I tas till reella

axeln.
Enligt definition 5.2 &r nu w och w* konjugerade da Sw = Sw*. Vi beriknar detta, till:

wt—r =T
1— = —1—
w +r w+Tr
vi forlanger med —i
* _
w —r —w+r

w*d —r? = —wrw +r? =
wr =12,
och detta dr ekvivalent med (z* — a)(z — a) = r? 0

Ur detta kan vi konstatera att:
|z —a||z* —a] = r?.
Och genom det att:

arg(z* —a) = —arg(z —a) = arg(z — a)

Som vi ser i figur 9 ligger alltsa z* alltid pa en halvstrale fran I'’'s medelpunkt genom z. Vi kan da
sdga att man far z* genom spegling av z i cirkeln T.

Om cirkeln I" gar genom oo dr den som vi vet istéllet en linje. Om vi véljer tva godtyckliga skilda
punkter pa linjen och kallar dom a och b hittar vi den konjugerade punkten z* enligt féljande sats.

Sats 5.5. Punkterna z och z* dr konjugerade pa linjen I' precis da:

—a 2z'—a

Y

—a b—a

foall

Bevis. Lat a och b vara pa skilda punkter pa linjen I'. Transformationen:
z—a
b—a’
tar linjen till den reella axeln. Vi far att T'(a) = 0, T'(b) = 1 och T(c0) = 00, och den enda cirkeln

eller linjen genom 0, 1 och oo édr den reella axeln. Enligt definition 5.2 dr da punkterna z och z*
konjugerade precis da Tz = T'z*. Detta ger oss:

Tz =

—a z'—a

0

—a b—a’

[wall

Vilket ar precis det som satsen séger. O
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Figur 10: Illustration Lemma 5.7.

Nu avslutar vi med de tva lemman som utlovats.

Lemma 5.6. Lat z1, z2 och z3 vara tre skilda punkter i C. Da finns det precis en cirkel, T, som
gar genom z1, sG att zo och z3 dr konjugerade med avseende pd T'.

Bevis. Ta den mobiustransformation som 6verfér zs, z; och 23 till 0, 1 och co. Vi kéinner igen
denna transformation fran beviset till sats 4.7, observera att ordningen &r &ndrad. Betrakta nu

enhets cirkeln |w| = 1, Tz; = 1 tillhor cirkeln och Tze = 0 samt Tz3 = oo dr konjugerade med
avseende pa den. Varje cirkel som av T avbildas pa |w| = 1 uppfyller lemmats krav, och att det
finns precis en sadan cirkel kan vi omvént se genom sats 5.3. 0

Lemma 5.7. Lat ' och v vara tva cirklar. z1 och wy punkter pa I', respektive y. zo och wy punkter
utanfor T, respektive v. Dd finns precis en mdébiustransformation som overfor T' till v, z1 till wq
och z9 till wo.

Bevis. Lat z5 och w3 vara konjugerade punkter till zo respektive ws med avseende pa I' och ~.
Enligt sats 5.3 maste 25 avbildas pa w3. Vi har nu tre skilda punkter z;, z2 och 25 som ger precis
en mobiustransformation, T, som fér 6ver I' pa en cirklen genom w; dér ws och wj ar konjugerade.
~ &r precis den cirkeln och enligt lemma 5.6 finns endast en sadan cirkel. O
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