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Abstract

Linear algebra is used in various fields, especially in computational data processing. Linear transformations
which is central to the subject, allow problems to be solved using matrices and vectors. This thesis explores
linear transformations through minimal polynomials and Sheldon Axler’s theorem which claims that eigen-
values are more naturally treated without determinants. We discuss minimal polynomials, their relation to
eigenvalues, eigenvectors, characteristic polynomials, and Jordans normalform. The thesis begins with key
concepts from basic linear algebra, including eigenvalues, eigenvectors, and diagonalization. It introduces
generalized eigenvectors to study non-diagonalizable operators and proves eigenvalues exist without using
determinants. The main focus is on minimal polynomials, including the Cayley—Hamilton theorem, which
relates the characteristic polynomial to an annihilating polynomial. We prove the uniqueness of minimal
polynomials and their connection to Jordans normalform. The thesis also compares eigenvalue treatments
with and without determinants and offering an alternative method for finding eigenvalues. Finally, Jordans
normalform is used in solving ordinary differential equations.

Sammanfattning

Linjar algebra anviands inom ménga omraden, sirskilt inom databehandling. Linjéra transformationer som
ar det centrala gor det mojligt att 16sa problem med hjélp av matriser och vektorer. Denna uppsats utforskar
linjéra transformationer genom minimalpolynom och underscker Sheldon Axlers pastaende att egenvérden
behandlas mer naturligt utan determinanter. Vi diskuterar minimalpolynom, deras relation till egenvérden,
egenvektorer, karakteristiska polynom och Jordans normalform. Uppsatsen borjar med viktiga begrepp fran
grundlaggande linjar algebra, sdsom egenvérden, egenvektorer och diagonalisering. Den introducerar gene-
raliserade egenvektorer for att studera icke-diagonaliserbara operatorer och bevisar att egenvirden existerar
utan att anvinda determinanter. Huvudfokus ligger p4 minimalpolynom, inklusive Cayley-Hamiltons sats,
som relaterar det karakteristiska polynomet till ett annihilerande polynom. Vi bevisar minimalpolynomens
unikhet och deras koppling till Jordans normalform. Uppsatsen jamfor dven berdkningen av egenvirden med
och utan determinanter och erbjuder en alternativ metod for att hitta egenvirden. Slutligen anvinds Jordans
normalform for att 16sa ordinédra differentialekvationer.
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1 Introduktion

Linjar algebra tillampas i méanga matematiska grenar och ar onekligen ett av de mest tillimpade matematiska
amnen i praktiska tillaimpningar exempelvis i databerdkningar. Linjéra avbildningar ar ett centralt begrepp
i &mnet. Genom dessa kan ett analytiskt problem berdknas med matriser och vektorer.

I detta arbete forsoker vi fa en djupare forstaelse pa strukturer hos en linjar avbildning genom minimalpoly-
nom. Ett annat mal ar att férstd varfor Sheldon Axler i sin bok [1] hdvdar att en determinant-fri behandling
av egenvarden dr mer naturlig &n den traditionella metod som involverar determinanter. Vi behandlar mini-
malpolynom och deras samband med egenvirden, egenvektorer, det karakteristiska polynomet och Jordans
normalform. Uppsatsen borjar med repetition av vissa begrepp fran den grundliggande kursen i linjar al-
gebra inom Matematik II, t ex linjara operatorer, egenvarden och egenvektorer, invariant delrum, egenrum
och dekomposition av linjdra operatorer dar den linjdra operatorn ar diagonaliserbar. Vi visar ocksa att
egenvirdens existens kan bevisas utan determinant. Vidare introducerar vi generaliserade egenvektorer och
generaliserade egenrum for att s6ka svar till dekomposition av linjéra operartorer som inte ar diagonaliser-
bara. Sedan ger vi oss in i det centrala &mnet vi planerade att studera, minimalpolynom. Vi bérjar med
att ge en definition av annihilerande polynom, f6ljt av en genomgéng av Cayley—Hamiltons sats, som visar
att det karakteristiska polynomet av en kvadratisk matris eller linjar operator &r ett annihilerande poly-
nom med hjilp av triangularisering av en kvadratisk matris eller linjir operator. Darav visar vi existensen
av annihilerande polynom till en linjar operator. Dérefter bevisas minimalpolynomens unikhet samt deras
relation till det karakteristiska polynomet, inklusive hur de kan representeras. Senare underscks kopplingen
mellan minimalpolynom och Jordans normalform. Vi ser att minimalpolynom till en linjar operator bar mer
egenskaper dn det karakteristiska polynomet eftersom det ger oss Jordans normalform, vilken spelar en stor
roll i studie av linjara dynamiska system, vilket vi illustrerar i slutet av uppsatsen. I uppsatsen férsoker vi
dven undersoka relationen mellan behandling av egenvirden med determinant och utan determinant. Dar
visar vi att Cayley-Hamiltons sats kan bevisas med egenskap av adjunkt matris om vi arbetar med den
traditionella behandlingen av egenviarden. Vidare ges en alternativ metod for att berdkna det egenvéirden
utan att anvinda determinanter. En central aspekt &r att visa hur varje kvadratisk matris kan representeras
som en nistan diagonalmatris, 6vertrianguldr matris samt att underséka hur minimalpolynom kan anvin-
das for att beskriva denna egenskap. Slutligen appliceras Jordans normalformen pa l6sningen av ordindra
differentialekvationer. Uppsatsen riktar sig till en malgrupp bestaende av studenter som har ldst matematik
II-Linjér algebra samt lararstudenter.



2 Invarianta delrum och direkt summa

I detta avsnitt repeterar vi nagra begrepp fran linjar algebra som &r aterkommande i denna uppsats, sdsom
egenvarden och egenvektorer till linjara operatorer pa ett &dndligtdimensionellt vektorrum V' 6ver kroppen
F, dar F antingen &r de reella talen R eller de komplexa talen C. Vi presneterar d&ven en sammanhidngande
behandling av engerumuppdelning av vektorrumet for diagonaliserbara linjara operatorer. De flesta material
i detta avsnitt dr baserade pa boken Linear Algebra av Friedberg, Insel och Spence (4:e upplagan, 2014) [3].
Folj var initiala idé ger vi ett bevis pa existens av egenvéarden till linjara operatorer utan determinanter.

Definition 2.1 En linjdr avbildning fran ett vektorrum V till sig sjélv, T : V' — V, uppfyller villkoret
T(au+ pv) = aT (u) + BT (v) for alla u,v € V, for alla o, 5 € F.

Vi kommer att understka de strukturella egenskaperna hos en linjér operator, s4 som diagonaliserbarhet,

standardformer som Jordans normalform, samt egenvirden och egenvektorer till T' genom det sa kallade

minimalpolynomet, vilket ar ett huvuddmne i denna uppsats. Har dr nagra antaganden i uppsatsen: dimension
av vektorrumet V' dr n, ett dndligt positivt heltal och den underliggande kroppen F &r antingen R eller C.

Definition 2.2 Talet A € C kallas ett egenvérde till 7' om det finns nollskild vektor u € V' sa att
T(u) = M.

Vektorn u kallas egenvektor associerad med egenvérdet A.

Nu bevisas foljande sats for existensen av egenvirden utan att anvinda determinant.

Sats 2.1 Varje linjéar operator pa ett dndligtdimensionellt vektorrum 6ver C har ett egenvérde.

Bews. Lat n > 0 vara ett heltal och V' vara ett n-dimensionellt komplext vektorrum och 7" en linjér operator
pa V. Valj en nollskild vektor v € V', och definiera méngden av n + 1 vektorer

v, T(v), T*(v),...,T"(v).

Eftersom V har dimension n, dr dessa vektorer linjart beroende. Detta innebér att det finns en icke-trivial
linjar kombination av dessa vektorer som &r lika med noll, det vill sdga att det finns skalérer, inte alla lika
med noll, sddana att

cov + 1 T() + 2T (v) 4+ - + e, T"(v) = 0.

Dérmed finns ett icke-noll polynom p(7') med minst grad, sddant att

p(T)(v) = 0.

Enligt algebrans fundamentala sats finns det ett tal A € C sddant att p(A) = 0. Enligt faktorsatsen kan p(z)
skrivas som

p(z) = (2 = A)g(2),
for ndgot komplext polynom ¢(z), dir ¢(z) har ldgre grad an p(z).

Darmed géller
0 =p(T)(v) = (T = AD)q(T)(v).

Eftersom ¢(T)(v) # 0 (d& ¢ har ldgre grad &n p), foljer att (T'— AI)(g(T)(v)) = 0. Detta innebér att ¢(T)(v)
ar en egenvektor till T', associerad till egenvardet A. |
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2.1 Invariant delrum

Ibland &r det Oonskevért att forsta vilka egenskaper operatorn T har pa vissa specifika ldgre dimensionella
delrum av V. Har kommer vi att diskutera invariant delrum av T och relationen till hela vektorrummet V.
Vi paminner om att ett delrum av vektorrummet V' &ar en delméngd av V' som i sig &r ett vektorrum med
samma addition och multiplikation med skaldr som V. Vi betecknar span{uy, us, .., ux } som méngden av alla
linjara komibinationer av vektorerna wu,us, ..., ur € V. Vi kan visa att det ar ett delrum av V.

Definition 2.3 Ett delrum W av V kallas invaraint under 7' om
TW C W,
det vill séiga w € W medfor att T'(w) € W for alla w € W.

Vi ger nagra exempel pa sadana delrum till ett dndligtdimensionellt vektorrummet V. Viantaratt T : V — V
ar en linjar operator.

Exempel 2.1 Det triviala vektorrummet {0} &r invariant eftersom om w € {0}. D& &r v = 0, och dédrmed
Tu=0 € {0}

Exempel 2.2 Antag att A ir ett egenvérde till 7. D4 &r span{v} ett invariant delrum, dér v ar egenvektor
av T associarad med A. Detta ar sant pa grund av att

T(v) = Av € span{v}.

Vi kommer att utvidga detta i nista avsnitt med malet att dela upp vektorrummet V som en direktsumma
av egenrumien.

Exempel 2.3 Nollrummet N (T) := {u € V : T(u) = 0} och virderummet till 7', R(T) := {v : v =
T'(u) for nagot u € V'} ar invarianta delrum under 7.

Mer generellt #ir delrummen N (A — T)*) och R((A — T)*) invarianta under T for alla naturliga tal k och
alla A € F. Har ar den linjéra avbildninegn I identitetsavbildning, dvs I(u) = u, for u € V.

Bevis. Antag att u € N(T). Da géller per definition att T'(u) = 0 € N(T). Darfor ar N(T) invariant under
T.

Anta att v € R(T). Da géller per definition, att det finns en vektor u € V' saddan att v = T'(u). Vi observerar
att denna definition séger &ven att T'(v) € R(T). Eftersom T'(v) € R(T) for varje v € R(T), kan vi dra
slutsatsen att R(7T') ar invariant under 7.

For de generella delrummen noterar vi forst att
(M = T)*T = T(\ — T)*.

Detta medfor att
M = T)*TN (M —T)*) = TN = T)*N (A — T)").

Tag nu en godtycklig vektor u € N'(AI — T)*. Likheten ovan ger

(M —T)*T(u) = T(A —T)*(u) = 0.
Alltsa har vi T'(u) € N (A —T)*).
Att R((A — T)F) ér invariant under T fljs av

TR(N —T)*) =T\ = T)*V = (A - T)FTV € (M = T)*V = R((\I — T)F).
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Exempel 2.4 Om delrummen Uy, Us C V ar invarianta under T ar Uy N Us, Uy + Us invarianta under T'
dar summan av vektorrummen U; + Us definieras som

U, + U, :{u:u:ul—i—uz,ul e Uy,ug € Ug}

Bevis. Antag att v € Uy NUs. Da v € Uy och v € Us. Sa vi har
T('U) S Ul, T(’U) e Us,,
eftersom Uy, Uy ér invarianta under T'. Det visar att T'(v) € Uy N Us.

Nu antar vi att uy; € Uy,us € Us. D& T(uy) € Uy, T(uz) € Us, enligt antagandet att Uy, Us &ar invarianta
under T'. Vi har vidare
T(u1 + UQ) = T(U1) + T(Ug) eU; + Uy

pé grund av linjaritet av T' och deinitionen foér summan av delrum. |

Mer allmént kan vi definera summan av m delrum Uy, ..., U,, C V péa foljande satt: Varje vektori Uy +- - -+U,,
kan skrivas pa formen
ul + e + um

dér ug € U, k = 1,...,m. Ett speciellt intressant fall dr att varje vektor i Uy + --- 4+ Uy, kan representeras

pé ovanstaende formen pa bara ett entydigt satt. Det leder till foljande definition.

Definition 2.4 Summan av delrummen Uy, ..., U,, C V kallas direkt summan, betecknas U; @ - - - & U,,,, om
varje vektor u € Uy + - - - + Uy, kan entydigt skrivas som en summa

w=up et U,
dér ug € Uy, k=1, ...m.

Det betyder att det finns bara ett sitt att dela upp en vektor u som en summa uy + - - - + Uy, med uy € Uy.
T ex Uy + Uy 4+ Us ar inte en direkt summa om

Uy = {(z,y,0) € F* : 2,y € F?},
Us = {(0,0,2) € F3: 2 € F},
Us = {(0,y,y) €F*: y € F}.
Det #r sant av foljande resonemang. Enligt definition Uy + Uy + Uz = 3 eftersom varje vektor (x,vy, z) € F3

kan skrivas som

(x’ y7 Z) = (x7y7 0)+(07 07 Z)+(07 070) *
—_——— —— ~——
ceU; cUsz cUs

Men F? &r inte direkt summan av Uy, Uy, Uz eftersom
(07 Oa O) = (07 17 0) + (Oa 0; 1) + (07 _la _1)
N————

—— =
eU; eUsz eUs

och

(0,0,0) = (0,0,0)+(0,0,0) + (0,0,0) .
—— S N —
cU; cUsz cUs

Dvs, vektorn (0,0,0) har tva olika sitta att skrivas som summa u; + ug + ug dir u; € Uy, i = 1,2, 3.
Foljande satser kommer att ha anvindning av i senare studie.

Sats 2.2 Antag att Uy, ...,U,, ar delrum i V. D4 géller att summan Uy + - - - + U, ar en direkt summa om
och endast om 0 = uy + - - - + u,, dir u € Uy medfor att up, =0, k =1,...,m.
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Bevis. Antag forst Uy + --- 4+ U, &r en direkt summa. Enligt defitionen finns bara ett sétt att skriva
0=wuy+ -+ Uy dir ug € Ug. S& uj maste vara nollvektorn i Uy,.

Antag nu den omvénda. Vi ska visa att Uy + - - - + U,,, ar en direkt summa. Lat u € Uy + - -- 4+ Up,. D4
U=UL + + Up.
Om representationen for u inte vore endtydig skulle det finnas @ € Uy sddana att
U="U + -+ Up-
Substrahera de tva ekvationerna fas
0=(u1 — @)+ + (Um — Um).

Nu vet vi att ug — ug € Ug. Enligt antagandet finns bara ett sétt att representera 0, ndmligen uy — uy = 0,
vilket &r samma som uy = uy, for k =1,...,m. |

Notera att denna sats ger oss ett verktyg att kolla om en summa dr en direkt summa.

Fo6ljdsats. Antag att U; och Uy &r delrum i V. Vi har:

(i) Uy + Uz en direkt summa < U; N Uz = {0}.

(ii) Om Uy + Us &r en direkt summa sé géller det att dim(U; + Us) = dim Uy + dim Us.

Bevis. (i) "=": Vi ska visa att U1 NUs = {0}. Om u € Uy NUs d& &r 0 = u+ (—u) dér u € Uy och —u € Us.
Enligt den entydiga representationen fér 0 som en summa av en vektor i Uy och en vektor i U; méaste vi ha

u = 0. Det visar att U; N Uz = {0}.

"«<": Nu antar vi Uy NUs = {0}. Lat u; € Uy, och ug € Us s& att 0 = uy + ug. Vad vi behdver bevisa &r att
u1 = ug = 0 enligt Sats 2.2. Ekvationen 0 = w1 + ug innebar uy; = —ug € Us, vilket betyder u; tillhoér bada
Uy och Us. Séledes uy € Uy NU; = {0} dvs u; = 0.

(ii) foljer direkt fran (i) enligt

d1m(U1 + UQ) =dimU; +dim Uy —dimU; NU; = dim Uy + dim Uy — dlm({O}) = dim U; + dim Us.

For den direkta summan av Uy, ...,U,, C V har vi:
Sats 2.3 Antag att Uy,..., Uy, dr delrum i V. Om U = Uy + - - - 4+ U,, &r en direkt summa géller det att
dimU =dimU; +dim Uy + - - - +dim U,,.
Bevis. Lat By = {bi’“ b(lC } vara en bas for Uy, k = 1,...,m och d; := dimU;, i = 1,...,m. Sitt
B:=DByU---UBy,. Observera att varje vektor u € U kan skrlvas pa formen
U=1Up+ U2+ Uy,
dar uy € Uy, ..., Uy € Up,. Da géller dven
u € span(B) := span{b(l) ...,b((ill),b(f), ...,b&i), ...7b§m), ...,bgl:)}.

eftersom uy, dr linjar kombination av basvektorerna i By, k = 1,...,m. D& har vi dimspan(B) < dj +... + dy,.
Nu ska vi visa att likheten géller. Med andra ord ska vi visa att basvektorerna i By, ..., B, tillsammans &r

linjart oberoende. Lat nu
m  dy
S50 —0cw
k=1 i=1

cUx
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Eftersom U &r en direkt summa av Uy, ..., U,, har vi Zjil i(k)bl(»k) = 0 enligt Sats 2.2. Vi har vidare att alla
koefficenter ﬂi(k) =0,i=1,...,dg,k =1,...,m, vilket ska visas. |

Foljnade definition &r viktig i studeien av uppdelning av linjdra operatorer.

Definition 2.5 Om W ir ett invariant delrum under operatorn 7', &r den naturligta restriktionen T'|y av
T till W en linjar operator pa W, som &r definerad som

Tlw(w) =T(w),w € W.

2.2 Egenrum och diagonalisering av linjara avbildningar

Definition 2.6 Lat T vara en linjar operator pa det n-dimensionella vektorrummet V och A € F vara ett
egenvirde till T. Egenrummet associerat med egenvérdet A, betecknat F(7T'), ar nollrummet till 7" — AI, dar
I &r enhetsoperatorn. Vi kallar detta nollrum for egenrummet for A.

Sats 2.4 Summan av egenrummen ar en direkt summa. Mer precis géller det att
Ex (T) + Ex,(T) + -+ + Ex(T)
ar en direkt summa, dar Aq, ..., A\x &r olika egenvérden till T. Vidare géller det att
dim Ey, (T) + dim Ex, (T) + - - - + dim E, (T) < dim(V) = n.
Bevis. Lat E vara summan av egenrummen. Antag att v; € E\,(T), ¢« = 1,...,k. Vi ska visa att summan

v1 +v2 + -+ + v = 0 medfor att v; = 0 for alla ¢ = 1,.., k Enligt Sats 2.1.1. Eftersom A1, ..., Ay &r olika &r
deras associerade egenvektorer linjéart oberoende. Alltsd méaste v; = 0, diarav

Ex (T) 4+ Ex,(T) + -+ Exe(T) = Ex,(T) ® Ex,(T) +© - @ Ex (T).
Detta visar vidare att
dim Ejy, (T) +dim E), (T) + -+ dim E), (T) = dim(E)\l (T) D Ey, (T) +®--- P E,, (T)) < dlm(V) =n.

Den forsta likheten géller enligt Sats 2.3 och den sista olikheten géller pa grund av att dimension av ett
delrum i vektorrummet V inte kan 6verstiga dim V. |

I kursen Matematik II linjar algebra har vi lart oss att det ar ekvivalent mellan att T' dr en diagonaliserbar
operator och att V har en bas bestaende av egenvectorer till 7. Med satsen ovan kan vi ligga till flera
ekvivalenta villkor. Det vill sdga, f6ljande villkor &r ekvivalenta:

Sats 2.5 Foljande pastaende ar ekvivalenta.

1. T &r en diagonaliserbar operator.
2. V har en bas bestaende av egenvektorer till 7.
3.V =Ey(T)®- @By, (T).
4. dim(V) = dim Ex, (T) + dim Ex, (T) + - - + dim B, (T).
Notera att egenrummet Ey, (7)) &r invariant under T' (Se Exempel 2.3) och summa av delrum &r ockséa

invariant (Se Exempel 2.4). Vi kan dérfor ligga till ett ytterligare vilkor i listan: det finns ett-diemsnionellt
invariant delrum (under T') Vi, Vs, ..., V,, till V, sddana att

V=Wele oV,

dar Vi, (k =1,...,n) kan vara egenrummen.
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3 Den generalized egenrumsdecompositionen

Ibland kan en matris vara "defekt”. Det innebér det att den inte har tillrackligt manga egenvektorer for att
tidcka hela rummet V. Linjira operatorer kan sakna egenvektorer och darfér ar det inte alltid mojligt ha
decomposition som

V = E\(T)&-- & By, (D).

Det ar hér generaliserade egenvektorer kommer in.

Notera att varje linjar operator pa n-dimensionellt vektorrum V kan representeras av en entydigt bestdmd
n X n-matris A 1 en given bas. Det innebér att vi kan studera den linjira operatorn 7' genom att analysera
matrisen A i stallet. Dessutom ar egenvirdena for operatorn T’ det samma som egenvirdena for matrisen A.

Enligt definitonen har vi att det finns en vektor v # 0 sa att
Av = v,

vilket vi kan skriva om som:
(A= XL)v=0 <= veN(A-)\L,),

dar I,, 4r n X n-enhetsmatrisen. Fran och med detta avsnitt kommer vi att undersdka matriser och deras
strukturer. Vi kommer ocksa betrakta vektorrummet V 6ver C i storre utstrackning.

Definition 3.1 En vektor v kallas generaliserade egenvektor till A motsvarande egenvirdet A om v # 0 och
(A — \I,)¥v = 0 for nagot positivt heltal k.

Antag att k > 0 #r ett heltal och v € N(A¥). Da giller att A¥v = 0, vilket medfor att
ALy = A(AFv) = A0 = 0 = v € N(AFTY),
Dérfor har vi bevisat foljande foljd av vixande nollrum:

Proposition 3.1
{0} = N(A%) C N(AT) C -+ C N(AF) C N(AFT) C o

Vi kan &ven se att inklussion blir likheter
N(Am) _ N(Am+1) :N(Am+2) — ...
om for nagot icke-negativt heltal m N (A™) C N (A™HL).

For att bevisa detta behdver vi bara bevisa inklussion N(A™ k1) C A(A™HF) | eftersom vi redan har
N(A™HEY C N(A™ R+ Tag nu en vektor v € N (A™HE+1) D3

AL (ARY) = AmTRTLy = 0.

Sa
APy € N(A™TH) = N(A™)
Saledes A™+ly = A™(AkFv) =0 dvs v € N (A™TF), vilket medfér att N (A™HEFL) C N(A™HF).

Proposition 3.2
N(A™) = N(A™T) = N(A™F2) = ...
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Bevis. Det riicker att visa att N'(A") = N(A™H!) fran foregaende argument. Vi bevisar det med motsigel-
sesbevis. Antag att nullrummet inte slutar viixa. Tillsammans med Proposition 3.1 far vi {0} = N(A°) och
N(AF) dr delrum av A'(A¥+1) men inte lika, for & = 0, 1,...,n,n + 1. Delrummen i varje strikt inklussion i
kedjan 6kar dimension med minst 1. s dim N (A"*!) > dim V +1 = n+1, en motsigelse eftersom dimension
av delrum inte kan 6verstiga dim V' = n. |

Med hjélp av Proposition 3.1 och Proposition 3.2 fér matrisen A — A\I,, har vi foljande: en nollskild vektor
v € V dr en generaliserad egenvektor till matrisen A associerad med X om och endast om

(A= M,)"v =0

I enighet med egenrum kan vi definera generliserade egenrum GE)(A):
GE\(A) = {v eV : (A= \I,)*v = 0 for nagot positivt heltal k}.

Med andra ord &r GE)(A) méangden av alla generaliserade egenvektorer till A samt nollvektorn. Sjalvklart
géller att
E\(A) C GEA(4)

darfor att egenvektorn dr en generaliserad egenvektor om vi tar k = 1. For enkelhets skull skriver vi bara
och GE) respektive E) om ingen tveksamhet uppstar.

Proposition 3.3 GE), = N((A — AL,)").
Bevis. Per definition v € N (A — AI,,)"™ medfor att v € GE,. Darfor N((A — A\I,,)") C GE,.

Antag, 4 andra sidan, v € GE). Sa finns ett positivt heltal k sa att v € N((A — AI,,)¥). Enkligt Proposition
3.1 och Proposition 3.2 for A — \I,, géller att v € N((A — A\I,,)") = GEx CN(A - \,)". [ ]

Det generaliserade egenrummet till engenvérdet A dr, med andra ord,
GEx=N((A=My)"), (1)
dér n = dim(V).

Proposition 3.4 Vektorrumet V' med dimension n &r direktsumman av nollrummet till A™ och viirderummet
till A™. Med andra ord
V=N(A") & R(A")

Bewis. For att visa summan av nollrummet och virderummet ar en direkt summa racker det att visa snittet
av dem dr {0} (Foljdsatsen till Sats 2.2), dvs
N(A™) NR(A™) = {0}

For detta mal tar vi en godtycklig vektor v i snittet. D4 A™v = 0 och v = A™u for ndgon u € V. Det medfor
APy = A" (A™) = 0 = A"u = 0 enligt Proposition 3.2. S& v = A™u = 0, vilket &r det 6nskade resultatet.
Vi har darfor

dim(NV(A4A™) ® R(A™) = dimN(A4A") + dim R(A") = dim V.

Den sista likheten kommer fran dimensionssatsen Se [3]. Denna likheten implicerar

V = N(A") & R(A").
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Definition 3.2 En matris NV € C™*" ar nilpotent om det finns ett positivt heltal k sddant att:
Nk =0

dér 0 dr nollmatrisen med samma storlek som N.

Nu kommer vi att bevisa en av de huvudsatserna i denna uppsats:

Sats 3.1 Antag att V &r ett komplext vectorrum av &ndlig dimension. Lat Aq, ..., \,,, vara olika egenvirden
till A. Da géller att

1. V=GE\ & ---®GE),;
2. (A- )\jIn)|GEAj ar nilpotent for alla j.

3. GE), ér invariant under A for alla j.

Vi bevisar pastaende 1 genom att férst bevisa féljande lemmor.

Lemma 3.1 (i) Varje generaliserad egenvektor till A motsvarar bara ett egenvérde till A.
(ii) De generaliserade egenvektorerna ér linjirt oberoende.

Bevis. (i) Antag att v € V vore en generaliserad egenvektor som motsvarar tva egenvirden A och p till A.
Lat m vara det minsta positiva heltal sadant att (A — pl,,)™v = 0. Da

0 =(A— AL)"0 = (A= pul) + (1 — NI
- (Z (7)== um’“) v
k=0

Multipliciera (A — pl,)™ ! pa bada leden av ekvationen ovan fas

0= () =27 = o 32 ()07 H A= ) = e A

eftersom (A — pl,)™v = 0 (Proposition 3.2). Pa grund av att (A — pul,,)™ v # 0 har vi g = A, dvs varje
generaliserad egenvektor till A motsvarar bara ett egenvérde.

(ii) Vi antar motsatsen. D4 finns det ett minsta positivt heltal m s& att det finns linjért beroende vektorer
v1, ..., Uy av generaliserad egenvektorer associerad med olika egenvérden Aq, ..., A,,. Observsera att generali-
serad egenvektor ar nollskild méste m > 2. Sa det finns nollskilda aq, ..., ay, (pa grund av att m &r minimalt)
s& att

061U1+"'+amvm =0.

Multipliciera (A — A, I,)" pé bada leden av ovanstdende ekvationen fas
Oél(A — )\mln)"vl + -+ Oém_l(A - )\mIn)"vm_l =0.

Vidare
(A= X)) v #0, k=1,...,m—1,

eftersom vy annars skulle vara en generaliserad egenvektor associerad med tvé olika egenvarden A\; och A,
vilket motséger (i). Men

(A = ML) ((A = A L) "0x) = (A = A L) (A = ML) v) = 0
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Det visar att (A — A1, )" vy 8r en generaliserad egevektor associerad med egenvirdet \j. S&
(A — )\mIn)n'Ul, ceey (A — )\mIn)nUm,1

ar linjart beroende méngd av m—1 generaliserad egenvektorer associerad med olika egenvérden, en motsigelse
mot att m dr minst. D& har vi bevisat (ii). |

Lemma 3.2 Summan GE), +---+ GE),, ar en direkt summa.

Bewvis. Betrakta vi +- - -4+ v, = 0 dér v, € GE), . Lemma 3.1 séiger att generaliserade egenvektorer associerad
med olika genvérden till A &r linjdrt oberoende. Séledes varje vy = 0. Enligt Sats 2.2 &r GEy, +---+ GE),
en direkt summa. |

Lemma 3.3. Det finns en bas i V' som utgors av de generaliserad egenvektorerna.

Beuwis. Vi bevisar detta lemma med hjilp av matematisk induktion pa n som &r dimension av V. I bassteget
n =1 ser vi att pastaendet géller eftersom varje nollskild vektor i V' &r en engenvektor till A.

Antag att n > 1 och pastaendet giller for alla naturliga tal mindre &n n. Lat A vara ett egenvérde till A.
Tillampningen av Proposition 3.4 pa4 A — AI,, ger

V = N((A—M)") & R((A— AL,)"™).

Om N((A — A\I,,)™) = V, ar varje nollskild vektor i V' en generaliserad egenvektor. Och vidare i detta fall
finns det en bas fér V' som utgors av generaliserad egenvektorer till A. Sa vi kan anta att N'((A—\I,)") # V,
dvs R((A — AI,)") # {0}. Notera att dven N ((A — AL,)") # {0} eftersom A &r ett egenvéirde. D& har vi

0 < dimR((A — AL,)") < n.

Vidare ér R((A — Al,)") invariant under A (Exempel 2.3). Lat S = A|g(a—ar,)»- Tillimpa nu indukdtions-
antagandet pa S, dvs att det finns en bas for R((A — AI,)™) som utgors av generaliserad egenvektorer till
S, vilka &r ocksd generaliserad egenvektorer till A. Kombinera denna bas med basen for N ((A — AL,)") ger
en bas for V som innehéller generliserad egenvektorer till A. |

Beuvis (Sats 3.1) Péastaende 3 foljer av Exempel 2.3 eftersom GE), = N ((A — A L,)").
For att bevisa Pastaende 2 antag att k € {1,...,m}. Om v € GE,,, s& giller att
(A - )\kfn)n’U =0

Saledes géller att:
(A= Xedn)lGo,a)) =0.

Déarmed &r (A — Axln)|G(a,,4) nilpotent.
Aterstar att bevisa pastaende 1. Lemma 3.2 siiger att GEy, ® --- ® GEy,,.

Slutligen kan varje vektor i V' skrivas som en dndlig summa av generaliserade egenvektorer till A eftersom
det finns en bas for V som bestar av generaliserade egenvektorer till A (Lemma 3.3). Sa

V =GE), ®---®GEy

m*°

Fran Sats 3.1 ser vi att for ett komplex vektorrum finns det en bas for V' som utgors av de generaliserade
egenvektorerna till A. Vi kommer att aterkomma till anvindningen av generaliserade egenvektorer i samband
med Jordans normalform senare i arbetet.
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4 Triangulara matriser och Caylay-Hamiltons Sats

Sats 4.1 (Schurs lemma) Varje kvadratisk matris A kan skrivas som
A=URU™,

dér U ar en unitdr matris och R &r en &vertrianguldr matris. Har &r U* det Hermiteska transponatet av U,
vilket innebér dess transponat och komplexa konjugat.

Med andra ord for varje linjar operator finns en ortonormerad bas i vilken dess matris ar Gvertriangulér.
Bevis. Lat A vara en n X n-matris.
Vi borjar med att skriva om uppdelningen som

R=U'AU.

Vi bevisar satsen med hjalp av matematisk induktion.

Néar n = 1, vart basfall, ska vi se om det &r sant. Om vi har 1 x 1-matris som en skaldr (a) da &r

allt vi behover.

Nu antar vi att detta dr sant for matriser av storlek (n — 1) x (n — 1). Vélj en godtycklig egenvektor med
enhetslangd v1: Av; = Ajv1. DA kan vi utvidga den till en ortonormerad bas vy, ..., v, for V. Bilda en unitir
matris V7 med kolonner vy, ..., v,, dvs Vi = (v1,...,v,). D& har vi att

oo —1 _ Al (&
R:=V; AVl_(O A,

dér ¢ dr en radvektor med n — 1 komponenter och As &r en kvadratisk (n — 1) x (n — 1)-matris. Enligt

induktionsantagande finns en (n — 1) x (n — 1) unitér matris Us s& att Uy ' AUy = Ry #r en dvertriangulir
matris. Vidare bildar vi matrisen
v (10
70 Uy

som &r en unitar matris av storlek n. Notera att
s (20068 whe) (5 9
ar en Overtrianguldr matris. Darfor far vi
(ViVa) PA(VAVa) = Vo YV AV Ve = Vy 'RV, = R.
Detta ar som vi vill ha eftersom ViV, &r unitér. |
Nu ska vi bevisa Cayley Hamilton sats med hjélp av Schurs lemma. Men vi behéver en determinat-fri
definition for det karakteristiska polynomet till A.
Definition 4.1 Mulitpliciteten av ett egenviarde A till n X n-matrisen A ar definierat som dim GE).
Med andra ord &r multipliciteten av egenvirdet A lika med
dim N ((A — AI,)"™)

fran Proposition 3.3.
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Definition 4.2 Antag att V ar ett n-dimensionellt vektorrum 6ver C. Lat Ay, ..., A\,, vara egenvérden till A
med multiplicitet dy, ..., d;,. Polynomet

XA = (A= A)T A= A2) - (A= AT
kallas det karakterisktiska polynomet till A.

Vi kommer senare att bevisa att denna definition av det karakterisktiska polynomet &r samma som den vi
larde oss med determinanter.

Vi anvénder ocksa begreppen den algebraiska och den geometriska multipliciteten till egenviardet A till
A,betecknas a(A) respktive g(\). Se [3] . De ar

a(A) :=dim N ((A — M\,)") = dim GE),
g(A) :==dim N ((A — \[,)") = dim E),

Det &r sjélvklart att den algebraiska multipliciteten &r multiplicitet i Definition 4.1.
Enligt Sats 3.1 far vi féljande resultat:

Sats 4.2 Summan av multipliciteter av alla egenvéirden &r lika ned dimension till V: dy + -+ + d,,, = n.
Sats 4.3 (Caylay-Hamiltons Sats) Antag att x(\) ar det karakterisktiska polynomet till A. D& géller att
x(4) =0.

Bewvis. Schurs lemma séger att det finns en unitér matris U sa att U*AU = R &r triangulér och vart bevis

visar att egenvirden av A ligger pa diagonalen av R. Lat Aq,.., A, vara olika egenvirden med multiplicitet
d17 ceey dm Da ar

R, *x - * A %
Ry -+ % i
U'AU = R = ) |, dir R; =
R, Ai

diXdi

Vi ser att (R; — \;1,)% = 0. Saledes

* * *
(R— NI,)% = 0 ---
*/ dixd;

dér nollmatrisen ligger pa i-te blockrad. Denna form leder till
(R~ ML) (R — NoLp)® - (R — A Ly) ™ = 0.
Dvs x(R) = 0 Vidare

Up(A)U =U*(A — ML) (A= NoLp) %2 - (A= N L)
=(R—MI,)"(R= X" (R= Apnly)" =0

vilket ger x(A) = 0.
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5 Minimalpolynom

5.1 Annihilerande polynom
Definition 5.1 Ett annihilerande polynom definieras som ett polynom p(¢) som annihilerar operatorn T,
dvs p(T) = 0.

Om p(t) ar ett nollpolynom s& ar det klart att p(T) = 0. Men detta &r ett trivialt fall. Vidare i arbetet
forutsatter vi att det annihilerande polynomet p(¢) inte ér ett nollpolynom. Lét oss titta pa foljande exempel.

For matrisen
2 1
4= )
ser vi att p(\) = (2 — A\)? ir ett annihilatorpolynomet genom

att forst berakna A — 21:

1-a=(32)-(9)-0 o)

och sedan berikna kvadraten (A — 21)%:

2_ (0 1) (0 1) _ (0 O
(A_QI)_(OO 0 0/ \0 0/)°
Vi ser och att det karakteristiska polynomet fér A #r p(A) = (2 — A)2. p(\) ér det karakteristiska polynomet
till A. Enligt Caylay-Hamialtons sats &r det karakteristiska polynomet ett annihilerande polynom.

For att definiera minimalpolynom behéver vi veta forst vad ett moniskt polynom &r. Ett moniskt polynom
ar ett polynom vars ledande koeflicient, dvs hégstagradskoefficient ar lika med 1. Till exempel &r polynomet
2 + 922 + 27 ett moniskt polynom av grad 7.

Definition 5.2 Anta att T &r en linjar operator och har ett annihilerande moniskt polynom. Det unikt
bestdmda annihilerande polynomet med lagsta grad kallas for minimalpolynomet till T och betecknas my(t).
Vi skriver ofta m(t) om det inte finns oklarhet.

For att berdkna minimalpolynomet for en operator T, behéver vi hitta det minsta positiva heltalet m sadant
att ekvationen
col +arT+ -+ T = =TT

har en 16sning cg,c1,...,¢mn_1 € F.
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Exempel 5.1 Betrakta n x n identitetsmatrisen I. D& &r polynomet
plz)=x—1

moniskt, dess ledande koefficient &r lika med 1 och det ar ett annihilerande polynom for I eftersom
p(I)=1-1

Polynomet p har grad 1. Eftersom att minimalpolynom &r ett annihilerande polynom och har ldgsta mojliga
grad sa finns det inga andra moniska annihilerande polynom av ldgre grad eftersom det enda moniska
polynomet av grad ldgre dn 1 &r

q(z) =1

vilket inte dr annihilerande. Dérfér dr p det minsta polynomet f6r I. Som tidigare kan vi studera minimal-
polynon av en matris istéllet fér en linjér operator.

5.2 Entydighet av minimalpolynom

Sats 5.1 For en n x n-matris A existerar ett entydigt minimalt polynom m(z) som uppfyller att m(A) = 0.
Enligt Cayley-Hamiltons sats dr graden av m(x) hogst n, det vill siga deg(m(x)) < n.

Bevis. Vi behover endast bevisa entydigheten eftersom Caylay-Hamiltons sats ger att alla kvadratiska ma-
triser har ett annihilerande polynom. Lat p; och ps vara tva olika annihilerande polynom fér A, bada med

grad k. Vi later k vara den minsta graden for vilken annihilerande polynom som helst for A. dvs p;(A4) =0
och pa(A) =0, och inget annat polynom med grad mindre &n k uppfyller denna egenskap.

Vi definierar ett polynom d(x) som skillnaden mellan p; och pa:
d(x) = p1(z) — pa().
Det borde ha grad mindre &n k eftersom p; och ps &r moniska.
Eftersom bade p1(A) = 0 och pa(A4) = 0, far vi:
d(A) =pi(A) —p2(A) =0-0=0.

Dvs d(A) = 0. S& d(z) delad med ledande koefficenten blir ett annihilerande moniskt polynom med grad
strikt mindre &n k. Det &r om6jligt. Med andra ord p;(z) = pa(z). Didrmed &r det minimalpolynomet unikt.

|
Sats 5.2 Polynomet p(x) annihilerar A om och endast om p(x) dr en multipel av minimalpolynomet m(x).
Beuvis. Att varje multipel av minimalpolynomet g(z)m(x) annihilerar matrisen A &r uppenbart.

Antag omvint att p(z) dr ett annihilerande polynom. Det borde vara si att degp(xz) > degm(x). Genom
att dividera p(z) med minimalpolynomet m(x) far vi med polynom division

p(x) = q(z)m(z) + r(z),
dér resten r(x) ar ett polynom som har ligre grad &n minimalpolynomet m/(x).
Inséttning av matrisen A ger att r(A4) = 0.

Saledes &r r(x) ett annihilerande polynom, om r(z) &r nollskillt kan vi dela med dess ledande koefficient och
bilda ett moniskt annihilerande polynom dér graden dr mindre &n p(z). Detta motsidger m(z) minimalitet.
Detta dr endast mojligt om r(x) &r nollpolynomet. Detta visar att p(z) = g(x)m(x). Med andra ord géller
att m(x) dividerar varje annihilerande polynom. [ |
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5.3 Relation till det karakteristiska polynomet

Antag att A1, ..., A, ar olika egenvérden till n X n-matrisen A. Lat x(\) vara det karakterisktiska polynomet
till A, dvs
X(A) = (>\ - A1)(11 e (/\ - /\m)dm

dér d; &r (den algebraiska) multipliciteten till A;, ¢ = 1,...,m. Lat minimalpolynomet vara
maA) = (A=A (A= AP,
diir k;, kallas index av \;, &r sa att (A — \;1,,)* = 0.

Enligt sats 5.2 och Cayley Hamiltons sats delar m 4 () p(A). Vidare har vi m4(A) = x(\) om och endast om
d; = ki, i =1,...,m. Det ar ekvivalent med att det finns bara en block péa formen

Ao 1 o --- 0
N1 -0
A1

i

for varje A;.

Déarfor har varje egenvirde )\; en geometrisk multiplicitet pa exakt 1, vilket innebér att det endast finns en
linjart oberoende egenvektor associerad med varje \;. Detta leder till att A &r diagonaliserbar om och endast
om minimipolynomet m 4 (\) for A dr produkt av olika linjara faktorer: ma(A) = (A= A1) -+ (A = Ap).

Sammanfattningsvis har vi bevisat foljande egenskaper hos minimalpolynomet till A.

Sats 5.3 Lat A vara en n X n-matris med olika egenviirden Ay, ..., A,,. Da géller foljande

e m4(A) = x(\) om och endast om den geometriska multipliciteten av A; &r lika med 1 {6r varje \; eller
den algebraiska multipliciteten av \; ar lika med index av A;, for varje ;

e A ir diagonaliserbar om och endast om m4(A) = (A — A1) -+ (A — An)

5.4 Hur ser minimalpolynom ut?

Minimalpolynomet m(t) for en nilpotent matris N &r det polynom av ldgsta grad som annihilerar N, dvs.
m(N) = 0, men m(¢) ar det polynom av ligsta mojliga grad som uppfyller denna egenskap. For att forsta
hur minimalpolynomet ser ut, 1at oss titta pa ett exempel med en nilpotent matris.

Betrakta foljande nilpotenta 4 x 4-matris N:

=

Il
cooo
co o
co o
o~ oo

Denna matris har nollor pa diagonalen och ettor pa superdiagonalen. Matrisen &r nilpotent, vilket innebér
att det finns ett tal k sadant att N* = 0 och N¥~1 £ 0.

Lat oss nu berdkna nagra potenser av N:
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o o oo
o O o o
o O o
oo = O
o o oo
o o o o
o O o o
oo O

Eftersom N* = 0, ir my(T) = T* Minimalpolynomet for matrisen N #r my(t) = t*.

L&t oss titta pa den sdkallade Jordanblockmatrisen J, dér A\ representerar egenvirdet och vi har ettor pa
superdiagonalen. Matrisen kan skrivas som:

A1 00
0 A 1 0
T=10 0 a1
0 0 0 A
Vi vill hitta minimalpolynomet fér J,
p(t) = (t = A"
dér k ska bestdmmas. Vi kan nu berédkna p(J):
01 00
P k|0 0 1 0
00 0 0

en nilpotent matris.

Detta ger oss minimalpolynomet fér J, ndmligen:

p(t) = (t—N*
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6 Karakteristiska polynom och determinanter

Héar bevisar vi att den tidigare determinant-fri definitionen av det karakteristiska polynomet for A ar sam-
ma som det(zI, — A). Dérefter presenterar vi ett alternativt bevis pad Cayley-Hamiltons sats baserat pa
determinantens definition av det karakteristiska polynomet.

Sats 6.1. Det karakteristiska polynomet till A ar lika med det(\l,, — A). Med andra ord
det(zI,, — A) = (z — A\)% -+ (2 = \p) 9.
Beuvis. Enligt beviset for Schurs lemma finns det en unitér bas for vektorrumet V' éver C till vilken A har en
Ovretrianguldr matris R med A pa diagonalen multiplicitet dy. Enligt riknereglerna fér determinanten
det(zI,, — A) = det(zI,, — R) = (z — A))® -+ (2 — A ).
|

Nu bevisar vi Cayley-Hamiltons sats med determinanter, dvs vi anvinder kofaktorer av matriser, som &r
definierad med determinanter av mindre matriser.

Lat komponenter till matrisen A vara a;;, ¢,j = 1,...,n. Lat matrisen M;; vara den delmatris av A dér rad
i och kolonn j &r bortagna. det M;; kallas minor till a;; och M;; kallas principalminorer. Definiera vidare

Cij = (71)i+j det MZJ
Vi séger att c;; ér kofaktorer till a;;.

Lat C' vara en matris med komponenter c;;. Da kallas C'T adjunkt till matrisen A, betecknas ofta med adj(A).
Enligt Laplaceutveckling fér berdkning av determinanter far vi

Aladj(A)] = [adj(A)]A = [det A]I,,.

Bevis av Caylay-Hamilatons sats, alternativ 2:
Eftersom matrisen A har storlek n, kan det karakteristiska polynomet skrivas som:

det(A —A,,) =po+ 1A +peA? + -+ pu g A" p A"

Det vi behover bevisa ar:

polp +p1A+prA? 4+ 4 p, A" £ p, A" = 0.

Eftersom storlek till kofaktorer &r hogst n — 1 har vi

adj(A — M,,) = By + BiA+ BoA? + - + B, 1 A" L

Substitution i ekvationen fér adj ovan:

(A= AL, (Bo+ Bid+ BoX> + -+ B A" 1) = det(A — M),
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Vi far da

(A=A, - (Bo+ Bid+ BoX* + -+ + By g A" ) = (o] + prA+peA® + -+ po 1 A" 4 p, A",
Vansterled &r lika med
ABy + MAB; + M?ABy+ -+ + \" ' AB,,_; — M[By — \IB; — A IBy — --- — \"IB,,_;.
Vénsterled efter omordning fas av féljande:
ABy 4+ MAB; — Bo) + N(ABy — By) +-- -+ A\ YAB,_1 — B,_2) — \"B,,_1.

Vi har hogerled lika med
pol + M + poX2T + -+ pp AT 4 pu AT

Nu aterstar att matcha koefficienterna till A* diar k = 0,1,...,n.

ABy 4+ MABy — By) + N(ABy — By) + -+ A\ YAB,_1 — B,_2) — \"B,,_1.

Vi har hogerled:
pol + pIA + po NI + -+ + pr 1 A"+ pp AT

Nu aterstar att matcha koefficienterna:

ABQ = po]
ABy — By =pil
ABy — By = pal

Aanl —Bp_2= pnflj
—Bn1=pnl

Enligt det vi skulle bevisa ser vi att vi behover multiplicera ekvationerna ovan med A, A2, A"~ ! och A" da
far vi

ABy+ A%2By — ABy + A®By — A?By+ -+ A"B,,_1 — A" 'B,,_s — A"B,,_1
=pol + pLA+pA® + -+ p 1 AV 4 p, AT

Vi kommer fram till att vinsterled kansellerar term efter term och leder oss till nollmatrisen.

0=pol +p1A+pA*>+-+ +p,1 A" +p, A"
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Caylay-Hamitons sats har manga anvindningar. Vi deomnstrerar en av dem, berdkning av inversen till en
inverterbar matris.

Givet matrisen
1 2
(%)
kan vi berikna A~! med hjilp av Cayley-Hamilton sasten.

Det karakteristiska polynomet for A &r alltsa:

xa(A) =M =2\ +5

Nu ska vi anvinda Cayley-Hamiltons sats for att hitta A~!
Enligt Cayley—Hamiltons sats uppfyller matrisen A sitt eget karakteristiska polynom, vilket innebér att:

A2 — 24451 =0

For att 16sa ut A~! kan vi skriva om ekvationen ovan. Vi har I:

A% — 24 = —5]
1 2
—g(A —24)=1

Dirmed kan vi uttrycka A~! som
1
A7l = —E(A —2I).
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7 Beriakna egenvarden utan att berakna determinanten

For detta mal infor vi minimalpolynom for en vektor relaterad till matrisen A.

Definition 7.1 Minimalpolynomet fér b med n (komplexa) komponenter relaterad till n x n-matrisen A &r
definierad som polynomet m4 ;(x) av minsta grad sadant att ma ,(A)b = 0.

Satsen nedan ger oss en algoritm for att hitta alla egenviirden utan att 16sa ekvationen det(zI,, — A) = 0.

Sats 7.1 Lat A € C"*" och B = {by,...,b,} vara en bas fér C". D& dr minimalpolynomet m4 den minsta
gemensamma multipeln till ma b, MmAa by, .-, MAap,-
Bevis. Lat p vara den minsta gemensamma multipeln till ma p,,mA by, ..., MAap,. Vi forst bevisar m4(z)

delar p(x) och sedan bevisar p(x) ocksi delar m4(x).

Eftersom varje ma, delar p(z) har vi att p(A)b; = 0 for varje . Med andra ord
span{by,...,b,} C N(p(A)) = dim N (p(A)) =n < p(4) = 0.

Enligt Sats 5.2 delar minimalpolynomet p.

Omvént, ger divisionen
ma = qeMmap, +75, k=1,...,n

dar degry, < degmay, . Detta ger
0= mA(A)bk = qk(A)mAybk (A)bk + T‘k(A)bk = Tk(A)bk,

och minimaliteten av graden pa may, ger ry = 0. Alltsd delar map, ma for alla k. Dérfor delar deras
minsta gemensamma multipel p ocksa m 4.

Sa p och my4 delar varandra och da bada har ledande koefficient 1 géller m4 = p. |
Satsen ger oss i praktiken en metod att finna egenvérde. Det séger ocksa att om vi hittar tillréckligt manga

vektorer (godtyckliga) sd kan vi bilda ett minimalt polynom genom minimalpolynomen fér dessa vektorer
relativt A.

Exempel.

Betrakta matrisen

Om vi vill berdkna egenvirdena med determinantkalkyl far vi

3—A 1 2
det(A— M) =det| -1 5-2X 2 =0
1 1 4—-A

Egenviirdena far vi genom lésningarna till ekvationen A3 — 122 4+ 44\ — 48 = 0. Dessa ér A = 2,4, 6.

Nu demonstrerar vi att egenvirdena kan fas med hjélp av minimalpolynom.
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Eftersom A verkar pa vektorer i R3, maste varje uppséttning av fyra vektorer vara linjért beroende. Dérfor
viljer vi en godtycklig vektor v och beriknar Av, A%v, A3v. For att forenkla beriikningarna véljer vi vektorn

1
v=1|0
0
Berékning av Av ger
3
Av=| -1
1
Beriikning A%v av ger
10
A2y =| -6
6
Berikning av A3v ger
36
Ady = | -28
28

Med radreducering far vi

1 3 10 36 1 3 10 36
0 -1 -6 -28]1~10 1 6 28
0 1 6 28 00 0 O

vilket ger 16sningen

] =85+ 48t, 19 = —65 — 28, x3 =5, x4 =1

om vi later t =0 och s =1 far vi att x1 = 8,29 = —6,23 = 1,24 =0

Detta leder till foljande ekvation:
8v — 6Av + A%v = 0.

Minimalpolynomet blir saledes 2 — 6z 4+ 8 = 0, vilket har rétterna « = 4 och = = 2. Dessa rétter motsvarar
egenvirdena A =4 och \ = 2.

Vi ser i detta fall att vi har missat A = 6,

Denna metod kréver enbart radoperationer och matris-multiplikation. En fordel med metoden ar att den
ibland leder till en ekvation av lagre grad dn det karakteristiska polynomet. En nackdel ar dock att vi kan
missa vissa egenvarden, eftersom minimalpolynomet inte alltid innehéller alla egenvarden, sérskilt om deras
algebraiska multiplicitet ar storre &n ett.

0
For att berdkna nésta egenvéirde véljer vi en annan vektor v alltsa v = | 1
0

Berikning av Av, A%v, A3v ger
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10
A%v =126,
10
76
APy = [ 140
76
P& samma sétt far vi foljande med radreducering:
1 5 26 140
0 1 10 76
0 0 0 0
Vi hittar 16sningarna xy = 24, xo = —10, x3 = 1, och x4 = 0. Detta ger oss ekvationen

24v — 10Av + A%v = 0.

Minimalpolynomet blir da
22— 10z +24 =0,

vilket har losningarna x = 4 och x = 6. Darmed blir egenvirdena A = 4 och A = 6.

Vi kan ignorera x = 4, eftersom vi redan har berdknat detta. Med denna metod har vi nu hittat alla de

egenvirden vi behovde.

Ibland kan vi f& fram minimalpolynomet via en enklare matris. Det grundas pa féljande observation.

Sats 7.2 Lat A och B vara tva simildra n x n-matriser, dvs det finns en inverterbar matris P sadana att

A = PBP~!. Da har A och B samma minimalpolynom.
Bevis. Lat p vara ett polynom

p(x) = ag + a1x1 + axx® 4+ - + a,z".

Da géller
p(B) = agl + a1 B+ asB? + -+ 4 a, B"
=aoP 'P+a;(P*AP) +ay(P 'AP)? +--- + a, (P *AP)"
=agP ' IP+ a1 P AP + o P tA?P + .- 4+ @, P 1A"P
=P Yaol +a1A+axA* 4 - +a,A")P
=P p(A)P
eller
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Om p &r ett annihilerande polynom for A, da géller

p(A4) =0
och

p(B) =0,
vilket innebér att

p(B)=0

Alltsa &r p ett annihilerande polynom fér A om och endast om det &r ett annihilerande polynom for B.

Eftersom minimalpolynomet dr det moniska polynomet med lagst grad bland de annihilerande polynomen
for varje matris méaste ocksé deras respektive minimalpolynom vara samma. |

Med detta resultat kan vi bestdmma minimalpolynomet fér en matris A genom att férst hitta en matris J i
Jordans normalform som &r simildr med A och sedan anvinda ovanstaende for att bestimma minimalpoly-
nomet.

Forst illustrerar vi med matrisen

2 00000
021000
J— 002100
|0 0 0 2 0 0
0000 31
0 000 O0 3
Jordan block for J &r foljande:
T2 = (2)

2 10

Jso=10 2 1

0 0 2

Vi far da4 minimalpolynomet for J:

ma(z) =my(z) == (x — 2)3(z — 3)2.
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8 Jordans normalform
Med hjélp av karakteristiska och minimalpolynom ska vi i detta kapitel studera Jordans normalform fér en
kvadratisk matris A och &ven finna en bas bestaende av generaliserade egenvektorer till A.

Definition 8.1 Lat A vara en kvadratisk matris med egenvirden A1, Ag, ..., Ax. En 6vertriangulédr Jordan-
block Ji(A) ar pa formen

A1 o0 0

0 A 1 0
TN =10 0 A 0
: 1

0 0 0 A

For delmatriser Ji(A) av storlek 1 x 1 géller att Ji(A) = A

Generellt dr Jordanmatrisen J en blockdiagonal matris av formen

Iny (A1) 0 0
S 0 JnQ'(Ak) 0 ’
0 0 e JnOW)
dér nq + - -+ + ng = n. Skaldrerna A; ...\, kan upprepas. Om k& = n dvs n; = ... = ng = 1 skulle J bli en

diagonalmatris.

Fran kursen linjéar algebra II vet vi att en kvadratisk matris A ar diagonaliserbar 6ver de reella eller komplexa
talen om det finns en inverterbar matris X sadan att A = XDX ™!, dar D #r en diagonalmatris. Diago-
naliserbarhet dr dock inte alltid mdjligt for alla kvadratiska matriser. Fragan dr d& hur vi kan hantera alla
kvadratiska matriser. Losningen &r att anvdnda Jordans normalform, eftersom Jordans normalform alltid
existerar for en matris A 6ver C™*". Vi undersoker dessa pastéenden nu.

Definition 8.2 En bas for V kallas en Jordanbas for A om A har matrisen J i denna bas.
Sats 8.1 Lat A vara en n X n-matris. D& finns det en bas for V som ar en Jordanbas for A.

Beuis. Det récker att visa att satsen géller for en nilpotent matris eftersom, for olika egevirden Ay, ..., A,
till A,
V=GE, & --®&GE,,,

dér varje (A — A)|GE,, &r nilpotent (Sats 3.1). Sa nagon bas till GEy, dr en Jordanbas for (A — Ai)|cE,, -
Alla sadana baser tillsammans utgoér en bas fér V' som &r Jordanbas for A.

Vi delar beviset i nagra steg. Lat N vara nilpotent.

P1: Lat vektorn v # 0. Om det finns ett positivt heltal k sidant att N*v = 0 men N¥1v # 0, dd dr
v, Nv, ..., N*=1y linjdrt obereonde.

Vi antar motsatsen att v, Nv, ..., N*~1y &r linjirt beroende. DA finns det en minimal icke-trivial linjir
kombination som &ar lika med 0.
a1v+agNv+--- +aka_1v =0

dér vi kan anta att k dr minimalt sa att o; # 0 for alla j. Annars kan vi ta bort den motsvarande vektorn i
kombinationen. Multipliciera N fran vénster i denna ekvation fas

a1 Nv+ asN?v+ - + ak,lNk_lv =0.
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Sjalvklart far vi en icke-trivial linjar kombination med féarre vektorer som ar lika med 0. Det motséger att k
ar det minst. Det visar att v, Nv, ..., N*~1v ér linjirt obereonde.

Mer allméant har vi:

P2: Lat vektorerna vy, # 0, k = 1,...,s. Antag att det finns positiva heltal ki, ..., ks sidana att N¥v; = 0
men N¥~ly; £ 0. Om vektorerna N*1=1v;, ...N*—lv, dr linjirt obereoende, dr vektorerna i foljande kedjor

k1—1 k1—2

N™ U1, N™ V1, -y NUl, U1,
ka—1 ko—2

N2 V2, N2 V2, -, N'U2a V2,
ks—1 ks—2

N vs, N vs, -+, Nuvs, v,

linjart oberoende.

Beviset for P2 foljer samma idé som det for P1. Antag att en minimal icke-trivial linjir kombination av
vektorerna i kedjorna ovan dr noll. Observera att multiplicera N fran vénster i den linjara kombinationen
skiftar alla vektorer ett steg till hoger fran kedjorna. Genom att multiplicera upprepade ganger N fran
vanster tills en vektor i den linjdra kombinationen ovan blir noll. D& har vi fatt en linjar kombination med
farre vektorer som ar noll, en motsédgelse mot minimalitet av den ursprungliga linjara kombinationen.

Till sist bevisar vi:

P3: Antag att N™ = 0 for nagot heltal m > 1. Det finns en bas for V' pa formen

ki1—1 k1—2
N U1, N™ Vi, -y N’Ul, U1,
ko—1 ko—2
NP2 V2, N*™2 V2, -+, NUQ7 V2,
Nks_1v87 NkS_Q’U& Tty NUS7 Vs,

dd’I“Nk""UiZOfO"I“l <j<s.

Vi presenterar ett bevis med hjalp av induktion p4 dimV =n. Om n = 1 & N = 0 den enda nilpotenta
matrisen. P3 géller.

Antag nu n > 1 och P3 giller for all vektorrum vars dimension dr mindre &n n.

Utan inskrankning kan vi anta att {0} C R(N) C V eftersom om R(N) = V skulle medfora att R(N™) =
... = R(N) =V, en motségelse; Och om N = 0 &r resultatet trivialt. Tillimpa induktionsantagandet péa
restriktion av N pa R(N) kan vi hitta vektorer uy,...,us € R(N) sa att

Nklilulv Nk172u23 ) Nuh ui,
ko—1 ko—2

N*2 uz, N*2 Uz, -+, N’UQ, uz,

Nks*lusa Nk'§72u87 Tty Nu37 Us,

ar en bas for R(N) och N¥iy, =0 for 1 <i < s.

For 1 < i < sviljer v; € V sé att Nv; = u;. Enligt konstruktionen och P1 &r vektorerna NFi=lyy, . NEs—1y,
1 N(N) linjart oberoende. Utvidga dessa till en bas i N'(N) genom wy, ..., w,,. Vi pastar att

Nklvla Nkl_lvla Tty N’Ul, U1,

NszQa Nk2_11)27 Tty NUQ7 V2,

NksUS? Nks_l/vs, Tty NUS7 Us,
Wi, w2, W

ar en bas for V. Att de ar linjar obereode kan bevisas pa samma sétt som P1 och P2. For att visa att de
spanner upp hela V kan vi rikna p4 dimensioner. Vi vet att dim N (N) = s+m och dim R(N) = ky + ... + ks.
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Enligt dimensionssatsen
dimV = (ki +1)+ (k2 + 1)+ -+ (ks +1)+m

vilket &r antalet vektorer i den linjért oberoende kedjan (JC). Vi har siledes konstruerat en bas for V' som
ar en Jordanbas for en nilpotent matris. D& har vi bevisat Sats 8.1. ]

Lat X vara den matris vars kolonner &r vektorerna i (JC). Vi kan d4 skriva:
A=XJX!

dér J ar Jordan normalform. Om A dr diagonaliserbar, sa blir J en diagonalmatris liknande D, men i
allménhet ar J inte en diagonal matris.

Antag att en matris A &r i Jordans normalform och innehéller ett antal Jordanblock langs diagonalen. Antag
vidare att egenérdena i A forekommer med multiplicitet a; och att det storsta Jordanblocket associerat med
A; har storlek c¢;. Antag dven att storlek pa Jordanblock associerat med A; &r g;,

Da géller foljande villkor:

(1) x(t) = Hle(t — )

(2) m(t) =TTy (t— A
(3) dimN(A - NI) =g;

Hér ser vi att minimalpolynomet ger mer information &n det karakteristiska polynomet eftersom minimal-
polynomet ger information om Jordans struktur hos en linjar operator.

Exempel 8.1 Lat T vara operatorn pa C> som med avseende pa standardbasen har matrisen

5 -2 1 -1 3
1 3 1 -2 0
A=]1-1 0 2 1 0
2 -11 1 2
-1 2 0 -1 0

Vi ska nu bestdmma en Jordanbas for T.

T':s karakteristiska polynom som redan berdknat ar

xalt) = (t=3)(t-2)"~

Vi ska nu berékna minimalpolynomet for 7" vilket har ekvationen

my(t) = (t=3)(t-2)",

dér exponenten n uppfyller olikheten 1 < n < 4.
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Vi kan bestimma n genom att successivt berikna (A — 3I)(A —21)7 for j > 1.

2 -2 1 -1
1 0 1 -2

N O O W

2 -1 1 =2
-1 2 0 -1 -3

3 -2 1 -1 3
1 1 1 -2 0
A-2I=]1-1 0 0 1 0
2 -1 1 -1 2
-1 2 0 -1 -2

Efter lite berdkning har vi kommit fram till att (A — 27)(A — 3I) # 0.

1 -1 00 1
-1 1 0 0 -1
(A-2I?=|-1 1 0 0 -1
0 0 00 0

-1 1 0 0 -1
00000

00000
(A=30(A-21*=|0 0 0 0 0
0000 0

0000 0

Det forsta varde for vilket denna produkt &r 0 &r j = 2, vilket betyder att n = 2. Vi kan dra slutsatsen att
eftersom den algebraiska multipliciteten for (A — 27)? dr 2, dr den stérsta Jordan-block av storlek 2 x 2.

Om for varje jordanblock déir algebraiska multipliciteten sammanfaller med det geometirska har vi en dia-
gonaliserbar jordanblock vilket géller for A = 3 déar dim N(A — 3I) = 1.

Nu Sitter vi Wy = N(T — 3I) och Wy = N((T — 2I)?) som tva invarianta delrum och da ar C° = Wy @ W,
och da &r T fullstdndigt reducerad av delrummen Wy, Ws.

Eftersom dim N (T — 2I) = 2 har vi att det finns 2 Jordanblock av ldngd 2.

Vi kan nu stélla upp var matris J enligt foljande:

N

I
coocow
coowo
cownvwrOo
ocnvo oo
N

Lat oss nu berdkna hur matrisen X ser ut.
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Om A=XJX! vad ir da AX?
Multiplicera bada sidor med X fran hoger:

AX = XJX'X.

Eftersom X !X = I (identitetsmatrisen), forenklas detta till:

AX = X J.
Vi har matrisen A:
5 -2 1 -1 3
1 3 1 -2 0
A=|-1 0 2 1 0
2 -1 1 1 2
-1 2 0 -1 0
och matrisen J:
3 0 0 0 O
02 1 0 0
J=10 0 2 0 O
00 0 2 1
0 0 0 0 2

Vi antar att X = (v1, vz, vs, v4,vs5), dir kolonnerna vy, v, vs, vy, v5 ar egenvektorer eller generaliserade egen-
vektorer av A.

Eftersom A = XJX 1 &r ekvivalent med AX = X J.

Detta innebéar att varje kolonnvektor i X, alltsd vy, wvs,v3,v4,vs, multiplicerad med A uppfyller foljande
relationer, baserat pa strukturen hos J:

A(v1 Vg V3 g v5):(v1 Vg V3 Uy v5)

SO OO W
S oo NO
S o NN~ O
o O OO
N = O OO

Sammanfattningsvis har vi:
Avy = 3v1, Avy =2vy, Avsy =2v3+ v, Avg=2v4, Avs=1v4+ 2vs.

Vi har féljande relationer for vektorerna:

A’Ul :3’121 <~ (A*gl)?)l =0

Eftersom att (A — 3I)v; = 0 &r ett endimensionellt delrum har vi endast féljande egenvektor:

v = (-1,1,1,0,1).

AUQ =2vy & (A—2I)’()2 =0
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Vi far att nollrummet spanns upp av tva vektorer, som vi véiljer att dopa pa féljande sétt:

v = (1,1,0,1,0), vy = (0,1,-1,0,1).

Avz = 2v3 + vy & (A - 2[)’()3 = Vo.

For att hitta v som &r en generaliserade egenvektor av vg, loser vi ekvationen (A — 21)vs = vs.

3 -2 1 -1 3 U3,1 1
1 1 1 -2 0 V3.2 1
1 0 0 1 0 |/|uvsgs 0
2 -1 1 -1 2 V3.4 1
-1 2 0o -1 -2 V3,5 0

Denna ger oss 16sningen:
T1 = T4

To = X4 + Ty
.’1?3:1—.1‘5

T4, x5 ar fria variabler.

vi far da

0
0
V3 = 1
0
0
Nér vi loser Avs — 2vs = v4 pa samma satt far vi
1 =1424

I2:1+1‘4+I5
£C3:—].—.’E5

T4, x5 ar fria variabler.

vi far da
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y Us:

Vi kan nu stélla upp matrisen X med vektorerna vy, - - -

-1

-1
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9 Tillampning i ODE

Det finns méanga tillimpningar av linjira avbildningar och dess egenvérden och egenvektorer. Valet av ex-
empel i detta avsnitt &r motiverad av att forstd dynamiska beteenden som beskrivs genom ordinédra diffe-
rentialekvationer. Vi ldrde oss tidigt att vi kan 16sa n-te ordnings linjara homogena ekvationer genom det
karakteristiska ekvationen:

) + an_12V@) + -+ a2 (t) 4+ apz(t) =0
dar x ar en funktion av ¢ som ska losas och ag, ..., a,—1 ar konstanter.

Denna typ av ekvationer i datorberédkningar, t ex MatLab, ofta behéver skrivas om till ett system av linjar
system av forsta ordningens differentialekvationer. Detta gors genom att inféra tillstandsvariabler:

T =200 =2,y = 2",

Da blir ett system av forsta ordningens ekvationer

dos 0O 1 0 - 0
dxy 1
dt 0 0 1 - 0
aen o | = | : : . : ’
Lol Ty
S 0 0 0o - 1 n—1
L Tn
dt —ap —ai —az - —ap-1) 7
X
A

eller ekvivalent pa matrisformen

dx
& _ ax.
a0

I manga tillampningar far vi ocksa pa linjara system dar variablerna &r kopplade till varandra. I sadana fall
kan systemet inte skrivas som en enda n-te ordningens differentialekvation. Vi har i Matematik II Linjar
algebra lart oss att anvéinda diagonalisering av matrisen A. Hér ger vi ett exempel dér systemmatrisen A
inte kan diagonaliseras.

Exempel 9.1 Los f6ljande differentialekvationer f6r givet begynnelseorden x1(0), ..., 2, (0).

Forst skriver vi ekvationerna pa matrisformen

d
it =921 — 222 + x3 — x4 + 3T5,
dt
d.’EQ
— = 3 -2
at T1 +ox2 + 23 T4,
d
% = —o1 + 273 + 74,
dx
b =2x1 — X9 + x3 + x4 + 225,
dt
d
% = —x1 + 229 — 24.
Lat
T
T
Tr = I3
T4

Z5
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och
5 -2 1 -1 3
1 3 1 -2 0
A=1]1-1 0 2 1 0
2 -1 1 1 2
-1 2 0 -1 0
D4 har vi att
x' = Az,

dér A dr den givna matrisen.

Vi inser nu att matrisen A dr samma som den i Exempel 8.1. Vi har redan fatt Jordan nomala form till
féljande matris:

<

I
coocow
coowwo
cownroOo
onvo oo
N

Nu visar vi e’ = Xe/* X! genom definitionen av matrisexponentialen.

oAt _ i (At)k_

k!
k=0

Vi ersiitter A = XJX ! dir X #r utriknad i foregiende avsnitt.

(X JX L)k
et 3 "

k!
k=0

Eftersom X ~'X = I, identitetsmatrisen, och X samt X ! #r konstanta matriser som inte beror pa k, kan
dessa brytas ut ur summan, vilket lamnar endast Jt i mitten.

Da far vi

o0
(Jt)k 4
:sz X
=0

Uttrycket inom parentes ér definitionen av e”’*:

g = (J)F
e —Z o

k=0

Slutligen har vi

et = Xelt X1

For att 16sa detta system av ordinéra differentialekvationer med hjilp av Jordanform, bérjar vi med att
bestdmma Jordanformen av matrisen A. Om J ar Jordanformen och X &r en invers matris som omvandlar
A till X, sa géller:
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Vi byter variabel:
y=Xlo=y =X =X"XJX1e=y =Jy

Systemet kan sedan skrivas som:

y = Jy,

Loésningen blir da

Vi kom fram till att Jordanformen J &r:

3 0 0 0 O
02 1 00
J=10 0 2 0 O
0 0 0 2 1
0 0 0 0 2
D& bersiknas e”*:
o3t

(2 1>t
et — e 0 2
(2 1>t
0 2
(&

2 1)
For varje e <0 2 har vi att jordanblocket kan skrivas om som

(a2

—_

)=eren.

o

Vidare far vi

L) (G210 9)

Vi anvinder potenslagarna och skriver om

A6 26 o)) 6 2)

Eftersom 27 - N = N(21) far vi da

0
0
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Eftersom att vi har en nilpotent matris (N? = 0) har vi enligt Taylorserien for

w3 e D6

eNt =1+ Nt.

Den tredje termen blir noll eftersom att vi har en nilpotent matris av grad 2.

Slutligen har vi att

0 1 0 e

(2 1>t
2t 2t
o\0 2 =e2t<1 t>:(e te >

Vi far da samma resultat for nésta jordanblock och vi far den fullstdndiga matrisen

et 0 0 0 0
0 e te2t 0 0
et=10 0 et 0 o0
0 0 0 et te?t
0 0 0 0 et

For att beriikna detta i termer av x har vi att z(t) = Xy(t) = Xe’ty(0).

Detta medfor att 16sningen i termer av x blir:

et 0 0 0 0
0 €2t te?t 0 0
x)=X]10 0 €* 0 0 [x'2(0)
0 0 0 e2t et
0 0 0 0 e
Vidare far vi da
-1 1 0 O 1 et 0 0 0 0 -1 1
1 10 1 1 0 e* t?* 0 0 0 0
zt)=[1 0 1 -1 -1 0 0 €* 0 0 2 -1
0O 1 .0 O 0 0 0 0 % te?t 1 -1
1 00 1 0 0 0 0 0 e 0 1
2t + et —t—et+1 t —t 2t4e—-1
2t —et +1 et t =2t t—et+1
zt)y=e*| 1—e —t+et—-1 1 ¢t t—et 41
2 —t t 1—t 2
1—et t+et—1 0 —t —t—et+4+2

S o= OO

x(0).
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10 Diskussion

Nu reflekterar vi fragan vi stéillde i introduktion. Varfor ar linjar algebra béattre utan determinanter? Axler
har en mycket stark asikt om det. Han skriver i sin artikel Down with Determinants"! "linear algebra can be
done better without determinants". Vi har forsckt forsta en determinant-fri behandling av linjédra operatorer.
Vi far en fordjgupade forstaelese for linjéra operatorer genom detta arbete, som i stor utstréckning &r baserad
pé determinat-fri argument. Som en determinant-inskolad student har jag for lite kunskaper f6r att bedéma
for- och/eller nackdelar. En fordel kan direkt tolkas som nackdel eller vice versa. Nedan &r en kort diskussion
om detta.

En av uppenbarliga fordelar kan jag se med determinant-fri teori ar att studiera linjéra operatorer utan att
involvera determinanter kan sannolikt direkt generaliera till odndligtdimensionlla vektorrum dar determi-
nanter inte finns. I vissa sammnhang ser jag ockséa att berdkna egenvirden kan kosta mindre arbete i term
av berdkningar. Vi illustrerade detta i ett exempel dér det vissentligen behéver bara Gauss-elimination. Men
om vi tittar pa hur determinanter berdknas i praktiken gér man &nda med Gauss-elimination for att fa en
trianguldrmatris vars determinant &r trivial.

Att berdkna egenvirde &r ett cerntralt objekt i numeriska metoder dér man stravar ockséa efter numerisk
stabilitet dvs avrundningar eller storningar i flyttal-vérlden dr under kontroll med ett enkelt uttryck.

I sjalva verket berdknar Matlab rétter till n-te grads polynomekavtion genom berdkning av egenvirden till
en speciell matris.

0 0 --- 0 —ag

10 - 0 -—-au
C= o :

0 0 --- 0 —ap_29

0 0 -+ 1 —ay_

Med induktion kan vi visa att det karakteristiska polynomet &r
XC(x) =z" + an—lxn_l +---F+a1x+ag

och det &dr ocksd det minimalpolynom med hjilp av minimalpolynom for vektor relativ matrisen C (t ex
véljer vi standardbasvektorn e; = (1,0, ..,0)).

Matrisen C' ar redan en 6vre-hessenbergmatris till vilken man brukar férbehandla innan QR-metoden applice-
ras. Sa vi kan anvéinda denna struktur for att skapa effektiva berdkningsrutiner fér berdkning av egenérden.
I denna avseende &r determinanter som leder till polynomekvation helt onddiga. Det motsétter inte att
determinanter gor linjér algebra sdmre ma man tycka.

Nar en diskussion handlar om berdkningar med dator ar det néastan alltid sa att de vi har lart oss rdkna pa
kurser ar néstan aldrig bra metod numeriskt. Det dr inte nagot bevis pa att matematisk teori inte ar viktig.
Utan att kunna matematik kan manga fel i datorberdkningar inte upptéacka eller forsta.
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