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Sammanfattning

Talet e, eller det sa kallade Eulers tal, 4r en av de mest kidnda talen i matema-
tiken. Elever moter detta tal oftast i anknytning till exponentialfunktioner
och logaritmer och far lara sig att talet &r basen till den naturliga logaritmen
In. Utover det ges ofta inte sérskilt mycket fakta om talets uppkomst och
egenskaper, vilket i regel skapar kunskapsluckor bland studenter. Mot den
bakgrunden ar syftet med arbetet att bidra till en férdjupad forstaelse av
talet e. I detta arbete ska vi ddrmed utforska talets historia, bevisa att det
ar ett irrationellt och till och med ett transcendent tal, harleda dess ked-
jebrak, samt diskutera och jamféra nagra av talets approximationsmetoder,
déribland gransvérde, serie och kedjebrak.

Abstract

The number e, otherwise known as Euler’s number, is one of the most famous
numbers in mathematics. Students encounter this number usually in the
context of exponential functions and logarithms, in which they acquire that
the number is the base of the natural logarithm In. Besides that, rarely any
facts regarding its origin and properties are given, which, in general, creates
gaps in knowledge among students. Against this background, this paper aims
to contribute to a deeper understanding of the number e. In this study, we
will thus explore the history of the number, prove that it is an irrational and
even a transcendental number, derive its continued fraction expansion, as
well as discuss and compare some of the number’s approximation methods,
including limit, series, and continued fraction.
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1 Inledning

1.1 Bakgrund

Talet e, eller det sa kallade Eulers tal, 4&r manga bekant med fran matematikkur-
serna pa gymnasiet. I dessa kontexter presenteras talet vanligtvis i samband med
exponentialfunktioner och logaritmer dér det brukar bendmnas som basen for den
naturliga logaritmen In och uppfyller féljande samband

hy=z<y=-e¢€"

Med andra ord innebéar detta att den naturliga logaritmen av ett tal ar exponenten
for vilket e behéver upphojas till for att vara lika med talet [I]. Dessa berdkningar
gors numera enkelt med en raknare dar man kan knappa in e utan att ha minsta
lilla tanke pa vad det faktiskt star for. Samtidigt ges lite utrymme for fakta om
talet i undervisningen, vilket medfor att det saknas omfattande insikter om talet
bland studenter. Alltsa finns det ofta en kunskapslucka bland elever och studenter
vad géller talets uppkomst och egenskaper.

1.2 Syfte och disposition

Syftet med detta arbete ar darmed att fordjupa forstaelsen av talet e genom att
beskriva dess historia, bevisa att det ar ett irrationellt och transcendent tal, harleda
dess kedjebrak, samt redogora for och jamfora nagra av de metoder som finns
for att approximera virdet av talet, daribland serie, griansvirde, och kedjebrak.
Arbetet kommer folja motsvarande uppléigg, forst ska talets historia presenteras,
darefter bevis om talets irrationalitet respektive transcendens, harledning av talets
kedjebrak, och slutligen approximationsmetoder.



2 Historien om talet e

I detta avsnitt ska vi undersoka historien om talet e genom att anvanda kéallorna
[3] och [2].

Overraskande nog upptéicktes talet e inte i samband med logaritmer dven om stu-
dierna som bedrevs kring logaritmer var ganska néra till denna upptackt. Ar 1614
publicerade den skotske matematikern John Napier en tabell pa logaritmer av di-
verse tal i sitt verk Mirifici logarithmorum canonis descriptio. Det ar oklart hur
Napier exakt kom pa dessa logaritmer men han var kédnd for att vara kunnig inom
geometri och aritmetik. Innan Napiers tid studerade man geometriska talfoljder
och fann ett samband mellan termerna i en geometrisk talféljd och de motsvaran-
de exponenterna av kvoten. En geometrisk talfoljd ar en foljd av tal dar tva pa
varandra foljande tal har en konstant kvot /proportion. Exempelvis ar 1, ¢, ¢, ¢3, ...
en geometrisk f6ljd vars konstanta kvot dr g. Den tyske matematikern Micheal Sti-
fel redogorde for sambandet i sin bok Arithmetica integra (1544) och formulerade
potenslagarna som anvands an idag. Vi har ¢™ - ¢" = ¢™"" dar multiplikation av
tva termer i en geometrisk talfoljd ar ekvivalent med addition av deras exponenter.
Dértill har vi &ven ¢ /q" = ¢~ ™ dér division av tva termer i en geometrisk talfoljd
ar ekvivalent med subtraktion av deras exponenter. Vidare har vi att ¢~ = 1/¢"
och ¢° = 1. Dessa samband var grundtanken bakom logaritmerna. Ifall vilket po-
sitivt tal som helst skrivs som en potens av ett givet tal (som senare kallas for en
bas), sa ar multiplikation och division av olika tal ekvivalent med att addera re-
spektive subtrahera deras exponenter. Vidare om talet multipliceras med sig sjalv
n ganger innebér detta att dess exponent multipliceras med n, och for att finna
den n:e roten av ett tal delas dess exponent med n.

Napier anvande sig av dessa forhallanden for att skapa logaritmer och férenkla
numeriska berédkningar. Napier ville med sina logaritmer handskas med bade heltal
och reella tal. For att logaritmerna skulle fylla de flesta luckorna pa tallinjen
kdmpade han med att finna en bas som &r sa nira 1 som mojligt. Efter flertal
ar kom han slutligen fram till basen 1 — 107, Dérefter spenderade han 20 ar for
att finna termerna som skulle forekomma i hans logaritmtabell. Notera att Napier
astadkom detta med endast penna och papper! Dessa tabeller fick namnet logaritm
eftersom Napier kallade exponenten av varje potens for ordet logaritm. I sin forsta
logaritmtabell anvinde han formeln N = 107(1 — 10~ 7)%, dir exponenten L &r
Napiers logaritm av N, for att berdkna varje logaritm. Eftersom basen 1 — 1077 &r
mindre dn 1 innebar detta att Napiers logaritmer minskar i takt med storre tal,
jamfort med dagens logaritmer till basen 10 som okar.

Napier var egentligen ganska néra att uppticka talet 1/e och i sin tur e med sina
logaritmer. Ifall vi dividerar variablerna N och L i hans definition ovan med 107



far vi ekvationen M = ((1 — 107 7)")K dar M = N/107 och K = L/107. Talet
(1 —1077)" ar mycket néra talet 1/e, alltsa &r Napiers logaritmer i princip lo-
garitmer med basen 1/e. Dessvirre uppméirksammades inte denna bas eftersom
pa den tiden uppfattades inte logaritmer pa samma sétt som det gors idag. Nu-
fortiden tanker vi pa logaritmer som inversa funktioner till exponentialfunktioner.
Forr i tiden anvandes logaritmer daremot endast som ett verktyg for att forenkla
numeriska berakningar. Darav fanns det formodligen inte ett stort behov av att ta
reda pa en sadan bas da. Apropa detta utvecklades konceptet kring logaritmbaser
huvudsakligen nar logaritmbasen 10 introducerades.
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Figur 1: En sida av Napiers logaritmtabeller.

Napiers logaritmtabeller fick ett stort genomslag inom naturvetenskapen. Forska-
re runtom i Europa och éven Kina tog till sig denna upptackt mycket snabbt och
anvande det i sina berdkningar. En av de forsta som anvénde sig av logaritmer
var den tyske astronomen Johannes Kepler som tillimpade logaritmer i sina be-
rakningar av planetarnas banor. Dértill blev den engelske matematikern Henry
Briggs sa pass fascinerad av upptackten att han akte till Skottland for att tréaffa
Napier. Tillsammans med Napier utvecklade Briggs dagens logaritmer med basen
10. De enades om att log 10 = 1. Alltsa kunde numera ett positivt tal N skrivas
med basen 10 enligt formeln N = 10* dir L kallas for Briggs logaritm av NN, eller
med andra ord L = log V.



Vartefter publicerade Briggs tabeller av logaritmer med basen 10 i sitt verk Arith-
metica logarithmica (1624). Briggs logaritmtabeller innehéll tiologaritmer av hel-
talen 1-20000 och 90000-100000. Tiologaritmerna av heltalen 20000-90000 berak-
nades darefter av den nederlindske matematikern Adriaan Vlacq och resultatet
aterfinns i den andra upplagan av Arithmetica logarithmica (1628).
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Figur 2: En sida av Briggs forsta tabell over tiologaritmer, publicerad i Logarith-
morum Chilias Prima (1617). Sidan visar tiologaritmerna av heltalen 0-67.

Vartefter bedrevs ett flertal studier i detta félt, vilket intresserade kan ldsa om i
[3] och [2], men en annan som var néra nog att uppticka e genom logaritmer var
den nederlindske matematikern Christiaan Huygens. Ar 1661 undersokte han den
rektangulara hyperbeln y = i och fann ett samband mellan arean under grafen och
logaritmen. Arean av en sadan graf ar integralen av funktionen %, alltsa logaritmen
Inz. I detta fall ar arean mellan 1 och talet e lika med 1, det vill sdga Ine = 1,
men dessvarre identifierades talet e inte heller i detta sammanhang.

Faktum ar att talet e upptéacktes i samband med studier kring sammansatt ranta,
sa kallad ranta pa rédnta. Som namnet tyder handlar sammansatt rénta om att
tjana rdanta pa bade det investerade kapitalbeloppet och tidigare réanta. Exempelvis
en investering pa 500 kronor med en arsrinta pa 2 procent kommer aterinvesteras
och efter 3 &r vixa till 500 - (1,02)3 a2 531 kronor. Formeln som anvéinds ir alltsd

S=P+r), (2.1)



dar P star for det investerade kapitalbeloppet fran borjan, r for arsrdntesatsen
uttryckt i decimalform, ¢ for tid i ar och S for summan. Déaremot ar det mycket
vanligt att det sammansatta rdntan berdknas per halvar, kvartal, manad, vecka,
eller dag i finansiella institutioner. Ifall den berédknas n ganger per ar kommer
rdntan r delas upp i n delar for att berdkna rdantan for varje period. Da forvandlas

ekvationen (2.1)) till
S:P(1+r> : (2.2)
n

dar = ér rdntan per period och n dr antal perioder. Antag nu att P =1 ochr =1,
vilket innebar att 1 krona investeras med en generds rantesats pa 100 procent,
ddrmed blir formeln

5—(1+i)7 (2.3)

Vad kommer nu hianda med formeln om n stiger och gar mot oandligheten?
Vi har alltsa gransvardet .
mn@+1>. (2.4)
n—r00 n
Detta gransvarde ar faktiskt viktigt eftersom det ar definitionen for talet e som
upptéicktes av den schweiziske matematikern Jacob Bernoulli ar 1683. Detta in-
nebar att e ar faktiskt det forsta talet som definierades av ett gransviarde! Man
kan undra hur det kommer sig att e upptacktes inom ramen fér ekonomi, sarskilt
sammansatt ranta. Dock bor vi ha i atanke att 1600-talet var en period dar in-
ternationell handel florerade och sammansatt ranta var av stor vikt, darfor ar det
inte sa forvanande att talet e identifierades under denna tidsperiod.

Aven om det inte var den schweiziske matematikern Leonhard Euler som upptéckte
talet e ar notationen e, som anvands én idag, etablerad av honom och anvindes
for forsta gangen ar 1731 i hans brev till den preussiska matematikern Christian
Goldbach. Varefter har han gjort ett flertal studier och upptéackter kring talet.
I sin bok Introductio in Analysin infinitorum (1748) bevisar han att talet e ar
gransvardet och dven att det d&r summan av den oéndliga serien

> 1 1 1 1 1
ezrgmzl—i-iﬁ‘i‘i‘g—i-a—l-... (25)

Dessutom hérleder han kedjebrak for talet e och finner ett monster, vilket kommer
presenteras mer ingaende i foljande avsnitt. Utover detta bevisade Euler att talet
e ar irrationellt, varefter den franske matematikern Charles Hermite bevisade ar
1873 att det aven ar transcendent.



3 Irrationalitet

I detta avsnitt ska vi ga igenom begreppet irrationalitet och upptackten av de
forsta irrationella talen. Avsnittet aterger fakta fran boken [3].

Rationella tal, alltsa tal som kan skrivas som ett brak av tva heltal, har varit kdnd
for manskligheten i flera tusentals ar och dess historia stracker sig &nda till de
forntida civilisationerna. De forntida egyptierna och babylonierna uppfann méanga
olika sétt att approximera rationella tal och rdkna med dem. Daremot var det
pythagoréerna, alltsa antikens greker som hanfoérde sig till matematikern Pytha-
goras och hans lara, som hogaktade rationella tal och utsag det till kdrnan i deras
matematik och filosofi. Efter att ha experimenterat med musik och upptéckt skala
och intervaller som kan definieras med rationella tal ansag de att detsamma maste
gilla for allting pa jorden. Alltsa var de Gvertygade om att allt kunde beskrivas
med rationella tal och ddrmed dominerade detta deras vérldsbild i hog grad. Men
dessvarre varade inte denna askadning sarskilt lange. Detta eftersom de stotte pa
ett problem néar de skulle berdkna lingden av diagonalen pa en enhetskvadrat,
alltsa en kvadrat med sidor som &r 1 ldngdenhet. I detta fall ger Pythagoras sats
att 22 = 12 4+ 12, dar « &r langden av diagonalen. Lite forenkling ger att x = /2
och detta tal forsokte de skriva i brakform. Dock kom de fram till slutsatsen att
v/2 inte kan skrivas som ett brak av tva heltal och diarmed upptécktes det forsta
irrationella talet. Denna upptackt var daremot mycket forbluffande for pythagoré-
erna, da de var instédllda pa att alla tal ar rationella. De kunde approximera talet
V2 men dnda inte lyckas skriva det som ett rationellt tal. Dirmed valde de att
forneka talet och hemlighélla denna storslagna upptéackt. Enligt en sdgen bestam-
de sig dock en av pythagoréerna vid namn Hippasus att ta bladet fran munnen
och offentliggora det, men detta slutade med att han kastades i havet av sina fol-
jeslagare. Sa smaningom spreds kunskapen om irrationella tal vidare och vartefter
hittades fler irrationella tal, sasom kvadratroten av varenda primtal.

De rationella talen tillsammans med de irrationella talen utgor de reella talen. Ett
reellt tal ar ett tal som kan skrivas i decimalform. Till skillnad fran de rationella
talen som har antingen en éndlig, eller odndlig och repeterande (periodisk) decimal-
utveckling har de irrationella talen en oandlig och icke-repeterande (icke-periodisk)
decimalutveckling. Med det menas att decimalerna fortsatter i all oandlighet och
inte upprepas i samma monster. Exempelvis ér % = 0.2 respektive % = 0.3333..
exempel pa tva rationella tal medan 2.7182... &r exempel pa ett irrationellt tal.
Den sistnamnda ar decimalutvecklingen av talet e. Trots att irrationella tal inte
kan skrivas som ett brak av tva heltal kan man approximera vardet av dessa tal
med valfritt antal decimalers nogrannhet med hjéalp av rationella tal. Exempelvis
dr 2T = 2.7, 3% — 2 718, och 211828 — 271828 alla approximationer av talet e med
stigande noggrannhet.




4 Kedjebrak

[ detta avsnitt ska vi g& igenom grunderna i kedjebrak som ges i kéllorna [7], [8]
och [9].

Kedjebrak anvinds bland annat for att approximera reella tal med rationella tal.
Det ér en viss form att skriva ett tal och i synnerhet gestaltas det som
b
ao -+ (41)

ba
ai + bs

ao +

by

as +
bn—l

g+ ... + —

(p—1 + —

an
Bokstaverna b, dar n > 1 betecknar téljarna, medan a, for alla n > 1 represen-
terar namnarna i kedjebraksutvecklingen. Samtliga tal &r heltal och kan antingen
vara negativa eller positiva beroende pa talets varde. Ifall b, = 1 for alla n > 1
bendmns kedjebraket som regelbundet. Insdttning av b, = 11 (4.1]) ger darmed ett

regelbundet kedjebrak

Qo + (42)
a; +

ag +

b — 1
a
4 1

Ap—1 + —
Qn,

I detta arbete kommer vi begréansa oss till regelbundna kedjebrak dar samtliga a,,
for n > 0 ar positiva heltal. For fler typer av kedjebrék hénvisas lasaren till [7]
som &r en engelsk oversiattning av Eulers De Fractionibus Continuis Dissertatio.
En kedjebréksutveckling av ett tal a kan dven kortfattat skrivas som [ao;. . ., ay]
dar talen ay, for k € [0,n] kallas for partiella kvoter av kedjebraket.

4.1 Kedjebrak av rationella tal

Varenda rationellt tal har ett &ndligt kedjebrak enligt foljande sats

Sats 4.3. [9, Sats 1.1] Varje dandligt kedjebrak representerar ett rationellt tal.
Omudnt, varje rationellt tal § kan representeras som ett dndligt kedjebrdk.

10



Bevis. Det forsta pastaendet ar uppenbart, da vi kan alltid rdakna baklanges och
omvandla en andlig kedjebraksutveckling till ett rationellt tal. Lat oss bevisa att
varje rationellt tal har ett dndligt kedjebrdk. Antag att § for b > 1 ar ett rationellt
tal. Successiv division ger

a To .
g=a0+3 diar 0 < rg < b,
b ™ ..
—=a+— dar0<ry <nrg
Y
To To
To T2 ..
—=a+— dar0<ry <y,
Tl Tl (4 4)
Tn—3 Tn—1 ..
- = ap_1+ - dir0<r,_1 < Tn—2,
T'n—2 T'n—2
T'n—2 T ..
" —a,+—=a, dirr,=0.
Tn—1 Tn—1

Efter ett andligt antal steg kommer vi erhalla resten r, = 0 och divisionen kommer
saledes att upphora. Ifall vi sitter ihop dessa ekvationer kommer vi fa

a 70 1 1
—=ay+ —=0ay+ ——=ay+ =aqag + =q+—F=...
b b b 1 1
- ay + — ay + — ay +
To To To T2
T 1
+ ! + !
= q =aq
0 B 1 0 B 1
a
1 1 a1 1
a2+...+ CL2—|—...—|—
Tn—1 1
Qp—1 + (p—1 +
T'n—2 T'n—2
Tn—1
1
a1 +
as + ... + 1
ap—1+ —
Qp,

Alltsd kommer vi fa den dndliga och regelbundna kedjebraksutvecklingen av ¢. [

11



Lat oss ta ett exempel. Succesiv division av 49 med 29 ger

49_1+20
20 29’
20 20’
20 2
)
9 +9’
9 1
244+ =
2 +2’
2

=2

1

Vi far alltsa de partiella kvoterna ag = 1,a; = 1,a0 = 2,a3 = 4,a4 = 2 och kan
darmed skriva kedjebraksutveckingen
49 1
— =14+ ———=11;1,2,4,2]. 4.5
29 + 1 + 1 [ Y Y ) ] ( )
1
2+ ——

4+1
2

Kedjebrak grundar sig pa Euklides algoritm. Euklides algoritm anviands for att
hitta den storsta gemensamma delaren, SGD, av tva heltal. Lat oss syngliggora
sambandet mellan kedjebrak och Euklides algoritm som i [9]. Ekvationerna i
ar faktiskt samma ekvationer som fas genom att tillimpa Euklides algoritm pa a
och b

a=apb+1rg diar0<ry<b,
b:a1T0+T1 déil"O<’f‘1<’l“o,

ro = asr1 + 19 dar 0 < ry <1y,

(4.6)

Tn—3 = Qp—1Tp—2 + Tn—1 dar 0 < Tp—1 < Tp—2,

Tnea = QpTyp—1 +Th = Qprn_1 dar r, =0.

Notera att ekvationerna i (4.6]) 4r en omskrivning av ekvationerna i (4.4)). Exempel-
vis fas den forsta ekvationen i (4.6) genom att multiplicera den forsta ekvationen
i (4.4) med ndmnaren b, och sa vidare.
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Foljande ér nagra exempel pa kedjebraksutvecklingar av olika rationella tal.

@:1+§:1+i:1+ ! =1+ ! =1+¥=[1;272,16]-
82 82 82 16 1 1
3 2+§ 2+§ 2+
16 ST
(4.7)
63 1
177:...:3+—1:[3;1,2,2,2]. (4.8)
1+71
2+—1
2+§

4.2 Kedjebrak av reella tal

Vi gar vidare med kedjebraksalgoritmen for reella tal som finns i [§]. Denna ked-
jebréksalgoritm ar en mer generell version av kedjebraksalgoritmen (4.4)) eftersom
den géller for bade rationella och irrationella tal. Antag att @ € R™ och definiera

tva talfoljder ag, aq, ..., och &,&, ... genom
1
agp = [a] a:ao—l—g1
och rekursivt som (4.9)

Eiv1

I detta sammanhang betecknar [z] det storsta heltalet som &r mindre &n eller lika
med r € RT. Genom att tillimpa formlerna ovan far vi kedjebraksutvecklingen av
talet a, alltsa
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a:ao—i‘*:ao‘i‘

& 1 1 1
a1+g ay + 1 a; + 1
2 a2+g as + 1
3 as + —
€4
1
(11+ 1
CL2+ 1
CZ3+ 1
0,4—|—...+ 1
an—l_’_?

Ifall a ar ett rationellt tal kommer kedjebraksalgoritmen for rationella tal
och kedjebréaksalgoritmen for reella tal vara likadana. Med det sagt kommer
& sd smaningom att bli ett heltal som i kedjebraksalgoritmen och dirmed
kommer kedjebraksutvecklingen att upphora. Daremot har irrationella tal odndliga
kedjebraksutvecklingar. Med andra ord kan vi skriva kedjebraksutvecklingen som

lag; ay, ag, ..., an,,...] dir punkterna betyder att processen fortskrider.
Ett exempel pa ett irrationellt tal ar gyllene snittet v = 1*—2*/5, som uppfyller
ekvationen 72 = v + 1. Denna ekvation kan i sin tur skrivas som v = 1 + % dar

1 = [v]. Kedjebréaksalgoritmen (4.9) ger att

1 1
y=14+=-=14+——=1+ =1+ =[1;1,1,1,1,...].

4.3 Konvergenter

Som tidigare ndmnt dr kedjebraksutvecklingar av rationella tal &ndliga och upp-
hor efter ett antal steg, till skillnad fran kedjebraksutvecklingar av irrationella
tal som ar odndliga. Daremot kan man approximera vérdet av ett irrationellt tal
med rationella tal sa nidra som mojligt. Faktum ar att om man stegvis trunkerar
kedjebraksutvecklingen av ett irrationellt tal kommer man erhalla en f6ljd av ra-
tionella tal som konvergerar mot det onskade irrationella talet. Dessa rationella
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tal kallas for konvergenter och ar de optimala approximationerna av ett givet tal,
vilket vi kommer aterkomma till och fortydliga ytterligare inom ramen for irra-
tionella tal nedan. Apropa detta kan man fa en battre approximation ju langre
kedjebraksutvecklingen blir innan det trunkeras.

For att tydliggora vad konvergenter ar kan vi ta ett rationellt tal som exempel.
Ifall kedjebraksutvecklingen av talet 18%5 fran (4.7) stegvis trunkeras kommer vi fa
konvergenterna

] 1+1_3 " 1 _7 " 1 _115
’ 2 2 2+1_5’ gy L 827
2 94 1
16
Formellt kan konvergenter skrivas som
ap Do
Co= —/—=—,
do
1 aga; + 1
Clzao—l—f:Oli:&,
ax ay q1
1
Cp = ap + = 2&7
1 qk
ot
ag—1+ —
ag
dar ¢ = [ag; a1, .., a1 = Z—:, for k = 0,...,n kallas for den k:e konvergenten av
kedjebraket [ag;ay,...,a,] for ett tal a [9]. Vi kan finna den k:e konvergenten till

en given kedjebraksutveckling genom féljande sats.

Sats 4.10. [9, Sats 1.3] Taljaren py och ndmnaren g till den k:e konvergenten cy,
av kedjebraket [ag,aq, ..., a,] ges av de rekursiva talfoljderna

Pk = QpPk—1 + Pr—2 for k > 2
Gk = apQr—1 + qr—2 for k > 2

med startvardena

po=agp p1=aiay+1

=1 ¢ =a.
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Vi tar kedjebraket av % = [3;1,2,2,2] fran (4.8) som exempel och finner dess
konvergenter genom att tillimpa satsen ovan.

Do Qo
C():—:—:a/c':?)7

o 1

P1 CLQCL1+1 3-1+1
01:—: = :4,

Q1 ap 1
C_@_&2p1+po_2-4+3_2
T wqptq 2-1+1 3
c b3 agppt+p  2-114+4 26
T wp+q 2341 77
o, Py aDs +p  2-264+11 63
= — = — —

@ gz g 2-T+3 1T

I bada exemplen med 2 och 82 har konvergenterna alternerande storre och mindre
82 17

varden an talets egentliga virde. Konvergenter med udda index har ett varde som
ar storre an talet sjalv, medan de med jdmn index har ett mindre viarde. Exempelvis
ar 3 och 1—31 mindre &n ?—?, medan 4 och ? ar storre. Daremot kommer samtliga
konvergenter att sa smaningom konvergera mot det egentliga virdet, vilket kommer
beskrivas mer ingaende snart.

Konvergenter ¢, = z—: till oandliga kedjebrak definieras pa liknande sétt som tidi-
gare med samma rekursiva formler och startvirden for p, och g,. Téljaren p,
och ndmnaren ¢, uppfyller foljande samband som finns i [§]

Prn+1Gn — Pnln+1 = (_1)11 for n > 0. (411)

Detta samband géller bade for andliga och odndliga kedjebrak. Division med ¢, ¢, 11

pa bada sidor av (4.11]) ger

Pat1  Po _ (21"

Gn+1 qn qndn+1 ‘

Vi vet att ¢, = B2, Substitution ger dédrmed

Cn,

_1)»
Cnp1 — Cp = (=1) : (4.12)
Indn+1

Dessutom har vi i [8] att

Cnag — Cp = (=1)"(gnr2 — qn). (4.13)

Gndn+19n+2
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Lat oss bevisa detta samband. Vi far

Cni2 — Cp = Cpy2 — Cpy1 T Cpg1 — Cp
n n _1 "
_ Pnt2 _ Pni1 i (1)
n+2 n+1 gndn+1
_ Pnt2dnt1 — Prti1dni2 i (=1)™(qn2)
An+19n+2 dndn+19n+2

Notera att uttrycket ppio@nii — PniiGniz = (—1)"T! da n byts ut mot n + 1 i
sambandet (4.11)). Vi far alltsa

U™ (1) (2)
n+19n+2 n+19n+2
w1 | ()" ()
Andn+1qn+2 Andn+1qn+2
_ (_1)n(_Qn) + <_1)n(Qn+2)

Cny2 — Cp =

Andn+19n+2
_ (=D)™(gnr2 — an)

Gndn+19n+4-2
Dérmed har vi bevisat sambandet (4.13)).

Dessa tva samband synliggér hur konvergenterna c, av ett kedjebrak forédndras
nar n okar och forhallandet mellan konvergenter med udda respektive jamn index.
Sambanden (4.12)) och (4.13)) ger foljande som framgar i [9]

<<y < <Cyp < "< Coypp1 < <5< c3< (414)

Detta kan sammanfattas med foljande sats

Sats 4.15. [9, Sats 3.3/ Konvergenterna med udda index cony1 av ett oandligt och
regelbundet kedjebrak skapar en avtagande féljd, medan konvergenterna med jimn
index cop skapar en vdixande féljd. Dessutom dr varje konvergent med jamn index
mindre dn varenda konvergent med udda indez.

Vidare har konvergenter ett gréansvirde. Detta eftersom varje vixande och uppat
begrénsad, och tvartom, varje avtagande och nedat begransad talfoljd ar konver-
gent [10]. Konvergenter med udda index ar avtagande och nedat begrénsad da de
konvergerar mot ett varde som ar storre an samtliga konvergenter med jémn index.
A andra sidan ér konvergenter med jamn index vixande och uppét begransad for
att de konvergerar mot ett varde som ar mindre &n alla konvergenter med udda
index. Med andra ord existerar gransvéirdena nhjélo Con+1 Ooch nlljg() Con. Lat oss ater-

ge beviset i [9, s.67] om att dessa gransvarden ar lika, alltsa 7}1—{20 Coni1 = nh_{](f)lo Con-
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Ersétt n med 2t och n + 1 med 2t 4+ 11 (4.12)). Vi far
(_1)2t

q2t92¢+1

Cot+1 — Cot =

Eftersom (—1)% =1 for samtliga virden pa t ger detta

1

q2t492¢+1

Cot41 — Cot =

Nar ¢ gar mot odndligheten kommer ndmnaren ¢o:qo:11 1 hogerledet att véixa, ef-
tersom termerna i de rekursiva talfoljderna i ar positiva heltal och kommer
att stiga. Detta medfor att hogerledet qth12t+1 narmar sig 0. Alltsa kommer skill-
naden co;11 — c9¢ att ndrma sig 0 nar ¢ gar mot andligheten. Med andra ord &r

lim co;1 1 = lim cgp. Detta gransvéirde ar i sjalvfallet det irrationella talet, vilket
t—o0 t—o0

beskrivs i foljande sats

Sats 4.16. [4, Sats 3.6] Om ett irrationellt tal x uttrycks som ett oindligt och
regelbundet kedjebrak |ag;ay,...,an,...] med hjilp av kedjebraksalgoritmen (4.9))
sa kommer konvergenterna cg,c1,...,Cpn, ... att konvergera mot talet x.

Konvergenter i en kedjebraksutveckling av ett irrationellt tal ar faktiskt de bés-
ta rationella approximationerna av talet eftersom inget annat rationellt tal med
mindre ndmnare kan approximera vardet béattre, enligt satsen nedan

Sats 4.17. [§, Sats 2] Ldt a > 0 vara ett irrationellt tal och antag att L dr ett ra-

tionellt tal sadant att |a— §| < ﬁ. Da dr g en konvergent i kedjebraksutvecklingen
av a.
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5 Talet e ar irrationellt

5.1 Fouriers bevis

Den franske matematikern Joseph Fourier bevisade att e ar ett irrationellt tal
genom att anvanda serien av e (2.5) som Euler hade bevisat, alltsa

x 1 11 1 1
=Y = =1
e = n§0 ta Tttt

Vi kan konstatera att denna serie dr positiv eftersom alla dess termer ar strikt
storre an 0.

Det framgar i [5] att beviset inte publicerades av Fourier sjilv, utan av Janot
de Stainville i boken Mélanges d’analyse algébrique et de géométrie (1815). De
Stainville menade att han i sin tur har erfarit beviset genom en annan fransk
matematiker vid namn Louis Poinsot som har personligen fatt beviset av Fourier.
Beviset ér ett motségelsebevis som innebér att man forst gor ett antagande att e
ar ett rationellt tal men slutligen finner en motsagelse. Jamfort med Eulers och
Hermites bevis som tillimpar kedjebrak dr detta bevis relativt lattforstaeligt och
effektivt att skriva. Innan vi gar vidare till att bevisa att e dr ett irrationellt tal
ar det angeldget att redovisa satsen kring jamforelsekriterium for konvergens hos
positiva serier eftersom denna sats utnyttjas i beviset.

Sats 5.1. [/, Sats 2] Jamforelsekmtemet Antag att 0 < ap < by for alla k =

0,1,2,..., da gdller att Z ay konvergerar om Z bi. konvergerar.
k=0 k=0

Vi borjar med att faststélla att e ar ett tal mellan 2 och 3.

Sats 5.2. Talet e ar storre an 2 men mindre an 5.

Bevis. [, s.9] Eftersom summan av de tva forsta termerna i serien ar lika
med 2 och de resterande termerna ar positiva kan vi faststélla att e har ett virde
som ar storre én 2. Vidare ar summan av de resterande termerna mindre én 1,
vilket kan bevisas genom jamforelsekriteriet. Eftersom n! > 277! for n > 2 si
galler det att

LS
20 31 4l 2 22 23
Termerna i den hogra sidan kommer fran den kénda serien Z on Som konvergerar

n—1
1 1 1
mot talet 1. Darmed ar summan av de resterande termerna a1 + — ' + — 1

3l e <L
vilket ger att e < 3. Alltsa har vi visat att 2 < e < 3.
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Lat oss nu ga vidare till Fouriers bevis om att e ar ett irrationellt tal. Foéljande
bevis ar en kombination av bevisen i [5] och [6].

Sats 5.3. Talet e dar irrationellt.
Bevis. Som tidigare nimnt ar beviset ett motsdgelsebevis som innebér att vi forst

antar att e ar ett rationellt tal, alltsa att e kan skrivas som ett brak av tva heltal.
Antag nu att a,b € Z* och b > 1 sa att

e =

.
Vidare har vi e som serien ([2.5)), alltsa kan vi skriva e som

—1+1+1+1+1+
b TS TR TR

Multiplikation med heltalet b! ger att

(b—1)la=10! 1+1+1+1+ +l+ ! + ! +
S 120 3! bl (b+1)! (b2 )
Vénsterledet (b—1)!a &r ett heltal da produkten av tva heltal ar ett heltal. Ddrmed

ska vi kontrollera om hogerledet ocksa ar ett heltal. Hogerledet kan delas upp sa
att

(b—1)la= b<1+1+1+1+ 1)+b ! + ! +
' 2! 3l M7 b+t (b+2) )

1 1
Vi kan observera att produkten av b! och delsumman S, = Z — - —|— B +

§+ 1 +-- —|— bhr ett heltal eftersom b! ar delbar med samtliga namnare. Eftersom
vansterledet och produkten b'Sb ar bada heltal maste édven resten, alltsa produkten
1 1 1 1

kz::1<b+n)! Tt Thra gy oo Ve

ett heltal, men vi kommer snart finna en motségelse. Notera att bR, &r storre an
0 eftersom samtliga termer ar positiva. En omskrivning av ekvationen ger

av b! och delsumman Ry, =

0<(b—1)'a—b'Sb:b'Rb

Forenkla hogerledet b! - Ry, sa vi far

1 1 1

= T ey T e 090 T
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0o 1 1 1
Uttrycket ovan har ett lagre varde an serien Z AL i + b+ 1)2 +

1
CESIE + ..., alltsa kan vi anvinda jamforelsekriteriet aven har, vilket ger
0< ! + ! + ! +
b+1 (Bb+1(b+2) (b+1)(b+2)(b+3)
1 1 1
- - +...

b+1 b+1 (b+1)3

1
b+1< b+1 b+1)2+"'>
00 (5.4)
b+1k:0<b+1>
b+1<1 b+1>
_b,

1
b+1

[10, Sats 9, s.178].

k
) ar geometrisk och kan darmed skrivas som uttrycket

I vilket serien Z (

l— 5

Eftersom b &r ett positivt heltal som ar storre &n 1 innebéar detta att 1/b < 1,
darmed
1 1 1

<1t o o+ T e Db T

Déaremot existerar inget heltal mellan 0 och 1, allts& har vi faktiskt kommit fram
till en motsagelse. Med det sagt ar vart ursprungliga antagande om att e ar ett
rationellt tal falskt. Talet e ar darav ett irrationellt tal. O

5.2 Eulers bevis och upptickt av kedjebraket for e

I detta avsnitt ska vi kort redogora for Eulers bevis av irrationalitet av talet e.
Detta avsnitt grundar sig pa artikel [I1].

Euler bevisade ar 1748 att e ar irrationellt i sin bok Introductio in Analysin
infinitorum. Beviset ar icke-sammanhéngande eftersom Euler hoppar éver flera
steg och hévdar istéllet att sina slutsatser galler. Med anledning av detta ska
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vi endast fa en liten inblick pa beviset, men intresserade hanvisas till [I1]. Eu-
ler bevisade att e ar ett irrationellt tal genom att bevisa att dess kedjebraks-

utveckling ar oéndlig, alltsa pa formen [ag;aq,...,ap,...]. Euler anvinder talet
¢S1 & 0,8591409142295 = S2L09L22. som exempel [I1]. Lat oss istéllet anvén-

da talet i decimalform och tillimpa kedjebréksalgoritmen (4.9) for att konstruera
kedjebraksutvecklingen av talet

e—1

~ (,8591409142295 = 0
’ * 14 0,16395341374

1 1
=0+ . =0+ 1
L 650, 09929355656 L+ i 1
10 1 0, 071146957
|
—0+ :
1+ :
6+ 3
0 0, 0554149069
_ o0+ 11 = [0:1,6,10,14, 18, .
1+ :
6+10+ !
14 + !

18 + 0, 0456858261

Ifall vardet av e avrundades mer precist i borjan menar Euler att foljden av de
partiella kvoterna foljer monstret 1,6,10,14,18,22,26,34,. .., dir de partiella kvo-
terna a,, for n > 2 skapar en aritmetisk talfoljd i vilket varje nastkommande term
ar summan av den foregaende termen och 4. Alltsa 6kar varje ndmnare med 4 efter

namnaren 6. Eftersom ndmnarna okar och inte slutar ar kedjebraksutvecklingen
e—1

oandlig. Med andra ord kan talet inte vara rationell. D& talet ar irrationell

kan e inte vara rationell heller.
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P& motsvarande satt harledde Euler den odndliga kedjebraksutvecklingen av e

1
e=2+ =[2:1,2,1,1,4,1,1,6,...]. (5.5)

1+

2+

1+
1+

4+

1+
1+

1
6+...

Denna kedjebraksutveckling har han hérlett fran en differentialekvation sa kallad
Ricattis ekvation. Ekvationen ser ut som féljande

—4n

ady + y*dr = x+1

Vi kommer inte att ga igenom hur Euler har harlett denna differentialekvation och
hur den leder till kedjebraksutvecklingen (5.5, men intresserade ldsare hénvisas
till [11].

23



6 Hermites harledning av kedjebraket for e

I detta avsnitt ska vi ga igenom Hermites héirledning av kedjebraksutvecklingen av
e. Avsnittet grundar sig pa artikeln [12] som presenterar en kort och direkt version
av Hermites bevis av kedjebraksutvecklingen (5.5). Detta bevis uppkom som ett
resultat av Hermites bevis av transcendens av talet e ar 1873. Vi kommer bidra
med ytterligare forklaringar och berédkningar till beviset i artikeln [12].

Lat oss omformulera kedjebraksutvecklingen till [1;0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,...]
genom att ersitta den forsta partiella kvoten 2 med [1;0, 1]. Dessa tva kedjebraks-
utvecklingar ar ekvivalenta eftersom

1 1
e=14+——=92+°
04— °
1
14 -
z
dar z =[1;2,1,1,4,1,1,6,...].

Antag nu att [a; aq, ag, . . . ] ar kedjebraksutvecklingen [1;0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,...].
Vi ska bevisa att den k:e konvergenten c,=py/qx av e konvergerar mot e, alltsa

dar py och gy definieras pa motsvarande séatt som i[4.10]

De partiella kvoterna foljer monstret
agi+1 = 2k for k > 0,
agr = agpyo = 1 for k > 0.
Enligt sats definieras p; och g, med de rekursiva formlerna
P3n = P3n—1 + P3n—2 @B3n = @n-1+ @3n—2  forn>1,

Dant1 = 20P3n + D3n—1 | @31 = 21G3n + @3n—1 for n > 1, (6.1)
D3n+2 = D3n+1 + P3n Gnt+2 = Qo1 + qzn fOr n >0,

samt med startvirdena po = 1, g9 = 1, py = 1 och ¢; = 0. Notera att konver-
genten ¢; = py/q1 ar odefinierad eftersom ¢; = 0, men detta ar inget bekymmer i
harledningen av kedjebraksutvecklingen. Lat oss definiera integralerna

1 N —1)"
An:/ S (x' )emdx

n+1
_ / A Ol ) LB, (6.2)
n+1
= — ~  %dx
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Foljande sats visar sambandet mellan integralerna och konvergenternas téljare py
och ndmnare g,

Sats 6.3. [12, Proposition 1] For n > 0 gdller det att A, = qsne — psn, Bn =
P3n+1 — @ans1€ 0ch Cp = p3nio — qany2e.

Bevis. Vi har att
1
Aoz/ e“der = e — 1= qpe — po,
0

1
30:/ retdr =1 =p, — q,
0

1
Cy= /o (x —1)e*dr =2 — e = asp1 + po — (a2q1 + qo)e = p2 — goe.

Vidare ska vi bevisa de rekursiva formlerna

An = _anl - Cnfly (64)
B, = —2nA, + Cy_1, (6.5)
C,=DB, —A,. (6.6)

Lat oss borja med att bevisa den tredje rekursiva formeln (/6.6]).
1 N _ 1 n 1 N _ 1 n+1
B,— A, = / wem(x — 1)dx = / u@‘”dx = C,.
0 n! 0 n!
For att bevisa (6.4) alltsa A, + B,,_1 + C,—1 = 0 anvinder vi produktregeln, vilket
ger 0ss

d <a:”(x - 1)”61’) -1 @ — 1) 2 (@ —1)"

dw\ "l ST ST TSy ST oy ¢

Integrera bada sidor av ekvationen ovan, dédrmed
1
n — 1" 1 0 — 1) 1 N _1n—1 1 ,n—1 —1)"
il Gl el = / il Gl exdx—i—/ Gl i e”daH—/ A i e’dx
n! o Jo n! o (n—1)! o (n—1)!

som i sin tur kan skrivas som 0 = A, + B,,_1 +C,,_1. Alltsa har vi fatt den rekursiva

formeln (6.4]).

Vi gar vidare till att bevisa (6.5)) alltsa B,, +2nA, — C,_1 = 0 genom att anvinda
produktregeln pa motsvarande siatt som tidigare

d n _1n+1 n _1n+1 n —1)" n—1 _1n+1
o (:v (@ ' ) e‘”) _ T (@ ' ) em—l-(n-i—l)x (@ ' ) e+ 2 ((:B 1)') e’
I ) e =1, Nz —1)
_ $n+1(l. _ 1)n6$ N 2n$n(m _ 1)nez B xnfl(l. _ 1)ne$
n! n! (n—1)! ‘
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Integrera vinster och hogerledet av ekvationen, vilket ger

n . n+1 1 1 ,n+1 - n 1 1 . n 1 ,n—1 o n
lx@“l)eﬂ _ / e @ = D) oo / e —D" Lo / W‘%
0 0 0

n! n! 0 n! n—1)!

Detta kan darmed skrivas som 0 = B,, + 2nA, — C,_;.

Alltsa har vi bevisat de rekursiva formlerna for A,,, B, och C,,. Det foljer fran de
rekursiva formlerna att motsvarande formler uppfylls av a, = ¢z.e — p3n,
b, = P3ns1 — @3nr1€e och ¢, = pspio — @3naoe fran sats . Alltsa har vi tva
uppséttningar av talfoljder som har samma rekursion och samma startvérde, vilket
innebar att de ar lika. Déarmed a,, = A,, b, = B,, och ¢, = C,, som galler for
n > 0. ]

Lat oss nu bevisa Eulers kedjebraksutveckling ((5.5)) av e.
Sats 6.7. [12, Sats 1] e = [2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,...].

Bewis. Variabeln x i integralerna A,,, B, och C, fran ligger mellan 0 och 1,
och n > 0. Vidare &r integranderna i dessa integraler mindre &n eller lika med e/n!
for x € [0,1]. Nar n gar mot odndligheten kommer dessa integraler att darmed ga
mot 0 pa grund av ndmnaren n!. Vi har att ¢, > 1 fér £ > 2 och av sats foljer
det alltsa att

. P3n . n
lim =— = lime— — =,
n—oo q3n n—oo q3n
P3n+1 . n
1 = lim e — = e,
0 (G3n41 n—oo q3n+1
. P3an+2 . Cn
lim =—— = lim e — =e.
N0 3y MO 93n+2
Med andra ord konvergerar konvergenterna mot e
lim 2% = e = [2:1,2,1,1,4,...].
k—o0 Qk
Déarmed har vi bevisat kedjebraksutvecklingen ({5.5)). O
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7 Transcendens

I detta avsnitt ska vi ga igenom begreppet transcendens och upptackten av de
forsta transcendenta talen. Avsnittet aterger fakta fran boken [3].

Drygt 2500 ar efter pythagoréernas upptickt av det forsta irrationella talet /2
upptéacktes en ny typ av tal, de sa kallade transcendenta talen. I sjilva verket &r
de flesta talen vi moter inom matematiken losningar till ekvationer, eller rattare
sagt polynomekvationer med heltalskoefficienter. Vi har exempelvis talen 5, —% och
V2 som utgor losningar till polynomekvationerna z —5 = 0, 72 +2 = 0, respektive
2?2 —2 = 0. Aven om vi i detta avsnitt ska behandla de reella talen kan vi kort
niamna att dven det imaginira talet i = y/—1 ér en 16sning till polynomekvationen
322 +3 = 0. De reella tal som uppfyller polynomekvationer med heltalskoefficienter
kallas for algebraiska tal. I den bemairkelsen édr varje rationellt tal ¢ algebraisk
eftersom den uppfyller ekvationen bx—a = 0. Ifall ett tal inte ar algebraisk sa maste
den vara irrationell. Daremot géller inte det omvénda, alltsd kan ett irrationellt
tal vara algebraisk liksom talet /2 som &r bade irrationell och algebraisk.

I borjan av 1800-talet grubblade matematiker 6ver existensen av reella tal som &r
icke-algebraiska, eller sa kallade transcendenta tal, men sadana tal verkade faktiskt
vara svara att hitta. Dock dréjde det inte ldnge innan det forsta transcendenta
talet uppticktes. Ar 1844 bevisade den franske matematikern Joseph Liouville
forekomsten av icke-algebraiska tal. Med hjélp av sitt bevis kunde han konstruera
flera transcendenta tal. Ett av de talen i fraga &r >7° 101n!. Detta tal fick namnet
Liouvilles nummer, dir viardet av varje term avtar kraftigt pa grund av exponenten
n! av ndmnaren 10. Ett annat icke-algebraisk tal ar 0,123456789101112... vars

decimaler ar foljden av de naturliga talen.

Som némnt tidigare i avsnittet om irrationalitet upptéacktes irrationella tal i sam-
band med ett geometrisk problem. Transcendenta tal, & andra sidan, snarare kon-
struerades med syftet att bevisa deras existens. Alltsa var de konstgjorda tal. Sa
smaningom riktades uppmérksamheten pa e som var kénd att vara irrationell sedan
drygt ett sekel bakat. Man borjade undra om talet d&ven ér transcendent. Liouville
bevisade att e inte uppfyller andragradsekvationer med heltalskoefficienter, men
beviset ar inte tillrackligt for att visa att talet dr transcendent. Detta eftersom
det krévs att e inte uppfyller ndgon polynomekvation alls. Ar 1873 bevisade den
franske matematikern Charles Hermite att e ér ett transcendent tal.

Vi avslutar detta avsnitt med en intressant upptéickt. Ar 1874 upptéckte den tyske
matematikern Georg Cantor att det finns fler irrationella tal &n rationella, men
aven att det faktiskt finns fler transcendenta tal dn algebraiska. Med detta menas
att de flesta reella tal ar irrationella, i vilket de flesta irrationella tal ar transcen-
dentala.
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8 Bevis av att talet e ar transcendent

I detta avsnitt ska vi titta pa beviset av att e ar ett transcendent tal. Foljan-
de bevis dr kombination av bevisen i [I3], [14] och [I5]. Beviset i fraga ar ett
motséigelsebevis, da vi forst antar att e ar transcendent, alltsa att talet uppfyller
polynomekvationer med heltalskoefficienter, men darefter nar en motsagelse.

I beviset ska vi tillimpa gammafunktionen [I6], vilket &r en matematisk funktion
som generaliserar fakulteten n! for n € N. Den definieras som

[(x) = / t" e tdt,
0
dar £ > 0. For x = n + 1 far vi att

I'(n+1) = /OOO t"e 'dx = n! (8.1)

Sats 8.2. e ar ett transcendent tal.

Bewvis. Anta nu att e ar ett algebraiskt tal, alltsa rot till en grad n polynomekvation
p(x) med icke-noll heltalskoefficienter. Vi har darmed

ple) = ape” + -+ are+ag =0, (8.3)

dar ag,ai,...,a, € Z och ag # 0, eftersom ifall ay = 0 sa kan vi alltid erhalla
en ny polynomekvation p(x) = 0 sadan att p(e) = 0. For att bevisa att (8.3)) inte
galler ska vi visa att potenser av e kan skrivas som

ek:Nk+6k
N )

k=1,2,....n, (8.4)

dar termerna N och N, ar heltal medan & &r mycket sma tal. De definieras som

N = (p_11)! /OOO e~ f(x)da, (8.5)
Ny, = v _1 0 /koo " f(2)dw, (8.6)
ok = v _1 0 /0]C " f(2)dw, (8.7)

i vilket f(z) = 2P ((z — 1)(z — 2)...(x — n))? och p &r ett godtyckligt primtal
som uppfyller p > n och p > |ag|. Detta medfor att p 4 n och p t ag. T slutet av
beviset kommer vi specifiera storleken pa p.
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Definitionerna (8.5)), och (8.7) uppfyller sambandet ({8.4)) eftersom

Nk —|— 5k . (p_ll)[ fOOO ek_xf(l.)d‘r Kk
N ﬁ JoT e f(z)dx

Lat oss nu definiera talen ¢y, ci, ca, ..., cpp € Z, sddana att
(z—1D(z—=2)...(x—n)P =@ +---En)P =" 4+ ... £ (n)?

np 4
= Z c;x’
j=0

med ¢,, = 1 och ¢g = £(n!)P. Notera att £(n!)? ar inte delbar med p eftersom
p>n.

Vi skriver om N, Nj, och dj turvis genom att anvinda f(z) = 2”7' > ¢;a’. Vi
=0

bérjar med N fran ({8.5))

1 o
1 e
= 7(]) — Z cj/o TP le %y,
HiDo

0o

Integralen / 2P~ te " dy kan skrivas som (j +p — 1)! genom att anvinda gam-
0

mafunktionen (8.1)). Vi far

< J+p—D
Z ]
®+p—1 e J+p—U
RrEE EIJ o

J+p—1
_co—l—ch p— ))

e ' - 1!
Summan ch G+p—1) ar en multipel av p eftersom den innehaller termer

—1)!
=1 (p— 1!
bestaende av p, men som tidigare ndmnt ar ¢, inte delbar med p eftersom p > n.
Detta medfor att NV inte heller ar delbar med p. Darmed pt N.
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Vi fortsdatter med Ni. Substitution avt =z — ki ger

o ! o /OOO e f(t+ k)dt

1 L

Ry O
J+p—D
- Z Cj _ )

(U +p—1!
(p—1)!
ovan, alltsa delar p denna summa. Med andra ord dr N, delbar med p, uttryckt

som p | Ng.

Ny =

ar en multipel av p av samma anledning som namnt

np
Summan Z cj
i=1

Lat oss ga vidare med de sista talen 0, i (8.7]) och undersoka deras storlek. Vi har
1

att
k
o1 /0 F f () dw

<oy ) e

Absolutbeloppet av funktionen f(z) &r en kontinuerlig funktion som &r begransad
iz € [0,n], vilket innebar att | f(z)| < A for nagot heltal A. Vi far

k k
04 < (pe_‘éll)!/o e da
P [
(p—1)!Jo
B ek A
D
Vi har en exponentialfunktion e*A i téljaren och en fakultet i ndmnaren, vilket

medfor att uttrycket 9, gar mot noll nar vi véljer allt storre primtal p och later
det ga mot odndlighet. Alltsa plglolo 0 = 0.

0] =

Vi aterknyter till polynomekvationen (8.3)) och sitter in sambandet kring e* ([8.4)).
ane” +---+ae+ayg=0

an (Do) oy (M0 =
"\ N "N 0 (8.8)

an(Nn+5n)—|—--~+a1(N1+51)+a0N:0
(anNp + -+ arNy + agN) + (and, + -+ +a161) =0
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Uttrycket (a, N, + -+ 4+ a1 Ny + aoN) ar inte multipel av p eftersom p inte delar
aoN. Eftersom talet 0 ar en multipel av p innebar detta att uttrycket i fraga éar
inte lika med 0, men det ar ett heltal da dess samtliga termer &r heltal. Darutover
gar uttrycket (a,d, + - -+ a16;) mot noll for att termen 0y, for £k =1,2,...,n som
tidigare namnt narmar sig noll nir p gar mot odndligheten. Eftersom méngden
av primtal dr oandlig kan vi vélja ett godtyckligt stort primtal p som medfor att
vardet av uttrycket (a,0, + --- 4 a101) hamnar mellan 0 och 1. For att likheten
(8.8) ska gélla maste dock bada uttryck vara lika med eller ndrma sig noll, men i
sjalva verket ar uttrycket (a,N, + -+ a1 Ny + agN) # 0. Vi har ddrmed funnit
en motsdgelse, vilket innebar att e uppfyller ingen polynomekvation med icke-noll
heltalskoefficienter. Med andra ord &r e ett transcendent tal. O
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9 Approximation av e

I detta avsnitt ska vi approximera e genom grinsvérde, serie och kedjebrak med
hjélp av SageMath [I7]. Vi har valt att anvinda SageMath eftersom den kan han-
tera flyttal med godtycklig precision, och har koder for kedjebrak och konvergenter
som &r redan definierade utan att importera nagot bibliotek. Vi ska forst jamfora
gransvarde med serie och darefter serie med kedjebrék.

9.1 Reella approximationer

Vi borjar att approximera e med gransvirdet (2.4)), alltsa

1 n
lim (1 + ) )
n—oo n

Resultatet presenteras i form av en tabell dir ett antal varden pa n har valts ut
och approximationsfelet for respektive virde har berdknats genom att ta absolut-

1 n
beloppet av A = (1 + ) — e for de olika véirdena pa n.
n

n | Approximationsfel |A|

0 1,7182818

1 0,7182818
10 0,12453937
100 0,013467999
1000 0,0013578962

10° | 1,3591284555567326e-05
106 | 1,3591396683515404e-06
102 | 1,3591409142282767¢-12

Lat oss ta reda pa hur stort viardet pa m bor vara for att fa 100 korrekta de-
cimaler. For att berdkna detta behover vi tillimpa Maclaurinutvecklingarna for
funktionerna In(1 + z) och e”, vilka ar som f6ljande

2

In(1+2) =z — %+O(x2), (9.1)
e’ =14z +0(2?), (9.2)

diar O(x?) ar resttermerna. Vi infor beteckningen # = 1/n och far att

(1 + 1>" _ en(m)F _ in(lie)
n
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Substitutera in Maclaurinutvecklingen for In(1 + ) fran (9.1]) vilket ger

n
_ 61—%+O(g;2)
x 2
—e-e 51+0(=%)

Substitutera in &ven Maclaurinutvecklingen for e genom att byta ut x mot —z/2+
O(2?) s4 att vi far
1 n
(1+3)
n

e- (1 — g +O(x2))

(-0

For att berdkna hur stor n bor vara for att vi ska f& 100 korrekta decimaler
anvander vi formeln |A| < 0,5 107" dar A &r skillnaden av narmevérdet och det
korrekta virdet medan t star for antal korrekta decimaler [I8]. Sa ifall vi vill ha
100 korrekta decimaler satter vi ¢t = 100, darmed

\" e 1
’<1+) —e e—+0<>—e
n 2n n?
Vi bortser fran resttermen eftersom den blir mycket liten for stora m och tittar
narmare pa olikheten

1
- 240 () <0,5-10710,
2n n?

€ 1 100

Alltsd méste n vara storre én eller lika med ungefar 2, 8- 10'% for att vi ska kunna
fa en approximation av e med 100 korrekta decimaler.

Lat oss nu approximera e med serien (2.5)), alltsa

> 1
P k!
Vi utvecklar serien och far att
© 1 "1 > 1
=Y =Yt Y
k=0 k! k=0 k! k=n+1 k!

33



o0

déar summan R, = Z i ar resten, alltsa ar det approximationsfelet nir vi tar

k=n+1 """
n

absolutbeloppet av skillnaden mellan delsumman Z - och e for olika véarden pa

k=0 "
n. Lat oss alltsa fokusera pa resten for att approximera felet. Vi har
<1 1 1 1 1 1
R, = Bl + 4= — + +... .
k:zn;',-l o (n+1)! (n+2)! n! <n+1 (n+1)(n+2) >
Uttrycket —— + ! +... ar ekvivalent med uttrycket fran (5.4)
rycke ... ar ekvivalent med uttrycket fran ([5.4]) som
Y n+l (n+1)(n+2) Y

visade sig vara mindre &n 1/b. Ifall vi byter b mot n far vi alltsa

1 1 1 1 1
Rn:< + +...)§-n. (9.3)

nl\n+1 (n+1)(n+2) n!
- o "1 1 1
Alltsé ar approximationsfelet |A| = Z ——e < — - =
= k! nl n

For att berdkna hur stor n maste vara for att vi ska f& 100 korrekta decimaler
anvander vi SageMath och far att n = 70 ger ett approximationsfel pa

|A| = 1,1923660008307707 - 10~ "% < 0,5 - 1071,

Aven nir vi anvinder uttrycket for approximationsfelet fran (9.3)) far vi ungefér
samma resultat, alltsa att n = 70 ger
1 1
— - — =1,1926058197346155 - 10~"** < 0,5 - 107'%.
70! 70 ’ ’
I jamforelse med gransvirde dér vi behdver ha n ~ 2,8-10% for att fa en approx-
imation av e med 100 korrekta decimaler kan vi alltsd med hjalp av serien (2.5))
uppna samma resultat med endast n = 70. Med andra ord konvergerar serien ([2.5])
mycket snabbare mot e dn gransvardet (2.4)).

9.2 Rationella approximationer

Vi kommer nu approximera e med kedjebraksutvecklingen genom att valja ut
index (n) for olika konvergenter ¢, = p,, /¢, och uppskatta deras approximationsfel
|A| = |pn/qn — €. T synnerhet ska vi fokusera pa konvergenternas namnare ¢, for
diverse n.

Vi borjar med att approximera felet. Vi minns fran avsnittet om kedjebrak att
konvergenter med udda index c¢,.; ar storre, medan de med jamn index c, &r

34



mindre dn ett tal a. Alltsa ligger talet mellan dessa tva konvergenter. Det géller

_1)»
alltsa att |c, — a| < |, — ¢ug1]. Vi vet fran (4.12)) att ¢, — ¢, = (=1) vilket
qndn+1

ger att
1

Gnnt1’
Eftersom ¢, fran definieras av en rekursiv talfoljd vars termer ar positiva
innebar detta att ¢, < qn.1. Alltsa far vi

len —al <lep, — cnia| =

cn —al < —.
n
Med andra ord ér approximationsfelet mindre dn kvoten 1/g,%. 1 foljande tabell
presenterar vi approximationsfelet |A|, samt produkten av |A| och ndmnaren g,
for konvergenter av olika index n

n | Namnare ¢, | Approximationsfel |A| Al - g2

0 1 0,7182818284590452 0,7182818284590452
1 1 0,28171817154095474 0,28171817154095474
5 32 0,0004681715409547646 0,479407657937679

10 1001 1,1017732695364201e-07 | 0,11039779178487624
15 208524 1,153848641754146e-11 0,5017194499832017
20 150869313 2,18383037131314e-17 0,4970736332575045
25 | 10622799089 4,657588358181949¢e-22 | 0,05255802508884514
30 | 8690849042711 | 6,626631462804679¢-27 | 0,5005151539600752

Vi kan paminna oss om satsen[£.17]fran avsnittet om kedjebrak, dér det framgar att
ifall ett rationellt tal p/q har ett approximationsfel |A| = |a—p/q| som ar mindre &n
1/2¢* s& ér den en konvergent i kedjebraksutvecklingen av det irrationella talet «.
I den meningen ser vi dven i tabellen att produkten av approximationsfelet |A| och
¢* ar mindre an 0, 5 for vissa konvergenter. Detta innebér att de uppfyller villkoret
|A] - 2¢*> < 1 som finns i satsen . Alltsa ar approximationsfelet minimalt.
Konvergenter i kedjebraksutvecklingen av ett irrationellt tal &r de bésta rationella
approximationerna av talet eftersom de ger en approximation som dr omojligt att
uppna med ett annat rationellt tal med mindre namnare.

Pa liknande satt som tidigare vill vi fa en approximation av e med 100 korrekta
decimaler. 1T detta fall ska vi ddrmed finna den n:e konvergent som ger en sadan
approximation med hjalp av SageMath. Vi far att n = 88, alltsa att den 88:e
konvergenten ger ett approximationsfel pa

|A| = 4, 54691513308561 - 10~ < 0,5- 1071,

Med andra ord far vi 100 korrekta decimaler med den 88:e konvergenten.
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Lat oss jamfora effektiviteten av de tva rationella approximationerna kedjebrak
och serie. Om vi jamfor storleken av kedjebrakets respektive seriens namnare och
taljare for ett antal korrekta decimaler kan vi notera en stor skillnad. For att illu-
strera detta kan vi exempelvis ta reda pa den rationella approximationen som ger
27 korrekta decimaler med kedjebrak och serie. Vi far att 1f09362295195651013256361559653350528242000304020707
och % ger 27 korrekta decimaler med serie respektive kedjebrak. Notera
att vi far en mycket storre téljare och ndmnare med serie i jamforelse med ked-
jebrak. Exempelvis finns det 28 siffror i tidljaren av det forsta braket medan det ar
hélften sa méanga i det andra bréket. Detta beror pa att konvergenten ¢, = p, /¢,

i kedjebraksutvecklingen av e har ett fel av storleksordning 1/¢,2, medan delsum-

"1 a
man » i b—” som vi strax kommer att se har ett fel som &r runt 1/b,.
k=0

n

Lat oss presentera produkten av ndmnare b, med ett urval index n och respektive
approximationsfel i form av en tabell.

n Namnare b, |A - by,

0 1 1,7182818284590453
1 1 0,7182818284590452
> 60 0,09690970754271412
10 3628800 0,09911218335007542
15 326918592000 0,01659800829379285
20 2432902008176640000 0,04988174288517625
25 31399210614030336000000 8,084763091747005e-05
30 | 20404066139399312202792960000000 | 0,0025613539460002457

Fran tabellen kan vi uppméirksamma att felet &r mycket stérre dn 1/b,%. Det
verkar snarare vara av storleksordning 1/b,,, vilket skulle kunna forklara varfor vi
far dubbelt sa stora téljare och namnare med serien jamfort med kedjebraket.

For att sammanfatta ar konvergenter i kedjebraksutvecklingen av ett tal de bésta
rationella approximationerna. Som vi kan se kan man inte fa en battre approxima-
tion med en annan rationell approximation som har mindre ndmnare och téljare.
Exempelvis ger konvergenten 27 decimalers noggrannhet med hélften si manga
tal som delsumman. Alltsa ar konvergenten en béttre rationell approximation &n
delsumman. Darutéver kan vi dven jamfora konvergensen av serie respektive ked-
jebrak. Vi fick att n = 70 ger 100 korrekta decimaler med serien medan den 88:e
konvergenten ger samma noggrannhet. Alltsa konvergerar serien mycket snabbare
mot e an kedjebraket, vilket kan forklaras av den snabbvixande namnaren n!.
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10 Avslutande ord

Syftet med arbetet var att fordjupa forstaelsen av talet e. I detta arbete har vi
darmed utforskat talets historia, bevisat att den ar ett irrationellt och till och med
ett transcendent tal, hérlett dess kedjebrak, samt redogjort for och jamfort nagra
av dess approximationsmetoder. Jag hoppas att det har varit givande att liasa och
medfort okade kunskaper om talet e.
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